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Qardaşım Paşa Məmmədovun 
xatirəsinə ithaf edirəm 

 
G İ R İ Ş 

 
Hesablama riyaziyyatı fənni. Müasir elm və texnikanın müxtəlif 

sahələrində elə riyazi məsələlərə rast gəlirik ki, bunların dəqiq həllini ya 
tapmaq olmur və ya az halda tapılan həllin ifadəsi o qədər mürəkkəbdir 
ki, təcrübədə ondan istifadə etmək çox çətin olur. Buna görə də son 
zamanlara qədər məsələlərin riyazi modellərini sadələşdirib həll edirdilər. 
Elm və texnikanın inkişafı artıq bu yolu qəbul edə bilməzdi - yeni yollar 
tapılmalı idi. Belə yollardan biri təqribi üsulların yaranmasına gətirdi. 
Artıq riyazi modellər sadələşdirilmir, onların dəqiq həlləri əvəzinə təqribi 
həlləri tapılır. 

Beləliklə, riyazi analizin, cəbrin, diferensial və inteqral tənliklərin 
təqribi üsulları yarandı. Bu isə öz növbəsində riyaziyyatın yeni bir sa-
həsinin - hesablama riyaziyyatının yaranması ilə nəticələndi. 

Elektron-hesablama maşınlarının (EHM) yaranması və sürətlə inki-
şaf etməsi riyaziyyatda və xüsusən hesablama riyaziyyatında böyük 
çevrilişə səbəb oldu. 

İndi EHM imkan verir ki, mürəkkəb riyazi məsələləri təqribi üsul-
larla həll etdikdə, onun təqribi həlli lazımi dəqiqliklə tapılsın. Buna görə 
də müasir dövrdə hesablama riyaziyyatı, riyaziyyat elminin ən vacib 
sahələrindən biri olmaqla elmin bir çox sahələrində müvəffəqiyyətlə 
tətbiq edilir.  

Təqdim edilən dərslik, universitetlərdə keçilən «Hesablama üsul-
ları» fənni üçün SSRİ Ali və Orta İxtisas Təhsili Nazirliyinin Tədris-
Metodika İdarəsi tərəfindən təsdiq edilmiş proqram əsasında yazılmışdır. 
Dərslik üç hissədən ibarətdir. Birinci hissədə riyazi analizin, ikinci 
hissədə cəbrin, üçüncü hissədə diferensial və inteqral tənliklərin əsas 
təqribi üsulları verilir. 
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Hesablama xətaları 
 

Adətən, verilmiş məsələnin həllini axtardıqda təqribi ədədlərə rast 
gəlinir. Bu təqribi ədədlər müxtəlif səbəblərdən yaranır. Əvvələn, mə-
sələdə verilən məlum ədədlər eksperimentdən alındığından, bu ədədlərin 
təqribi qiymətləri verilmiş olur. İkinci, verilmiş riyazi məsələ mürəkkəb 
olduğundan onu daha sadə məsələ ilə əvəz edirlər ki, bu da müəyyən 
xətanın buraxılmasına səbəb olur. Üçüncü, hesablama prosesində elə 
ədədlər üzərində əməliyyat aparmaq lazım gəlir ki, onların dəqiq 
qiymətləri məlum olmur (məsələn, ,π ,e 2  ədədləri). Dördüncü, məsə-
lənin həllinin dəqiq qiymətini praktik olaraq həmişə tapmaq mümkün ol-
mur, həllin təqribi qiyməti götürülür. Beşinci, adi hesablama əməliyyatını 
apardıqda belə, həmişə dəqiq qiyməti tapmaq mümkün olmur, 
yuvarlaqlaşdırılmış qiymət götürülür. 

Yuxarıda göstərilən xətaların hər biri çox böyük olmasa da, bir ne-
çə əməliyyat apardıqdan sonra bu xətalar cəmlənib ümumi nəticədə böyük 
xətanın alınmasına səbəb ola bilər. Buna görə də verilmiş məsələnin 
həllində göstərilən xətalara diqqət yetirmək zərurəti yaranır. 

Əgər α  ədədi verilmiş kəmiyyətin dəqiq qiyməti olan A -dan aza-
cıq fərqlənirsə, onda bu ədədə A -nın təqribi ədədi deyilir. Təqribi ədədin 
xətası 

αα −=∆ A  
ədədinə deyilir. Bu ədədin işarəsi məlum olmadığından α∆=∆  ədədi 
götürülür və bu ədədə mütləq xəta deyilir.  

Beləliklə, a  ədədinin mütləq xətası aA −=∆  ədədinə deyilir.  
Ədədin dəqiq qiymətini bilmədiyimizdən mütləq xətanı da həmişə 

hesablamaq mümkün olmur. Ancaq mütləq xətanın dəyişmə sərhədini 
həmişə tapmaq olar. ∆ ədədinin yuxarı sərhədlərinin ən kiçiyinə limit 
mütləq xəta deyilir və α∆  ilə işarə edilir. Aydındır ki,  

.αα αα ∆+≤≤∆− A  
Limit mütləq xəta hesablamanın dəqiqliyini xarakterizə etmək 

üçün həmişə kifayət deyil. Tutaq ki, müəyyən hesablama prosesi üçün 
limit mütləq xətanı 1,0=∆α  sm almışıq. Əgər otağın həcmini ölçürüksə, 
bu hesablama ilə kifayətlənmək olar. Kibrit qutusunun həcmini ölçdükdə 
isə bu hesablamanı kafi hesab etmək olmaz. Ona görə də yeni anlayış – 
nisbi xəta anlayışı da verilir. 
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A
∆=δ   

ədədinə α  təqribi ədədinin nisbi xətası deyilir. Nisbi xətanın yuxarı 
sərhədlərinin ən kiçiyinə limit nisbi xəta deyilir və αδ  ilə işarə edilir. 
Aydındır ki,  

αα δA=∆  
qəbul etmək olar. 

α≈A  olduğundan, adətən  
αα δα=∆  

qəbul edilir. Ədədin dəqiq qiyməti )1( αδα − və )1( αδα +  ədədləri 
arasında yerləşdiyindən  

)1( αδα ±=A  
götürülür. 
 İndi isə təqribi ədədlər üzərində hesab əməlləri apardıqda alınan 
xətaları qiymətləndirək. 

İsbat edək ki, bir neçə təqribi ədədin cəbri cəminin mütləq xətası bu 
ədədlərin mütləq xətaları cəmindən böyük deyil və bir neçə təqribi ədədin 
(əgər işarələri eynidirsə) cəminin limit nisbi xətası bu ədədlərin limit nisbi 
xətalarının ən böyüyündən böyük deyil. 

Tutaq ki, −nααα ,...,, 21  verilmiş təqribi ədədlərdir. Bunların cəbri 
cəminə baxaq: 

....21 nαααα ±±±=  
Aydındır ki,  

,...21 nαααα ∆±±∆±∆=∆  
buradan da  

....21 nαααα ∆++∆+∆≤∆  
 Fərz edək ki, 0>iα ),...,2,1( ni = və isbat edək ki,  

}.{max
1 iania δδ

≤≤
≤  

Burada αi  təqribi ədədlərinin dəqiq qiymətlərini iA  ,0( >iA  
),...,2,1 ni =  ilə işarə edək və fərz edək ki, nAAAA +++= ...21  ədədi 

α  təqribi ədədinin dəqiq qiymətidir. 
Onda 

,
...

...

21

21

nAAAA
n

+++
∆+∆+∆

=
∆

= αααα
αδ  
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),...,2,1( ni
Ai
ai

i
=

∆
=αδ  

olduğundan 
.
iii A αδα =∆  

Buradan  

n

n
AAA
AAA

n

+++
+++

=
...

...

21

21 21 ααα
α

δδδ
δ  

olduğunu alarıq. Tutaq ki,  
}.{max

1 iani
δδ

≤≤
≤  

Onda  
.δδα ≤  

 Qeyd edək ki, əgər 21 ααα −=  olarsa, onda 
,

21 ααα δδδ +≤  

burada A  ədədi 21 ααα −=  təqribi ədədin dəqiq qiymətidir. 
 İndi isə hasilin xətasını hesablayaq. 
 İsbat edək ki, bir neçə təqribi ədədin (sıfırdan fərqli) hasilinin nisbi 
xətası bu ədədlərin nisbi xətalarının cəmindən böyük deyil. 
 Tutaq ki, ....21 nαααα =  Sadəlik üçün fərz edək ki, nααα ,...,, 21  
müsbətdirlər. Onda 

.ln...lnlnln 21 nαααα +++=  
Burada 

x
x

x
dxxdx ∆≈=≈∆ )(ln)(ln  

düsturunu nəzərə alsaq: 

n

n
α
α

α
α

α
α

α
α ∆

++
∆

+
∆

=∆ ...
2

2

1

1  

olduğunu alarıq, yaxud 

....
2

2

1

1

n

n
α
α

α
α

α
α

α
α ∆

++
∆

+
∆

≤∆  

iA  ),...,2,1( ni =  ilə iα  ədədlərinin dəqiq qiymətlərini işarə etsək: 

.,
α
αδδ

α
α
α ∆==

∆
≈

∆
i

i

i

i

i
A
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Burada iα  təqribi ədədlərin nisbi xətası - αδ ,i  ədədinin nisbi xətası isə 
δ  ilə işarə edilib. Beləliklə,  

....21 nδδδδ +++≤  
Bu düstur iα  ədədləri müxtəlif işarələrə malik olanda da doğrudur. 
 Nəhayət, nisbətin xətasını hesablayaq. İsbat edək ki, iki ədədin 
nisbətinin nisbi xətası, bu ədədlərin nisbi xətalarının cəmindən böyük 
deyil. Doğrudan da, tutaq ki,  

.
2

1
α
α

α =  

Sadəlik üçün fərz edək ki, 21 ,αα  müsbətdirlər. Onda 

21 lnlnln ααα −=  
 buradan da 

2

2

1

1
α
α

α
α

α
α ∆

−
∆

=∆  

və yaxud  

2

2

1

1
α
α

α
α

α
α ∆

+
∆

≤∆  

olduğunu alarıq. Bu isə isbat etmək istədiyimiz düsturdur.  
 İndi isə daha ümumi məsələyə baxaq. 
 Tutaq ki, bir neçə kəmiyyətin nααα ,...,, 21  xətası məlumdur və tələb 
olunur ki, bu kəmiyyətlərin funksiyasının - ),...,,( 21 nf ααα  xətasını 
hesablayaq. 
 Aşkardır ki,  

,),...,(

),...,,(),...,(

11
1

2111

i
n

i i

n

i
i

i
n

nnn

ffdf

fff

αααααα

ααααααα

∆
∂
∂≤∆

∂
∂=≈

≈−∆+∆+=∆

∑∑
==

 

.
1

i
n

i i

ff α
α

∆
∂
∂

≤∆ ∑
=

 

Beləliklə funksiyanın limit mütləq xətası üçün 

i
n

i i

ff α
α

∆
∂
∂

≤∆ ∑
=1

                             (1) 

düsturunu almış oluruq. (1) bərabərsizliyinin hər tərəfini f -ə bölsək 
funksiyanın nisbi xətası üçün də düstur almış oluruq: 
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.ln
11

i
n

i i
i

n

i i
fff α

∂α
∂α

α
δ ∆=∆⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂

≤ ∑∑
==

 

Onda limit nisbi xəta üçün 

.ln
1

i
n

i i
f f α

α
δ ∆

∂
∂= ∑

=
 

 Təqribi ədədlərin yuvarlaqlaşdırılması. Müəyyən bir məsələni 
təqribi üsulla həll etdikdə alqoritm qurulur; bu alqoritm əl ilə və yaxud 
maşında icra edilir. Bu halda biz ixtiyari həqiqi ədədlərlə yox, yalnız 
diskret sonlu çoxluqla iş görməli oluruq. Bu çoxluğa müxtəlif say 
sistemlərində «mərtəbələri» olan ədədlər daxil olur. Tutaq ki, bu çoxluq, 
aşağıdakı şəkildə ədədlər çoxluğundan ibarətdir: 

),...( 11
21

+−− +++± mn
m

nn βαβαβα  
burada β  – natural ədəddir və hesablama sisteminin əsasıdır: 

βαα <≤ m,...,0 1 –tam müsbət ədədlərdir; m  – mərtəbələrin sayıdır; 
nəhayət, n  – tam ədəddir. 
 Bu ədədlər üzərində hesabi əməliyyat apardıqda yeni alınan ədədin 
mərtəbəsi böyüyə bilər və bu ədədin baxdığımız çoxluqdan kənara 
çıxmaması üçün yuvarlaqlaşdırılması zərurəti doğurur. 

Tutaq ki, hesablama nəticəsində  
...)...( 1

11
21 +++++± −

+
+−− mn

m
mn

m
nn βαβαβαβα  

ədədini almışıq. Əgər 

ββαα
2
1...1

21 <++ −
++ mm  

şərti ödənərsə, onda nəticəni 
)...( 11

21
+−− +++± mn

m
nn βαβαβα  

ədədi ilə əvəz etmək lazımdır. Əgər 

ββαα
2
1...1

21 >++ −
++ mm  

şərti ödənərsə, onda nəticəni  
))1(...( 11

21
+−− ++++± mn

m
nn βαβαβα  

ədədi ilə əvəz etmək lazımdır. Nəhayət, əgər 

ββαα
2
1...1

21 =++ −
++ mm  

şərti ödənərsə, onda yuxarıdakı ədədlərin hansı biri ilə nəticəni əvəz 
etməyin fərqi yoxdur. 
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 Yuvarlaqlaşdırılma prosesində limit mütləq xətanın necə dəyişdiyini 
öyrənək. Tutaq ki,  

...... 11
21 ++++= +−− mn

m
nna βαβαβα  

təqribi ədədi verilib (uyğun dəqiq qiyməti A  ilə işarə edək) və yuvar-
laqlaşdırmadan sonra alınan ədəd 

12
1

1
21 ...* +−+−

−
− ++++= mn

m
mn

m
nna βγβαβαβα  

olsun. Burada mγ  ya mα  və ya 1+mα  ədədinə bərabərdir. Aydındır ki, 
*aa −  ədədi 

...1
21 ++ +−

+
−

+
mn

m
mn

m βαβα  
və ya  

...)( 1
21

1 ++− +−
+

−
+

+− mn
m

mn
m

mn βαβαβ  
ədədlərin ən kiçiyinə bərabər olacaq. 

aaAaa ∆+≤≤∆−  
bərabərsizliyini nəzərə alsaq, *a  təqribi ədədin mütləq xətasının 
aşağıdakı ədədlərin ən kiçiyinə bərabər olduğunu alarıq: 

...1
21 +++∆ +−

+
−

+
mn

m
mn

ma βαβα  
və ya 

...).( 1
21

1 ++−+∆ +−
+

−
+

−− mn
m

mn
m

mn
a βαβαβ  

Beləliklə, alırıq ki,  

.
2
1 1

*
+−+∆≤∆ mn

aa β  

 İndi isə təqribi ədədlərin yazılma üsullarından birini, ən çox istifadə 
edilənini verək. 
 İxtiyari müsbət 1≤ω  ədədini götürək və aşağıdakı kimi təqribi ədədə 
baxaq: 

.... 11
21

+−− +++= mn
m

nna βαβαβα  
Əgər  

1−−≤∆ kn
a ωβ  

bərabərsizliyi ödənərsə, onda kα doğru rəqəm adlanır; əks halda şübhəli 
rəqəmdir. Aşkardır ki, kα  doğru rəqəmdirsə, ondan qabaqda gələnlər də 
doğru olacaqdır. 
 Təqribi ədəd, xətası göstərilmədən yazılırsa, onun bütün yazılan 
rəqəmləri doğru olmalıdır. 
 Əgər verilmiş təqribi ədədin şübhəli rəqəmləri varsa, onda onu əv-
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vəlcədən yuvarlaqlaşdırmaq lazımdır. Mərtəbələrin sayı çox olduqda da 
yuvarlaqlaşdırma aparılır. Yuvarlaqlaşdırma ilə əlaqədar olaraq ω  
ədədini əlavə şərtə tabe edirlər. 

ω -nın elə ən kiçik qiymətini tapaq ki, yuvarlaqlaşdırma apardıqdan 
sonra heç olmasa, axırdan əvvəlki doğru rəqəm, doğru qalsın. Tutaq ki, 
ma  

...... 1
11

21 +++++= −
+

+−− mn
m

mn
m

nn aa ββαβαβα  
ədədinin axırıncı doğru rəqəmdir. 
 Ona görə də  

.1+−− <∆< mnmn a ωβωβ  
Böyük mərtəbəsi 1−m  olmaqla yuvarlaqlaşdırma aparsaq limit mütləq 
xəta 

2

2
1 +−+∆ mn

a β  

ədədindən böyük olmaz. ω -nı elə seçək ki,  
22

2
1 +−+− ≤+∆ mnmn

a ωββ  

olsun. Bu bərabərsizlik a∆ -nı onun ən böyük qiyməti ilə də əvəz etdikdə 
ödənməlidir. 

221

2
1 +−+−+− ≤+ mnmnmn ωββωβ . 

Buradan  

)/11(2
1

β
ω

−
≥  

olduğunu alarıq. ω -nın ən kiçik qiyməti  

.
)/11(2

1
β

ω
−

=  

Beləliklə, onluq say sistemində, yəni 10=β  olduqda  
56,0≈ω  

götürmək olar. İkilik say sistemində isə )2( =β  
.1=ω  
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I  H İ S S Ə 
 

RİYAZİ ANALİZİN TƏQRİBİ  ÜSULLARI 
 

I FƏSİL 
 

YAXINLAŞMALAR NƏZƏRİYYƏSİ 
 

 Məlumdur ki, funksiya müxtəlif üsullarla verilir. Belə üsullardan biri 
cədvəl üsuludur: funksiya, dəyişənin )(x  sonlu sayda qiymətlərində ver-
ilir ).,...,1,0),(( nixf i =  Lakin təcrübədə funksiyanın qiymətini dəyişənin 
başqa qiymətlərində də hesablamaq lazım gəlir. Belə halda elə sadə 

)(xP funksiyasını qururlar ki,  
),...,1,0()()( nixfxP ii ==  

şərtləri ödənilsin və )(xf -in təyin oblastının başqa nöqtələrində 
)()( xfxP −  kafi qədər kiçik olsun. Belə )(xP  funksiyasının qurulma-

sına interpolyasiya məsələsi deyilir. Adətən )(xP funksiyasını çoxhədli 
şəklində axtarırlar. 
 Bəzən elə olur ki, funksiya analitik şəkildə verilir, lakin onun 
qiymətini təyin oblastının ixtiyari nöqtəsində, tapmaq böyük hesablama 
işi tələb edir. Bu halda da interpolyasiya məsələlərindən istifadə edilir: 
funksiyanın analitik ifadəsindən istifadə edərək, onun qiymətini, 
hesablaması asan olan bir neçə nöqtədə tapırlar və bu qiymətlərdən 
istifadə edərək )(xP  çoxhədlisini qururlar.  

Bu fəsildə, belə interpolyasiya çoxhədlilərinin qurulması üçün 
müxtəlif üsullar verilir. 

 
§1. İnterpolyasiya məsələsi 

],[ ba  parçasında təyin olunmuş həqiqi funksiyalar çoxluğuna və bu 
çoxluğa daxil olan sadə funksiyalar küllisinə baxaq – )}.({ xiϕ  

Fərz edək ki, bu çoxluqdan götürülmüş sonlu sayda ixtiyari 
funksiyalar sistemi xətti asılı deyil. 
 Adətən, )(xiϕ  funksiyaları əvəzinə praktikada  

,...;,...,,,1 2 nxxx  
və ya  

,...;cos,sin,...2sin,cos,sin,1 nxnxxxx  

 12

və ya  
,...,...,,,1 2 nxxx eee  

funksiyaları sistemini götürürlər. 
 )}({ xiϕ  funksiyalar çoxluğundan 1+n  sayda olanını götürüb 
bunların xətti kombinasiyasına baxaq: 

).(...)()()( 1100 xaxaxaxP nnn ϕϕϕ +++=  
Burada naaa ,...,, 10  həqiqi ədədlərdir. )(xPn  funksiyasına ),(0 xϕ  

)(),...,(1 xx nϕϕ  sisteminə görə ümumiləşmiş çoxhədli deyirlər. 
 ],[ ba  parçasından nxxx ,...,, 10  nöqtələr çoxluğunu götürüb qeyd 
edək. Elə )(xPn  ümumiləşmiş çoxhədlisi götürək ki, bu nöqtələrdə onun 
qiymətləri uyğun olaraq )(xf -in həmin nöqtələrdə qiymətləri ilə üst-üstə 
düşsün. nxxx ,...,, 10  nöqtələrinə interpolyasiyanın düyün nöqtələri, 

)(xPn -ə isə verilmiş sistemə görə )(xf  funksiyasının ümumiləşmiş 
interpolyasiya çoxhədlisi deyirlər. )(xf  və )(xiϕ  funksiyaları 
diferensiallanandırsa onda tələb edilir ki, düyün nöqtələrində )(xf  və 

)(xPn -in törəmələrinin də qiymətləri üst-üstə düşsün. 
 Düyün nöqtələrini və )(xiϕ  funksiyalarını elə seçək ki, verilmiş 

)(xf  funksiyası üçün yalnız bir ümumiləşmiş çoxhədli qurmaq mümkün 
olsun. 
 Əgər )(),...,(),( 10 xxx nϕϕϕ  funksiyalar sistemi üzrə heç olmazsa, 
bir əmsalı sıfırdan fərqli olan, ixtiyari ümumiləşmiş çoxhədlinin ],[ ba  
parçasında köklərinin sayı n -dən çox deyilsə, onda ),(0 xϕ  

)(),...,(1 xx nϕϕ  sisteminə Çebışev sistemi deyirlər. Aydındır ki, funk-
siyalar sisteminin Çebışev sistemi təşkil etməsi üçün bu funksiyaların 
xətti asılı olmaması zəruri şərtdir. Yenə də aydındır ki, nxxx ,...,,,1 2  
funksiyalar sistemi ixtiyari parçada Çebışev sistemi təşkil edir. 
 Teorem 1.1. İxtiyari )(xf  )( bxa ≤≤  funksiyası və ixtiyari ,0x  

nxx ,...,1  ),,( jixxbxa jii ≠≠≤≤  düyün nöqtələri üçün 

)(...)()()( 1100 xaxaxaxP nnn ϕϕϕ +++=  
ümumiləşmiş çoxhədlinin varlığı üçün zəruri və kafi şərt ),(0 xϕ  

)(),...,(1 xx nϕϕ  funksiyalarının ],[ ba  parçasında Çebışev sistemi təşkil 
etməsidir. Bu halda interpolyasiya çoxhədlisi yeganədir. 
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İsbatı. Aşkardır ki, ümumiləşmiş çoxhədlinin varlığı üçün zəruri və 
kafi şərt ixtiyari )( ixf  ),...,1,0( ni =  və ixtiyari nxxx ,...,, 10  üçün 

)()(...)()( 1100 iinnii xfxaxaxa =+++ ϕϕϕ  ),...,1,0( ni =    (1.1) 
sisteminin naaa ,...,,( 10  məchullarına nəzərən) həllinin varlığıdır. (1.1) 
sisteminin həllinin varlığı üçün isə zəruri və kafi şərt 

0

)(),...,(),(

)(),...,(),(
)(),...,(),(

10

11110

00100

≠=∆

nnnn

n

n

xxx

xxx
xxx

ϕϕϕ

ϕϕϕ
ϕϕϕ

LLLLLLLLLLLL
                   (1.2) 

olmasıdır. 
 İsbat edək ki, (1.2) şərtinin ödənməsi üçün zəruri və kafi şərt )}({ xiϕ  
funksiyalarının Çebışev sistemini təşkil etməsidir. 
 Tutaq ki, }{ iϕ  Çebışev sistemi təşkil edir və isbat edək ki, .0≠∆  
Tərsini fərz edək. Fərz edək ki, müəyyən düyünlər – }{ ix  üçün .0=∆  
Onda  

,0,0)(...)()(
0

2
1100 ∑

=
>=+++

n

i
iinnii bxbxbxb ϕϕϕ   ).,...,1,0( ni =  

Bu o deməkdir ki,  
)(...)()()( 1100 xbxbxbxP nnn ϕϕϕ +++=  

ümumiləşmiş çoxhədlisinin ],[ ba  parçasında n -dən çox kökü var, yəni 
)}({ xiϕ  Çebışev sistemi təşkil etmir. Bu isə şərtə ziddir. 

 Tutaq ki, 0≠∆  və isbat edək ki, )}({ xiϕ  Çebışev sistemi təşkil edir. 

Tərsini fərz edək. Fərz edək ki, ∑
=

n

k
kk xc

0
)(ϕ  ümumiləşmiş çoxhədlisinin 

1+n  müxtəlif kökü var. Bu 1+n  kökü düyün nöqtələri kimi götürsək: 

∑
=

==
n

k
jkk njxc

0
),...,1,0(0)(ϕ  

bircinsli sisteminin sıfırdan fərqli həlli olduğunu almış olarıq. Deməli 
sistemin determinantı sıfra bərabərdir. Bu isə fərziyyəmizə ziddir. 

Teoremin hökmünün ikinci hissəsi, yəni ümumiləşmiş çoxhədlinin 
yeganəliyi ia  əmsallarının birqiymətli təyin olunmasından çıxır: 
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),,...,2,1,0( nia i
i =

∆
∆

=  

burada i∆  determinantı, ∆  determinantında i -ci sütunu (1.1) sisteminin 
sərbəst hədlərilə əvəz edilməklə alınır. Beləliklə,  

∑
= ∆
∆

=
n

k
k

k
n xxP

0
)()( ϕ                            (1.3) 

olduğunu alırıq. Teorem isbat olundu. 
(1.3) ümumiləşmiş interpolyasiya çoxhədlisini başqa formada yazaq. 

i∆  determinantını i -ci sütunun elementlərinə görə ayırsaq, 

∑
=

∆=∆
n

j
ijii xf

0
)(  

olduğunu alarıq, burada ij∆ ∆ -determinantının i -ci sütununun cəbri 

tamamlayıcısıdır. i∆ -nin bu ifadəsini (1.3)-də nəzərə alsaq: 

∑∑ ∑
== =

Φ=
∆
∆

=
n

j
jjk

n

j

n

k

jk
jn xxfxxfxP

00 0
).()()()()( ϕ  

Burada  

)()(
0

xx k
n

k

ij
j ϕ∑

= ∆
∆

=Φ  

ümumiləşmiş çoxhədlidir; bu çoxhədli )(xf  funksiyasından asılı ol-
mayıb, nxxx ,...,, 10  ),( jixx ji ≠≠  düyün nöqtələrinin seçilməsilə tam 
təyin olunur. 
 İxtiyari )(xf  funksiyası üçün 

),...,2,1,0()()()(
0

nkxxfxf
n

j
kjjk =Φ= ∑

=
 

şərti ödəndiyindən )(xjΦ  çoxhədlisi aşağıdakı xassəyə malik olur: 

⎩
⎨
⎧

=
≠

=Φ
.,1

,0
)(

kj
kjxkj   

 
§ 2. Laqranjın interpolyasiya çoxhədlisi 

1. Çoxhədlinin qurulması. Yuxarıda isbat etdik ki, ixtiyarı )(xf  
funksiyası və ixtiyarı seçilmiş düyün nöqtələri nxxx ,...,, 10  
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),( jixx ji ≠≠  üçün dərəcəsi n -dən çox olmayan çoxhədlilər içərisində 
aşağıdakı şəkildə ifadə olan yeganə interpolyasiya çoxhədlisi var: 

⎩
⎨
⎧

=
≠

=ΦΦ= ∑
= .,1

,0
)(),()()(

0 ji
jixxxfxP ijj

n

j
jn                   (1.4) 

)(xiΦ  funksiyasını tapmaq üçün biz elə n  dərəcəli çoxhədli tapmalıyıq 
ki, nii xxxxx ,...,,...,, 1110 +−  nöqtələrində sıfra çevrilsin və ix  
nöqtəsində 1-ə bərabər olsun. 
 Bu funksiyanı  

))...()()...()(()( 1110 niii xxxxxxxxxxAx −−−−−=Φ +−  
şəklində axtaraq. A  ədədini elə seçək ki, 1)( =Φ ii x  olsun:  

).)...()()...()((1 1110 niiiiiii xxxxxxxxxxA −−−−−= +−  
Buradan 

.
))...()()...()((

1
1110 niiiiiii xxxxxxxxxx

A
−−−−−

=
+−

 

Onda  

.
))...()()...()((

))...()()...()((
)(

1110

110

niiiiiii

niii
i xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxx
−−−−−

−−−−−
=Φ

+−

+−  

(1.4) düsturunda bunu nəzərə alsaq: 

).(
))...()((

))...()((
...)(

))...()((
))...()((

)(
))...((

))...((
)(

110

110
1

12101

20
0

010

1

n
nnnn

n

n

n

n

n
n

xf
xxxxxx

xxxxxxxf

xxxxxx
xxxxxxxf

xxxx
xxxxxP

−

−

−−−
−−−

++×

×
−−−
−−−

+
−−
−−

=
 

Bu düsturla təyin edilən interpolyasiya çoxhədlisinə Laqranj inter-
polyasiya çoxhədlisi deyirlər. Bu çoxhədlini başqalarından fərqləndirmək 
üçün )(xLn  ilə işarə edirlər:  

,
)()(

)(
)()(

0 ini

n
n

i
in xxx

xxfxL
ω

ω
′−

= ∑
=

 

burada  
).)...()(()( 10 nxxxxxxx −−−=ω  

2. Bir-birindən eyni məsafədə duran düyün nöqtələri üçün çoxhədli. 
Fərz edək ki,  

.... 11201 hxxxxxx nn =−==−=− −  
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Əgər t
h
xx

=
− 0  ilə işarə etsək )(xiΦ  funksiyası aşağıdakı şəklə düşər 

=
−−−−

−+−−−−
=+Φ=Φ

])([)()1(
)(])1(][)1([)()()( 0 hinhhhiih

nhthhithhithhthththxx ii LL

LL  

.
!

))...(1(1)1(
)!(!

)1())...(1( 1
1

n
nttt

it
C

iniit
nttt i

n
n

n −−
−

−=
−

−
−

−−
= −

−
 

Onda  

∑
= −

−
−−

−=+=
n

i
i

i
nin

nn xf
it

C
n

ntttthxLxL
0

).()1(
!

))...(1()1()()(  

Bu düsturdan görünür ki, )( ixf -nin əmsalı 

!)(
))...(1()1(

nit
ntttC i

n
in

−
−−

− −  

)(xf  funksiyasından və h -dan asılı deyil. Buna görə də bu əmsalların 
qiymətlərini əvvəlcədən cədvəl şəklində verib, ondan istifadə etmək olar. 

3. Eytkenin interpolyasiya sxemi. Əgər ix  düyün nöqtələri bir-
birindən eyni məsafədə deyilsə və Laqranj çoxhədlisinin analitik ifadəsi 
əvəzinə bəzi nöqtələrdə qiymətlərini hesablamaq tələb olunursa, onda 
aşağıda şərh edilən sxemdən istifadə etmək əlverişlidir. 

xxxf
xxxf

xx
xL

−
−

−
=

11

00

01
0 )(

)(1)(  

ifadəsinə baxaq. Bu birdərəcəli çoxhədlidir. 
)()(),()( 11010001 xfxLxfxL ==  

olduğundan )(01 xL  iki 10 ,xx  nöqtələri üçün axtarılan çoxhədli olar. Bu 
qayda ilə ),(12 xL ),...,(23 xL  çoxhədlilərini də qurmaq olar.  
 İndi isə  

xxxL
xxxL

xx
xL

−
−

−
=

212

001

02
012 )(

)(1)(  

ifadəsinə baxaq. Bu ikidərəcəli çoxhədlidir. 
 )()(),()(),()( 220121101200012 xfxLxfxLxfxL ===  

olduğundan )(012 xL  üç 210 ,, xxx  nöqtələri üçün axtarılan çoxhədlidir. 
Bu qayda ilə ),(123 xL K),(234 xL  çoxhədlilərini də  qurmaq olar.  
 Bu prosesi davam etdirsək: 
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xxxL
xxxL

xx
xL

nn

n

n
n −

−

−
= −

)(
)(1)(

...123

01...012

0
...012  

çoxhədlisini qurmaq olar. Bu n  dərəcəli çoxhədlidir.  
),...,1,0()()(...012 nixfxL iin ==  

olduğundan )(...012 xL n  çoxhədlisi nxxx ,...,, 10  nöqtələri üçün axtarılan 
çoxhədli olar. 
 İnterpolyasiya çoxhədlisinin bu qayda ilə tapılmasına Eytken sxemi 
deyilir. 
 4. Qalıq həddi. )(xf  və )(xLn  funksiyalarının düyün nöqtələrində 
qiymətləri üst-üstə düşürlər, başqa nöqtələrdə isə müxtəlif qiymətlər 
alırlar (əgər )(xf  n -dərəcəli çoxhədli deyilsə).  

)()()( xRxLxf nn =−  
işarələməsini aparaq. Burada )(xRn -ə qalıq həddi deyilir. Aydındır ki,  

).,,1,0(0)( nixR in K==  
 Fərz edək ki, )(xf  funksiyasının. ],[ ba  parçasında n  tərtibədək 

kəsilməz törəmələri var və )()( xf n  ],[ ba -də diferensiallanandır. ],[ ba  
parçasından götürülmüş ixtiyari qeyd edilmiş x  nöqtəsində qalıq həddini 
qiymətləndirək. 
 Aşağıdakı kimi işarələmə aparaq: 

).)...()(()()()( 10 nn xzxzxzAzLzfz −−−−−=ϕ  
Aşkardır ki,  

).,...,1,0(0)( nixi ==ϕ  
A  ədədini elə seçək ki, ],[ bax∈  nöqtəsi üçün  

0)( =xϕ  
şərti ödənsin. Onda 

.
))...()((

)()(

10 n

n
xxxxxx

xLxfA
−−−

−
=  

 Deməli, )(zϕ  funksiyası ],[ ba  parçasının 2+n  nöqtəsində sıfra 
çevrilir. Onda Roll teoreminə əsasən )(zϕ ′  funksiyası ],[ ba  parçasının 
ən azı 1+n  nöqtəsində sıfra  çevriləcək: 

).,...,1,0],,[(0)( )1()1( nibaii =∈=′ ξξϕ  
Yenidən Roll teoremini )(zϕ ′  funksiyasına tətbiq etsək 
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)1,...,1,0],,[(0)( )2()2( −=∈=′′ nibaii ξξϕ      
olduğunu alarıq. 
 Bu prosesi davam etdirsək, heç olmasa bir ],[ ba∈ξ  nöqtəsinin var-
lığını hökm edə bilərik ki, 

0)()1( =+ ξϕ n   
şərtini ödəsin. Onda  

)!1()()( )1()1( +−= ++ nAzfz nnϕ  
olduğundan 

.
)!1(

)()1(

+
=

+

n
fA
n ξ

 

Deməli, 0)( =xϕ  olduğunu nəzərə alsaq: 

))...()((
)!1(

)(
)()( 10

)1(

n

n

n xxxxxx
n

fxLxf −−−
+

+=
+ ξ

 

olduğunu alarıq. Qalıq həddi aşağıdakı düsturla təyin olunur: 

).)...()((
)!1(

)(
)( 10

)1(

n

n

n xxxxxx
n

fxR −−−
+

=
+ ξ

 

Buradan,  

,)(
)!1(

)( 1 x
n
MxR n
n

n ω
+

≤ +  

).)...(()(,)(sup 0
1

1 nn
n

ba
n xxxxxfM −−== +

≤≤
+ ωξ

ξ
 

5. Qalıq həddinin minimumlaşdırılması. İndi isə düyün nöqtələrini 
elə seçək ki, )(sup

],[
xn

ba
ω  ən kiçik qiymət alsın. 

 Bu məsələni həll etmək üçün Çebışev çoxhədlisinə baxaq:  
).1()arccoscos()( ≤= xxnxTn  

Aşağıdakı məlum eyniliyi  
θθθθ )1cos(coscos2)1cos( −−=+ nnn  

nəzərə alsaq  
)()(2)( 11 xTxxTxT nnn −+ −=  

düsturunu alarıq. 
 Buradan görünür ki, )(xTn  n -dərəcəli çoxhədlidir və nx -nin əmsalı 

12 −n  ədədinə bərabərdir. 
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0)arccoscos()( == xnxTn  
tənliyindən 

).1,...,1,0(
2

)12(cos −=
+

= nm
n

mxm
π

 

 Aydındır ki, 1≤mx və .1)(max
1

=
≤

xTnx
 

 Əgər ,1−=a  1=b  və düyün nöqtələri əvəzinə Çebışev çoxhədlisinin 
köklərini götürsək 

nn
x

nnn xxTx
2
1)(max),(

2
1)(

1
1 ==

≤
+ ωω  

olduğunu alarıq.  
 Beləliklə, isbat  etdik ki, əgər ,1−=a  1=b  və düyün nöqtələri əvə-
zinə Çebışev çoxhədlisinin köklərini götürsək:  

)!1(2
)( 1

+
≤ +

n
MxR n
n

n  

olduğunu alarıq. 
 Qeyd edək ki,  

)]()[(
2
1 abzabx ++−=  

əvəzləməsini aparmaqla ixtiyari ],[ ba  parçasını ]1,1[−  parçası ilə əvəz 
etmək olar. Bu halda Çebışev çoxhədlisinin kökləri  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ++
−
+−= )(

22
12cos)(

2
1 ab

m
mabxm π  

düsturu ilə təyin edilər və  

.
2

)(
)!1(

)(
12

1
1

+

+
+ −

+
≤ n

n
n

n
ab

n
MxR  

Beləliklə isbat etdik ki,  

)(
2

1)( 1 xTxT nnn −
=  

çoxhədlisi sıfırdan ən az meyl edən çoxhədlidir. 
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§ 3. Nyutonun interpolyasiya çoxhədlisi 
 

1.Bölünən və sonlu fərqlər. ],[ ba  parçasında təyin olan ixtiyari 
)(xf  funksiyasını və bu parçaya daxil olan düyün nöqtələrini 

jixxxxx jin ≠≠ ,,,...,, 10  götürək. 
 Aşağıdakı nisbətlərə baxaq: 

),,(
)()(

10
01

01 xxf
xx
xfxf

=
−
−

  

).,(
)()(

,,),(
)()(

1
1

1
21

12

12
nn

nn

nn xxf
xx
xfxfxxf

xx
xfxf

−
−

− =
−
−

=
−
−

K  

Bu nisbətləri birtərtibli bölünən fərqlər adlandırırlar. 
 İndi isə aşağıdakı nisbətlərə baxaq: 

),,,(
),(),(

210
02

1021 xxxf
xx

xxfxxf
=

−
−

 

LLLLLLLLLLLLLLLL

),,,(
),(),(

321
13

2132 xxxf
xx

xxfxxf
=

−
−

 

).,,(
),(),(

12
2

121
nnn

nn

nnnn xxxf
xx

xxfxxf
−−

−

−−− =
−
−

 

Bu nisbətlərə iki tərtibli bölünən fərqlər deyirlər. 
 Bu qayda ilə )1( +k -tərtibli bölünən fərqləri aşağıdakı nisbətlə təyin 
etmək olar: 

).,...,,(
),...,,(),...,,(

1
1

111
kiii

iki

kiiikiii xxxf
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Riyazi induksiya üsulu ilə isbat edək ki,  
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1=k  olduqda bu düsturun doğruluğu ),( 1+ii xxf -in tərifindən çıxır. Fərz 
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edək ki, 1−= lk  üçün düstur doğrudur və lk =  üçün doğruluğunu isbat 
edək. Aydındır ki,  
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 Riyazi induksiya üsuluna əsasən (1.5) düsturunun doğruluğunu 
istənilən k  üçün almış oluruq. 
 İndi isə sonlu fərqləri təyin edək. 
 Fərz edək ki, düyün nöqtələri bir-birindən h  məsafədə yerləşmişdir: 

.,...,2,, 0000 nhxhxhxx +++  
)()(),...,()(),()( 11201 −−−− nn xfxfxfxfxfxf  

fərqlərinə birtərtibli sonlu fərqlər deyirlər və aşağıdakı işarələmələri 
aparırlar: 
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1 )()( ++ =− iii fxfxf   və ya   ).()()( 1 iii xfxfxf ∆=−+  
Bu paraqrafda biz birinci işarələmədən istifadə edəcəyik. 
 Birtərtibli sonlu fərqlərdən aşağıdakı ikitərtibli sonlu fərqləri də təyin 
etmək olar: 
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 Analoji olaraq yüksək tərtibli sonlu fərqlər də təyin olunur. 
 Aşağıdakı düstur sonlu fərqlərlə funksiyanın özünün qiymətləri 
arasında əlaqə yaradır: 
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Bu düstur riyazi induksiya üsulu ilə asanlıqla isbat olunur. 
 İndi isə sonlu fərqlərlə bölünən fərqlər arasında əlaqə yaradan 
aşağıdakı düsturları verək: 
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Bu düsturlar riyazi induksiya üsulu ilə isbat edilir. 
 Nəhayət, bizə gələcəkdə aşağıdakı düsturlar da lazım olacaq: 
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 Bəzi interpolyasiya çoxhədlilərini qurduqda yuxarıdakı işarələmələrlə 
bərabər aşağıdakı  işarələmələri də qəbul edirlər: 
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Bu halda asanlıqla yoxlanılır ki,  
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2. Çoxhədlinin qurulması. Tutaq ki, ],[ ba  parçasında təyin olunan 
)(xf  funksiyası və bu  parçaya daxil olan nxxx ,...,, 10  düyün nöqtələri 

verilmişdir. )(xLn  bu düyün nöqtələrinə görə )(xf   funksiyası üçün 
Laqranjın interpolyasiya çoxhədlisidir. 
 Aşkardır ki,  
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İstənilən )1( nkk ≤≤  üçün )()( 1 xLxL kk −−  fərqini hesablayaq. Bu fərq 
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Bu düsturu (1.6) da nəzərə alsaq: 
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))...()()(,...,,(...)( 110101 −−−−++−× nn xxxxxxxxxfxx  

olar. Laqranjın interpolyasiya çoxhədlisinin bu formasına Nyutonun 
interpolyasiya çoxhədlisi deyirlər. 

3. Bir-birindən eyni məsafədə duran düyün nöqtələri üçün çoxhədli. 
Düyün nöqtələrini ihxxi += 0 ),...,1,0( ni =  şəklində götürək və bölünən 
fərqləri sonlu fərqlərlə əvəz edək, onda: 
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Bu düstura irəliyə interpolyasiya üçün Nyuton çoxhədlisi deyilir. 
İndi isə düyün nöqtələrini  
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şəklində götürək. Onda Nyutonun interpolyasiya düsturu aşağıdakı şəkli 
alar: 
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 Bölünən fərqləri sonlu fərqlərlə əvəz etsək: 
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thxx += 0  əvəzləməsini aparaq: 
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Bu düstura geriyə interpolyasiya üçün Nyuton çoxhədlisi deyirlər. 
3. Qalıq həddi. Bölünən fərqlərin xassəsinə əsasən: 
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Beləliklə,  
),...,,())...()(()()( 1010 nnn xxxxfxxxxxxxLxf −−−+=  

olar ki, buradan da  
))...()(,...,,,()()()( 010 nnnn xxxxxxxxfxLxfxR −−=−=  

olar. )(xf  funksiyasının )1( +n  tərtibdən törəməsi olarsa,  

.
)!1(
)(),...,,(

1

0 +
=

+

n
fxxxf
n

n
ξ  

 
§ 4. Başqa interpolyasiya çoxhədliləri  

Qauss çoxhədliləri. nhxnhxhxhxx −+−+ 00000 ,,...,,,  düyün nöq-
tələri üçün Nyutonun interpolyasiya çoxhədlisini yazaq: 
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Sonlu fərqlərlə bölünən fərqlər arasındakı əlaqə düsturlarından istifadə 
etsək: 
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thxx += 0  əvəzləməsini aparsaq: 
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Bu çoxhədliyə irəliyə interpolyasiya üçün Qauss çoxhədlisi deyirlər. 
 İndi isə düyün nöqtələrini aşağıdakı kimi götürək: 
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Bu düyün nöqtələri üçün Nyutonun interpolyasiya çoxhədlisini yazaq: 
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Yenə də thxx += 0  əvəzləməsini aparsaq: 
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Bu çoxhədliyə isə geriyə interpolyasiya üçün Qauss çoxhədlisi deyirlər. 
Stirlinq çoxhədlisi. Qauss düsturlarını toplayıb ikiyə bölsək: 
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Aşkardır ki, 
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Digər tərəfdən  

[ ] 12
0

12
2/1

12
2/12

1 −−
−

− =+ nnn fff  

olduğundan  

 28

.
)!2(

])1()...[1(

)!12(
])1()...[2)(1(...

!2
)(

2
0

2222
12

0

222222
2

0

2
1
000

nn

n

fn
ntttf

n
nttttfttffthxL

−−−
+×

×
−

−−−−
++++=+

−
 

Bu çoxhədliyə Stirlinqin interpolyasiya çoxhədlisi deyirlər.  
Bessel çoxhədlisi. 1x  nöqtəsində geriyə interpolyasiya üçün Qaussun 

interpolyasiya düsturunu yazaq: 
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Aşkardır ki,  
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 Bu iki düsturu nəzərə almaqla (1.7) çoxhədlisi ilə irəliyə inter-
polyasiya üçün Qauss çoxhədlisini toplayıb ikiyə bölsək: 
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olduğunu alarıq. Bu çoxhədliyə Bessel çoxhədlisi deyirlər.  
Everetta çoxhədlisi. )12( +n  tərtibli sonlu fərqlərin tərifinə əsasən 
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İrəliyə interpolyasiya üçün Qauss çoxhədlisində bu düsturdan istifadə 
edərək tək tərtibdən olan sonlu fərqləri cüt tərtibli sonlu fərqlərlə əvəz 
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olduğunu alarıq. Bu çoxhədliyə Everetta çoxhədlisi deyirlər. 
Qalıq hədləri haqqında. Bu paraqrafda verilən interpolyasiya 

çoxhədlilərinin çıxarılışından görünür ki, bu çoxhədlilərin qalıq hədləri 
əsas çoxhədlilərin qalıq hədlərindən asan çevirmələr nəticəsində alına 
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bilər. Məsələn, Qauss çoxhədliləri üçün qalıq həddi aşağıdakı düsturla 
hesablana bilər 
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Bessel çoxhədlisinin qalıq həddi isə aşağıdakı düsturla təyin edilir: 
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Asanlıqla digər çoxhədlilərin də qalıq hədlərini yazmaq olar. 
 
 

§5. İnterpolyasiya prosesinin yığılması 

Tutaq ki, bizə ],[ ba  parçasına daxil olan  
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               (1.8) 

nöqtələr çoxluğu verilmişdir. Bu düyün nöqtələrindən istifadə edərək 
],[ ba  parçasında təyin olunmuş )(xf  funksiyası üçün Laqranjın 

interpolyasiya çoxhədliləri ardıcıllığını ,...)2,1,0()( =nxLn  quraq. 
Əgər  

)()()(lim bxaxfxLnn
≤≤=

∞→
                       (1.9) 

şərti ödənərsə, onda deyirlər ki, interpolyasiya prosesi yığılır: belə ki, bu 
yığılma müntəzəm olduqda prosesin müntəzəm yığıldığını söyləyirlər. 
 Bernşteyn isbat etmişdir ki, ]1,1[−  parçasında eyni məsafədə duran 

düyün nöqtələri üçün )1,1( )(
0 =−= n

n
n xx  xxf =)(  funksiyası üçün 

qurulmuş Laqranjın interpolyasiya çoxhədliləri ardıcıllığı ,1−  1,0  
nöqtələrindən fərqli nöqtələr üçün 
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).()(lim xfxLnn
≠

∞→
 

 Aşağıdakı teorem (1.9)-un müntəzəm ödənilməsi üçün kafi şərtlər 
verir. 
 Əgər )(xf  funksiyasını x -lərin bütün qiymətlərində yığılan qüvvət 
sırası 
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şəklində göstərmək mümkünsə, onda deyirlər ki, )(xf  funksiyası tamdır. 
 Teorem 1.1. Tutaq ki, )(xf  funksiyası tamdır. Onda (1.8) şəklində 
ixtiyari düyün nöqtələri üzrə )(xf  funksiyası üçün qurulmuş )(xLn  in-
terpolyasiya çoxhədliləri ardıcıllığı ],[ ba  parçasında müntəzəm olaraq 

)(xf funksiyasına yığılır. 
İsbatı: )(xf  funksiyası tam olduğundan onun istənilən tərtibdən 

törəmələri də vardır. Buna görə də  
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 olduğunu isbat edək. 
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olduğundan: 
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Bu bərabərsizliyin hər tərəfini ixtiyari qeyd edilmiş s  ədədinin 1+n  
dərəcəsinə vursaq: 
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olduğunu alarıq. 
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işarələməsini aparsaq: 
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 Bu axırıncı bərabərsizliyi nəzərə almaqla (1.10)-da )( abes −=  qəbul 
etsək:  
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olduğunu alarıq. Bu da tələb edilən isbatdır. 
 

§6. Təkrarlanan düyün nöqtələri üçün  
interpolyasiya çoxhədlisi 

 1. Bölünən fərqlər. Bölünən fərqlərə irəlidə verdiyimiz tərifdə düyün 

nöqtələrini müxtəlif götürmüşdük, əks halda 0
0  qeyri-müəyyənliyinə rast 

gəlmiş olardıq. Düyün nöqtələri təkrarlananda bölünən fərqlər aşağıdakı 
kimi başa düşülür: 
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Burada )( j
ix  müxtəlifdir. 

Bu limitin varlığı üçün )(xf  funksiyasının kifayət qədər kəsilməz 
törəmələrinin varlığı fərz olunur. 
 Biz irəlidə (bax: § 1) isbat etmişdik ki, ümumiləşmiş interpolyasiya 
çoxhədlisində )(xnϕ -in əmsalı ∆∆ /n  ədədinə bərabərdir. Belə ki, 

xüsusi halda i
i x=ϕ  götürmüş olsaq, alınan interpolyasiya çoxhədlisində 

nx -nin əmsalı aşağıdakı ədədə bərabər olar: 
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Nyutonun interpolyasiya çoxhədlisində nx -nin əmsalı ,...,,( 10 xxf  
)nx  olduğundan 
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düsturunu almış olarıq. 
 Kəsrin surətində duran determinantı ),,,...,( 10 fxxxD n  məxrəcini isə 

),...,( 10 nxxxD  ilə işarə edək, (1.11) limitini hesablamaq üçün 
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hesablayaq. Bunun üçün hər dəyişənə görə növbə ilə Lopital qaydasını 
tətbiq etmək kifayətdir. 
 Məsələn, xüsusi halda,  
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düsturunu almış olarıq. 
 2. Nyutonun ümumiləşmiş interpolyasiya çoxhədlisi. Fərz edək ki, 

],[ ba  parçasında təyin olunmuş )(xf  funksiyasının kafi qədər kəsilməz 
törəmələri vardır. Bu funksiya və nxxx ,...,, 10  düyün nöqtələri üçün 
aşağıdakı şərtləri ödəyən )(xHm  çoxhədlisini quraq: 
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Bunun üçün nxxx ,...,, 10  nöqtələri ilə yanaşı ],[ ba  parçasında  
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nöqtələrin içində təkrarlananı olmasın. 
 Onda bu  nöqtələr üçün Nyutonun intepolyasiya çoxhədlisini yazmaq 
olar: 
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olduğunu alarıq. Beləliklə,  
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İsbat edək ki, )(xHm  çoxhədlisi )(xf  funksiyası üçün interpolyasiya 
çoxhədlisidir. 
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çoxhədlisini almış olardıq. İnterpolyasiya çoxhədlisinin yeganəliyinə görə 
bu çoxhədli )(xHm  ilə üst-üstə düşməlidir. Bu o deməkdir ki,  

).()(,,)()( )1()1(
iimiim xfxHxfxH ii −− == ααK  

)(xHm  axtarılan çoxhədlidir. 
 

§7. Çoxdəyişənli funksiyalar üçün interpolyasiya çoxhədliləri. 

Sadəlik üçün ikidəyişənli funksiyaya baxacağıq (çoxdəyişənli 
funksiyalara da eyni qayda ilə baxılır). 

Fərz edək ki, ),( yxF  funksiyasının müstəvi üzərində götürülmüş 
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interpolyasiya düyünlərində qiymətləri verilmişdir. 
Əvvəlcə ),...,1,0( miyy i ==  götürüb ),( iyxF -nin funksiyasını 

(1.13) düyünlərinin i -ci sətir ünsürlərinə görə interpolyasiya edək. 
Bundan sonra tapdığımız ),( iyxF -nin qiymətlərinə görə ),( yxF  
funksiyasını y -ə nəzərən interpolyasiya edək. 

Məsələn, Nyutonun interpolyasiya çoxhədlisini ( y -ə nəzərən) yazaq: 
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siya kimi baxıb Nyutonun interpolyasiya çoxhədlisini yazaq: 
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Burada 0,0 == ji  olduqda 1−− xx  və 1−− yy  vuruqları alınır. Fərz 
olunur ki, bunlar vahidə bərabərdirlər. Digər tərəfdən: 
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almış olarıq. Burada 
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axtarılan interpolyasiya çoxhədlisidir. Burada nR  qalıq həddir: 

),...,,,,...,,,()...(
)...)()()...()((

),...,,,())...()((
),,...,,,())...()((),(

101

1010

1010

1010

mnm

n

mm

nnn

yyyyxxxfyy
yyyyxxxxxx
yyyxfyyyyyy

yxxxxfxxxxxxyxR

−
−−−−−−

−−−−+
+−−−=

 

 Biz, nümunə üçün hər iki dəyişənə görə Nyutonun interpolyasiya 
çoxhədlisindən istifadə etdik. Başqa interpolyasiya çoxhədlisindən də 
istifadə edib, ikidəyişənli funksiya üçün yeni interpolyasiya çoxhədlilərini 
qura bilərdik. 

Qeyd edək ki, yuxarıda çoxdəyişənli funksiyalar üçün interpolyasiya 
çoxhədlisinin qurulma üsullarından birini verdik. Başqa üsullarla da 
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interpolyasiya çoxhədlilərini qurmaq olar. Lakin bu bir çox çətinliklərlə 
bağlıdır. Məsələn, bu hal üçün interpolyasiya düyünləri ixtiyari seçilə 
bilməz. Çoxdəyişənli funksiyalar üçün qalıq həddini də qiymətləndirmək 
xüsusi çətinliklə bağlıdır. Məsələn, burada bir dəyişənli funksiyada 
olduğu kimi Roll teoremindən istifadə etmək mümkün deyil. 
 

§ 8. Splaynlar vasitəsilə yaxınlaşmalar  
 İnterpolyasiya çoxhədlilərinin nöqsan cəhətlərindən biri bu çox-
hədlilər ardıcıllığının interpolyasiya olunan funksiyaya bəzən yığılma-
masıdır. Elə sonsuz sayda diferensiallanan funksiya var ki, bunun üçün 
qurulmuş interpolyasiya çoxhədliləri ardıcıllığı yığılmır. Son zamanlar, 
bu səbəbdən, interpolyasiya çoxhədliləri əvəzinə splaynlardan istifadə 
edirlər. İnterpolyasiya splaynlarının qiymətləri EHM-da asanlıqla 
hesablanır və onların ardıcıllığı yaxşı yığılma xassəsinə malik olur. 

Tutaq ki, )(xf  funksiyası ],[ ba  parçasında təyin olunmuşdur. Bu 
parçanı n  hissəyə bölək: 

).2(...10 ≥=<<<= nbxxxa n   
Tərif. Aşağıdakı şərtləri ödəyən, ),(22 fxSS =  funksiyasına )(xf  

funksiyası üçün interpolyasiya parabolik splaynı deyirlər: 

a) 2S funksiyası ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++

∈ +−

2
,

2
11 iiii xxxxx  kvadrat üçhədlidir; 

b) 2S  funksiyası ],[ ba  parçasında kəsilməz diferensiallanandır, 
c) ),,...,1,0()(),(2 nixffxS ii ==  
ç) ,)(,)( 22 BbSAaS =′=′  

burada BA,  verilmiş həqiqi ədədlərdir. Bu ədədlərin konkret seçilməsi 
verilmiş məsələdən asılıdır. Məsələn, əgər )(xf  diferensiallanan 
funksiyadırsa, onda )(),( bfBafA ′=′=  götürmək olar. 

Aşağıdakı işarəmələri aparaq: 

).1,...,1,0(
),,...,1,0(),(

1

2

−=−=
=′=

+ nixxh
nifxSm

iii

ii  

İsbat edək ki, verilmiş )(xf  funksiyası üçün yeganə interpolyasiya 
parabolik splaynı var. 

2
12

2 2
)()()(),(

+

+ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

−+−+−+= ii
iiiiii

xxxdxxcxxmxffxS (1.15) 

funksiyasına baxaq. Burada ),,0max()( txtx −=− +  ],[ 1+∈ ii xxx  
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),1,...,1,0( −= ni  ii cd ,  ədədlərini elə seçək ki,  

112112 ),(),(),( ++++ =′= iiii mfxSxffxS  
olsun. Onda: 

i

ii

i

ii

i

ii
i

i

ii

i

ii
i

h
mm

h
xfxf

h
mmc

h
mm

h
xfxfd

1
2

11

1
2

1

)()(
2

2

,2
)()(

4

+++

++

+
−

−
+

−
=

+
+

−
−=

 

olar.  
),0(),0( 1212 fxSfxS ii +′′=−′′ ++  

şərtini nəzərə alsaq: 
1+=+ iii cdc  

və ya  

)2,,1,0(
)()(

4

)()(
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2
12

2
1

1

2
1

1

1

−=
−

+

+
−

=+
+

+

++

+

+

+
+

+

+

ni
h

xfxf
h

xfxf
h
mm

hh
hh

h
m

i

ii

i

ii

i

i
i

ii

ii

i

i

K

     (1.16) 

olduğunu alarıq. Nəhayət, 2) şərtinin ödənməsi üçün 
BmAm n == ,0                               (1.17)  

götürmək lazımdır. 
(1.16), (1.17) xətti sistemdir nmmm ,...,,( 10 -ə nəzərən). Bu sistemi 

həll edib ),...,1,0( nimi = -ləri tapmaq olar.  
Beləliklə, (1.15) düsturu ilə təyin olunan ),(2 fxS  funksiyası yeganə 

surətdə təyin olunur və interpolyasiya parabolik splaynın şərtlərini ödəyir. 
İsbat olunur ki, əgər )(xf  funksiyası ],[ ba  parçasında iki dəfə 

kəsilməz diferensiallanırsa, onda approksimasiya xətası aşağıdakı düsturla 
qiymətləndirilir: 

).2,0],,[(),()( 2)(
2

)( =∈∆≤ − lbaxKfxSxf n
l

nl
ll α  

Burada  

⎩
⎨
⎧ ′′−

−
∆+∆= ,)(

2
1),(

7
8),,(

7
4max),(

7
3

0
0

10 xf
h

Axxfff n
n

n
n

n ωωα  

,)(
2
1),(

7
8

1

1

⎭
⎬
⎫′′−

−

−

−
n

n

nn xf
h

Bxxf
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),(max,
2
7,

8
7

1
10

210 iinin xxKKK −=∆=== +
−≤≤

 

.)()(max),(
],[,

xfhxff
h

bahtt
−+=

≤
∈+
δ

δω  

Əgər )(xf  kəsilməz diferensiallanan funksiyadırsa onda,  

).1,0(),()( 1)(
2

)( =∆≤− − lKfxSxf n
l

nl
ll α  

Burada  

.52),)(,)(max(
5
3),( 010 ==−′−′+∆′= KKBxfAxff nnn ωα  

İndi isə kub splaynın tərifini verək. 
Tərif. Aşağıdakı şərtləri ödəyən ),(33 fxSS =  funksiyasına in-

terpolyasiya kub splaynı deyirlər:  
a) 3S  funksiyası ]),[( 1+∈ ii xxx kub çoxhədlidir,  
b) 3S  funksiyası ],[ ba  parçasında iki tərtibdən kəsilməz diferensialla-

nandır, 
c) ),,...,1,0()(),(3 nixffxS ii ==  
ç) .),(,),( 33 BfbSAfaS =′=′  

Yuxarıdakı qayda ilə asanlıqla yoxlanılır ki,  

+
−−

−
−−

=
−

−

−

−
− 2

1

2
1

2
1

1
2

13
)()()()(

),(
i

ii
i

i

ii
i h

xxxxm
h

xxxxmfxS  

+
+−−

+
−

−−
− 3

1

11
2

1
])(2[)(

)(
i

iii
i

h
hxxxxxf  

3
1

1
2

1 ])(2[)(
)(

−

−− +−−
+

i

iii
i

h
hxxxxxf  

funksiyası )(xf  üçün interpolyasiya kub splayndır. Burada im , yeganə 
olaraq  a)- ç) şərtlərindən tapılır. 
 İsbat edilir ki, əgər )(xf  ],[ ba  parçasında ikinci tərtibdən kəsilməz 
diferensiallanandırsa, onda approksimasiya xətası aşağıdakı düsturla təyin 
edilir: 

).2,1,0],,[(),()( 2)(
2

)( =∈∆≤− − lbaxKfxSxf n
l

nl
ll α  

Burada  
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,
2

)(
),(

5
6),,(

5
4max),(

5
2 0

10⎩
⎨
⎧ ′′

−−∆′′+∆′′=
xfAxxfffa nnn ωω  

,
2

)(
),(

5
6

1 ⎭
⎬
⎫′′

+−−
n

nn
xfBxxf     .54 012 === KKK  

Əgər )(xf  kəsilməz diferensiallanandırsa, onda: 

,52),1,0(),()( 10
1)(

3
)( ===∆≤− − KKlKfxSxf n

l
nl

ll α  

}.)(,)(max{
5
1),( 0 BxfAxff nnn −′−′+∆′=ωα  

 
 

§ 9. Ən yaxşı yaxınlaşmalar  
Dərəcəsi n -dən böyük olmayan cəbri çoxhədlilər çoxluğunu )(PHn  

ilə işarə edək. ]1,0[  parçasında təyin olunan )(xf  funksiyası və 
)()( PHxP nn ∈  çoxhədlisini götürüb 

)()(max
10

xPxf nx
−

≤≤
  

ədədinə baxaq. Bu ədədə )(xf  funksiyasının )(xPn  çoxhədlisindən 
meyli deyilir və ),( nn PfE  ilə işarə edilir. 

),(inf)( nnHPn PfEfE
nn∈

=  

ədədinə ən kiçik meyl deyilir. 
İsbat edilir ki, yeganə )()(* PHxP nn ∈  çoxhədlisi var ki,  

)(),( * fEPfE nnn =  

şərtini ödəyir. Belə )(xPn∗  çoxhədlisinə )(xf  funksiyasına ən yaxşı 
yaxınlaşan çoxhədli deyirlər. 
 Riyazi analiz kursundan məlumdur ki,  

( )∑
=

−−=
n

k

knkk
nn xxCnkfxB

0
)1(/)(  

Bernşteyn çoxhədlisi 
0),(lim =

∞→
nnn
BfE  

şərtini ödəyir.  
),()(0 nnn BfEfE ≤≤  

olduğundan  
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.0)(lim =
∞→

fEnn
 

 İsbat olunub ki, əgər )(xf  funksiyasının ]1,1[−  parçasında p  tər-

tibdən kəsilməz törəməsi varsa və )()( xf p  Lipşits şərtini ödəyirsə, onda 
ən kiçik meyl aşağıdakı şərti ödəyir: 

.1)(
1 ⎟⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+pn n
OfE  

 Bu fakt göstərir ki, )(xf  kafi qədər hamar funksiyadırsa, onda 
)(fEn  çox böyük sürətlə yığılır, buna görə də bu halda )(xf  funksi-

yasına ən yaxşı yığılan çoxhədlilər qurmaq əlverişlidir. 
 İndi isə triqonometrik çoxhədlilərlə ən yaxşı yaxınlaşmalara baxaq. 
 Riyazi analizdən Veyyerştrasın ikinci teoreminə əsasən, π2  periodlu 
kəsilməz )(xf  funksiyasını müntəzəm yığılan triqonometrik 
çoxhədlilərin limiti kimi götürmək olar. Deməli: 

0),(lim =
∞→

nnn
TfE , 

burada )(xTn  triqonometrik çoxhədlidir. 
 İsbat olunub ki, əgər π2  periodlu )(xf  funksiyasının p  tərtibdən 

törəməsi varsa və )()( xf p  Lipşits şərtini ödəyirsə onda ən kiçik meyl 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+1
10)( pn

n
fE    

şərtini ödəyir. Bu fakt ən yaxşı yaxınlaşan triqonometrik çoxhədlilərin 
tərtibini təyin edir. Ən yaxşı yaxınlaşan çoxhədliləri qurmaq üçün 
müxtəlif üsullar məlumdur. 

 
 

§ 10. Orta kvadratik yaxınlaşmalar 
 İnterpolyasiya məsələsində elə çoxhədli axtarırdıq ki, bu çoxhədlinin 
düyün nöqtələrində qiymətləri verilmiş funksiyanın bu nöqtələrindəki 
qiymətləri ilə üst-üstə düşsünlər. Bir çox məsələlərdə belə interpolyasiya 
əlverişli olmur. Buna görə də verilmiş funksiya üçün elə çoxhədli 
axtarırlar ki, bunların fərqi bütün parçada müəyyən mənada sıfra yaxın 
olur (düyün nöqtələrdə sıfra çevrilməyə də bilər). 

],[ ba  parçasında təyin olunmuş )(xf  funksiyası üçün elə )(xPm  
ümumiləşmiş çoxhədlisini tapmaq lazımdır ki,  
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∫ −
b

a
m dxxPxf 2)]()([                              (1.18)  

inteqralı və ya  

∑
=

−
n

i
imi xPxf

0

2)]()([                               (1.19)  

cəmi (funksiyanın qiymətləri yalnız düyün nöqtələrində verildikdə) 
mümkün qədər kiçik qiymət alsın.  
 Bu məsələyə orta kvadratik yaxınlaşma məsələsi deyirlər. 
 1.Funksiyanın analitik ifadəsi verildikdə.  
 Fərz edək ki, )(xf  funksiyası ],[ ba  parçasında verilmişdir və 

maaa ,...,, 21  ədələrini elə seçək ki, (1.18) ifadəsi kifayət qədər kiçik 
olsun. Burada maaa ,...,, 21  ədələri ümumiləşmiş çoxhədlinin 
əmsallarıdır: 

).(...)()( 01 xaxaxP mmn ϕϕ ++=                    (1.20)  
)}({ xiϕ  )( bxa ≤≤  xətti asılı olmayan kəsilməz funksiyalar sistemidir. 

∫ −=
b

a
mm dxxPxfaaaJ 2

21 )]()([),...,,(               (1.21)  

işarələnməsini aparaq. Aşkardır ki,  

∫ −−=
b

a
km

k

m dxxxPxf
a

aaaJ
)()]()([2

),...,( 21 ϕ
∂

∂
  ).,...,1,0( mk =  

ia -ləri tapmaq üçün aşağıdakı xətti cəbri tənliklər sistemini almış oluruq:  

),,...,1,0(0)()]()([ mkdxxxPxf
b

a
km ==−∫ ϕ  

),,...,2,1,0(),(),(
0

mkfa
m

i
kiki ==∑

=
ϕϕϕ                    (1.22)  

burada  

∫ ∫==
b

a

b

a
kkkiki dxxxffdxxx .)()(),(,)()(),( ϕϕϕϕϕϕ  

(1.22) sisteminin determinantı )(),...,(1 xx mϕϕ  funksiyaları üçün Qramm 
determinantıdır. )}({ xiϕ  sistemi xətti asılı olmadığından bu determinant 
sıfırdan fərqlidir. Buna görə də (1.22) sisteminin yeganə həlli var. 
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 Qeyd edək ki, }{ iϕ  sistemi ortonormal sistem təşkil etdikdə  

⎩
⎨
⎧

=
≠

=
ki
ki

ki ,1
,0

),( ϕϕ   

(1.22) sisteminin həlli 
),...,1,0(),( nkfa kk == ϕ  

düsturu ilə təyin olunur. 
 Aşkardır ki, ia -lər üçün tapdığımız bu qiymətləri (1.20) çoxhədli-
sində yerinə yazsaq, tapdığımız çoxhədli (1.21) funksiyasına minimum 
verəcək.  
 Bəzi xüsusi hallara baxaq. Əvvəlcə fərz edək ki,  

).,...,1,0()( mixx i
i ==ϕ  

Bu halda axtarılan çoxhədli  
m

mm xaxaaxP +++= ...)()( 10  
m  dərəcəli olar və onun əmsalları aşağıdakı sistemdən təyin edilər: 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∑ ∫∫

∑ ∫∫

∑ ∫∫

=

+

=

+

=

m

i

b

a

m
i

b

a

mi

m

i

b

a
i

b

a

i

m

i

b

a
i

b

a

i

dxxfxadxx

dxxxfadxx

dxxfadxx

0

0

1

0

.)(

..................................................

,)(

,)(

 

İndi isə fərz edək ki, )(xf  π2  periodlu funksiyadır:  
,0=a  π2=b  və  

.cos)(,sin)(...,,2cos)(
,2sin)(,cos)(,sin)(,1)(

2124

3210

kxxkxxxx
xxxxxxx

kk ===

====

− ϕϕϕ
ϕϕϕϕ

 

 Bu halda axtarılan çoxhədli 

∑
=

+=
m

i
iim ixbixaxP

0
)sincos()(  

triqonometrik çoxhədli olar və onun əmsalları aşağıdakı qayda ilə təyin 
olunur: 
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∫=
π

π

2

0
0 ,)(

2
1 dxxfa    ∫=

π

π

2

0
,cos)(1 dxixxfai   ∫=

π

π

2

0
.sin)(1 dxixxfbi  

 Bu ifadələr riyazi analiz kursundan məlum olan )(xf  funksiyası üçün 
Furye əmsallarıdır. 

2. Funksiyanın düyün nöqtələrində qiymətləri verildikdə. Fərz edək 
ki, )(xf  funksiyasının nxxx ,...,, 10  düyün nöqtələrində qiymətləri 
verilmişdir və maaa ,...,, 21  ədədlərini elə seçək ki, (1.19) ifadəsi kifayət 
qədər kiçik olsun. Bunun üçün  

∑
=

−=
n

i
imim xPxfaaaJ

0

2
21 )]()([),...,,(  

funksiyasına minimum verən ia -ləri tapaq. 
 Bunun üçün ia -ləri aşağıdakı tənliklər sistemindən tapmaq lazımdır: 

∑
=

=−−=
n

i
ikimi

k
xxPxf

a
J

0
,0)()]()([2 ϕ

∂
∂

 

),,...,1,0(
0

mkFaA
m

j
kjjk ==∑

=
                   (1.23)  

burada  

∑
=

=
n

i
ikijjk xxA

0
),()( ϕϕ     ∑

=
=
n

i
ikik xxfF

0
).()( ϕ  

(1.23) sisteminin determinantı xətti asılı olmayan ),...,(),( 10 xx ϕϕ  )(xnϕ  
funksiyalar sistemindən düzəlmiş Qramm determinantının diskret analoqu 
olduğundan sıfırdan fərqlidir. Buna görə də (1.23) sisteminin yeganə həlli 
var. Tapılan ia -lərin bu qiymətlərini (1.20)- də yerinə yazsaq, axtarılan 
çoxhədlini tapmış olarıq.  
 Bəzi xüsusi halları nəzərdən keçirək. Əvvəlcə fərz edək ki,  

).,...,1,0()( mixx i
i ==ϕ  

Bu halda axtarılan çoxhədli  
m

mm xaxaaxP +++= ...)( 10  
m  dərəcəli cəbri çoxhədli olar və onun əmsalları aşağıdakı sistemdən 
təyin edilər: 
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⎪
⎪
⎪

⎭
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⎪
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⎫
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0221100

mmmmmm
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LLLLLLLLLLLLLLLLLL  

),2,...,1,0(
0

mkxc
n

i

k
ik == ∑

=
    ∑

=
==

n

i
i

k
ik mkxfxd

0
).,...,1,0()(  

İndi isə fərz edək ki, ),(xf  π2 -periodlu funksiyadır, ,2,0 π== ba  

),...,1,0(2,12 ni
n
ixkm i ==+=

π  və ,...,cos)(),sin()(,1)( 210 xxxxx === ϕϕϕ  

.cos)(,sin)( 212 kxxkxx kk ==− ϕϕ  Bu halda axtarılan çoxhədli 

∑
=

+=
k

i
iim ixbixaxP

0
)sincos()(  

triqonometrik çoxhədli olar və onun əmsalları aşağıdakı düsturlarla təyin 
olunar: 

∑
−

=
=

1

0
0 ),(1 n

j
jxfn

a    ∑
−

=
=

1

0
,cos)(2 n

j
jji ixxf

n
a  

∑
−

=
==

1

0
).,...,2,1(sin)(2 n

j
jji miixxf

n
b  

 Nəhayət, qeyd etmək lazımdır ki, hər iki halda ),...,1,0()( nixi =ϕ  
funksiyaları əvəzinə xüsusi ortoqonal çoxhədlilər də götürülür (məsələn, 
Lejandra, Çebışev, Yakobi və başqa çoxhədlilər). Bu halların hamısında 

)(xPm  cəbri çoxhədli olur. 
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II   F Ə S İ L  
 

ƏDƏDİ DİFERENSİALLAMA VƏ İNTEQRALLAMA  
 

 Məlumdur ki, verilmiş funksiyanın törəməsinin lazım olan nöqtədə 
dəqiq qiymətini və eləcə də bu funksiyanın inteqralının dəqiq qiymətini 
həmişə tapmaq mümkün olmur. Buna görə də bu fəsildə funksiyanın 
törəməsinin və inteqralının təqribi qiymətlərini tapmaq üçün müxtəlif 
üsullar verilir. 
   

 
§ 1. Ədədi diferensiallama  

 Funksiyanın analitik ifadəsi mürəkkəb olduqda verilmiş nöqtədə onun 
törəməsinin dəqiq qiymətini praktikada hesablamaq çox vaxt mümkün 
olmur. Əgər funksiya «cədvəl üsulu» ilə verilibsə, yəni funksiyanın 
qiymətləri sonlu sayda nöqtələrdə verilibsə və onun verilmiş nöqtədə 
törəməsini hesablamaq tələb edilirsə, diferensial hesabı kursundan məlum 
üsullar məsələni həll etmək imkanına malik deyildir. Buna görə də bu 
məsələləri həll etmək üçün təqribi üsullardan istifadə edilir. Bu üsulların 
əsas ideyası belədir. 
 Verilmiş )(xf  funksiyasını, interpolyasiya funksiyası- )(xP  ilə əvəz 
edirlər və  

)()( )()( xPxf ii =  
düsturundan istifadə edib )(xf -in istənilən tərtibdən törəməsinin təqribi 
qiymətini tapırlar.  

Fərz  edək ki,  
)()()( xRxPxf +=  

burada )(xR  qalıq həddidir. )(xf  funksiyasını interpolyasiya funksiyası 
ilə əvəz etdikdə )(xR -in kifayət qədər kiçik olduğunu qəbul etmişdik. 
Lakin misallar gətirmək olar ki, )(xR -in kafi qədər kiçik olmasına bax-

mayaraq, )()( xR i  kafi qədər böyük ola bilər. Buna görə də )()( xf i  

təqribi hesabladıqda hər dəfə )()( xR i -də qiymətləndirmək lazım gəlir. 
 Bəzi interpolyasiya çoxhədlilərindən istifadə edərək ədədi diferensial-
lama düsturlarını verək. 
 Nyutonun interpolyasiya düsturuna baxaq: 
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),())...()()(,...,,(
...))()(,,())(,()()(

11010

102100100

xRxxxxxxxxxf
xxxxxxxfxxxxfxfxf

nnn +−−−+
++−−+−+=

−
 

).)...()()(,...,,()( 100 nnn xxxxxxxxxfxR −−−=  
Buradan  

),(),...,,(...)(),,()(),()()( 11012100100 xxxxfxxxxfxxxfxfxf nn −++++≈ ωωω  
).)...()(()(),(),...,,()( 100 nnnnn xxxxxxxxxxxfxR −−−== ωω  

Onda 
),(),...,,(...)(),,(),()( 110121010 xxxxfxxxxfxxfxf nn −′++′+≈′ ωω  (2.1) 

 )(),...,,()(),...,,()( 00 xxxxfxxxxf
dx
dxR nnnnn ωω ′+=′  

olduğunu alarıq. 
 Qalıq həddin törəməsini başqa şəkildə yazaq. Aşkardır ki,  

).,...,,,(),...,,,(lim

),...,,(),...,,(
lim),...,,(

000

00
00

nnx

nn
xn

xxxxfxxxxxf
x

xxxfxxxxfxxxfdx
d

=∆+=

=
∆

−∆+
=

→∆

→∆  

Onda  
).(),...,,()(),...,,,()( 00 xxxxfxxxxxfxR nnnnn ωω ′+=′        (2.2) 

 Bölünən fərqlərlə törəmələr arasında olan əlaqə düsturlarından 
istifadə etsək: 

).(
)!2(

)()(
)!1(

)()( 1
)2()1(

x
n

fx
n

fxR n
n

n
n

n ω
ξ

ωξ
+

+′
+

=′
++

            (2.3) 

(2.1) düsturunun köməyilə )(xf  funksiyasının törəməsinin təqribi 
qiymətini ixtiyari nöqtədə tapmaq olar. Qalıq həddi (2.2) və ya (2.3) 
düsturu vasitəsilə qiymətləndirilir. 

İndi isə (2.1) və (2.2) düsturlarını diferensiallayaq: 
),(),...,,(...)(),,,(),,(2)( 11023210210 xxxxfxxxxxfxxxfxf nn −′′++′′+≈′′ ωω  (2.4) 

 
).(),...,,()(),...,,(

)(),...,,,()(),...,,,()(

00

00

xxxxfxxxxf
dx
d

xxxxxfxxxxxf
dx
dxR

nnnn

nnnnn

ωω

ωω

′′++

+′+=′′
 

Qalıq həddini başqa şəkildə yazaq. Aşkardır ki,  
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+
∆

∆+−∆+∆+
=

=
∆

−∆+∆+
=

→∆

→∆

x
xxxxxfxxxxxxf

x
xxxxfxxxxxxfxxxxfdx

d

nn
x

nn
xn

),...,,,(),...,,,(
lim

),...,,,(),...,,,(
lim),...,,,(

00
0

00
00

 

           
+∆+∆+=

=
∆

−∆+
+

→∆

→∆

),...,,,,(lim

),...,,,(),...,,,(
lim

00

00
0

nx

nn
x

xxxxxxxf
x

xxxxfxxxxxf
 

           ).,...,,,,(2),...,,,,(lim 00
0

nnx
xxxxxfxxxxxxf =∆++

→∆
 

Onda 
+′+=′′ )(),,,,(2)(),,,,,(2)( 00 xxxxxfxxxxxxfxR nnnnn ωω KK  

).(),,,( 0 xxxxf nn ω ′′+ K                              (2.5) 
 Bölünən fərqlərlə törəmələr arasında olan əlaqə düsturlarından 
istifadə etsək: 

).(
)!3(

)(2)(
)!2(

)(2)(
)!1(

)()(
)3()2()1(

x
n

fx
n
fx

n
fxR n

n
n

n
n

n
n ωξωξωξ

+
+′

+
+′′

+
=′′

+++
 (2.6) 

(2.4) düsturundan istifadə edərək )(xf  funksiyasının ikinci tərtibdən 
törəməsinin təqribi qiymətini ixtiyari nöqtədə hesablamaq olar. Qalıq 
həddi (2.5) və ya (2.6) düsturları ilə qiymətləndirilir. 
 Yüksək tərtibli törəmələrin təqribi qiymətlərini hesablamaq üçün 
(2.4) düsturundan törəmələr almaq kifayətdir. Qalıq həddini almaq üçün 
(2.5)-i diferensiallamaq lazımdır. 
 İndi isə irəliyə interpolyasiya üçün Nyutonun interpolyasiya çox-
hədlisini götürək:  

.
!

)]1()...[1(...
!4

)3)(2)(1(
!3

)2)(1(
!2

)1()()(

2/
4

2

3
2/3

2
1

1
2/100

n
ntttfttttf

tttfttftffthxfxf

n
n

−−−
++

−−−
+

+
−−

+
−

++≈+=
 

Ardıcıl olaraq diferensiallasaq: 

,...
!4

622184
!3

263
!2
121)(

23
4

2

2
3

2/3
2

1
1

2/1 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−++−+−+≈′ tttfttftffhxf  
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LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

K

K

,
!4

36241)(

,
!4

223612
!3

661)(

4
2

3
2/33

2
4

2
3

2/3
2

1
2

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−+≈′′′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−+−+≈′′

ftf
h

xf

ttftffhxf

 

düsturlarını almış olarıq ki, bunlardan istifadə etməklə funksiyanın 
törəmələrini ixtiyari nöqtədə hesablamaq olar. 
 Eyni qayda ilə başqa interpolyasiya çoxhədlilərindən də istifadə 
etmək olar. 
 Nəhayət, qeyd edək ki, interpolyasiya splaynları vasitəsilə də ədədi 
diferensiallamaq düsturlarını almaq olar. 
 Fərz edək ki, )(xf  funksiyası iki dəfə diferensiallanan funksiyadır. 
Bu funksiyanın törəməsini  

),()(),,()( 32 fxSxffxSxf ′≈′′≈′  
düsturları ilə hesablasaq qalıq hədlər uyğun olaraq aşağıdakı düsturlarla 
qiymətləndirilir (bax: I fəsil, § 8): 

).(),()(),(),()( 32 hOfxSxfhOfxSxf =′−′=′−′  
İnterpolyasiya splaynları, onların törəmələri və qalıq  
hədləri haqda geniş məlumut kitabın axırında verilmiş  
ədəbiyyat siyahısında [10] verilir.  
 

§ 2. Ədədi inteqrallama 
 Məlumdur ki, bir çox halda verilmiş funksiyanın inteqralını hesab-
lamaq olmur. Buna görə də belə inteqralları hesablamaq üçün bir çox 
təqribi üsullar təklif olunur. 

1. Nyuton-Kotes düsturu. Tutaq ki. 

∫
d

c
dxxf )(                                           (2.7) 

inteqralını hesablamaq tələb olunur. 
 İnterpolyasiya düyünlərini  

),...,2,1( niihaxi =+=  
şəklində götürək. Əgər ca =  isə onda hnad )1( ++=  götürəcəyik. Bu 
halda ],[ dc  parçası 1+n  bərabər hissəyə bölünür və dc,  nöqtələri 
düyün nöqtələri çoxluğuna daxil olmurlar. Əgər hca −=  isə onda 

nhad +=  götürülür. Bu halda ],[ dc  parçası 1−n  hissəyə bölünür və 
dc,  nöqtələri düyün nöqtələri çoxluğuna daxil olurlar. 
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 Birinci halda alınan ədədi inteqrallama düsturuna açıq tipli düstur, 
ikinci halda isə qapalı düstur deyirlər. (2.7) inteqralında ,)1( hkac −+=  

hknad )( ++=  götürəcəyik. 1=k  olduqda alınan düstur açıq tipli, 
k = 0  olduqda isə qapalı tipli olur. 
 )()( hyafyF +=  ilə işarə etsək, (2.7) inteqralı aşağıdakı şəklə 
düşər: 

∫ ∫
+

−

=
d

c

kn

k
dyyFhdxxf

1
.)()(  

Eyni məsafədə duran düyün nöqtələri üçün Laqranjın 
interpolyasiya düsturunu yazaq: 

).(
))...(1(1)...2)(1(

))...(1)(1)...(2)(1()(

),,...,2,1,())...(2)(1()()(

1
iFniii

nyiyiyyyyL

nyFnyyyyLyF
n

i
n

n

∑
= −−⋅−−

−−−+−−−
=

−−−+=
 

Onda  

∫ ∑∫
+

− =
+

−−⋅−−
−−−+−−−

=
kn

k

n

i

d

c
dyiF

niii
nyiyiyyyhdxxf

1 1
)(

))...(1(1)...2)(1(
))...(1)(1)...(2)(1()(   

=−−−+ ∫
+

−

kn

k
dynyFnyyyh

1
),...,2,1,())...(2)(1(  

∑ ∫
=

+

−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⋅−−

−−−+−−−
=

n

i

kn

k
iFdy

niii
nyiyiyyyh

1 1
)(

))...(1(1)...2)(1(
))...(1)(1)...(2)(1(  

=−−−+ ∫
+

−

kn

k
dynyFnyyyh

1
),...,2,1,())...(2)(1(  

∑ ∫
=

+

−

− +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−
−−−

−=
n

i

kn

k

in iFdy
iyini
nyyyh

1 1
)(

)()!()!1(
))...(2)(1()1(  

=−−−+ ∫
+

−

kn

k
dynyFnyyyh

1
),...,2,1,())...(2)(1(  

∑
=

++−=
n

i
kn

n
ki RihafJcd

1
,

)(
, ,)()(  

burada  
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,))...(2)(1(
)!()!1)(21(

)1(

1

)(
, dyiy

nyyy
iniknJ

kn

k

in
n
ki ∫

+

−

−

−
−−−

−−+−
−

=  

∫
+

−

−−−=
kn

k
kn dynyFnyyyhR

1
. .),...,2,1,())...(2)(1(  

Beləliklə,  

∑∫
=

++−=
n

i
kn

n
ki

d

c
RihafJcddxxf

1
,

)(
, )()()(  

olduğunu alırıq. Bu düstura Nyuton-Kotes düsturu deyirlər. 
 Qeyd edək ki, )(

,
n
kiJ  əmsalları dc,  və )(xf -dən asılı deyillər və 

onları bir dəfəlik hesablamaq olar. Onu da qeyd edək ki, bu əmsallar 
aşağıdakı xassəyə də malikdir: 

.,1
)(

,
n

kin
n
ki JJ +−=  

Doğurdan da,  

∫
+

−

−

+− −+−
−−−

−−+−
−

=
1

1

1
)(

,1 1
))...(2)(1(

)!1()!)(21(
)1( n

k

i
n

kin dy
iny

nyyy
iinkn

J  

inteqralında zny −+= 1  əvəzləməsini aparsaq: 

∫

∫
+

−

−

−

+

−

+−

=
−

−−−
−−+−

−=

=
−

+−−−−
−−+−

−=

kn

k

n
ki

in

k

kn

i
n

kin

Jdziz
nzzz

iinkn

dzzi
zznzn

iinknJ

1

)(
,

11
)(

,1

))...(2)(1(
)!1()!)(21(

)1(

)1)...(1)((
)!1()!)(21(

)1(

 

olduğunu alarıq. 
 Aşağıda Nyuton- Kotes düsturunun bəzi xüsusi hallarına baxılır və bu 
xüsusi hallar üçün )(xf  funksiyası üzərinə əlavə şərtlər qoyaraq, qalıq 
həddinin ifadələri hesablanır. 

2. Nyuton-Kotes düsturunun xüsusi halları. 
Əvvəlcə fərz edək ki, ).0(1 == kn  Bu halda: 

.
2

)(0 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

=
dcfxL  

Onda 

.)(
2

)( 1Rcddcfdxxf
d

c
+−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

=∫                       (2.8) 
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Məlumdur ki, ∫
d

c
dxxf )(  əyrixətli trapesin sahəsinə bərabərdir. (2.8) 

düsturundan alırıq ki,  

).(
2

)( cddcfdxxf
d

c
−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

≈∫  

 Bu onu göstərir ki, əyrixətli trapesin sahəsi əvəzinə oturacağı ,cd −  

hündürlüyü isə ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2
dcf  olan düzbucaqlının sahəsi götürülür. Buna görə 

də (2.8) düsturuna düzbucaqlılar düsturu deyirlər. Bu düsturun qalıq 
həddini hesablayaq. 
 Fərz edək ki, )(xf  funksiyası ],[ dc  parçasında iki dəfə 
diferensiallanandır. Onda Teylor düsturuna əsasən 
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]).,[(,
2

2)(
222

)(

2

dc

dcx
fdcxdcfdcfxf ∈

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

′′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ξξ  

Buradan  

,)(
2

)( 1Rcddcfdxxf
d

c
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∫     .

2
)(

2
1 2

1 dxdcxfR
d

c
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−′′= ∫ ξ  

 Qalıq həddini hesablamaq üçün orta qiymət haqqındakı teoremdən 
istifadə edək: 

,
24

)(
22

32

1 µµ cddxdcxR
d

c

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∫    .)(sup),(inf ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ′′′′∈ xfxf

xx
µ  

Onda 

].,[),(
24

)( 3

1 dcfcdR ∈′′−
= ηη  

 cd −  kiçik ədəd olmadıqda (2.8) düsturundan istifadə etmək əlverişli 
olmur. Buna görə də, adətən, ],[ dc  parçasını m  bərabər hissəyə bölüb, 
hər kiçik parça üçün bu düsturu tətbiq edirlər. Bu halda 

)(
242

12...
2
3

2
)(

3
ηfhhmcfhcfhcfhdxxf

b

a
′′+⎥⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎢⎣

⎡ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∫  

olduğunu alırıq. Burada ].,[, dc
m
cdh ∈−= η  İndi isə fərz edək ki, 

).0(2 == kn  Bu halda 

).()()(1 cf
dc
dxdf

cd
cxxL

−
−+

−
−=  

 
Onda 

,)()( 21 RdxxLdxxf
d

c

d

c
+= ∫∫   

,)]()([
2

)( 2Rdfcfcddxxf
d

c
++−=∫  

×
′′

=−−= ∫ !2
)(),,())((2

ηfdxdcxfdxcxR
d

c
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].,[),(
12

)())((
3

dcfcddxdxcx
d

c
∈′′−

−=−−× ∫ ηη  

Beləliklə, 

).(
12

)()]()([
2

)(
3

η′′
−

−+−=∫ fcddfcfcddxxf
d

c
        (2.9) 

Buradan da  

)].()([
2

)( dfcfcddxxf
d

c
+−≈∫  

Bu onu göstərir ki, ∫
d

c
dxxf )(  inteqralın təqribi qiyməti kimi trapesin 

sahəsi götürülür. Buna görə də (2.9) düsturuna trapeslər düsturu deyirlər.  
 Düzbucaqlılar düsturunda olduğu kimi cd −  kiçik ədəd almadıqda 

],[ dc  parçasını m  bərabər hissəyə bölüb, hər kiçik parça üçün bu 
düsturu tətbiq edirlər. Onda  

)).,(()(
12

)()]())1((2

...)2(2)(2)([
2

)(

2

3
dcf

m
cddfhmcf

hcfhcfcfhdxxf
d

c

∈′′−−+−++

++++++=∫

ξξ

 

 Nəhayət, )0(3 == kn  qəbul edək. Bu halda ddcc ,
2

, +  düyün 

nöqtələri üçün 

×
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+

−−
+

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

=
ddccdc

dxcxcf
dcdcc

dxdcx
xL

22

))(()(
)(

2

)(
2)(2  

).(

2
)(

2
)(

2
df

dcdcd

dcxcx
dcf

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +×  

Onda  

,)()( 32 RdxxLdxxf
d

c

d

c
+= ∫∫  
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,)(
2

4)(
6

)( 3Rdfdcfcfcddxxf
d

c
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−=∫   (2.10) 

dxddccxfdxdcxcxR
d

c
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−= ∫ ,

2
,,)(

2
)(3 .    (2.11) 

(2.10) düsturuna Simpson düsturu deyirlər. 
 İndi isə Simpson düsturunun qalıq həddini hesablayaq. (2.11) düsturu 
vasitəsilə qalıq həddini sadələşdirmək mümkün deyil. Burada, irəlidə 
olduğu kimi orta qiymət düsturunu tətbiq etmək olmaz, çünki 

)(
2

)( dxdcxcx −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−  funksiyası ],[ dc  parçasında öz işarəsini 

saxlamır. Qalıq həddini başqa üsulla hesablayaq. 

 Elə üçdərəcəli )(3 xH  çoxhədlisi quraq ki, ddcc ,
2

, +  nöqtələrində 

qiymətləri )(xf  funksiyasının uyğun qiymətləri ilə üst-üstə düşsün və  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +′=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +′

223
dcfdcH  

ödənsin. )(3 xH  funksiyasını aşağıdakı şəkildə axtaraq: 

),(
2

)()()( 23 dxdcxcxKxLxH −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−+=  

burada )(2 xL  funksiyası ddcc ,
2

, +  nöqtələri və )(xf  funksiyası üçün 

qurulmuş Laqranj çoxhədlisidir. 
 Aşkardır ki,  

).()(,
22

),()( 333 dfdHdcfdcHcfcH =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=  

K  ədədi elə seçilir ki,  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +′=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +′

223
dcfdcH  

şərti də ödənilsin. 

0)(
2

)( =−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−∫ dxdxdcxcx

d

c
 

olduğundan  

.)()( 33 RdxxHdxxf
d

c

d

c
+=∫∫  

I fəsildə (§6) isbat etmişdik ki,  
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∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞+−−=

d

c
dxddcdccxfdcdcxcxR .

2
,

2
,,)(

2
)(

2

3  

 Bu inteqrala orta qiymət haqda teoremi tətbiq etsək ( ×− )( cx  

)(
2

2
dxdcx −⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−×  vuruğu ],[ dc  parçasında öz işarəsini dəyişmir): 

∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−=

d

c

fcddxdxdcxcxfR
90

)(
2

)(
2

)(
!4

)( )4(52)4(

3
ηη  

olduğunu alarıq. 
 Yuxarıda baxdığımız xüsusi hallarda olduğu kimi, burada da cd −  
kiçik ədəd olmadıqda, ],[ dc  parçasını m2  bərabər hissəyə bölüb, hər 
kiçik parça üçün Simpson düsturunu tətbiq etsək: 

+−+++++++

+++++−=∫
])12([4...)4(2)3(4

)2(2)(4)([
6

)(

hmcfhcfhcf

hcfhcfcfm
cddxxf

d

c  

4

)(5

90
)(

2
)]2(2

m
fcdmhcf
IV η

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−++  

olduğunu alarıq. 
3.Qauss düsturu. Fərz edək ki,  

.)()()(
1
∑∫
=

+=
n

i
ii

b

a
fRxfcdxxf                        (2.12) 

Əgər  
0)( ≡fR  

isə onda deyirlər ki, (2.12) düsturu dəqiqdir. 
 Elə ),...,2,1],,[(,...,1 nibaxxx in =∈  düyün nöqtələri və nccc ,...,, 21  
sabitləri tapmaq lazımdır ki, dərəcəsi )12( −n -ə bərabər olan çoxhədli 
üçün (2.12) düsturu dəqiq olsun. Tutaq ki,  

12
12

2
210 ...)( −

−++++= n
n xaxaxaaxf .              (2.13) 

Onda fərziyyəmizə əsasən 

).(...)()()( 2211 nn

b

a
xfcxfcxfcdxxf +++=∫  

Bu düsturda )(xf -in yerinə (2.13) çoxhədlisini yazsaq: 



 58 

=−++−+−+− − n
abaabaabaaba
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)...(

12
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−
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−

−
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++++++
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+++++=

n
nnnnn

n
n

n
n

xaxaxaac
xaxaxaac
xaxaxaac

 

alarıq. ai -lər ixtiyari olduğundan 
 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

−=+++

−=+++

−=+++

−−− .
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................................................................

,
2
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,...
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1212
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n
abxcxcxc

abxcxcxc

abccc

nnn
nn

nn

nn

n

        (2.14) 

 Beləliklə, n2  sayda nccc ,...,, 21  və nxxx ,...,, 21  məchullarını tapmaq 
üçün n2  sayda tənliklər sistemini almış oluruq. (2.14) sistemi qeyri-xətti 
sistem olduğundan bu sistemin ],[ ba  parçasına daxil olan həllinin varlıq 
və yeganəliyini göstərmək bir çox çətinliklər törətdiyindən, başqa üsuldan 
istifadə edək. 
 Əvvəlcə isbat edək ki, əgər nxxx ,...,, 21  

∫ =
b

a
n dxxqx 0)()(ω .                             (2.15) 

(burada )(xq -in dərəcəsi )1( −n -dən böyük olmayan çoxhədlidir) şərtini 
ödəyən ))...()(()( 21 nn xxxxxxx −−−=ω  çoxhədlisinin kökləridirsə, 
onda dərəcəsi 12 −n  olan )(xf  çoxhədlisi üçün (2.12) düsturu dəqiqdir. 
Doğrudan da, aşkardır ki,  

).()()()( xrxqxxf n +=ω  
Burada )(xq -in dərəcəsi )1( −n -dən böyük olmayan çoxhədlidir. Onda 

∫∫∫∫ =+=
b

a

b

a

b

a
n

b

a
dxxrdxxrdxxqxdxxf .)()()()()( ω  

 Digər tərəfdən dərəcəsi )1( −n -dən böyük olmayan çoxhədli, özünün 
interpolyasiya çoxhədlisi ilə üst-üstə düşdüyündən  
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∫ ++=
b

a
nn xrcxrcdxxr )(...)()( 11  

olduğunu alarıq. 
)()()()()( iiiini xrxrxqxxf =+=ω  

olduğundan 

∫ +++=
b

a
nn xfcxfcxfcdxxf ).(...)()()( 2211  

Bu da tələb edilən isbatdır. 
İndi isbat edək ki,  

])()[()!2(
!)( nbxnaxndx

nd
n
nxn −−=ω                  (2.16) 

çoxhədlisi (2.15) şərtini ödəyir. 

∫∫∫ −===
x

a
nn

x

a

x

a
n dxxxdxxxdxxx )()(,...,)()(,)()( 1121 ϕϕϕϕωϕ  

işarələmələrini aparaq. Aşkardır ki, ),,2,1(0)( niai K==ϕ . Digər tə-
rəfdən  

∫ ++′−==
b

a
n xqxxqxdxxqx ]...)()()()([)()(0 21 ϕϕω  

+′−=−+ =
=

−− )()()()()]()()1( 21
)1(1 bqbbqbxqx bx

ax
n

n
n ϕϕϕ  

).()()1(... )1(1 bqb n
n

n −−−++ ϕ  
)(xq  ixtiyari funksiya olduğunu nəzərə alsaq: 

0)(...)()( 21 ==== bbb nϕϕϕ  
olar. Beləliklə, ax =  və bx =  nöqtələri )(xnϕ  funksiyasının n -qat 

təkrar kökləridir. Ona görə də ,)()()( nn
n bxaxCx −−=ϕ .constC =  

Burada 

].)()[()( nn
n

n
n bxax

dx
dCx −−=ω  

C -ni elə seçək ki, nx -in əmsalı vahid olsun. Bu halda  

.
)!2(

!
n
nC =   

İsbat etdik ki, )(xnω  çoxhədlisi (2.16) düsturu ilə təyin olunur.  
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0)( =xnω   
tənliyinin kökləri həqiqi, müxtəlif və ],[ ba  parçasından olduğu üçün 
onları interpolyasiya düyünləri kimi qəbul etmək olar və bu halda 
dərəcəsi 12 −n  olan çoxhədli üçün (2.12) düsturu dəqiq olar. 
 İndi isə ),...,2,1( mici =  əmsallarını tapaq. Bu məqsədlə 

k
n

nk xx
xx

−
=

)(
)(,

ω
ψ  

çoxhədlisinə baxaq. Bu çoxhədlinin dərəcəsi 1−n  olduğundan  

∑∫
=

==
n

i
knkkinki

b

a
nk xcxcdxx

1

2
,

2
,

2
, ).()()( ψψψ  

Buradan  

∫
∫

′
==

b

a
nk

knknk

b

a
nk

k dxxxx

dxx
c )(

)(
1

)(

)(
2
,2

,

2
,

ψ
ωψ

ψ
.               (2.17) 

Aşkardır ki,  

∫∫ −
′

+
−

−
−

=
b
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k

n

k

n
b

a
nk dxxx
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b
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adxx .

)()(
2

)()(
)(

22
2

,
ωωωω

ψ  

Digər tərəfdən 

n
n

nn
n abn

nbabn
na )(

)!2(
)!()(,)(

)!2(
)!()1()(

22
−=−−= ωω  

olduğundan 

.
])!2)[()((

))(!()()(
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1222

nbxax
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b
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a
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k

n

k

n

−−

−
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−
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nn
xx
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′ )()( ωω

 

22 −n  dərəcəli çoxhədlidir. Ona görə də 

∑∫
=

′=
−
′

=
−

′ n

i
knk

ki
inin

i

b

a k
nn xcxx

xxcdxxx
xx

1

2 ).(2
)()(

2
)()(

2 ω
ωωωω

 

Beləliklə, 

).(2
))((])!2[(

)()!()( 2
2

124
2
, knk

kk

nb

a
nk xc

bxaxn
abndxx ωψ ′+

−−

−
=

+

∫  

(2.17)-ni nəzərə alsaq: 
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),(2
))((])!2[(

)()!()( 2
2

124
2

knk
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n
knk xc

bxaxn
abnxc ωω ′+

−−

−
=′

+
 

)())((])!2[(
)()!(

22

124

knkk

n
k xxbaxn

abnc
ω′−−

−
=

+
  ),...,2,1( nk = .  (2.18) 

Nəhayət, isbat etdik ki, dərəcəsi 12 −n  olan )(xf  çoxhədlisi üçün  

∫ +++=
b

a
nn xfcxfcxfcdxxf )(...)()()( 2211             (2.19) 

düsturu doğrudur, belə ki, nxxx ,...,, 21  düyünləri (2.16) çoxhədlisinin 
kökləri, ),...,2,1( nici = -lər isə (2.18) düsturları ilə təyin edilir. (2.19) 
düsturuna Qauss düsturu deyilir. 
 Qauss düsturunun qalıq həddini hesablayaq. Fərz edək ki, )(xf  
funksiyasının istənilən tərtibdən törəməsi var. )(xH  ilə elə çoxhədlini 
işarə edək ki,  

)()(),()( iiii xfxHxfxH ′=′=  
şərtlərini ödəsin. Onda məlumdur ki, (bax: I  fəsil §6)  

),,...,,()...()()()()( 1,1
22

2
2

1 nnn xxxxxfxxxxxxxHxf −−−+= . 
Buradan  

∫ ∫∫ +=
b

a

b

a
nnn

b

a
dxxxxxxfxdxxHdxxf .),,...,,,()()()( 11

2ω  

)(xH -in dərəcəsi 12 −n  olduğundan 

∑∑∫
==

==
n

i
ii

n

i
ii

b

a
xfcxHcdxxH

11
).()()(  

Onda  

∑∫
=

+=
n

i
nii

b

a
Rxfcdxxf

1
,)()(  

∫=
b

a
nnnn dxxxxxxfxR ),,...,,,()( 11

2ω  

olduğunu alarıq. 
nR  qalıq həddini sadələşdirək: 
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∫ ∫==
b

a
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a
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2
11 ωηωξ  

∫ ∫ ∫ =′−==
a

b

b

a

b

a
nnnn dxxxdxxxdxx )()()()()( 1

2 ωϕωωω  

∫∫ ∫ −=−==′′=
b

a
n

n
b

a

b

a

n
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n
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2 ϕωϕωϕ  

∫ ∫ =−−=
b

a

b

a
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n dxbxaxn
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!)(ϕ  

∫ =
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∫
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 Beləliklə, qalıq həddi üçün 
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düsturunu almış oluruq. 
 Qeyd edək ki, )(xf  funksiyasının ],[ ba  parçasında məxsusiyyəti 
olan halda bu funksiyanı )()()( xFxpxf =  şəklində yazıb 

∫
b

a
dxxFxp )()(  

inteqralı təqribi hesablamaq lazımdır. Bunun üçün Qauss düsturunu 
0)( >xp  çəki funksiyası üçün tətbiq etmək əlverişlidir. Bu halda  

∑∫
=

+=
n

i
ii

b

a
FRxFcdxxFxp

1
),()()()(  

belə ki, bu düsturun ixtiyari 12 −n  dərəcəli çoxhədli üçün dəqiq olması 
üçün zəruri və kafi şərt nxxx ,...,, 21  düyünlərini 

∫ =
b

a
n dxxqxxp 0)()()( ω  
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şərtini ödəyən ))...(()( 1 nn xxxxx −−=ω  çoxhədlisinin kökləri olma-
sıdır. Burada )(xq  dərəcəsi )1( −n -dən böyük olmayan ixtiyari çoxhəd-
lidir. 
 Bu faktın isbatı, ic  əmsallarının və qalıq həddinin tapılması Qauss 
düsturunun çıxarılışında olduğu kimidir. Məsələn, ,1,1 =−= ba  

21
1)(
x

xp
−

=  qəbul etsək:  
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)( ξπππ  )11( ≤≤− ξ  

olduğunu alarıq. Bu düstura Ermit düsturu deyirlər.  
 Nəhayət, qeyd edək ki, sonsuz intervalda da inteqralları təqribi 
hesablamaq üçün kvadratura düsturlarını vermək olar. Məsələn, isbat 
etmək olar ki,  

∑∫
=

∞
− ++Γ
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n
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x Fn
nnxFcdxxFex
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0
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burada ix  Çebışev-Laqerra çoxhədlisinin: 

)()1()( xn
n

nxn
n ex

dx
dexxL −+−−= αα  

kökləridir. ic  isə aşağıdakı düsturla təyin olunur:  
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Yenə də isbat etmək olar ki,  
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burada ix  Çebışev-Ermit çoxhədlisinin  

n

xn
xn

n dx
edexH

2
2

)1()(
−

−=  

kökləridir. 
 Bu və bu tipli düsturların isbatı, dərsliyin axırındakı ədəbiyyatda -
N.S. Berezin və N.P. Jidkovun kitabında verilmişdir. 
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 4.Çebışev düsturu. İndi isə Qauss düsturunun bir xüsusi halına baxaq. 
Fərz edək ki, (2.12) düsturunda )( ixf -nin əmsalları eynidir. Elə 

nxxx ,...,, 21  düyünlərini və k  ədədini tapaq ki, dərəcəsi kafi qədər 
böyük olan ixtiyari )(xf  çoxhədlisi üçün 
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i
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1

1
)()(                         (2.20) 

düsturu dəqiq olsun, yəni 0=nR  olsun. (2.20)-də  
n
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götürsək, 0=nR  olar. Onda  
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olduğunu alarıq. Buradan 

nK 2=  

və 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

+
−+=+++

=+++

=+++

.
)1(2

])1(1[...

...............................................................

,
3

...

,0...

21

22
2

2
1

21

n
nxxx

nxxx

xxx

nn
n

nn

n

n

         (2.21) 

Aldığımız sistem qeyri-xəttidir və onu həll etmək həmişə mümkün deyil. 
Biz elə )(xnω  çoxhədlisini tapacağıq ki, onun kökləri bu sistemi ödəsin. 

Tutaq ki,  
....)( 1

1
1 nn
nn

n bxbxbxx ++++= −
−ω  

Aşkardır ki,  

∑
= −
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n
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ω
ω                                    (2.22) 
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və 
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olduğundan (2.21) və (2.22)-dən  
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olduğunu alarıq. (2.23) və (2.24) bərabərliklərində x -in dərəcələrinə görə 
əmsalları müqayisə etsək aşağıdakı sistemi alarıq: 
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Bu sistemdən ardıcıl olaraq 121 ,...,, −nbbb  əmsallarını tapmaq olar. nb  
əmsalını tapmaq üçün 

)(...)()( 21 nnnn xxx ωωω +++  
cəminə baxaq. ),...,2,1(0)( nixin ==ω  olduğundan 

0)(...)()( 21 =+++ nnnn xxx ωωω  
olar. Digər tərəfdən )(xnω -in ifadəsindən istifadə edib bu cəmi he-
sablasaq: 
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+

+
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n
nnn

nbn
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n  

alarıq. Buradan nb -ni tapmaq olar. 
 Beləliklə, elə )(xnω  çoxhədlisini tapdıq ki, onun kökləri (2.21) sis-
temini ödəyir. 

5.Kvadratura prosesinin yığılması. Aşağıdakı məsələyə baxaq: 
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seçilir. 
 )(n

ic  və )(n
ix -lər üzərinə hansı şərtləri qoymaq lazımdır ki, ],[ ba -də 

təyin olunmuş ixtiyari )(xf  üçün  

∫=∞→

b

a
nn

dxxffL )()(lim                              (2.25) 

ödənsin. 
 Bu suala aşağıdakı teoremlə cavab vermək olar. 
 Teorem 2.1. Əgər ixtiyari çoxhədli üçün (2.25 ) ödənirsə və ixtiyari 
n  üçün 

∑
=

<
n

k

n
k Mc

1

)(  

olarsa, onda ixtiyari kəsilməz ]),[()( baxxf ∈  funksiyası üçün (2.25) 
ödənər. 
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İsbatı. Riyazi analiz kursundan məlumdur ki, (Veyyerştras teoremi) 
ixtiyari kəsilməz ]),[()( baxxf ∈  funksiyası və ixtiyari 0>ε  üçün elə 

)(xPn  çoxhədlisi tapmaq olar ki, ixtiyari ],[ bax∈  üçün  
ε<− )()( xPxf n                                (2.26) 

ödənsin. 
Aşağıdakı fərqə baxaq: 
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(2.26) bərabərsizliyindən 
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a
n abdxxPxf ),()()( ε  

teoremin  birinci şərtindən isə  

ε<−∫
b

a
nnn PLdxxP )()(  

olduğunu alırıq. Digər tərəfdən: 
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olduğundan, teoremin ikinci şərtinə əsasən: 
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Beləliklə, 

).1()()( MabfLdxxf
b

a
n ++−≤−∫ ε  

Teorem isbat olundu.  
 Qeyd edək ki, isbat etdiyimiz teoremin tərsi də doğrudur. 
 6.Qalıq həddini qiymətləndirmək üçün Runqe üsulu. İnteqralı 
təqribi hesablamaq üçün yuxarıda verdiyimiz kvadratura düsturlarında 
qalıq həddinin  

)()( )1( ξ−= kk fChfR    
şəklində olduğunu gördük. İnteqralın dəqiq qiymətini ,I  təqribi qiymətini 
isə J  ilə işarə etsək: 
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).()1( ξ−+= kk fChJI  
 İnteqrallama parçasını iki bərabər hissəyə bölək. Hər parça üçün bu 
düsturu tətbiq edib cəmləsək:  
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olduğunu alarıq. Burada ,1J  inteqralın təqribi qiymətidir. 

 Əgər )()1( xf k−  inteqrallama parçasında azacıq dəyişirsə,  

Mfff kkk === −−− )()()( )1(
2

)1(
1

)1( ξξξ  
götürmək olar. Onda 
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İnteqralın təqribi qiymətini isə  
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düsturu ilə tapmaq olar. 
 

§3. Ən yaxşı qalıq hədli kvadratura düsturu 
 

 Elə kvadratura düsturu tapaq ki, bunun qalıq həddinin mütləq qiy-
mətinin yuxarı sərhədi, başqa kvadratura düsturlarının qalıq hədlərinin 
mütləq qiymətlərinin yuxarı sərhədlərindən kiçik olsun. 
 Bu məsələnin həllini konkret fəzada verək. 
 Əvvəlcə )(1 MC  funksiyalar sinfinə baxaq. )(1 MC -birtərtibli tö-
rəməsilə ]1,0[  parçasında kəsilməz olan və )1()( >≤′ MMxf  
bərabərsizliyini ödəyən funksiyalar çoxluğudur. 
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kvadratura düsturuna baxaq. Fərz edəcəyik ki,  
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 Yuxarıda qoyduğumuz məsələni )(1 MC -də həll etmək üçün elə 
kvadratura düsturu tapmalıyıq ki,  
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şərti ödənsin. Aşkardır ki,  
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İsbat edək ki,  
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Deməli, 
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     Bərabərsizliyin sağ tərəfi 1...0 )()(
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şərti daxilində minimum qiymətini  
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olduqda alır və bu qiymət n4
1  ədədinə bərabərdir.  

Deməli,  
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olur və bərabərlik işarəsini ,
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Beləliklə, )(1 MC  sinfində «ən yaxşı» kvadratura düsturu 
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121)(                   (2.28) 

olar və  

.
4n
MRn ≤  

 Başqa siniflərdə də «ən yaxşı» kvadratura düsturlarını tapmaq olar. 
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Məsələn, )(1
2 MC  sinfində də (2.27) şəklində «ən yaxşı» kvadratura 

düsturu (2.28) olar. Bu halda qalıq həddi 

32n
MRn ≤  

bərabərsizliyini ödəyir. Burada )(1
2 MC  – ]1,0[  parçasında törəməsi 

kvadratı ilə cəmlənən )(xf  funksiyalar sinfidir: 
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§4. Kvadratura düsturunun dəqiqliyinin artırılması 

 

 Biz əvvəllər Nyuton-Kotes düsturunun xüsusi hallarına baxdıqda 
kvadratura düsturunun dəqiqliyini artırmaq üçün verilmiş inteqrallama 
parçasını kiçik hissələrə böldük. Bu kvadratura düsturlarının qalıq 
hədlərində inteqrallama parçası uzunluğunun müxtəlif dərəcələri iştirak 
edirlər. Ona görə də parçanı kiçik hissələrə bölüb və bu hissələrdə 
kvadratura düsturlarını tətbiq etməklə qalıq həddini dəqiqləşdirmiş 
oluruq. 
 Bu paraqrafda kvadratura düsturunun dəqiqliyini artırmaq üçün başqa 
bir üsul verilir. Verilmiş kvadratura düsturunun dəqiqliyini artırmaq üçün 
bu düsturun qalıq həddindən müəyyən ifadəni kvadratura cəminə daxil 
etmək lazımdır. Belə ki, alınan yeni kvadratura düsturu əvvəlkinə 
nisbətən dəqiq olmalıdır və kvadratura cəminin hesablanması əlavə 
çətinliklər törətməməlidir. Belə ola bilər ki, bu qaydanı bir dəfə tətbiq 
etməklə lazımi dəqiqliyə nail olmaq olmur, onda bu prosesi davam 
etdirmək lazımdır. 
 İndi isə bu üsulu bir konkret kvadratura düsturu – trapeslər düsturu 
üçün tətbiq edək. 
 Trapeslər düsturunu götürək: 
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Bu düsturun qalıq həddini bizə lazım olan şəklə salmaq üçün  
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 )(xf  funksiyasının xətti hissəsi kvadratura düsturu ilə dəqiq hesa-
blandığından 
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)10()( ≤≤−+= uuabat  əvəzləməsini aparsaq: 
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 Bu isə trapeslər düsturunun bizə lazım olan formada qalıq həddidir. 
İndi isə 

∫ −−+′′=
1

0
)1(])([ duuuuabafJ  

inteqralından lazım olan həddi ayıraq. 
Aşağıdakı işarələmələri aparaq: 
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 Aşkardır ki, )10()(0 ≤≤ uuK  funksiyasının qiymətləri 0c  ətrafında 
olacaq. Ona görə də  
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götürüb inteqralı ayıraq: 
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 Hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq etsək: 
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olduğunu alarıq. 
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olduğunu alarıq. Beləliklə,  
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Qalıq həddinin yeni ifadəsindəki birinci hədd asanlıqla hesablandığından 
onu kvadratura cəminə daxil etmək olar və alınan yeni qalıq hədd, ab−  
kiçik olduqda, əvvəlkinə nisbətən daha kiçik olacaqdır. 
 Bu prosesi davam etdirməklə qalıq həddə )( ab − -nın dərəcəsini ar-
tırmaq olar. 
 Nəhayət, qeyd edək ki, əgər ab−  kiçik deyilsə, onda ],[ ba  parçasını 
kiçik hissələrə bölüb sonra isə hər kiçik hissə üçün yuxarıdakı düsturu 
tətbiq etmək olar. 
 
 

§5. Çoxqat inteqralların təqribi hesablanması haqqında 
 

 Biz sadəlik üçün ikiqat inteqralların ədədi hesablanmasından söhbət 
açacağıq. Eyni qayda ilə çoxqat inteqralları da hesablamaq olar. Tutaq ki,  

∫ ∫=
G

dxdyyxfJ ),(                               (2.29) 

ikiqat inteqralı hesablamaq tələb edilir. Burada 
}.,{ dycbxaG ≤≤≤≤=  

 1.Kvadratura düsturunun tətbiqi.  
 İnteqralı aşağıdakı şəkildə yazaq: 
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inteqralı hesablayaq. Bu inteqralı müxtəlif kvadratura düsturlarını tətbiq 
etməklə hesablamaq olar. Biz Simpson düsturunu tətbiq edək: 
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İndi isə 
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inteqralını hesablamaq üçün Simpson düsturunu tətbiq edək: 
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 +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ dbafcbafdcbfdcaf ,

2
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22
,
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,
2

16 fRdcbaf +
⎭
⎬
⎫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++                                              (2.30)  
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⎝
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⎡ ⎟

⎠
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⎝
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2
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2
,

2
,,,  
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,
2

,,,( dyddcdccybf ⎥⎦
⎤⎟
⎠
⎞+++  

)(fR -i sadələşdirmək üçün  
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∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++b

a
dxddcdccyxf ,

2
,

2
,,,  

inteqralı üçün Simpson düsturunu yazaq: 
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Bu bərabərliyi )(fR -də nəzərə alıb, orta qiymət haqda teoremdən istifadə 
etsək: 

∫ −−−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−×
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)(FR -in qiymətini nəzərə alıb inteqralları hesablasaq 

−
∂

∂

⋅

−−
−

∂

∂

⋅

−−
−= 4

11
4

5

5

4

4

5

5 ),(
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))((),(
902

)()()(
y

fcdab
x
fcdabfR ηξηξ  

44
22,

8

210

5 )(

902
)()(

yx
fcdab

∂∂

∂

⋅

−−
−

ηξ
 ).2,1,,( =<<<< idcba ii ηξ   (2.31) 

 Beləliklə (2.29) inteqralını hesablamaq üçün (2.30) düsturunu almış 
oluruq; belə ki, qalıq həddi (2.31) düsturu ilə hesablanır. 
 2. İnteqralaltı funksiyanı interpolyasiya çoxhədlisi ilə əvəz etmək. 
İkidəyişənli funksiya üçün interpolyasiya çoxhədlisini  
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∑
=

=
n

i
iiin yxQyxfyxL

1
),(),(),(  

şəklində göstərmək olar. Burada  

⎩
⎨
⎧

≠
=

=
.,0
,,1),( ji
jiyxQ jji    

Bu düsturdan istifadə etsək: 

,),(),(
1
∑∫ ∫
=

=≈
n

i
iii

G
n yxfcdxdyyxLJ                (2.32) 

∫ ∫=
G

ii dxdyyxQc .),(  

 Konkret interpolyasiya çoxhədlisini götürməklə ic  əmsallarını asan-
lıqla hesablamaq olar. (2.32) düsturunun qalıq həddi də interpolyasiya 
çoxhədlisinin seçilməsilə hesablanılır. 
 

§6. Qeyri-müəyyən inteqralların təqribi hesablanması 
 

 Tutaq ki, ],[ ba  parçasında təyin olunmuş )(xf  funksiyasının 
),;...,1,0( 00 bxaxniihxx ni ===+=  nöqtələrində qiymətləri verilmiş 

və  

∫+=
x

x
dttfyxy

0

)()( 0                              (2.33) 

qeyri-müəyyən inteqralı hesablamaq tələb olunur. 
 Fərz edək ki, )()(),...,(),( 10 nkxyxyxy k <  ədədlərinin təqribi qiy-
mətləri kyyy ,...,, 10  hər hansı üsulla tapılmışdır. )(),...,( 1 nk xyxy +  
ədədlərinin təqribi qiymətlərini ,,...,1 nk yy +  məsələn, aşağıdakı düsturla 
hesablamaq olar: 

).1,...,1,()(
00

1 −+=+= ∑∑
=

−
=

−+ nkkixfBhyAy
k

j
jij

k

j
jiji  (2.34) 

 Burada ii BA ,  sabitləri müəyyən şərtləri ödəyir (bu şərtlər aşağıda 
göstəriləcəkdir).  
 Bu düsturu (2.33) inteqralının təqribi qiymətini hesablamaq üçün 
tətbiq etdikdə, buraxılan xətanı hesablayaq. 
 (2.34) kvadratura düsturunda iy  əvəzinə dəqiq )( ixy  qiymətini 
yazsaq, bərabərlik müəyyən ir  xətası ilə ödənəcək: 
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.)()()(
00

1 ∑∑
=

−
=

−+ ++=
k

j
ijij

k

j
jiji rxfBhxyAxy          (2.35) 

(2.34) və (2.35)-dən iii yxy −= )(ε  işarələməni aparmaqla xəta tənliyini 
alarıq: 

∑
=

−+ +=
k

j
jjijj rA

0
1 εε .                           (2.36) 

Bu, iε -yə nəzərən 1+k  tərtibli xətti sonlu- fərqlər tənliyidir. (2.36) 
tənliyindən görünür ki, kj =  qəbul etsək 1+kε -i tapmış olarıq; 1+= kj  
qəbul etsək 2+kε -ni və sairə, 1−= nj  qəbul etsək nε -i tapmış olarıq. Bu 
o deməkdir ki, iε -lər yeganə surətdə təyin olunurlar. Sonlu- fərqlər 
tənlikləri nəzəriyyəsindən istifadə etməklə də (2.36) tənliyinin həllini 
tapmaq olar [ ].8 iε -lərin tapılmış ifadəsi ir -lərdən asılı olacaqdır. Bu o 
deməkdir ki, xətanı qiymətləndirmək üçün ir -ləri qiymətləndirmək 
lazımdır. 

 Teorem 2.2. Tutaq ki, )0(0max →→ hiε  və )0(0)( →→ hh
hr  

).)(max)(( hrhr ii
=  Onda .0maxlim

0
=

→ iih
ε  

 Bu teoremi isbat etmək üçün (2.36) sonlu fərqlər tənliyinin həllini 
qiymətləndirmək kifayətdir (bax, məsələn, dərsliyin axırında verilən 
ədəbiyyatda V.İ. Krılov və başqaları).  
 Bu teoremdən görünür ki, inteqralın təqribi qiymətini tapdıqda ba-
şlanğıc şərtlərinin ),...,,( 10 nyyy  və qalıq həddinin )(hri  xətanı 
qiymətləndirdikdə böyük təsiri olur. Buna görə də (2.34) hesablama düs-
turunun dayanıqlığı məsələsi meydana çıxır. 
 Tərif. Əgər 0=ir  olduqda elə 0>M  ədədi varsa ki, Ei <  

),...,1,0( ki =  bərabərsizliklərindən  
),...,2,1,0( niMEi =≤ε  

bərabərsizliklərinin doğru olduğu alınsın, onda deyirlər ki, (2.34) düsturu 
başlanğıc şərtlərə nəzərən dayanıqlıdır. 
 Asanlıqla isbat etmək olar ki, (2.34) düsturunun başlanğıc şərtlərə 
nəzərən dayanıqlı olması üçün zəruri və kafi şərt 

∑
=

−+ =−
k

i

k
i

k A
0

11 0λλ  
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tənliyinin köklərinin vahid radiuslu dairəyə daxil olmasıdır (belə ki, 
modulca vahidə bərabər olan köklər təkrarlana bilməz). 
 Tərif. Əgər ),...,1,0(0 kii ==ε  olduqda elə 01>M  ədədi varsa ki,  

,)(max)(,)( hrhrGh
hr

ii
=≤  

bərabərsizliyindən 
),...,1(1 nkiGMi +=≤ε  

bərabərsizlikləri alınsın, onda deyirlər ki, (2.34) düsturu )(hri  xətasına 
nəzərən dayanıqlıdır. 

Nəhayət, (2.34) düsturunun bir neçə xüsusi hallarına baxaq. 
(2.34) düsturunun ən çox işlənən şəklini  

∑∫
=−

−≈
k

j
j

ph
jhFBhdxxF

0

0
)()(  

kvadratura düsturu vasitəsilə almaq olar. Burada )()( xxyxF i +′=  
götürsək: 

∑∫
=

−
−

− ′≈−=
k

j
jij

p
pii xyBhxyxydxxF

0

0
).()()()(  

Burada )()( xfxy =′  olduğunu nəzərə alsaq: 

∑
=

−− ≈−
k

j
jijpii xfBhxyxy

0
)()()(  

olduğunu alarıq. Buna uyğun sonlu-fərqlər tənliyi 

∑
=

−− +=
k

j
jijpii xfBhyy

0
)(                          (2.37) 

şəklində olar. Bu isə (2.34) sonlu-fərqlər tənliyinin xüsusi halıdır. 
 İndi isə (2.37) tənliyinin xüsusi hallarını nəzərdən keçirək. 
 Əvvəlcə trapeslər düsturuna baxaq: 

∫
−

−+≈
0

)].()0([
2

)(
h

hffhdxxf  

Bu halda  

)].()([
2 11 −− ++= jjjj xfxfhyy  

Simpson düsturunu götürsək: 
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∫
−

−+−+≈
0

2
)],2()(4)0([

3
)(

h
hfhffhdxxf  

sonlu-fərqlər tənliyi 

)].()(4)([
3 212 −−− +++= jjjjj xfxfxfhyy  

 Nəhayət, düzbucaqlılar düsturunu götürsək: 

∫
−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−≈

0
.

2
)(

h

hhfdxxf  

Bu halda alınan sonlu-fərqlər tənliyi (2.37) şəklində olmayacaq. Lakin h -
ı h2  ilə əvəz etsək: 

∫
−

−≈
0

2
)(2)(

h
hhfdxxf  

olar və uyğun tənlik  
)(2 12 −− += jji xhfyy  

şəklində alınar. 
 Nəhayət qeyd edək ki, kvadratura düsturlarının qalıq hədləri məlum 
olduğundan bu xüsusi hallar üçün εi -lər asanlıqla qiymətləndirilir. 
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II  H İ S S Ə  
 

CƏBRİN TƏQRİBİ ÜSULLARI 
 
 

III FƏSİL 
 

XƏTTİ  TƏNLİKLƏR  SİSTEMİNİN  TƏQRİBİ  
ÜSULLARLA  HƏLLİ 

 
Aşağıdakı kimi xətti cəbri tənliklər sisteminə baxaq: 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=+++

=+++
=+++

nnnnnn

nn
nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

...
..............................................
.............................................

...
...

2211

22222121

11212111

                    (3.1) 

Bu sistemi 
bAx =                                        (3.2) 

şəklində də yazmaq olar. Burada  

njiijaA ,1,)( ==  

.,
11

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

nn b

b
b

x

x
x MM  

(3.1) sisteminin həllini tapmaq üçün adətən, cəbr kursundan məlum olan 
Kramer qaydası tətbiq olunur. Bu qayda tətbiq olunduqda çox böyük 
sayda hesab əməlləri aparıldığından (xüsusən tənliklərin sayı çox oldu-
qda) bu üsul səmərəli sayılmır. Ona görə də (3.1) sistemini həll etmək 
üçün müxtəlif təqribi üsullar təklif olunur. Bu fəsildə belə üsullardan bir 
neçəsi verilir. 

 
§1. Yoxetmə üsulu 

 

 Bu üsulun əsas ideyası (3.1) sistemini ona ekvivalent «üçbucaq 
sisteminə» gətirməkdən ibarətdir. 
 Fərz edək ki, .011 ≠a  Onda (3.1) sisteminin birinci tənliyindən 

*
112121 ... bxbxbx nn =+++                         (3.3) 

olduğunu alarıq. Əgər 011 =a  olarsa, onda birinci tənlik əvəzinə 1x -in 
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əmsalı sıfırdan fərqli olan tənliyi götürmək lazımdır. (3.3) tənliyini ardıcıl 
olaraq 13121 ,...,, naaa  ədədlərinə vurub, (3.1) sisteminin ikinci, üçüncü, 
..., axırıncı tənliklərindən çıxsaq: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=+++

=+++

)1()1(
3

)1(
32

)1(
2

)1(
2

)1(
23

)1(
232

)1(
22

...
......................................................

,...

nnnnnn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
                     (3.4) 

sistemini almış olarıq. (3.4) sistemi 1−n  məchullu 1−n  sayda tənliklər 
sistemidir (bu sistemin əmsallarını ija  vasitəsilə yazmaq asandır). 

 0)1(
22 ≠a  olduğunu fərz edib, (3.4) sistemindən 2x -ni yox etsək, 

2−n  sayda tənliklər sistemi almış olarıq. Bu prosesi davam etdirməklə 
nx -i tapmaq üçün bir tənlik almaq olar.  

 Beləliklə, (3.1) sistemini «üçbucaq sisteminə» 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=

=+

=+++

=++++

−−−
*

*
111

*
223232

*
113132121

,

,...
,...

nn

nnnnn

nn

nn

bx
bxbx

bxbxbx
bxbxbxbx

LLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLL

 

gətirmiş oluruq. Bu sistemin əmsalları və sərbəst hədləri (3.1) sis-
temindəki verilənlər vasitəsilə asanlıqla hesablanır. Bu sistemin axırıncı 
tənliyindən tapdığımız nx -i axırdan ikinci tənlikdə yerinə yazıb 1−nx -i 
tapırıq. Bu qayda ilə bütün ix -ləri tapmış olarıq. Bu üsula ədəbiyyatda 
Qauss üsulu da deyirlər. 
 Qeyd edək ki, əgər məchulları yox etdikdə, yox etdiyimiz məchulun 
əmsalı kiçik ədəd olarsa, onda hesab əməlləri apardıqda buraxılan xəta 
böyüyə bilər. Belə olmasın deyə hər bir tənlikdə elə məchulu yox etmək 
lazımdır ki, onun əmsalı mütləq qiymətcə tənliyin yerdə qalan 
əmsallarının mütləq qiymətlərinin ən böyüyü olsun. 
 Bir də onu qeyd edək ki, (3.1) sistemini həll etdikdə buraxılan xətanı 
nəzarət altında saxlamaq lazımdır. Bunun üçün  

),...,2,1(
1

nibas
n

j
iiji =+= ∑

=
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ədədlərini də hesablamaq lazımdır. 
 Bu is -ləri ib -lərin yanında yazmaq və (3.1) sisteminin hər bir tənliyi 
üzərində əməliyyat apardıqda ib -lər üzərində aparılan əməliyyatı is -lər 
üzərində də aparmaq lazımdır. Nəzarət ondan ibarətdir ki, hər bir yeni 
alınan tənliyin əmsalları cəmi ilə sərbəst həddin cəmi, yeni alınan is  ilə 
üst-üstə düşməlidir. 
 Ədəbiyyatda yuxarıda şərh etdiyimiz üsulun müxtəlif  modifika-
siyaları məlumdur (bu barədə dərsliyin axırında verilən ədəbiyyatda 
V.V.Voyevodinin kitabına baxın). 

 
§2. Parçalanma üsulu 

 

 Fərz edək ki, (3.1) sisteminin matrisini aşağıdakı şəkildə göstərmək 
olar: 

,BCA =                                        (3.5) 
burada B - aşağı üçbucaq matrisi: 
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C  isə yuxarı üçbucaq matrisidir: 
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Onda 
., CxyByBCxAxb ====  

 Beləliklə, (3.2) sistemi aşağıdakı kimi iki üçbucaq sisteminə par-
çalamış oluruq: 

⎭
⎬
⎫

=
=

.
,
yCx
bBy  

 Bu sistemi həll etmək asandır: 
bBy =  

üçbucaq sistemini həll edib y -i tapırıq, bundan sonra  
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yCx =  
üçbucaq sistemini həll edib x -i tapırıq. 
 İndi isbat edək ki, əgər  

0,...,0,0

21

22221

11211

2221

1211
11 ≠

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

≠≠

nnnn

n
n

aaa

aaa
aaa

aa
aaa         (3.6) 

şərti ödənirsə, onda A  matrisini həmişə (3.5) şəklində göstərmək olar.  
 (3.6) düsturunun doğruluğunu isbat etmək üçün, (3.5) bərabərliyindən 
istifadə edərək solda  və sağda dayanan elementləri müqayisə edək: 

).,...,2,1,(
),min(

1
njia

ji

k
ijkjik ==∑

=
γβ                     (3.7) 

 İsbat edək ki, (3.6) şərtləri daxilində (3.7)-dən ijβ  və ijγ -ləri tapmaq 
olar. (3.7)- də 1== ji  qəbul etsək:  

.111111 a=γβ  
 Məchulların birini məlum qəbul edib, digərini buradan tapırıq. Digər 
tərəfdən 011 ≠a  olduğundan 01111 ≠γβ . 1,2 == ji  və ,1=i  2=j  
qəbul edək. Onda uyğun olaraq 

., 121211211121 aa == γβγβ  
Buradan 12γ  və 21β  tapılır. 2== ji  götürsək: 

.2212212222 a=+ γβγβ  

22γ -ni məlum qəbul edib (sıfırdan fərqli) buradan β22 -ni tapırıq. 
 İndi göstərək ki, .02222 ≠γβ  Onda asanlıqla digər əmsalları da 
tapmaq olar. 

Aşağıdakı determinantlara baxaq: 

.0,0,
22

1211
2

2221

11
2

2221

1211
2 γ

γγ
ββ

β
=== CBaa

aaA  

Aşkardır ki,  

.
222212211121

12111111
22 γβγβγβ

γβγβ
+

=CB  

Digər tərəfdən  
222 CBA =  

 olduğundan  
.222211112 γβγβ=A  
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02 ≠A  olduğundan, buradan 02222 ≠γβ  olduğunu alarıq. 
 (3.7) sistemini həll etdikdə gördük ki, bu sistemin həlli birqiymətli 
təyin olunmur. Lakin B  və ya C  matrislərinin hər hansı birinin diaqonal 
elementləri verilərsə, ijβ  və ijγ -lər birqiymətli təyin edilər. 
 Nəhayət qeyd edək ki, əgər A  matrisi simmetrik matrisdirsə, onda  

BBA ′=  
götürmək olar. Burada B′  matrisi, B -nin transponirə olunmuşdur və 
aşağı üçbucaq matrisidir. Bu halda 

bBy =  
sistemindən y  tapılır və sonra  

yxB =′    
sistemindən x -i tapırıq. 
 

§3. Ortoqonallaşdırma üsulu 
 

Yenə də (3.2) sisteminə baxaq və fərz edək ki, A  simmetrik  
),(),( AyxyAx =  

və müsbət-müəyyən  
),(),( 2 xxxAx γ≥  

matrisdir. 
Elə  

),...,,(

),,....,,(

),,...,,(

)()(
2

)(
1

)(

)2()2(
2

)2(
1

)2(

)1()1(
2

)1(
1

)1(

n
n

nnn

n

n

xxxx

xxxx
xxxx

=

=

=

LLLLLLLLLLL
 

vektorlar sistemini götürək ki,  
),...,2,1,;(0),( )()( nlklkxAx lk =≠=                  (3.8) 

şərti ödənsin. Burada ),( yx  ədədi  

),...,,(
),,...,,(

21

21

n
n
yyyy
xxxx

=
=

 

vektorların skalyar hasilidir: 

.),(
1
∑
=

=
n

i
ii yxyx  

 Əvvəlcə (3.8) şərtlərini ödəyən vektorların qurulma qaydasını verək.  
Aşağıdakı kimi vektorlar sisteminə baxaq: 
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⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=

=

=

).1,...,0,0,0(
.............................

),0,...,0,1,0(
),0,...,0,0,1(

)(

)2(

)1(

ny

y
y

  

)1()1( yx =  qəbul edək və )2(x -ni aşağıdakı şəkildə axtaraq: 

.)1()2(
1

)2()2( xyx λ+=  
)2(

1λ  parametrini elə seçək ki,  

0),( )1()2( =Axx  
olsun. Aşkardır ki, bu halda 

.
),(
),(

)1()1(

)1()2(
)2(

1 Axx
Axy

−=λ  

 İndi isə )3(x  vektorunu aşağıdakı şəkildə axtaraq: 
.)2()3(

2
)1()3(

1
)3()3( xxyx λλ ++=  

Aşkardır ki,  

),(
),(,

),(
),(

)2()2(

)2()3(
)3(

2)1()1(

)1()3(
)3(

1 Axx
Axy

Axx
Axy

−=−= λλ  

götürsək: 
.0),(),( )2()3()1()3( == AxxAxx  

 Bu qayda ilə digər vektorları da qurmaq olar. İndi isə (3.2) sisteminin 
həllini  

∑
=

=
n

k

k
kxx

1

)(α                                    (3.9) 

şəklində axtaraq; burada )()1( ,..., nxx  (3.8) şərtini ödəyən vektorlardır. 
 (3.2) sisteminin hər tərəfini )(lx  vektoruna skalyar vuraq: 

).,...,2,1(),(),( )()( nlxbxAx ll ==  
x -in yerinə (3.9) ifadəsini yazsaq: 

∑
=

===
n

k

llk
k

l nlxbxAxxAx
1

)()()()( ),...,2,1(),(),(),( α  

və ya  
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∑
=

==
l

k

l
k

lk nlxbxAx
1

)()()( ).,...,2,1(),(),( α  

A  matrisi simmetrik olduğundan : 
),,(),(),( )()()()()()( kllklk xAxAxxxAx ==  

yəni  
).,...,2,1,;(0),( )()( nklklxAx lk =≠=  

Onda  

.
),(

),(),,(),( )()(

)(
)()()(

kk

k
k

kkk
k xAx

xbxbxAx == αα  

 Tapdığımız kα -ları (3.9)-da yerinə yazsaq, alınan x -i (3.2) sis-
teminin təqribi həlli kimi qəbul etmək olar. 
 

§4. İterasiya üsulları 
 

 Bu paraqrafda (3.2) sistemini təqribi həll etmək üçün adi iterasiya və 
Zeydel üsulları verilir. 
 Əvvəlcə bəzi köməkçi anlayışları verək. 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

nx

x
x M

1
 

vektorunun norması aşağıdakı ədədlərdən birinə deyilir: 

,,max
1

21 ∑
=

==
n

i
iii
xxxx    .

1

2
3 ∑

=
=

n

i
ixx  

Məlumdur ki, bu normalar ekvivalent normalardır. njiijaA ,1,)( ==  mat-

risinin norması aşağıdakı ədədlərdən biri ilə təyin edilir: 

,max,max
1

2
1

1 ∑∑
==

==
n

i
ikk

n

k
iki

aAaA    ,13 λ=A  

burada 1λ  ədədi AA′  matrisinin ən böyük məxsusi ədədidir, A′  isə A -
nın transponirə olunmuş matrisidir. Məlumdur ki, bu normalar da bir-
birilə ekvivalentdirlər.  
 Aşağıdakı norma indekssiz yazılsa, bu üç normadan ixtiyari birini 
götürmək olar.  
 1. Adi iterasiya üsulu. (3.2) sistemini aşağıdakı ekvivalent sistem ilə 
əvəz edək: 
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,cBxx +=                                   (3.10) 
burada 

,, CAIBCbc −==  
C  – ixtiyari qeyri-məxsusi matris, I  isə vahid matrisdir. 
 (3.10) sistemini təqribi həll etmək üçün aşağıdakı ardıcıl yaxınlaş-
maları quraq: 

,...),2,1()1()( =+= − mcBxx mm                (3.11) 

burada )0(x  ixtiyari verilmiş vektordur. Buradan  

cBxBx
m

i

imm
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∑

−

=

1

0

)0()( .                    (3.12) 

 Teorem 3.1. Əgər B  matrisinin bütün məxsusi ədədlərinin modulu 
vahiddən kiçikdirsə, onda ümumi həddi (3.12) düsturu ilə təyin olunan 

}{ )(mx  ardıcıllığı (3.2) sisteminin həllinə yığılır. 

İsbatı. Aşkardır ki, }{ )(mx  ardıcıllığının yığıldığını isbat etməklə 
teoremi isbat etmiş oluruq. Bunun üçün (3.11) bərabərliklərində ∞→m  
limitə keçmək kifayətdir. }{ )(mx  ardıcıllığının yığıldığını isbat etmək 
üçün 

......2 +++++ kBBBI                           (3.13) 
sırasına baxaq. Xətti cəbr kursundan məlum fakta əsasən B  matrisinin 
məxsusi ədədləri modulca vahiddən kiçik olduğundan, (3.13) yığılır. 
Buradan  

0lim )0( =
→∞

xBm
m

 

və  
cBBBI k ...)...( 2 +++++  

sırası yığılır. Onda (3.12)-dən }{ )(mx  yığıldığını alarıq. Teorem isbat 
olundu.  

Xətti cəbr kursundan məlumdur ki,  
,max Bii

≤λ  

burada λi B,  matrisinin məxsusi ədədləridir. Ona görə    

),,...,2,1(1
1

nib
n

j
ij =<∑

=
                           (3.14) 
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),,...,2,1(1
1

njb
n

i
ij =<∑

=
                           (3.15) 

∑
=

<
n

ji
ijb

1,

2 1                                                   (3.16) 

bərabərsizliklərindən hər biri ödəndikdə B  matrisinin bütün məxsusi 
ədədləri modulca vahiddən kiçik olar; burada ijb  ədədləri B  matrisinin 
elementləridir.  
 (3.14) və (3.15) bərabərsizlikləri ödəndikdə, uyğun olaraq 

1,1 21 << BB  
bərabərsizliklərinin ödənməsi, normaların tərifindən çıxır. İsbat edək ki, 
(3.16) bərabərsizliyindən  

13 <B  
olduğu alınır.  
 BB′  matrisinin məxsusi ədədləri mənfi olmadığından  

....211 nλλλλ +++≤  
(Burada fərz edirik ki, 1λ  məxsusi ədədlərinin  ən böyüyüdür.) Digər 
tərəfdən məlumdur ki, BB′  matrisinin izi aşağıdakı cəmə bərabərdir: 

∑
=

n

ji
ijb

1,

2 .  

Buradan  

1
2
1

1,

2
13 <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤= ∑

=

n

ji
ijbB λ  

olduğunu alarıq. 
 Teorem 3.2. Əgər  

1<B  
şərti ödənirsə, onda (3.12) ardıcıllığı aşağıdakı sürətlə (3.2) sisteminin 
həllinə ∗x  yığılır: 

mm Bxxxx ∗∗ −≤− )0()(  

və ya  

.
1

)( mm BB
Cxx
−

≤− ∗  

 İsbatı. (3.11) yaxınlaşmalarından və  
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cBxx += ∗∗  
eyniliyindən  

∗−∗ −≤− xxBxx mm )1()(  

və ya  
∗∗ −≤− xxBxx mm )0()(  

olduğunu alarıq.  
(3.11) yaxınlaşmalarından və (3.12) - dən alınan  

cBx
n

i

i
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

=

∗

0
 

düsturundan  

cBxx
mi

im
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤− ∑

∞

=

∗)(  

və ya  
mm BB

Cxx
−

≤− ∗
1

)(  

olduğunu alarıq. Teorem isbat olundu. 
 Qeyd edək ki, 1<B  şərtindən (3.10) sisteminin həllinin yeganəliyi 
də alınır. Doğrudan da fərz edək ki, sistemin iki həlli var:  
Onda 

.
.,

yxByx
bByybBxx

−≤−
+=+=

  

Buradan yx =  olduğu alınır. 
 İndi isə ija -lərin üzərinə elə şərtlər qoyaq ki, (3.14), (3.15) və (3.16) 
bərabərsizlikləri ödənilsin. 
 D  ilə elə diaqonal matrisi işarə edək ki, onun diaqonal elementləri 
A  matrisinin diaqonal elementləri ilə üst-üstə düşsün. 

 (3.10)- da 1−= DC  qəbul edək. Onda (3.10) əvəzinə  

ii
i

n
ii
in

i
ii
ii

i
ii
ii

ii
i

ii
i

i

a
bxa

axa
a

xa
axa

axa
ax

+−−−

−−−−−=

+
+

−
−

L

L

1
1

1
1

2
2

1
1

  

sistemini almış olarıq. Buradan görünür ki,  
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),,...,2,1(
1

niaa ii
n

j
ij =<∑

=
                         (3.17) 

),,...,2,1(1
)(

1
nja

an

i ii

ij

ji

=<∑
≠
=

                            (3.18) 

11

)(
1

2

1 2 <∑∑
≠
==

n

i
ij

n

j jj ji

a
a

                                      (3.19)  

bərabərsizlikləri ödəndikdə uyğun olaraq (3.14), (3.15) və (3.16) bəra-
bərsizlikləri də ödənər. Beləliklə aşağıdakı teoremi isbat etmiş oluruq. 
 Teorem 3.3. Tutaq ki, (3.1) sisteminin aij  əmsalları (3.17), (3.18) və 
(3.19) bərabərsizliklərindən birini ödəyir. Onda (3.1) sisteminin yeganə 
həlli var və  

−−−−−= −
−

−−− )1(
1

1)1(
2

2)1(
1

1)( m
i

ii

iim

ii

im

ii

im
i xa

axa
axa

ax L  

,...)2,1()1()1(
1

1 =+−−− −−
+

+ ma
bxa

axa
a im

n
ii
inm

i
ii
ii L      (3.20) 

ardıcıl yaxınlaşmaları bu həllə yığılır. 
Yığılma sürəti, məsələn, aşağıdakı düsturlarla təyin olunur: 

,
1

*)0(
1

*)( mm xxxx µ−≤−                    (3.21) 

ii

n

j
ij

i a

a
ji

∑
≠
=

= )(
1

maxµ    və ya   mii
i

im a
b

xx µ
µ−

≤− ∗
1

max

1
)( . 

 2. Zeydel üsulu. İndi isə (3.1) sisteminin təqribi həllini tapmaq üçün 
ardıcıl yaxınlaşmaları aşağıdakı qayda ilə quraq: 

.)1(

1

)(
1

1

)(

ii
im

j

n

ij ii

ijm
j

i

j ii

ijm
i a

bxa
a

xa
a

x ++−= −

+=

−

=
∑∑              (3.22) 

Fərz edək ki, aij  əmsalları (3.17), (3.18) və (3.19) bərabərsizliklərindən 
birini ödəyir. Bu o deməkdir ki, adi ardıcıl yaxınlaşmalar, yəni (3.20) 
yaxınlaşmaları (3.1) sisteminin həllinə yığılır və yığılma sürəti (3.21) 
düsturu ilə təyin olunur. 
 İsbat edək ki, Zeydel yaxınlaşmaları da, yəni (3.22) yaxınlaşmaları 
da, (3.1) sisteminin həllinə yığılır. Yığılma sürətini təyin edək. (3.22) və 
(3.1)-dən  
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∑ ∑
−

= +=

−

==

−+−≤−
1

1 1

*)1(*)(*)(

,

,
i

j

n

ij ii

ij
i

ii

ij
i

m
i

m
ii

m
i

a
a

a
a

xxxxxx

γβ

γβ
 

və ya  

,
1

*)0(
1

*)1(
1

*)( mmm xxxxxx µµ −≤−≤− −  

.
1

max
i

i
i β

γ
µ

−
=  

 İsbat edək ki, .µµ ≤  Bu o deməkdir ki, Zeydel yaxınlaşmaları (3.1) 
sisteminin həllinə adi iterasiyalardan sürətlə yığılır. 

1
)(
1

<≤+=∑
≠
=

µγβ ii
n

j ii

ij

ji
a
a

  və  0
1

)1(
1

≥
−

−−
=

−
−+

i

iii

i

i
ii β

γββ
β

γ
γβ  

olduğundan 

.
1

max)(max µ
β

γ
γβµ =

−
≥+=

i

i
iiii

 

 Fərz edək ki, nijijaA ,1)( ==  matrisi simmetrik, müsbət-müəyyəndir. 

Aşağıdakı iki dərəcəli çoxhədliyə baxaq  

,2),(2),()(
11,
∑∑
==

−=−=
n

i
ii

n

ji
jiij xbxxaxbxAxxF  

burada −nb, ölçülü vektordur. 
 A  matrisi müsbət olduğundan )(xF -in yeganə minimumu olar. 
 Aşağıdakı teoremi isbat edək. 

Teorem 3.4. Əgər −n ölçülü Evklid fəzasının nE−  hər hansı bir 
),...,( 1

∗∗∗ = nxxx  nöqtəsində )(xF  çoxhədlisi minimum alırsa, onda bu 

vektorun koordinatları ),...,( 1
∗∗− nxx  (3.1) sisteminin həlli olar. 

 İsbatı. Tutaq ki, n
n Exxx ∈= ∗∗∗ ),...,( 1  nöqtəsi )(xF  çoxhədlisinə 

minimum verir. Bu vektora x∆λ  artımı verib )(xF -in artımını 

)()( ∗∗ −∆+=∆ xFxxFF λ  hesablayaq. Burada nEx∈∆  ixtiyari vektor, 

λ  isə ədədi parametrdir. Əvvəlcə )( xxF ∆+∗ λ - i hesablayaq: 
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).,(2),(2),(
),(),(),(

),(2),()(

2 xbxbxxA
xxAxAxxAx

xxbxxxAxxxF

∆−−∆∆+

+∆+∆+=

=∆+−∆+∆+=∆+

∗

∗∗∗∗

∗∗∗∗

λλ
λλ

λλλλ
 

Digər tərəfdən  
),(),(),( *** xAxAxxxxA ∆=∆=∆  

olduğundan  
).,(),(2)()( 2*** xxAxbAxxFxxF ∆∆+∆−+=∆+ λλλ  

Buradan 
.0),(),(2 2* ≥∆∆+∆−=∆ xxAxbAxF λλ  

Tutaq ki, .0>λ  Onda  
.0),(),(2 * ≥∆∆+∆− xxAxbAx λ  

Burada +→ 0λ  götürsək: 
.0),( * ≥∆− xbAx             (3.23)  

İndi isə 0<λ  götürək. Onda 
.0),(),(2 * ≤∆∆+∆− xxAxbAx λ  

Burada 0→λ  – götürsək: 
.0),( * ≤∆− xbAx   (3.24) 

(3.23) və (3.24)-dən  
.0),( * =∆− xbAx  

və buradan  
bAx =*  

olduğunu alarıq ).0( ≠∆x  Teorem isbat olundu. 
 Bu teoremdən görünür ki, (3.1) sisteminin həllini tapmaq üçün F x( )  
çoxhədlisinə minimum verən nöqtəni tapmaq kifayətdir. 
 Aşağıda belə nöqtəni tapmaq üçün üsullar verilir.  
 1.Koordinatlar üzrə enmə. )(xF  çoxhədlisinə minimum verən nöqtə 

üçün sıfırıncı yaxınlaşmanı ixtiyari ),...,( )0()0(
1

)0(
nxxx =  vektoru götürək.  

 1x  dəyişəninə nəzərən birdəyişənli ),...,,( )0(0
21 nxxxF  funksiyasına 

baxaq və onun minimumunu tapaq. Bunun üçün  

0)(2),...,,( 1
)0(

1
)0(

212111
)0()0(

21
1

=−+++=
∂
∂ bxaxaxaxxxFx nnn L  

tənliyini həll etmək kifayətdir.  
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 Bu tənliyin həllini )1(
1x  ilə işarə edib, 2x  dəyişəninə nəzərən 

birdəyişənli ),,,,( )0()0(
32

)1(
1 nxxxxF K  funksiyasına baxaq və onun 

minimumunu tapaq. Bunun üçün 

0)...(2),...,,,( 2
)0(

2222
)1(

111
)0()0(

32
)1(

1
2

=−+++=
∂
∂ bxaxaxaxxxxx
F

nnn  

tənliyini həll etmək kifayətdir. Bu tənliyin həllini )1(
2x  ilə işarə edib, 

)1(
3x -i, tapmaq olar. Bu prosesi davam etdirib )1(

nx -də tapmaq olar.  

 İkinci yaxınlaşmaları qurmaq üçün ),,,( )1()1(
2

)1(
1 nxxx K -dən başlayıb 

yuxarıdakı qaydanı tətbiq etmək lazımdır.  
 Bu qayda ilə digər yaxınlaşmalar da qurulur. 
 2.Sürətlə enmə. İxtiyari ),...,( )0()0(

1
)0(

nxxx =  vektorunu, )(xF -ə 
minimum verən nöqtəni tapmaq üçün, sıfırıncı yaxınlaşma kimi qəbul 
edək və birinci yaxınlaşmanı aşağıdakı düsturla təyin edək: 

., )0()0()0(
0

)0()1( Axbrrxx −=+= α    

0α  ədədini elə seçək ki, )(][ )0()0( αα Φ=+ rxF minimum qiymət alsın. 
Bunun üçün  

0),(2),(2)( )0()0()0()0( =+−=
Φ Arrrrd
d α

α
α  

tənliyini həll etmək lazımdır. Buradan 

),(
),(
)0()0(

)0()0(

0 Arr
rr

=α  

olduğunu alırıq. Bundan sonra )1()1( Axbr −=  qəbul edib, ikinci yaxın-
laşmanı )1()1()2( rxx α+=  düsturu ilə təyin edək. 

0)( )1()1( =+ rxd
dF α
α

 

tənliyini həll etsək: 

),(
),(
)1()1(

)1()1(

1 Arr
rr

=α  

olduğunu alarıq. 
 Bu qayda ilə  
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),(
),(

,,

)1()1(

)1()1(

1

)1()1()1(
1

)1()(

−−

−−

−

−−−
−

−

=
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yaxınlaşmalarını qurmaq olar. 
 İsbat edək ki, bu qayda ilə qurulmuş }{ )(mx  ardıcıllığı )(xF -ə 

minimum verən ∗x  nöqtəsinə yığılır. 
 Xətti cəbr kursundan məlumdur ki, simmetrik, müsbət-müəyyən 
A matrisi üçün elə 0,0 *

* >> MM  ədədləri tapmaq olar ki,  

),(),(),( *
* xxMxAxxxM ≤≤  

bərabərsizliyi ödənilir. 
Aşkardır ki,  

=−−−=−( ),(2),(),(2),()()( )0()0()0()1()1()1()0()1 bxxAxbxxAxxFxF  
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=+−−−
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),(),(2),( )0()0(
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0
)0()0(2

0 Arr
rrrArrAr =+= αα  

.
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),()()( )0()0(

2)0()0(
)0(1

Arr
rrxFxF −=−  

Digər tərəfdən  
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)0()0()0()0(

*)0()0()0(*)0(

xAxxAxxAxxAx
xbxAxxbxAxxFxF   

),()),(( )0()0(1)0()0( rrAxxxxA −•• =−−=  
olduğundan  

.
),)(,(
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)()(
)()(

)0()0(1)0()0(

2)0()0(

)0(

)0()1(

rrAArr
rr

xFxF
xFxF

−∗
−=

−

−          (3.25) 

 A  matrisinin məxsusi ədədlərini  
021 >≥≥≥ nλλλ L  

və uyğun ortonormal məxsusi vektorları nzzz ,,, 21 K  ilə işarə edək. 
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 )0(r  vektorunu nzzz ,,, 21 K  vektorları üzrə ayıraq: 

.2211
)0(

nnzzzr γγγ +++= L  
Onda  
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Bu bərabərlikləri nəzərə alsaq: 
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Onda (3.25)-dən 
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olduğunu alarıq. Burada 
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işarələməsini aparsaq: 
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             (3.26) 

Elementar çevrilmələr vasitəsilə asanlıqla isbat etmək olar ki, əgər 
),,2,1(*0 * niMM i K=≤<< λ  isə, onda ixtiyari həqiqi  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=≥ ∑

=

n

i
iin

1
21 1,0,,, δδδδδ K   və λi > 0  ədədləri üçün 

2

*
*

*

*

1

1

1 4
1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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⎞
⎜⎜
⎝
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−
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i
ii

n

i
ii λδλδ  

bərabərsizliyi doğru olar. (Bu faktın isbatı oxuculara tapşırılır).  
 Bu faktdan istifadə edərək (3.26)-dan  
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buradan isə  

cqxFxFq
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alınar. Burada ).()( )0( ∗−= xFxFc  
 Bu prosesi təkrarən davam etdirməklə 

mm qCxFxF )1()()( )( −≤− ∗  
alarıq. Nəhayət, üsulun xətasını qiymətləndirsək: 

=+−−=

=−−=
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olduğunu alarıq ki, bu bərabərsizlik də enmə üsulunun yığılma sürətini 
təyin edir. 
 

§6. Adi iterasiyanın yığılmasını 
 sürətləndirmək üsulları 

 
 Yenə də (3.1) sisteminə baxaq və bu sistemi (3.10) şəklində yazaq: 

 .cBxx +=  
Burada  

., CbcCAIB =−=  
C  ixtiyari qeyri-məxsusi matrisdir. 
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 Tutaq ki, (3.10) sistemini təqribi həll etmək üçün hər hansı )0(x -dan 
başlayaraq adi iterasiya üsulu ilə )()1( ,..., mxx  yaxınlaşmaları 

cBxx ii += − )1()(  
qurulmuşdur. Elə y  vektoru quraq ki, bu vektor (3.2) sisteminin həllinə 

)(mx  vektoruna nisbətən daha yaxın olsun.  
 Fərz edək ki, B  matrisinin məxsusi ədədləri nλλλ ,,, 21 K  həqiqidir 
və  

).,,2,1(1 nii K=<λ  
Bu məxsusi ədədlərə uyğun ortonormal məxsusi vektorları nzzz ,,, 21 K  
ilə işarə edək. 

1. Qavurin üsulu. Aşağıdakı kimi 
)()( 110100 −− −++−+= mmm xxxxxy αα L  

vektora baxaq. 110 ,,, −mααα K  parametrlərini elə seçək ki, y  vektoru 
(3.2) sisteminin həllinə kafi qədər yaxın olsun. 01 xx −  vektorunu 

nzzz ,,, 21 K  sisteminə görə ayıraq: 
.221101 nnzczczcxx +++=− L  

Onda  

.
,)(

22211112

22110112

nnn
nn

zczczcxx
BzcBzcBzcxxBxx

λλλ +++=−
+++=−=−

L
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Bu qayda ilə  

n
m
nn

mm
mm zczczcxx 1

2
1

221
1

111
−−−

− +++=− λλλ L   (3.28) 
olduğunu alarıq. 
 B  matrisinin məxsusi ədədləri mütləq qiymətcə vahiddən kiçik 
olduqlarından irəlidə isbat etmişdik ki, (3.2) sisteminin həlli aşağıdakı 
yığılan sıra ilə təyin edilir: 

∑
∞

=
−−+=

1
10 ).(

i
ii xxxx  

Burada (3.28)-i nəzərə alsaq: 

∑
∞
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1
221

1
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i
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ii zczczcxx λλλ L  
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1
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i

i zczczcx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎞
⎜⎜
⎝
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+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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∞

=

−
∞
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−
∞

=

− λλλ L  
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1
0 n

n
n zczczcxx
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+= L    (3.29) 

(3.28) düsturundan istifadə edərək təqribi həll üçün aşağıdakı düsturu 
alarıq: 
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Aşağıdakı işarələməni  
1

1211 )( −
−− +++= m

mmP λαλααλ L  
aparsaq: 

).()()( 12121110 nmnmm PcPcPcyy λλλ −−− ++++= L       (3.30) 
(3.29) və (3.30)-dan  

i
n

i
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i
i zPcyx ∑

=
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⎡ −
−

=−
1

1 )(
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1 λ
λ

 

olduğunu alırıq. Tutaq ki, 
.1|}max{| <= iM λ  

Elə )(1 λ−mP  çoxhədlisini tapmaq lazımdır ki, ],[ MM−  parçasında 

λ−1
1  funksiyasını ən yaxşı approksimasiya edən çoxhədlisi olsun.  

İsbat edilir ki, [2] belə çoxhədli  
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şəklində olar. Burada )(λmT Çebışev çoxhədlisidir. 
 Əgər tapılan y  vektoru bizi qane etmirsə, onda bu vektoru da 

)()1()0( ,,, mxxx K  vektorlarına qoşub, bu qayda ilə yeni y  vektorunu 
tapmaq lazımdır.  
 2. Lyusternik üsulu. Tutaq ki, B  matrisinin məxsusi ədədlərinin 
mütləq qiymətcə ən böyüyünün təqribi qiyməti ∗− 1λ   məlumdur. Sonrakı 
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paraqrafda məxsusi ədədlərin təqribi qiymətlərinin tapılma üsulları 
veriləcəkdir.  
 Qavurin üsulunda olduğu kimi  

nnzczczcxx +++=− L221101   
götürək. Onda  
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Bu düsturlardan kafi qədər böyük m -lər üçün  

,
1 11
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1
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1 zcxx
m

m λ
λ
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≈−
−

−                                (3.31) 

11
1

11 zcxx m
mm

−
− ≈− λ                                (3.32) 

olduğunu alarıq. Buradan görünür ki,  
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+= mmm xxxy
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vektoru (3.2) sisteminin dəqiq həllinə mx - dən daha yaxındır. 
 Bunu isbat etmək üçün yx −  və mxx −  fərqlərini hesablayaq. 

 Fərz edək ki, .
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2
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λελλ  Burada 2λ  məxsusi ədədi 

başqa məxsusi ədədlərin ( 1λ -dən başqa) mütləq qiymətcə ən böyüyüdür. 
 Aşağıdakı işarələməni qəbul edək: 
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Digər tərəfdən: 
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olduğundan 
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(3.31) və (3.32)-dən alırıq ki, 
).(0 1−≈− m

mxx λ  

21 λλ >  olduğundan, bu axırıncı iki düsturu müqayisə etdikdə y -in 

mx - ə nəzərən dəqiq həllə x -ə daha yaxın olduğunu alırıq. 
 
 

§7. Matrisin məxsusi ədədləri və vektorlarının  
təqribi üsullarla tapılması 
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 Bu paraqrafda λ  parametrinin elə qiymətləri axtarılır ki,  

xAx λ=  
xətti bircinsli tənliklər sisteminin sıfırdan fərqli həlli olsun. λ -nın bu 
qiymətinə A  matrisinin məxsusi ədədi, uyğun sıfırdan fərqli həllə isə 
məxsusi vektoru deyilir. Burada njiijaA ,1,)( ==  kvadrat matris, x  isə 

−n  ölçülü vektordur. 
 Aşkardır ki, A  matrisinin məxsusi ədədləri  

0)()1()( 1
2

2
1

1 =−−−−−−=−= −
−−

nn
nnnn ppppIAD λλλλλλ L   

tənliyinin kökləri olacaqdır ( I  vahid matrisdir). Bu tənliyə A matrisinin 
xarakteristik tənliyi, )(λD -ya isə xarakteristik çoxhədlisi deyirlər. 
 Bu paraqrafda A  matrisinin məxsusi ədədləri və vektorlarını tapmaq 
üçün təqribi üsullar şərh olunur. 
 1. Krılov üsulu. Əvvəlcə A  matrisinin məxsusi ədədlərini tapaq. 
Bunun üçün nppp ,,, 21 K  əmsallarını tapmaq kifayətdir. (Çoxhədlinin 
təqribi köklərini tapmaq üçün IV fəsildə müxtəlif üsullar veriləcək.) 
Əgər  

0)( 1
10 =+++= − IaAaAaA m

mm Lϕ  
olarsa, onda 

m
mm aaa +++= − L1

10)( λλλϕ  
çoxhədlisinə A  matrisini sıfra çevirən çoxhədli deyirlər. 
 Xətti cəbr kursundan məlumdur ki, (Hamilton-Keli teoremi) A  
matrisinin xarakteristik çoxhədlisi, A  və A′  matrislərini ( A  matrisi A -
nın transponirə edilmiş matrisidir) sıfra çevirən çoxhədlidir, yəni 

.0)(,0)( =′= ADAD  
A  matrisini sıfra çevirən çoxhədlilər içərisində ən kiçik dərəcəsi olan və 

yüksək dərəcəli həddin əmsalı vahid olan yeganə çoxhədli var. Bu 
çoxhədliyə A  matrisinin minimal çoxhədlisi deyilir. 
 Aşağıdakı kimi vektorlar sisteminə baxaq: 

),,,2,1(),,,( )()(
2

)(
1

)1()( nicccAcc i
n

iiii KK === −  

burada ),,( 0)0(
1

)0(
nccc K=  ixtiyari götürülmüş vektordur. 

Buradan aşkardır ki,  
).,,2,1()0()( nicAc ii K==  

 Hamilton-Keli teoreminə əsasən 
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0)( )0( =AD   
olar, yəni: 

,0)0()0(
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)0(1
1

)0( =−−−−− −
−− cpAcpcApcApcA nn
nnn L  

.)()0()1(
1

)2(
2

)1(
1

n
nn

nn ccpcpcpcp =++++ −
−− L        (3.33) 

Beləliklə, nppp ,,, 21 K  məchullarını tapmaq üçün bircins olmayan xətti 
cəbri tənliklər sistemini almış oluruq. 
 Tutaq ki, bu sistemin determinantı sıfırdan fərqlidir,  
yəni )1()1()0( ,,, −nccc K  vektorları xətti asılı deyildir. Onda (3.33) 
sistemindən nppp ,,, 21 K  yeganə olaraq tapılır. 

 İndi tutaq ki, )1()1()0( ,,, −nccc K  vektorlar sistemi xətti asılıdır və 
)(,,, )()1()0( nmccc m <K  bu sistemdən götürülmüş maksimal sayda xətti 

asılı olmayan vektorlardır. Bu halda ),(λD  çoxhədlisinin əmsalları 
əvəzinə minimal çoxhədlinin  
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1)( L  
əmsalları tapılır. 
 Bu halda aşkardır ki, (3.33) əvəzinə 

mmmmm ccccc =++++ −−− 0112211 αααα L  
sistemini almış oluruq. Bu sistemin determinantı sıfırdan fərqli 
olduğundan mααα ,,, 21 K  yeganə olaraq tapılır, yəni )(λψ  yeganə 
olaraq tapılır. Bu çoxhədlinin kökləri A  matrisinin məxsusi ədədləridir.  
 İndi isə matrisin məxsusi vektorlarını tapaq.  
 Fərz edək ki, )1()1()0( ,,, −nccc K  xətti asılı deyillər (əks halda xətti 
asılı olmayan )1(,,, )()1()0( −< nmccc mK  vektorlarını götürmək 
lazımdır). A  matrisinin iλ  məxsusi ədədinə uyğun ix  məxsusi vektoru  
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olduğunu alırıq. Digər tərəfdən  
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olduğundan (3.34) əvəzinə  
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 )1()1()0( ,,, −nccc L   vektorları xətti asılı olmadığından  
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 Bu sistemdə 01 ≠γ  ədədini ixtiyari götürüb qalan iγ -ləri tapmaq 
olar. Bu o deməkdir ki, ix -ni tapmış oluruq. 

2. Danilevski üsulu. Frobenius matrisini: 
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və bu matrisin xarakteristik çoxhədlisini  
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götürək. 
 Verilmiş A  matrisini oxşar matrislər vasitəsilə P  matrisinə gətirək. 
Xətti cəbr kursundan məlumdur ki, oxşar matrislərin xarakteristik 
çoxhədliləri eynidir. Ona görə də  
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Deməli, A  matrisinin məxsusi ədədlərinin tapılması məsələsi ,1p  

npp ,,2 K  ədədlərinin tapılmasına gətirilir. 
 A  matrisini sağdan 
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vuraq; burada 1−nI matrisi 1−n  tərtibli vahid matrisdir. 
 Asanlıqla yoxlamaq olur ki, 
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Burada )1(
ija  ədədləri ija -lər vasitəsilə tapılır. 

 Bundan sonra )1(A  matrisini sağdan  
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matrisini alarıq. Beləliklə,  
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 Bu da tələb olunan isbatdır. 
 İndi isə məxsusi vektorları tapaq. Aşağıdakı işarələməni aparaq: 

.121 −= nCCCC K  
Onda 

.1ACCP −=  
 Tutaq ki, y  vektoru P  matrisinin λ  məxsusi ədədinə uyğun 
məxsusi vektorudur: 

.yPy λ=  
Onda 

,,1 CyACyyPyACyC λλ ===−  
yəni Syx =  vektoru A  matrisinin λ  məxsusi ədədinə uyğun məxsusi 
vektordur. 
 Beləliklə, A  matrisinin məxsusi vektorunu tapmaq üçün P  
matrisinin məxsusi vektorunu tapmaq kifayətdir. 
 Tutaq ki, y  vektoru P  matrisinin λ  məxsusi ədədinə uyğun 
məxsusi vektorudur: 

.yPy λ=  
Buradan 
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olduğunu alarıq. Burada nyyy K,, 21  ədədləri y  vektorunun koordinat-
larıdır. Bu sistemi həll edib y  vektorunun koordinatlarını tapırıq. 

3.Fırlanma üsulu. Tutaq ki, A  matrisi simmetrik matrisdir. Xətti cəbr 
kursundan məlumdur ki, belə matrislər üçün elə ortoqonal U  matrisi var 
ki,  

DAUU =′  
düsturu doğrudur. Burada U ′  matrisi U -nun transponirə olunmuş 
matrisi, D  isə diaqonal matrisdir. 1−=′ UU  olduğundan D  matrisi A  -
ya oxşar matrisdir. Ona görə də bunların məxsusi ədədləri eynidir. 
Diaqonal matrisin məxsusi ədədləri onun diaqonal elementləri 
olduğundan, U  matrisini bilməklə, A  matrisinin məxsusi ədədlərini 
tapmış oluruq. Bu halda A  matrisinin məxsusi vektorları da asanlıqla 
tapılır. Doğrudan da, əgər iλ  ədədi D  diaqonal matrisinin i -ci diaqonal 
elementidirsə, onda ona uyğun məxsusi vektor 
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şəklində olar, yəni 
., iiiiii UeAUeeAUeU λλ ==′  

Bu o deməkdir ki, rr Uex =  vektoru A  matrisinin rλ  məxsusi ədədinə 
uyğun məxsusi vektorudur. 
 Beləliklə, isbat etdik ki, simmetrik A  matrisinin məxsusi ədədlərini 
və vektorlarını tapmaq üçün, A  matrisini diaqonal matrisə gətirən 
ortoqonal U  matrisini tapmaq kifayətdir. 
 İndi isə U  matrisini quraq. Tutaq ki, A  matrisinin elementlərinin 
mütləq qiymətcə ən böyüyü ).( 0000

jia ji <  
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 Aşağıdakı kimi ortoqonal matrisə baxaq (yazılmayan elementlər 
sıfırlardır): 
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0ϕ  fırlanma bucağını elə seçək ki,  
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matrisinin )1(
, 00 jia elementi sıfıra çevrilsin. Bunun üçün əvvəlcə ,0AU  

sonra isə 0
1

0 AUU −  matrisini hesablayıb )1(
00 ji

a  elementini tapmaq 

lazımdır. Asanlıqla hesablamaq olur ki,  
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olduğunu alırıq. 
 0s  və 1s  ilə uyğun olaraq A  və )1(A  matrislərinin diaqonaldan 
kənarda olan elementlərinin kvadratları cəmini işarə edək. 10 ss −  fərqini 

hesablayaq. A  və )1(A  matrisləri bir-birindən yalnız 0i  və 0j  sətr və 
sütun elementləri ilə fərqləndiklərindən  

).,;,( 0000
)1( jijjiiaa ijij ≠≠=  

 Digər tərəfdən məlumdur ki, A  matrisini soldan ortoqonal matrisə 
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vursaq, sətir elementlərinin kvadratları cəmi dəyişməz. Ona görə də 
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 Axırıncı üç bərabərlikləri nəzərə alsaq: 

=−−−−

−+++=−

∑∑∑∑

∑∑∑∑

≠≠≠≠

≠≠≠≠

2)1(

,

2)1(2)1(2)1(

2

,

222
10

00
0

00
0

0
0

0
0

00
0

00
0

0
0

0
0

][][][][
jii

ij
jij

ji
jj

jj
ij

ji

jii
ij

jii
ii

jj
jj

ij
ji

aaaa

aaaass

 

.
)1(

2
])[]([ 022)1(2)1(22

000000000000 −
≥+=+−+= nn

saaaaaa ijjiijjiijji  

Buradan da  
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olduğunu alırıq. Fərz edək ki, bu qayda ilə )1( −kA  matrisini də 
qurmuşuq, belə ki, 
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Burada 2−ks  və 1−ks  ilə uyğun olaraq, )2( −kA  və )1( −kA  matrislərinin 
diaqonaldan kənarda olan elementlərinin kvadratları cəmi işarə edilib. 

Uyğun xassələrə malik olan )(kA  matrisini qurmaq üçün, bu matrisin 
mütləq qiymətcə ən böyük elementini )1(

11

−
−−

− k
ji kk

a )( 11 −− < kk ji  tapırıq. 

Bundan sonra aşağıdakı kimi ortoqonal matrisi qururuq (yazılmayan 
elementlər sıfırlardır): 
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Burada 1−kϕ  fırlanma bucağını elə seçirik ki,  
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Yuxarıdakı kimi isbat olunur ki,  
,1−≤ kk qss  

burada ks  matrisi kA -nın diaqonaldan kənar elementlərinin kvadratları 
cəmidir. 
 Beləliklə, elə ,...,2,1,0

)( }{ =k
nA  matrislər ardıcıllığını qurmuş oluruq ki, 

01 sqqss k
kk ≤≤≤ − L   

bərabərsizlikləri ödənilir. Bu bərabərsizliklərdən 
0lim =

∞→ kk
s  

olduğunu alırıq. İsbat edək ki, 
,lim )( DA k

k
=

∞→
 

burada D  elə diaqonal matrisdir ki, onun elementləri həmin matrisin 
məxsusi ədədləridir. 
 Aşağıdakı kimi diaqonal matrisə baxaq: 
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Bu matrisin məxsusi ədədləri )(k
iia , məxsusi vektorları isə 
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)(kA  matrisi üçün elə ortoqonal V  matrisi tapmaq olar ki,  
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olsun. Burada kD  elə diaqonal matrisdir ki, onun diaqonal elementləri 
A  matrisinin məxsusi ədədləridir. İşarələmələrə görə 
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olduğundan:  .][1 33
1)(

kkk
k
ii ADDIa −−≤ −  

Məlumdur ki,  

.
||

1max][
)(3

1)(

j
k
ii
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k
ii a

DIa
λ−

=− −  

Tutaq ki,  



 112 

.11max )()(
s

k
iij

k
ii

j aa λλ −
=

−
 

Onda 
.

3
)()(

k
k

ks
k
ii sADa ≤−≤− λ  

Burada 
0lim =

∞→ kk
s  

olduğunu nəzərə alsaq: 
DA k

k
=

∞→
)(lim  

olduğunu alarıq. 
 4. Məxsusi ədədlərin qismən tapılması. Tutaq ki, A  matrisi həqiqi 
və simmetrik matrisdir. Bu matrisin məxsusi ədədlərini aşağıdakı qaydada 
düzək: 

.21 nλλλ ≥≥≥ L  
Bu məxsusi ədədlərə uyğun ortonormal məxsusi vektorları nzzz ,,, 21 K  
ilə işarə edək. 
 Yuxarıda verdiyimiz üsullarda məxsusi ədədlər və vektorların hamısı 
birdən tapılırdı. İndi verəcəyimiz üsulda bu məsələ qismən həll olunur, 
yəni birincini (mütləq qiymətcə ən böyüyünü) tapdıqdan sonra digərini, 
özü də başqa üsulla, tapmaq olur. 
 İxtiyari )0(υ  vektoru götürüb onu nzzz ,,, 21 K  vektorları üzrə ayıraq 

.2211
)0(

nnzzz αααυ +++= L   
Bu vektoru sıfırıncı yaxınlaşma qəbul edib digər yaxınlaşmaları aşağıdakı 
qayda ilə quraq: 

n
k
nn

kkkk zzzA λαλαλαυυ +++== L222111
)0()( . 

Əvvəlcə fərz edək ki, λ1  sadə məxsusi ədəddir. Onda 
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⎜
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λ
λ

αα
λ
λ

αλυ L  

düsturundan görsənir ki, kafi qədər böyük k  üçün )(kυ  və 1z  
vektorlarının istiqamətləri bir-birinə yaxın olacaqdır (çünki 

k
n

k
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

11

2 ,,
λ
λ

λ
λ

K kafi qədər kiçik olacaqlar). z z zn1 2, , ,K  vektorları 

ortonormal sistem təşkil etdiklərindən 1z  məxsusi vektorunun təqribi 
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qiyməti 

3
)(

)(

1 k

k
z

υ
υ=∗  

düsturu ilə təyin olunur. 

iz  və )(kυ  vektorlarının neee ,,, 21 K  bazis vektorlarına nəzərən 

koordinatlarını uyğun olaraq inii zzz ,,, 21 K  və )()(
2

)(
1 ,, k

n
kk υυυ K  ilə işarə 

etsək 
k
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k
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k
j

k
j zzz λαλαλαυ +++= L222111
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olar. Onda  
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Kafi qədər böyük k -lar üçün 

.
)1(

1 k
j

k
j

υ

υ
λ

+
∗ =  

Belə ki,  

.0
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2
11 ⎟

⎟
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⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=∗
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λ
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λλ  

 İndi fərz edək ki, 1λ  məxsusi ədədi r  – qat təkrarlanandır, yəni 

rλλλ === L21  və  
.211 nrrr λλλλλ ≥≥≥>== ++ LL  

Bu halda 
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 İndi ikinci məxsusi ədədi tapmaq qaydasını verək: 
k
njnn

k
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k
j

k
j zzz λαλαλαυ +++= L222111

)(  

düsturunu 

jiji
k
njn

k
j

k
j

k
j zbbbb 12211

)( , αλλλυ =+++= L  
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şəklində yazaq. 
 Tutaq ki, 

.321 nλλλλ ≥≥>> L  
Aşağıdakı determinanta baxaq: 

.)1()1(
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k
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rs υυ
υυβ  

Asanlıqla yoxlamaq olar ki, 
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 Bu qayda ilə digər məxsusi ədədləri də tapmaq olar. 
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IV FƏSİL 
 

QEYRİ-XƏTTİ TƏNLİKLƏRİN TƏQRİBİ  
ÜSULLARLA HƏLLİ 

 
Bu fəsildə qeyri-xətti tənliklərin təqribi həllərini tapmaq üçün 

müxtəlif üsullar verilir. 
 

§1. Sıxılmış inikas prinsipi 
 

Qeyri-xətti tənliklərin təqribi həllərini tapmaq üçün qurulmuş yaxın-
laşmaların yığıldığını isbat etdikdə, funksional analiz kursundan məlum 
sıxılmış inikas prinsipindən tez-tez istifadə edilir. Ona görə də bu 
paraqrafda sıxılmış inikas prinsipi və onun bəzi nəticələri verilir. 
 Tutaq ki, R  – tam metrik fəza, )(xA  isə bu fəzada təyin olunmuş 

operatordur. R  fəzasına daxil olan, mərkəzi ∗x  və radiusu r  olan kürəni 
),( rxS ∗ ilə işarə edək: 

},),(;{),( ρρ ≤∈= ∗∗ xxRxrxS  

burada ),( xx∗ρ ilə ∗x  və x  nöqtələri arasındakı məsafə işarə edilmişdir. 

 Əgər ixtiyari )),(( rxSxRx ∗∈∈  üçün RxA ∈)(  )),()(( rxSxA ∗∈  

olarsa, onda deyirlər ki, )(xA  operatoru R  fəzasında ),(( rxS ∗  kü-
rəsində) təsir edir. 
 Əgər ixtiyari )),(,(, xxSyxRyx ∗∈∈  üçün 

1),,())(),(( <≤ ααρρ yxyAxA  

şərti ödənərsə, onda deyirlər ki, )(xA  operatoru R  fəzasında ),(( rxS ∗  
kürəsində)sıxan operatordur. 
 Teorem 4.1 (sıxılmış inikas prinsipi). 
Tutaq ki, )(xA  operatoru R  fəzasında ),(( rxS ∗  kürəsində) təsir edir və 
sıxan operatordur. Onda 

)(xAx =                                        (4.1) 

operator tənliyinin R  fəzasında ( ),( rxS ∗ -də) yeganə həlli var, bu həll  

),,2,1()( )1()( K== − kxAx kk                        (4.2) 

burada ),(( *)0()0( rxSxRx ∈∈  ixtiyari elementidir), ardıcıl yaxınlaşma-
larının limitidir və yığılma sürəti aşağıdakı düsturla təyin olunur 
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),,(
1

),( )1()0()( xxxx
k

k ρ
α

αρ
−

≤  

burada x  (4.1) tənliyinin həllidir. 
 İsbatı. Əvvəlcə isbat edək ki, }{ )(kx  ardıcıllığı fundamental ardıcıllıq 
təşkil edir. 
 Tutaq ki, .km >  Onda 

),,(),(

.........................................................

.........................................................
),,(),(

),,())(),((),(

)0()()1()1(

)2()2()1()1(

)1()1()1()1()()(
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xxxx
xxxAxAxx

kmkm

kmkm
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−+−

−−−−

−−−−
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≤
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αρρ

αρρ
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buradan 
).,(),( )0()()()( xxxx kmkkm −≤ ραρ  

Digər tərəfdən  
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1

1)

1)(,(),(

),(),(),(

)1()0(1

2)1()0()()1(

)2()1()1()0()0()(

xx

xxxx
xxxxxx
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kmkm
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ρ
α

α

ααρρ

ρρρ

−
≤+

++++≤+

+++≤

−−

−−−

−

L

L

 

olduğundan 

),(
1

),( )1()0()()( xxxx
k

km ρ
α

αρ
−

≤ .                      (4.3) 

 Bu bərabərsizlikdən }{ )(kx ardıcıllığının fundamental olduğunu almış 
oluruq. R  fəzası tam olduğundan 

xx k
k

=
∞→

)(lim  

alarıq. 
),())(),(( )()( xxxAxA kk αρρ ≤  

bərabərsizliyindən 
).()(lim,0))(),((lim )()( xAxAxAxA k

k
k

k
==

∞→∞→
ρ  

Nəhayət, (4.2)-dən 
xx =  

olar. Deməli, }{ )(kx  ardıcıllığı (4.1) tənliyinin həllinə yığılır. 
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 (4.3) bərabərsizliyində ∞→k  götürsək }{ )(kx  ardıcıllığının həllə 
yığılma sürətini təyin edən bərabərsizliyi alarıq. 
 İsbat edək ki, (4.1) tənliyinin həlli yeganədir. Tutaq ki, bu tənliyin iki 
həlli var: 

).(),( yAyxAx ==  
Onda  

).,())(),((),( yxyAxAyx αρρρ ≤=   
Burada 1<α  olduğundan, bu bərabərsizlik yalnız yx =  olduqda ödənər, 
yəni (4.1) tənliyinin həlli yeganədir. 
 Nəhayət, qeyd edək ki, əgər fəza əvəzinə kürəni götürsək teoremin 
isbatı eyni qayda ilə aparılır. Bu halda S  kürəsinə eyni metrika ilə tam 
fəza kimi baxılır. (4.1) tənliyinin həllinin S  kürəsinə daxil olduğu 

rxx k ≤∗),( )(ρ  
bərabərsizliyindən alınır. Doğrudan da, 

.),(lim),lim(),( )()( rxxxxxx k
k

k
k

≤== ∗
∞→

∗
∞→

∗ ρρρ   

Teorem tamamilə isbat olundu. 
 Sıxılmış inikas prinsipinin başqa şəklinə baxaq. 
 Teorem 4.2. Tutaq ki, )(xA  operatoru ),( rxS ∗  kürəsində təyin 
olunub və sıxan operatordur. Əlavə fərz edək ki, 

.)1()),(( rxxA αρ −≤∗∗  

 Onda (4.1) operator tənliyinin ),( rxS ∗ -də yeganə həlli var və bu həll 
(4.1) ardıcıl yaxınlaşmalarının limitidir və yığılma sürəti teorem 4.1-də 
olduğu kimi qalır. 
 Teoremi isbat etmək üçün )(xA  operatorunun ),( rxS ∗ -də təsir 
etdiyini göstərmək kifayətdir (teorem 4.1-ə əsasən). 
 Tutaq ki, .),( rxx ≤∗ρ  Onda 

 
.)1()1(),(

)),(())(),(()),((

rrrrxx
xxAxAxAxxA
=−+≤−+≤

≤+≤
∗

∗∗∗∗

ααααρ

ρρρ
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§ 2. Ardıcıl yaxınlaşma üsulları 
 

 1. Adi iterasiya üsulu. Aşağıdakı kimi qeyri-xətti tənliyə baxaq: 
).(xx ϕ=                              (4.4) 

 Bu tənliyin təqribi həllini tapmaq üçün aşağıdakı qayda ilə ardıcıl 
yaxınlaşmalar quraq 

),2,1()( )1()( K== − kxx kk ϕ              (4.5) 

burada )0(x  ixtiyari ədəddir.  
 Teorem 4.3. Tutaq ki, ∗x  ədədi (4.4) tənliyinin köküdür və ϕ( )x  
funksiyası 

}||;{),( rxxxrxS ≤−= ∗∗  
parçasında Lipşits şərtini: 

)),(,()()( rxSyxyxyx ∗∈−≤− αϕϕ  
ödəyir, belə ki .1<α  
 Onda ixtiyari ),()0( rxSx ∗∈  üçün (4.5) düsturu ilə təyin olunan 

}{ )(kx  ardıcıllığı ∗x  həllinə yığılır və yığılma sürəti 
∗∗ −≤− xxxx kk )0()( α                            (4.6) 

düsturu ilə təyin olunur. 
 İsbatı. R  fəzası əvəzinə (teorem 4.1-də) bir ölçülü Evklid fəzasını 
götürək və məsafəni  

yxyx −=),(ρ  
düsturu ilə təyin edək. 
 İsbat edək ki, 

)()( xxA ϕ≡  

operatoru ),( rxS ∗  parçasında sıxılmış inikas prinsipinin şərtlərini ödəyir. 

 Tutaq ki, ).,( rxSx ∗∈  Onda  

,)()()()),(( rxxxxxxxxA ≤−≤−≡−= ∗∗∗ αϕϕϕρ  

yəni ),()( rxSxA ∗∈  olar. Deməli, )(xA  operatoru ),( rxS ∗ -də təsir 
edir. 
 İndi isə tutaq ki, ).,(, rxSyx ∗∈  Onda 

),,()()())(),(( yxyxyxyAxA αραϕϕρ =−≤−=  
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yəni )(xA  operatoru ),( rxS ∗ -də sıxan operatordur. 
 Sıxılmış inikas prinsipinin şərtləri ödəndiyindən (4.4) tənliyinin həlli 
∗x  yeganədir və (4.5) yaxınlaşmaları bu həllə yığılır. Aşkardır ki, yığılma 

sürəti 
)1()0()(

1
xxxx

k
k −

−
≤− ∗

α
α                         (4.7) 

düsturu ilə təyin olunur. İsbat edək ki, yığılma sürəti (4.6) düsturu ilə də 
təyin olunar. Doğrudan da  

.

,)()(
)0()2(3)1()(

)1()1()(

∗∗−∗−∗

∗−∗−∗

−≤≤−≤−≤−

−≤−=−

xxxxxxxx

xxxxxx
kkkk

kkk

ααα

αϕϕ

L
 

Teorem isbat olundu. 
 Biz yuxarıdakı teoremdə (4.4) tənliyinin həllinin varlığını qəbul edib, 
adi iterasiyaların ona yığıldığını isbat etdik. 
 Aşağıdakı teoremdə, sıxılmış inikas prinsipindən istifadə edərək 
həllin varlığı da isbat edilir. 
 Teorem 4.4. Tutaq ki, )(xϕ  funksiyası ),( rxS ∗  parçasında Lipşits 
şərtini ödəyir və Lipşits sabiti –α  vahiddən kiçikdir ).1( <α  Əlavə 
olaraq fərz edək ki, x  aşağıdakı bərabərsizliyi ödəyir 

.)1()( ** rxx αϕ −≤−  

 Onda S x r( , )∗  parçasında (4.4) tənliyinin yeganə həlli var, bu həll 

(4.5) düsturu ilə təyin olunan }{ )(kx  ardıcıllığının limitidir. Yığılma 
sürəti (4.7) düsturu ilə təyin olunur. 

İsbatı. Teoremi isbat etmək üçün sıxılmış inikas prinsipində R  
fəzası əvəzinə bir ölçülü Evklid fəzasını, kürə əvəzinə ),( rxS ∗  parçasını, 

)(xA  operatoru əvəzinə )(xϕ  funksiyasını götürüb, bu prinsipin 
şərtlərini yoxlamaq kifayətdir. 
 Tutaq ki, ).,( rxSx ∗∈  Onda 

,)1()1(

)()()()()),((

rrrrxx

xxxxxxxxA

=−+≤−+−≤

≤−+−≤−=
∗

∗∗∗∗∗

αααα

ϕϕϕϕρ
 

yəni )()( xxA ϕ≡  operatoru ),( rxS ∗ -də təsir edir.  

 İndi tutaq ki, ).,(, rxSyx ∗∈  Onda  
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),,()()())(),(( yxyxyxyAxA αραϕϕρ =−≤−=  

yəni )()( xxA ϕ≡  operatoru ),( rxS ∗ -də sıxan operatordur. Teorem isbat 
oldu. 

2. Adi iterasiya üsulunun başqa formaları. Təcrübədə bəzən elə olur 
ki, (4.4) tənliyinin dəqiq həllini tapmaq olmur, lakin ϕ  funksiyasını  

),()( xxx Φ=ϕ  
şəklində yazdıqda ixtiyari qeyd edilmiş y  üçün 

),( yxx Φ=  
tənliyinin dəqiq həllini tapmaq olur. Bu halda (4.4) tənliyi üçün (4.5) 
yaxınlaşmaları əvəzinə  

),2,1()~,~(~ )1()()( K=Φ= − kxxx kkk  
yaxınlaşmalarını qurmaq əlverişli olur. 
 Tutaq ki, ),( yxΦ  funksiyası öz təyin oblastında hər iki dəyişənə görə 
Lipşits şərtini ödəyir: 

yyxxyxyx −+−≤Φ−Φ 21),(),( αα  
və .121 <+αα  
 Aşkardır ki,  

.~
1

~

,~~),(),~(~

)1(

1

2)(

)1(
2

)(
1

)1()()(

xxxx

xxxxxxxxxx

kk

kkkkk

−
−

≤−

−+−≤Φ−Φ=−

−

−−

α
α

αα
 

 Burada x  (4.4) tənliyinin həllidir. 
(4.4) tənliyi üçün adi iterasiya üsulunu yazaq: 

).,( )1()1()( −−Φ= kkk xxx  
Onda 

xxxx kk −+≤− − )1(
21

)( )( αα  

olduğunu alarıq. 

21
1

2
1 αα

α
α

+<
−

 

olduğundan }~{ )(kx  ardıcıllığı (4.4) tənliyinin həllinə adi iterasiyaya 
nisbətən daha tez yığılır.  
 Adi iterasiya üsulunun daha bir başqa formasını verək. (4.4) tənliyi 
üçün iki }{ )(kx  və }{ )(ky  ardıcıllığını quraq: 
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İsbat etmək olar ki, bu qayda ilə qurulmuş, }{ )(kx  ardıcıllığı (4.4) tən-
liyinin həllinə adi iterasiya üsuluna nisbətən daha tez yığılır. Bundan 
başqa isbat etmək olar ki, )(xϕ  funksiyasının Lipşits sabiti vahiddən 
böyük olduqda da bu ardıcıllıq yığılır. 

3. Yüksək tərtibli iterasiya üsulları. İndi isə iterasiyanın tərtibi 
anlayışını verək və yüksək tərtibli iterasiyaların yığılma sürətini təyin 
edək. 

(4.4) tənliyinin həllini x  ilə işarə edək. Əgər  
0)(,0)()()( )()1( ≠===′′=′ − xxxx mm ϕϕϕϕ L  

şərti ödənərsə, onda deyirlər ki, (4.5) yaxınlaşmalarının tərtibi m  ədədinə 
bərabərdir. 
 Fərz edək ki, (4.5) yaxınlaşmalarının tərtibi m -dir və bu yaxın-
laşmaların yığılma sürətini təyin edək. 
 )(xϕ  funksiyası üçün ( x  nöqtəsi ətrafında) Teylor düsturunu yazaq: 

).(
!
)()(

)!1(
)(

)(
!2

)()()()(

)()1(
1

2

ξϕϕ

ϕϕϕ

m
m

m
m

m
xxxm

xx

xxxxxxxx

−+
−

−+

++′′−+′−=−

−
−

L
 

Buradan  

)(
!
)()( ξϕϕ m
m

m
xxxx −

=−  

və yaxud )1( −= kxx  qəbul etsək: 

)(
!

)( )(
)1(

)( ξϕ m
mk

k
m

xxxx −
≡−

−
 

olduğunu alarıq. 
)(max )( xM m

xm ϕ=  

ilə işarə edək. Burada maxsimum x -nin yaxın ətrafındakı nöqtələr üçün 
götürülür. Onda 
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,
!

)1()( mkmk xxm
Mxx −≤− −  

yaxud 

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤−

−
−

++++ −

k
k

kk

mm
m

m

mmmm
mk

xxm
M

xxm
Mxx

)0(1
1

)0(
1

)(

!

!

12 L

 

.
!

1
12

)0(1
1

)0(
1

−
+−

−
− +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= m

mmm
m

m
kkk

xxxxm
M

 

Əgər  

1
!

,1 )0()0( <=−<− αxxm
Mxx m  

olarsa,  

1
1

)( −
−

≤− m
m

k
k

xx α  

olduğunu alarıq. Bu da }{ )(kx  ardıcıllığının həllə yığılma sürətini təyin 
edir. 
 4. Yüksək tərtibli iterasiya qurmaq üçün Eytken üsulu. Yuxarıda 
gördük ki, )(xx ϕ=  tənliyi üçün ),2,1()( 1 K== − nxx nn ϕ  iterasiyaları, 

0x (sıfırıncı yaxınlaşma) dəqiq həllə- ∗x  yaxın olduqda və 1)( <′ ∗xϕ  

şərti ödəndikdə, aşağıdakı xassələrə malikdir: 
.)]([,lim

0
n

nnnn
xxxxx εϕε ∗∗∗

∞→
′≈−==  

Deməli, 
),(,0

∗∗ ′=+≈ xqqxx n
n ϕε  

nx -nin yığılma sürətini gücləndirən çevirməni tapmaq üçün 

( )K,1,0;1 =<+= nqAqSS n
n   

üstlü funksiyaya baxaq. Aşkardır ki,  

., 1

1
qSS

SSqSS
SS

n
n

n
n =

−
−

=
−
− +

−
 

Onda 

 123

.
2

.)())((

11

2
11

2
11

−+

−+

−+

+−
−

=

−=−−

nnn
nnn

nnn

SSS
SSSS

SSSSSS
 

Aldığımız bu çevirmə nS ardıcıllığını nσ  ardıcıllığına çevirir: 

.
2 11

2
11

−+

−+
+−
−

=
nnn
nnn

n SSS
SSS

σ  

Bu çevirməyə Eytken çevirməsi deyirlər. n
n AqSS +=  ardıcıllığına bu 

çevirməni tətbiq etsək, ixtiyari n  üçün nnn SS
∞→

== limσ  olar. Əgər nS  

ardıcıllığı üstlü funksiyaya yaxın qaydada yığılsa, onda Eytken 
çevirməsini tətbiq etdikdə alınan yeni ardıcıllıq nn

SS
∞→

= lim -ə, nS  

ardıcıllığından sürətlə yığılar. 
 Buna görə də adi iterasiya üsulu ilə tapılan nx -ə Eytken çevirməsini 
tətbiq etsək, yeni alınan ardıcıllığın yığılma sürəti artar. Aşağıdakı qayda 
ilə nx′  və nx ′′  yaxınlaşmalarını quraq: 

)].([)(),( nnnnn xxxxx ϕϕϕϕ =′=′′=′  

nnn xxx ′′′ ,,  üçün Eytken çevirməsini yazaq: 

nnn
nnn

nnn

nnn
n xxx

xxx
xxx

xxxx
+−

=
+′−′′
′−′

=+ )(2)]([
)()]([

2
][ 22

1 ϕϕϕ
ϕϕϕ

 

olduğunu alarıq. Bu yaxınlaşmalara Stefenson yaxınlaşmaları deyilir. 
Aşkardır ki, 

xxx
xxxx
+−

−≡Φ
)(2)]([

)()]([)(
2

ϕϕϕ
ϕϕϕ  

işarələməsini aparsaq, Stefenson yaxınlaşmalarını 
)(xx Φ=  

tənliyi üçün adi yaxınlaşmalar şəklində:  
),2,1()( 1 K=Φ= − nxx nn  

yazmaq olar. 
 İsbat etmək olur ki, [2], əgər )( 1−= nn xx ϕ  yaxınlaşmaları r  tərtib-
lidirsə, onda Stefenson yaxınlaşmalarının tərtibi r -dən böyükdür. 
 5. Vətərlər üsulu (xətti interpolyasiya üsulu). Aşağıdakı şəkildə 
tənliyə baxaq: 

0)( =xf .                                         (4.8) 
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 Tutaq ki, )(xf  həqiqi dəyişənli həqiqi funksiyadır, x  isə (4.8) 
tənliyinin həqiqi köküdür. 
 Tutaq ki, )(),(),( xfxfxf ′′′  funksiyaları x  nöqtəsinin ətrafında 
kəsilməzdir və )(),( xfxf ′′′  funksiyaları bu ətrafda öz işarələrini 
saxlayırlar. Bu o deməkdir ki, )(xf  funksiyası x  ətrafında işarəsini 
dəyişir və bu nöqtə )(xf -in sadə köküdür. 

 Fərz edək ki, )0(x  elə nöqtədir ki, 
0)()( )0()0( >′′ xfxf  

şərti ödənir. 
(4.8) tənliyinə ekvivalent olan  

)()(
)()()(

)()(
)( )0(

)0()0(

)0(

)0(

xfxf
xxfxfxxf

xfxf
xxxxx

−

−
=

−
−−== ϕ         (4.9) 

tənliyinə baxaq. Aşkardır ki, x  bu tənliyin də kökü olar. (4.9) tənliyi 
üçün adi ardıcıl yaxınlaşmalar quraq. 
 Birinci yaxınlaşma olaraq x  nöqtəsinin yaxın ətrafından elə )1(x  
nöqtəsi götürək ki,  

0)()( )0()1( <xfxf  
şərti ödənsin. 
 Digər yaxınlaşmalar aşağıdakı kimi qurulur: 

).,3,2(
)()(

)()(
)0()1(

)0()1()1()0(
)( K=

−
−=

−

−−
k

xfxf
xfxxfxx k

kk
k          (4.10) 

 Əgər ))(,( )0()0( xfx  və ))(,( )1()1( −− kk xfx  nöqtələrindən keçən düz 
xəttin absis oxu ilə kəsişmə nöqtəsini tapsaq, bu tapılan nöqtənin absisi 
(4.10) düsturu  ilə təyin olunan )(kx  olar (şəkil 1). ))(,( )0()0( xfx  və 

))(,( )1()1( −− kk xfx  nöqtələrindən keçən düz xətt )(xfy =  əyrisinin vətəri 

olduğundan, bu üsula vətərlər üsulu deyirlər. Digər tərəfdən )(,)( xfx k  

funksiyasının )1()0( , −kxx  nöqtələrindəki qiymətlərə görə qurulmuş xətti 
interpolyasiya çoxhədlisinin kökü kimi tapıldığından, bu üsula xətti 
interpolyasiya üsulu  da deyirlər. 
 İsbat edək ki, (4.10) düsturu ilə təyin olunan }{ )(kx  ardıcıllığı 
yığılandır. 
 Aşkardır ki,  
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=
−

−′−−−′
=′

2)0(

)0()0()0()0()0(

)]()([
)]()()[()]()()][()([)(

xfxf
xfxxfxxfxfxfxfxfxxϕ  

.
)(

)()()(
)0(

)0()0(

xf
xfxxxf ′−+=  

 
 

 
Şəkil  1. 

 
 Teylor düsturuna əsasən 

)(!2
)()()()()(
2

ξfxxxfxxxfxf ′′−+′−+=  

olduğundan 

).(2
)()()()(

),(2
)()()()()(

)0(
2)0(

)0()0(

)0(
2)0(

)0()0(

ξ

ξ

fxxxfxxxf

fxxxfxxxfxf

′′−=′−+

′′−+′−+=
 

Onda  
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.2
)(

)(
)()(

2)0(

)0(

)0( xx
xf

fx −′′
=′ ξϕ  

)0(x  kafi qədər x -ə yaxın olduqda, xx =  nöqtəsinin ətrafında 
yxyxx −≤−<≤′ αϕϕαϕ )()(,1)(  

olar. )1(x  nöqtəsini də bu ətrafda götürsək, teorem 4.3-ə əsasən (4.10) 
düsturu ilə təyin olunan }{ )(kx  ardıcıllığı (4.8) tənliyinin həllinə 
yığılacaq. 
 Nəhayət, qeyd edək ki,  

)(min,
)(

)1()0(

)(
)( xfmm

xf
xx

xxx

k
k ′=≤−

≤≤
           (4.11)  

düsturu vasitəsilə hər addımda buraxılan xətanın qiymətini tapmaq olar. 
(4.11) düsturunun doğruluğu  

))(()()()( )()()( xxfxfxfxf kkk −′=−= ξ  
bərabərliyindən çıxır. Nəhayət, qeyd edək ki, vətərlər üsulu bir tərtibli 
iterasiya üsuludur. 

6.Toxunanlar üsulu (Nyuton üsulu). Tutaq ki, ],[ ba  parçasında 
(4.8) tənliyinin yalnız bir həlli var və bu parçada )(),( xfxf ′′′  kəsilməzdir 
və sıfra çevrilmirlər. 
 Fərz edək ki, )0(x  elə  nöqtədir ki,  

0)()( )0()0( >′′ xfxf   
şərti ödənir. 

(4.8) tənliyinə ekvivalent olan  

)(
)()( xf
xfxxx ′−≡= ϕ                               (4.12) 

tənliyinə baxaq. Aşkardır ki, x  bu tənliyin də kökü olar. 
(4.12) tənliyi üçün adi ardıcıl yaxınlaşmalar quraq: 

).,2,1(
)(
)(

)1(

)1(
)1()( K=

′
−=

−

−
− k

xf
xfxx k

k
kk                 (4.13) 

 Əgər ))(,( )1()1( −− kk xfx  nöqtəsində )(xfy =  funksiyasına çəkilmiş 
toxunanın absis oxu ilə kəsişmə nöqtəsini tapsaq, bu tapılan nöqtənin 
absisi (4.13) düsturu ilə təyin olunan )(kx  olar (şəkil 2). Ona görə də bu 
üsula toxunanlar üsulu deyirlər. Bu üsulu ilk dəfə Nyuton verdiyindən, 
ona Nyuton üsulu da deyirlər. 
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 İsbat edək ki, (4.13) düsturu ilə təyin olunan }{ )(kx  ardıcıllığı 
yığılandır. 
 Aşkardır ki, 

.0)( =′ xϕ  
 Ona görə də x -in yaxın ətrafında 

.1)( <≤′ αϕ x  

Əgər )(kx  nöqtəsinin bu ətrafdan götürsək, onda (4.13) düsturu ilə təyin 
olunan }{ )(kx  ardıcıllığı (4.8) tənliyinin həllinə yığılar (teorem 4.3-ə 
əsasən). 
 İndi isə }{ )(kx  ardıcıllığının həllə yığılma sürətini tapaq. 
 Teylor düsturuna əsasən: 

 .))((
2
1))(()()( 2)1()()1()1()1( −−−− −′′+−′+= kkkkk xxfxxxfxfxf ξ  

 
 

 
Şəkil 2. 

 
Buradan  
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.)(
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,))((
2
1))(()()(0

2)1(
)1(
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)1(

)1(

)1(

2)1()()1()1()1(
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−

−
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−
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−′′+−′+==

k
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k
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k

k

kkkkk

xx
xf
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xxfxxxfxfxf

ξ
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Bu düsturu (4.13)-də nəzərə alsaq: 

x x x x
f x
f x

f
f x

x xk k
k

k

k

k
k( ) ( )

( )

( )

( )

( )
( )( )

( )
( )
( )

( )− = − −
′

=
′′
′

−−
−

−

−

−
−1

1

1

1

1
1 21

2
ξ

ol

duğunu alırıq. Buradan 

)(min,)(max

,
2

12

2)1(

1

2)(

xfmxfM

xxm
Mxx

bxabxa

kk

′=′′=

−≤−

≤≤≤≤

−

 

və yaxud 

.
2

22 2

1

2

1

)0(
22)0(

12

1

2)(
M
m

m
xxM

xxm
Mxx

k
kk

k
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤−

−
 

Əgər 

1)0(

1

2 <=− αxxm
M  

olarsa, 

2

12)( 2
M
mxx

kk α≤−  

alarıq. Bu da }{ )(kx  ardıcıllığının həllə yığılma sürətini təyin edir. 
 Nəhayət qeyd edək ki, toxunanlar üsulu iki tərtibli iterasiya üsuludur. 

Nyuton üsulu ilə yaxınlaşmaları hesablamaq üçün hər dəfə )(xf  
funksiyasının törəməsini hesablamaq lazımdır. Hesablamanı azaltmaq 
üçün yaxınlaşmaları bəzən aşağıdakı düsturlarla (Nyuton şəklini dəyişmiş 
üsulu) 

),2,1,0(
)(
)(

)0(

)(
)()1( K=

′
−=+ k

xf
xfxx
k

kk  

hesablayırlar. Bu üsulun xətasını xx kk −= )(ε  hesablamaq üçün 

L+′+′=+= )(2
1)()()( 2)( xfxfxfxf kkk

k εεε  

düsturundan istifadə etsək: 
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

′′
′

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

−=+ L2
)0()0(1 2

)(
)(

1
)(

)(1 kkk
xf

xfxf
xf εεε  

olduğunu alarıq. 
 )1()( , +kk xx  yaxınlaşmalarının x -yə yaxın olduğunu qəbul etsək, 
xəta üçün aşağıdakı düsturu almış olarıq: 

.
)(

)(1 )0(1 kkk q
xf
xf εεε =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′
′

−≈+  

 Aşkardır ki, bu üsulun yığılma sürəti Nyuton üsuluna nəzərən zəifdir. 
 7. Hesablama xətasının iterasiyanın yığılmasına təsiri. Məlumdur ki, 
verilmiş tənliyi həll etmək üçün təqribi üsullardan hər hansı birini tətbiq 
etdikdə üsulun xətasından başqa, hesablama xətasını da nəzərə almaq 
lazımdır, yəni yalnız üsulun xətasını deyil, tam xətanı (üsulun xətası və 
hesablama xətası) qiymətləndimək lazımdır. 

İndi adi iterasiya üçün tam xətanı hesablayaq. Tutaq ki, )(xϕ  

funksiyası ),( )0( rxS  parçasında Lipşits şərtini ödəyir və Lipşits əmsalı 
1<α -dir. Əlavə olaraq fərz edək ki,  

.)1(0
)1()(

0

)0()0(

r
rxx

αρ
ραϕ

−<≤

−−≤−
 

 İrəlidə isbat etdik ki, (teorem 4.4) (4.8) tənliyinin  
),( )0( rxS -də yeganə həlli var və (4.9) yaxınlaşmaları bu həllə yığılır: 

.lim xxk
k

=
∞→

 

 İndi isə aşağıdakı yaxınlaşmalara baxaq: 
),2,1(~,)~(~ )0()0()1()( K==+= − kxxxx kk ρϕ  

burada kρ  ədədi )~( )1( −kxϕ  hesabladıqda buraxılan xətadır. 
 Fərz edək ki,  

).10(1
0 <<≤ − qqkk ρρ  

 İsbat edək ki, ixtiyari k  üçün Sx k ∈)(~  və  
)(~ 1221

0
)()( −−−− ++++≤− kkkkkk qqqxx αααρ L      (4.14) 

doğrudur. Aşkardır ki, 
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,)()(~
,)1(

)()(~

01
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001
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)0()0()1(

ρρϕρϕ
ρραρ
ϕρϕ

≤=−+=−

<+−−≤+

+−≤−+=−

xxxx
rr

xxxxxx
 

yəni Sx ∈)1(~  və 1=k  olduqda (4.14) bərabərsizliyi doğrudur.  
 Tutaq ki, Sx ∈)1(~  və (4.14) mk ≤  üçün doğrudur. 
Onda  

,)1()1(

)(~
)()()~(~

1
00

1
0

)0()0()0()1(

)0()0()0()1()0()(

rqrr

qrxxxx
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m
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mm
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++≤+++−≤
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−−

−

ρρα

ραϕρα

ϕϕρϕ

 

yəni Sx m ∈)(~ . Digər tərəfdən  

).()

(~
)()(~

1221
0

1
0

2

32
0

1)1()1(

)1()1()()(

−−−−−−

−−−−−

−−

++++=++

+++≤+−≤

≤+−=−

mmmmmm

mmmmm
m

mmmm

qqqqq

qqxx

xxxx

αααρρ

αααρρα

ρϕϕ

L

L  

 Riyazi induksiya üsuluna əsasən deyə bilərik ki, ixtiyari üçün 
Sx k ∈)(~  və (4.14) doğrudur. 

 Məlumdur ki, 
rxxxx kkk αα ≤−≤− )0()( . 

Onda 

).

(~~

122

1
0

)()()()(

−−−

−

++++

++≤−+−≤−
kkk

kkkkkk

qqq

rxxxxxx

αα

αρα

L
 

Buradan 1<q  olduğundan 

[ ] .),max(~
0

)( kkk qknxx αρα +≤−  

Bu da adi iterasiya üçün tam xətanın qiymətidir. Bu bərabərsizlik onu 
göstərir ki, həlli istənilən dəqiqliklə tapmaq olar. 
 Qeyd edək ki, 1=q  olduqda 

.1
~~ 0)(

α
ρα
−

+≤−
krxx kk  

Bu halda hesablama xətası aradan qaldırılmır. 
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§ 3. Lobaçevski üsulu 
 Biz bundan əvvəlki paraqrafda qeyri-xətti tənliklərin həlli üçün 
müxtəlif təqribi üsullar verdik. Xüsusi halda, f x( ) funksiyası çoxhədli 
olan halda bu üsullardan fərqli bir çox əlavə üsullar da vardır. Belə 
üsullardan biri Lobaçevski üsuludur. 
 Aşağıdakı kimi cəbri tənliyə baxaq 

01
1

10 =++++ −
−

nn
nn axaxaxa L                 (4.15) 

və fərz edək ki, bu tənliyin kökləri x x xn1 2, , ,K  həqiqidir və  

nxxx >>>>>> L21                           (4.16) 
şərtini ödəyir. Burada "">>  kafi qədər böyükdür işarəsidir.  

Cəbr kursundan məlumdur ki, 

⎪
⎪
⎪
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⎪

⎭
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⎪
⎪
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⎫
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a
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a
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a
axxxxxx

a
axxx

nn
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nnn
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n

K

LLLLLLLLLLLLLLLL

L

L

L

            (4.17) 

Bu sistemin birinci tənliyindən  

0

1
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0

1

12

1
1 1

a
ax

a
a

x
x

x
xx n

−≈

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++ L

 

olduğunu alarıq. 
 Sistemin ikinci tənliyindən isə  

.,

1

1

2
2

0

2
21

0

2

21

1

21

31
21

a
axa

axx

a
a

xx
xx

xx
xxxx nn

−≈≈

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++ −L

 

 Bu prosesi davam etdirməklə  

),,2,1(
1

1 nia
ax
i

i K=−≈
−

                          (4.18) 
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olduğunu alarıq. 
 Deməli, əgər (4.15) tənliyinin kökləri (4.16) şərtini ödəyirsə, onda bu 
tənliyin kökləri (4.18) düsturları ilə təyin olunur. 
 N.N.Lobaçevski (4.15) tənliyi vasitəsilə elə tənlik qurur ki, alınan 
tənliyin kökləri uyğun olaraq əvvəlkinin köklərinin kvadratına bərabər 
olur. Köklər həqiqi və mütləq qiymətcə müxtəlif olduqda bu prosesi 
davam etdirməklə alınan yeni tənliyin köklərinin (4.16) şərtini ödəməsini 
təmin etmək olar. (4.18) düsturları vasitəsilə yeni tənliyin köklərini tapıb, 
sonra isə (4.15) tənliyinin köklərini tapmaq olar. 
 Lobaçevski üsulunu tətbiq etmək üçün (4.15) tənliyini  

0)())(( 210 =−−− nxxxxxxa L  
şəklində yazaq. Onda 

0)())(( 210 =+++ nxxxxxxa L  
tənliyinin kökləri (4.15) tənliyinin köklərinin əks işarəsinə bərabərdir. 
 Bu axırıncı iki tənlikdən  

0)())(( 222
2

22
1

22
0 =−−− nxxxxxxa L  

olduğunu alarıq. Burada 2xz −=  götürsək, yeni aldığımız tənliyin kökləri  
22

2
2
1 ,,, nxxx −−− K  

olar. Bu tənliyi yazmaq üçün (4.15)-i  
0)1()1( 1

11
10 =−+−++− −

−−
n

n
n

nnn axaxaxa L  
tənliyinə vuraq: 

.0)1()22()2( 242
4031

2
2

22
20

2
1

22
0 =−+++−+−− −−

n
nnnn axaaaaaxaaaxa L  

Burada 2xz −=  əvəzləməsini aparsaq: 
.0)22()( 22

4031
2
2

1
20

2
1

2
0 =+++−+−+ −−

n
nnn azaaaaazaaaza L  

olduğunu alarıq. 
 İndi isə fərz edək ki, (4.15) tənliyinin kompleks kökləri də var: 

).sin(cos),sin(cos 32 ϕϕρϕϕρ ixlx −=+=  
Fərz edək ki, qalan köklər 

nxxxxx >>>>> L4321  
şərtini ödəyir. 
 Lobaçevskinin yuxarıda şərh etdiyimiz üsulunu (4.15) tənliyinə m  
dəfə tətbiq edib, alınan tənliyin kökləri üçün (4.17)  asılılıqlarını yazaq:  
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burada .2mk =  
 Fərz edək ki,  

.41
k
n

kkk xxx >>>>>>>> Lρ  
Onda 

.

,

,
2

cos2

,

0
4

2
1

0

32
1

0

2

1

41
1

0

1
1

c
cxxx

c
cx

c
c

x
xxkx

c
cx

nk
n

kkk

kk

kk

kk
kk

k

=

≈

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

≈

L

LLLLLLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLLLLL

L

ρ

ρ

ρ
ϕρ

 

 Bu sistemi həll edib bütün həqiqi kökləri və kompleks köklərin 
modulunu tapmaq olar. Kompleks köklərin arqumenti 

0

1
41 cos2 a

axxx n −=++++ Lϕρ  

tənliyindən tapılır. 
 Nəhayət, əgər (4.15) tənliyinin köklərindən bəziləri bir-birinə çox 
yaxın olduqda, məsələn, 32 xx ≈  olarsa, onda  

0

3
321 )( c

cxxx k =+L  
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tənliyindən 32xx  hasilini tapırıq. 2x  və 3x  məchullarını tapmaq üçün 

ikinci tənlik pxx =+ 31  götürülür. Burada p  ədədi 32
2 xxpxx +−  

üçhədlisinin )(xf -in böləni olması şərtindən tapılır. 
 8. İnterpolyasiya üsulu. Fərz edək ki, )(xLn  çoxhədlisi ,0x  

nxx K,1  düyün nöqtələri və )(xf  funksiyası üçün interpolyasiya çox-
hədlisidir: 

)()()!1(
)()()( 0

)1(

n
n

n xxxxn
fxLxf −−

+
=−

+
L

ξ  

(4.8) tənliyinin həllini ∗x  ilə işarə edək: 
.0)( =∗xf  

Bu həlli tapmaq üçün  
0)( =xLn  

cəbri tənliyinə baxaq və bunun həllini x  ilə işarə edək. )(xLn  çoxhədlisi 
)(xf  funksiyasına yaxın olduğu üçün x -ni (4.8) tənliyinin təqribi həlli 

kimi qəbul etmək olar. Bu halda buraxılan xəta aşağıdakı qayda ilə 
qiymətləndirilir. 

)()()()()()()(
)!1(

)(
0

)1(
∗

+
−==−=−−

+
xfxfxfxLxfxxxxn

f
nn

n
L

ξ  

bərabərliyindən 
 
 

,)()(
)!1(

),()(
)!1(

)()()(

0
1

1

0

)1(

n
n

n
n

xxxxnm
Mxx

xxxxn
ffxx

−−
+

=−

−−
+

=′−

+∗

+
∗

L

L
ξη

 

burada  
.0)(min,)(max 1

)1(
1 ≠== +
+ xfmxfM

x
n

xn  

Burada biz fərz etdik ki, 
0)( =xLn  

tənliyinin dəqiq həllini tapmaq olar. Təcrübədə bu həmişə mümkün 
olmadığından bu tənliyin də təqribi həllini tapırlar. Bunun üçün )(xLn  
çoxhədlisinin xətti hissəsini ayırıb, xətti tənliyi həll edirlər: 
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)]()([
)(

1
),()()()(

,0)()()()()(

xFxf
xf

xx

xFxfxxxf
xFxfxxxfxL

nn
n

n

nnnn

nnnnn

+′−=

−=′−+
=+′−+=

 

və bundan sonra bu tənliyin təqribi həllin tapmaq üçün iterasiya 
üsullarından birini tətbiq edirlər. 

 
§4. Qeyri-xətti tənliklər sisteminin təqribi üsulları haqqında 

 

 1.Adi iterasiya üsulu. Aşağıdakı kimi qeyri-xətti tənliklər sistemini 
nəzərdən keçirək: 

),,2,1(),,( 1 nixxx nii KK ==ϕ .                  (4.19) 
 Bu sistemi vektor şəklində yazaq: 

),(xx ϕ=  

burada nEx∈  ( nE  n -ölçülü Evklid fəzasıdır), 
)).(,),(()( 1 xxx nϕϕϕ K=  

 Sıxılmış inikas prinsipində ,nER =  
}||||,{),( * rxxExrxS nE

n ≤−∈= ∗  

və )()( xxA ϕ≡  qəbul etsək (4.19) sistemi üçün uyğun teoremi söyləmək 
olar. 
 Teorem 4.5. Tutaq ki, ),,(),,,( 121 ∞<<−∞ nni xxxxx KKϕ  funk-
siyaları Lipşits şərtini ödəyirlər: 

∑
=

−≤−
n

j
jjijnini yxyyyxxx

1
2121 ),,,(),,,( αϕϕ KK  

və  

∑
=≤≤

<=
n

j
ijni 11

.1max αα  

 Onda (4.19) sisteminin yeganə həlli var və bu həll  
),2,1(),,,( )1()1(

2
)1(

1
)( KK == −−− kxxxx k

n
kk

i
k
i ϕ         (4.20) 

bərabərlikləri ilə təyin olunan ),,2,1(}{ )( nix k
i K=  ardıcıllıqlarının li-

mitidir. Belə ki, yığılma sürəti aşağıdakı düsturla təyin olunur: 

.
1 1

)0()1(
1

)( xxxx
k

k −
−

≤−
α

α  
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 Teorem 4.2-dən istifadə etsək aşağıdakı teoremin doğru olduğunu 
alarıq. 
 Teorem 4.6. Tutaq ki, )||(),,( 1 rxxxx iini ≤− ∗Kϕ  funksiyaları 
Lipşits şərtini ödəyirlər: 

∑
=

−≤−
n

j
jjijnini yxyyyxxx

1
2121 ),,,(),,,( αϕϕ KK  

və ∑
=≤≤

<=
n

j
ijni 11

.1max αα  Bundan başqa, fərz edək ki, 

).,,2,1()1(),,( 1 nirxxx ini KK =−≤− ∗∗∗ αϕ  

 Onda (4.19) sisteminin yeganə həlli var və bu həll (4.20) düsturları ilə 
təyin olunan ),,2,1(}{ )( nix ki K=  ardıcıllıqlarının limitidir. Belə ki, 
yığılma sürəti aşağıdakı düsturla təyin olunur: 

.1 1
)0()1(

1
)( xxxx

k
k −

−
≤−

α
α  

 2. Zeydel üsulu. İndi isə (4.19) sistemi üçün yaxınlaşmaları aşağıdakı 
qayda ilə quraq: 

⎪
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1
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3
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xxxxxx
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LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

K

K

K

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

       (4.21) 

 Fərz edək ki, teorem 4.5-in şərtləri ödənir. Bu o deməkdir ki, (4.19) 
sisteminin yeganə həlli var və 

,
1

)1(
1

)( xxxx kk −≤− −α                       (4.22) 

burada ),,,( )()(
2

)(
1

)( k
n

kkk xxxx K=  yaxınlaşmaları (4.20) ilə təyin edilirlər; 
x  isə (4.19) sisteminin həllidir. 
 İndi isə (4.21) yaxınlaşmalarının (Zeydel üsulunun) yığılma sürətini 
tapaq. 

Aşkardır ki, 
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Ona görə də  
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Tutaq ki,  
).1( 0

)(
1

)(
00

nixxxx i
k
i

k ≤≤−=−  

Onda 

,)1(
1

)(
1

11
)(

0
0

0

0
xxxxxx k

n

ij
ji

k
i

j
ji

k −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤− −

=

−

=
∑∑ αα  

,
1

1
)1(

1

1

1
)(

0

0

0
0

xxxx k
i

j
ji

k

ij
ji

k −

−

≤− −
−

=

=

∑

∑

α

α
 

.
1

)(
*1

)( xxxx kk −≤− α                                                (4.23) 

Burada 

.
1

max 1

1

1*

∑

∑
−

=

=

≤≤
−

= i

j
ij

n

ij
ij

ni
α

α
α  

Bu da Zeydel yaxınlaşmalarının yığılma sürətini təyin edir. 
 Aşkardır ki, .* αα < Ona görə də (4.22) və (4.23)-ü müqayisə etdikdə 
görürük ki, xətti sistemlərdə olduğu kimi, qeyri-xətti sistemlərdə də 
Zeydel yaxınlaşmaları, adi ardıcıl yaxınlaşmalara nisbətən daha sürətlə 
həllə yığılır (teorem 4.5-in şərtləri daxilində). 
 Beləliklə, aşağıdakı teoremi isbat etmiş oluruq. 
 Teorem 4.7. Tutaq ki, ),,,(),,( 211 ∞<<−∞ nni xxxxx KKϕ  funk-
siyaları Lipşits şərtini ödəyirlər: 

),,2,1(),,(),,(
1

11 niyxyyxx
n

j
jjijnini KKK =−≤− ∑

=
αϕϕ  
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və 

∑
=≤≤

<=
n

j
ijni 11

.1max αα  

 Onda (4.21) düsturları ilə təyin olunan ),,2,1()( nix k
i K=  Zeydel 

yaxınlaşmaları (4.19) sisteminin yeganə həllinə yığılır və yığılma sürəti 

1
)0()(

1
)( xxxx kk −≤− α  

düsturu ilə təyin olunur. Belə ki, Zeydel yaxınlaşmaları adi ardıcıl 
yaxınlaşmalara nəzərən daha sürətlə yığılır. 
 3. Nyuton üsulu. Aşağıdakı kimi qeyri-xətti tənliklər sisteminə ba-
xaq: 

),,,2,1(0),,,( 21 nixxxf ni KK ==                  (4.24) 
yaxud 

,0)( =xf  
burada 

)).(,),(),(()(
),,,,(

21

21
xfxfxfxf

xxxx
n

n
K

K

=
=

 

 Fərz edək ki, n -ölçülü Evklid fəzasının (4.24) sisteminin həllinin 
daxil olduğu hər hansı qabarıq G  çoxluğunda, )(xf  funksiyası 
kəsilməzdir, birinci tərtibindən kəsilməz törəmələri var və 
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1

2

1

1

1

)(  

matrisi xx =  nöqtəsində ( x  ilə (4.24) sisteminin həlli işarə olunur) 
qeyri-məxsusi matrisdir. Onda aşkardır ki, bu matrisin, x  nöqtəsinin 
yaxın ətrafında, tərsi var və bu tərs matrisi )(1 xfx−  ilə işarə edək. 
 (4.24) sistemini aşağıdakı sistem ilə əvəz edək: 

).()()( 1 xfxfxxx x
−−≡=ϕ                         (4.25) 

Aşkardır ki, x  eyni  zamanda (4.25)-in də həlli olacaq. (4.25) sistemini 
həll etmək üçün adi iterasiya üsulunu quraq: 

),,2,1()()()( )1()1(1)1()1()( K=−≡= −−−−− kxfxfxxx kk
x

kkk ϕ    (4.26) 
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burada ),,,( )0()0(
2

)0(
1

)0(
nxxxx K=  vektoru G -ə olan ixtiyari vektordur. 

(4.26) yaxınlaşmalarını  
[ ] [ ])1()1(1)1()( −−−− −=− kk

x
kk xfxfxx  

və yaxud 

),2,1;,,2,1(][][
][

1

)1()1()(
)1(

KK ==−=−
∂

∂
∑
=

−−
−

knixfxxx
xfn

j

k
i

k
j

k
j

j

k
i  (4.27) 

şəklində də yazmaq olar. 
(4.27) sistemi )()(

2
)(

1 ,, k
n

kk xxx K  məchullarına nəzərən bircinsli ol-

mayan xətti cəbri tənliklər sistemidir. Bu sistemi həll etməklə }{ )(k
ix  

ardıcıllığını tapmaq olar. (4.27) ardıcıllığının qurulmasına Nyuton üsulu 
deyirlər. ),,2,1(}{ )( nix ki K=  yaxınlaşmalarının tapılma üsulundan 
görünür ki, hər yaxınlaşmanı tapmaq üçün xətti cəbri tənliklər sistemini 
həll etmək lazımdır. Təcrübədə bu çətinlik törətdiyindən }{ )(k

ix  
yaxınlaşmalarını aşağıdakı tənliklər sistemindən tapırlar: 

).,2,1;,,2,1(][][
][

1

)1()1()(
)0(

KK ==−=−
∂

∂
∑
=

−− knixfxxx
xfn

j

k
i

k
j

k
j

j
i  (4.28) 

 Təbiidir ki, (4.28) sistemindən tapılmış yaxınlaşmaların həllə yığılma 
sürəti (4.27) sistemindən tapılmış yaxınlaşmalara nisbətən daha zəifdir. 
 (4.27) və (4.28) yaxınlaşmalarını (4.24) sisteminin həllinə yığılması 
üçün kafi şərtlərin tapılması və bu yaxınlaşmaların yığılma sürətlərinin 
qiymətləndirilməsi L.V. Kantoroviç və Q.P. Akilovun, dərsliyin axırında 
verilmiş ədəbiyyatdakı kitabda geniş şərh edilmişdir. 
  

 



 140 

III  H İ S S Ə  
  

DİFERENSİAL VƏ İNTEQRAL  
TƏNLİKLƏRİN TƏQRİBİ ÜSULLARI 

 
 

V   F Ə S İ L 
 

ADİ DİFERENSİAL TƏNLİKLƏRİN  
ƏDƏDİ ÜSULLARI 

 
 Məlumdur ki, diferensial tənliklərin dəqiq həllini çox vaxt tapmaq 
mümkün olmur (xüsusən qeyri-xətti diferensial tənliklərin). Buna görə də 
belə tənlikləri həll etmək üçün müxtəlif təqribi üsullar vardır. Diferensial 
tənlikləri həll etmək üçün verilmiş təqribi üsulları iki qrupa ayırmaq olar: 
analitik və ədədi üsullar. Analitik təqribi üsullarda axtarılan həllə yaxın 
funksiya tapılır və bu funksiyanı diferensial tənliyin təqribi həlli kimi qəbul 
edirlər. Ədədi təqribi üsullarda isə həllin verilən nöqtələrdə dəqiq qiymətləri 
əvəzinə təqribi qiymətləri tapılır. 
 Biz bu fəsildə əsasən ədədi üsulları verəcəyik. Analitik üsullar haq-
qında geniş məlumatı, məsələn, dərsliyin axırında verilmiş ədəbiyyatda 
göstərilən Y.C. Məmmədovun kitabından almaq olar. 

 
§ 1. Analitik təqribi üsullar 

Tutaq ki,  
),( yxfy =′                             (5.1) 

bir tərtibli qeyri-xətti diferensial tənliyin elə həllini tapmaq tələb olunur 
ki, aşağıdakı başlanğıc şərtini ödəsin: 

.)( 00 yxy =                                (5.2) 
1.Adi iterasiya üsulu. (5.1),(5.2) məsələsinin təqribi həllini tapmaq 

üçün aşağıdakı qayda ilə yaxınlaşmaları quraq: 

),2,1()](,[)(
0

10 K=+= ∫ − ndxxyxfyxy
x

x
nn .       (5.3) 

Burada )(0 xy  sıfırıncı yaxınlaşması ),( yxf -in təyin oblastından 
götürülmüş ixtiyari funksiyadır. 
 Sıxılmış inikas prinsipində  
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∫+≡

≤−==+=
x

x

C

dxxyxfyyA

ryyyrySSXxxCR

0

)](,[)(

},;{),(],,[

0

0000
 

götürsək, aşağıdakı teoremin doğruluğunu almış olarıq. 
 Teorem 5.1. Tutaq ki, ),( yxf  ),( 000 ryyXxxx ≤−+≤≤  
funksiyası kəsilməzdir və y -ə nəzərən Lipşits şərtini ödəyir: 

.),(),( yyLyxfyxf −≤−  
Bundan başqa, fərz olunur ki, 

),(max,1),max(
),(

yxfMMLX
yx

=<             (5.4) 

şərti də ödənir. 
 Onda (5.1), (5.2) məsələsinin ],[ 00 Xxx +  parçasında təyin olunan 
yeganə həlli var, bu həll (5.3) yaxınlaşmalarının limitidir və yığılma sürəti 
aşağıdakı düsturla təyin olunur: 

.)()(max1
)()()( 01 xyxyLM

LMxyxy
x

n
n −

−
≤−  

 Doğrudan da (5.4) şərtindən )(yA  operatorunun S  kürəsində təsir 
etdiyi, Lipşits şərti və (5.4)-dən isə sıxan operator olduğu alınır. 
 Qeyd edək ki, sıxılmış inikas prinsipindən istifadə edib, yüksək 
tərtibli diferensial tənliklərin həllini tapmaq üçün də ardıcıl yaxınlaşma 
üsulunun yığıldığını isbat etmək olar. Məsələn, 

0000 )(,)(),,( yxyyxyyxfy =′==′′  
məsələsinin həlli üçün sıxılmış inikas prinsipini tətbiq etmək üçün 

∫ −+−+′≡
x

x
dssysfsxyxxyyA

0

)](,[)()()( 000  

götürüb, kəsilməz funksiyalar fəzasında bu prinsipin şərtlərini yoxlamaq 
kifayətdir. 
 Nəhayət, qeyd edək ki, (5.1), (5.2) məsələsini həll etmək üçün bəzən 
adi iterasiya üsulunun şəklini dəyişib tətbiq etmək əlverişli olur. Məsələn, 
tutaq ki,  

),,(),( yyxFyxf =  

və ),,( zyxF  elə funksiyadır ki, ixtiyari qeyd edilmiş )(xz∗  funksiyası üçün 

0000 )(,)()],(,,[ yxyyxyxzyxFy ′=′==′ ∗  
məsələsinin dəqiq həllini tapmaq olar. Bu halda yaxınlaşmaları aşağıdakı 
şəkildə qurmaq əlverişlidir: 
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),2,1()(,)(),,,( 00001 K=′=′==′ − nyxyyxyyyxFy nnnnn  
İsbat etmək olar ki, müəyyən şərtlər daxilində bu yaxınlaşmalar, 

məsələnin həllinə adi iterasiyalara nəzərən daha tez yığılır.  
2. Çaplıgin üsulu. Bu üsulun şərhində diferensial bərabərsizliklər 

haqda aşağıdakı teorem əsas rol oynayır [12].  
Teorem 5.2. Tutaq ki, ),(),( 00 ∞<<∞−+≤≤ yXxxxyxf  kəsilməz 

funksiyadır. Əgər diferensiallanan )(xV  )( 00 Xxxx +≤≤  funksiyası  

00 )()],(,[)( yxVxVxfdx
xdV =<  

diferensial bərabərsizliyini ödəyirsə, onda 
)()()( 00 XxxxxuxV +<<<  

olar. Burada )(xu  (5.1), (5.2) məsələsinin həllidir. 
 Bu teoremdə “< ” işarəsini “≤ ” işarəsi ilə əvəz etsək, yenə teorem 
doğrudur. Çaplıgin üsulu ilə (5.1), (5.2) məsələsini həll etmək üçün 
yaxınlaşmaları quraq. Fərz edək ki, ),( yxf  ),( 00 ∞<<−∞+≤≤ yXxxx  
kəsilməz funksiyadır. )( xy0

 və )(0 xy  )( 00 Xxxx +≤≤  ilə elə 

diferensiallanan funksiyaları işarə edək ki, uyğun olaraq, aşağıdakı bə-
rabərsizlikləri ödəsinlər: 

.)()],(,[
)(

,)()],(,[
)(

000
0

000
0

yxyxyxfdx
xyd

yxyxyxfdx
xyd

=>

=<
 

Teorem 5.2-yə əsasən 
).()()( 0000 Xxxxxyxy +≤≤<  

 Tutaq ki,  

].,[],[

),(max),(min

0000

0000

yyXxx
xyyxyy

xx
×+=Ω

==
 

Fərz edək ki, ),( yxf  funksiyası Ω  düzbucaqlısında y -ə nəzərən iki dəfə 
kəsilməz diferensiallanandır və bu ikinci tərtib törəmə öz işarəsini 
saxlayır. 

)(0 xy  funksiyasını aşağı sıfırıncı yaxınlaşma, )(0 xy  funksiyasını isə 

yuxarı sıfırıncı yaxınlaşma  kimi qəbul edək.  
 Əvvəlcə fərz edək ki, .0),(2 >′′ yxfy  birinci aşağı və yuxarı yaxın-
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laşmaları uyğun olaraq aşağıdakı xətti məsələlərin həlli kimi götürək: 

,)(],[ 0011
)0(

1
1 yxyyLdx
yd

==                       (5.51) 

.)(],[ 0011
)0(

2
1 yxyyLdx
yd

==                        (5.61) 

 
Burada 

)],(,[)]()][(,[][ 000
)0(

1 xyxfxyyxyxfyL y +−′≡  

)].(,[)]([)()(
)](,[)](,[

][ 00
00

00)0(
2 xyxfxyyxyxy

xyxfxyxf
yL +−

−

−
≡  

 Aşkardır ki,  

.)()](,[)]([

,
)(

)](,[)]([

0
00

)0(
2

0
00

)0(
1

dx
xydxyxfxyL

dx
xyd

xyxfxyL

<=

>=
 

 Teorem 5.2-ni tətbiq etsək 
)()(),()0( 1010 xyxyxyy ><          (5.71) 

olduğunu alarıq. 
 Digər tərəfdən 

)]()([
)()(

)](,[)](,[)]()([
01

00

0001 xyxyxyxy
xyxfxyxf

dx
xyxyd

−
−

−
>

−
   (5.1) 

bərabərsizliyindən  
)()( 10 xyxy <  

olduğu alınır. 
 (5.71), (5.81) və 0yxf 2y >′′ ),(  olduğunu nəzərə alsaq, 

).,(),()(
),(),(

),(

),())(,(

),,(),()(
),(),(),(),(

),()(
),(),(

1101
01

01
0y

0010y
1

1101
01

01

00

00

001
00

001

yxfyxfyy
yy

yxfyxf
yxf

yxfyyyxf
dx

yd

yxfyxfyy
yy

yxfyxf

yy

yxfyxf

yxfyy
yy

yxfyxf

dx
yd

<+−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
−′=

=+−′=

>+−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
−

−

−
=

=+−
−

−
=
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,)(),,( 0011
1 yxyyxfdx
yd

=<                   (5.91) 

.)(),,( 0011
1 yxyyxfdx
yd

=<                   (5.101) 

Sonrakı yaxınlaşmaları aşağıdakı xətti məsələlərin həlli kimi təyin 
edək: 

,)(],[ 0011
)(

1
1 yxyyLdx

yd
nn

nn ==
++

+             (5.5n+1) 

.)(],[ 0011
)(

2
1 yxyyLdx

yd
nn

nn == ++
+                  (5.6n+1) 

Burada  

)].(,[)]([
)()(

)](,[)](,[
][

)],(,[)]()][(,[][

)(
2

)(
1

xyxfxyyxyxy
xyxfxyxf

yL

xyxfxyyxyxfyL

nn
nn

nnn

nnny
n

+−
−

−
=

+−′=

 

Fərz edək ki,  
),()(),()( 11
xyxyxyxy nnnn >< −−

 (5.7n) 

),()(
1

xyxy nn <
−

  (5.8n) 

,)()],(,[ 00 yxyxyxfdx
yd

nn
n =<  (5.9n) 

.)()],(,[)(
00 yxyxyxfdx

xyd
nn

n =>    (5.10n) 

İsbat edək ki, )(),( 11
xyxy nn ++

 funksiyaları da bu xassələrə malikdirlər. 

 (5.9n) və (5.10n)-dən  

)].([)](,[
)(

)],([)](,[
)(

)(
2

)(
1

xyLxyxfdx
xyd

xyLxyxfdx
xyd

n
n

n
n

n
n

n
n

=>

=<
 

Teorem 5.2-ni tətbiq etsək 
)()();()( 11
xyxyxyxy nnnn ++

><              (5.7n+1) 

olduğunu alarıq. 
 Aşkardır ki,  
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.0)]()([

)],()([
)()(

)](,[)](,[)]()([

01

1
1

=−

−
−

−
>

−

=+

+
+

xxnn

nn
nn

nnnn

xyxy

xyxyxyxy
xyxfxyxf

dx
xyxyd

 

 Yenə də diferensial bərabərsizlik haqqında teoremi tətbiq etsək: 
).()( 1 xyxy nn +<                          (5.8) 

 Nəhayət, (5.5n-1), (5.6n+1) tənliklərindən 0),(2 >′′ yxfy  olduğunu 

nəzərə alsaq 

),,(),(

)(
),(),(

),(

),())(,(

11

1
1

1

1
1

++

+
+

+

+
+

<+

+−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
−′=

=+−′=

nn

nn
nn

nn
ny

nnnny
n

yxfyxf

yyyy
yxfyxf

yxf

yxfyyyxfdx
yd

 

).,(),(

)(
),(),(),(),(

),()(
),(),(

11

1
1

1

1
1

++

+
+

+

+
+

>+

+−
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
−

−

−
=

=+−
−

−
=

nn

nn
nn

nn

nn
nn

nnn
nn

nnn

yxfyxf

yyyy
yxfyxf

yy
yxfyxf

yxfyyyy
yxfyxf

dx
yd

 

Buradan (teorem 5.2-ni tətbiq etsək) 

,)()],(,[
)(

0011
1 yxyxyxfdx
xyd

nn
n =<

++
+           (5.9n+1) 

,)()],(,[)(
0011

1 yxyxyxfdx
xyd

nn
n => ++
+        (5.10n+1) 

olduğunu alırıq. 
 Beləliklə, biz isbat etdik ki, aşağı yaxınlaşmalar- )}({ xyn  artır və 

yuxarıdan )(0 xy  ilə məhduddur; yuxarı yaxınlaşmalar )}({ xyn  azalır və 
aşağıdan )(0 xy  ilə məhduddur, yəni  

LL ⊃⊃⊃⊃ )](),([)](),([],[ 0000 xyxyxyxyyy nn .  (5.11) 

 Əgər 0),(2 <′′ yxfy  isə, onda Çaplıgin yaxınlaşmalarını aşağıdakı 

tənliklərdən tapmaq lazımdır: 
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,)(],[

,)(],[

011
)(

21

0011
)(

1
1

yxyyLdx
yd

yxyyLdx
yd

nn
nn

nn
nn

==

==

++
+

++
+

 

burada 
)].(,[)]()][(,[][)(

2 xyxfxyyxyxfyL nnny
n +−′≡  

Eyni qayda ilə isbat edilir ki, bu halda da Çaplıgin yaxınlaşmaları (5.11) 
xassələrinə malikdir. 

(5.11)-dən çıxır ki, 

).()(lim

),()(lim

xyxy
xyxy

nn

nn
=

=

∞→

∞→  

(5.5n+1) və (5.6n+1) məsələlərini ekvivalent inteqral tənliklərlə əvəz edib, 
∞→n -da limitə keçsək )(xy  və )(xy  funksiyalarının (5.1), (5.2) 

məsələsinin həlli olduğunu almış oluruq. 
 Teorem 5.3. Tutaq ki, ),( yxf  funksiyası Ω -da kəsilməz funksiyadır, 
y -ə nəzərən iki tərtibdən kəsilməz törəməsi var və bu törəmə öz işarəsini 

saxlayır. 
 Onda aşağı və yuxarı yaxınlaşmalar müntəzəm olaraq (5.1), (5.2) 
məsələsinin yeganə həllinə yığılır və yığılma sürəti aşağıdakı düsturla 
təyin olunur: 

,
2

2)()(
2n
Cxyxy nn ≤−                 (2.12) 

burada  

.),(max,),(max

,,
2

1)()(

2

00

yxfyxf

eKKXCxyxy

yy

T

′′=′=

==≤−

ΩΩ
µλ

µ λ

 

İsbatı. 02 ≥′′
yf  halına baxaq ( 02 ≤′′

yf  olduqda teoremin isbatı 

anolojidir). Aşağıdakı işarələməni aparaq: 
).()()( xyxyxV nnn −=  

Aşkardır ki, 

).,(),,(

),)()(,(),())(,(][ 2
)(

2

zyyyz
yyyzxfyxfyyyxfyL

nnn

nnynnny
n

∈∈

−−′′++−′≡

ξ

ξ
 

 Onda (5.5), (5.6)-dan alarıq: 
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.0)(),()(

),)()(,(),(

01
2

1
1

11
1

2

=+≤

−−′′+′=

++
+

++
+

xVxVxVdx
dV

yyyzxfVyxfdx
dV

nnn
n

nnnynny
n

µλ

ξ
    (5.13) 

Aşağıdakı kimi köməkçi diferensial tənliklərə baxaq: 

).,2,1,0(0)(
),()()(

01

2
11

K==
+=′

+

++
nx

xxx
n

nnn
ε

µελεε  

Burada )(0 xε  aşağıdakı bərabərsizliyi ödəyir: 
.)()( 00 CxxV ≤≤ ε  

 Riyazi induksiya üsulu ilə asanlıqla isbat edilir ki,  
),()( xxV nn ε≤  

Onda (5.13)-dən  

0)(),()()(
01

2
1

1 =+≤ ++
+ xVxxVdx
xdV

nnn
n µελ  

olduğunu alarıq. 
Diferensial bərabərsizliklər haqqında teoremdən istifadə etsək, 

)()( 11 xxV nn ++ ≤ ε   
olar. 
 Digər tərəfdən  

.)()(,)()(

,)()(

122

2)(
1

0

0

−

−
+

≤≤

=

∫

∫

n
xCxdssex

dssex

n
x

x
n

x
n

n

x

x

sx
n

αεεµε

εµε

λ

λ

 

Burada .
2
1
x=α  

Beləliklə, isbat etdik ki,  

,
2

2

2

1)()(
212

12
nn

n CCxCxVn =≤≤
−

−α  

yəni (2.12) bərabərsizliyinin doğruluğu isbat olundu. Həllin yeganəliyi bu 
bərabərsizlikdən çıxır. 
 Teorem tamam isbat olundu. 
 

§2. Runqe-Kutta üsulu 
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Fərz edək ki, ),( yxf  funksiyasının n  tərtibli xüsusi törəmələri var. 
Bu o deməkdir ki, (5.1), (5.2) məsələsinin həllinin 1+n  tərtibdən 
törəməsi olar. Bu həlli aşağıdakı şəkildə yazmaq olar: 

,
)!1(
)(

!2
)(

)()( )1(
0

1
0

0

2
0

000
+

+

+
−

++′′
−

+′−+≈ n
n

yn
xxyxxyxxyxy L   

burada ).1,,1,0()( 0
)()(

0 −== nixyy ii K  hxx =− 0  işarə etsək,  

.
)!1(!2

)( )1(
0

1
0

2
000

+
+

+
++′′+′+≈+ nn

yn
hyhyhyhxy L      (5.14) 

Bu düstura daxil olan törəmələri hesablamaq olar. Doğrudan da, (5.2) 
başlanğıc şərtini nəzərə alaraq (5.1) tənliyindən 

,),( 0000 fyxfy ==′  
yenə də (5.1) tənliyindən  

2
02

0
2

0

2
000

0
0

2

2
0

2

0

0
0

0
0

2

,

f
y
ffy

f
y
f

x
ffyx

f
x
fy

y
ffx

fy

∂

∂
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂∂

+
∂

∂
=′′

∂
∂

+
∂
∂

=′′

∂
 

olduğunu alarıq. 
 Bu düsturlardan görünür ki, təcrübədə onların köməkliyi ilə 
törəmələri hesablamaq əlverişli deyil. Buna görə də, (5.1), (5.2) 
məsələsinin təqribi həllini (5.14) düsturu ilə hesablamaq təcrübədə 
əlverişli deyil. 
 Runqe (5.14) düsturu əvəzində  

rrrrr KPKPKPyhxy ++++≈+ L221100 )(         (5.15) 
düsturunu götürməyi təklif etmişdir. Burada 

),()()(,
),,,2,1(),()(

11221100

1
hKhKhKyhx

rihfhK
iiiiiiii

ii
−−++++=+=

==
βββηαξ

ηξ
L

K
 

)0(,, 1 =αβα riiji P  parametrlərdir. 

 Aşkardır ki, iji βα ,  parametrlərini bilməklə və h  addımını seçməklə 

)(hKi -ları tapmaq olar: 

 149

).,()(
...................................................................................................
................................................................................................

),,()(
),,()(

),,()(

11221100

2321310303

1210202

001

−−+++++=

+++=
++=

=

rrrrrrr KKKyhxhfhK

KKyhxhfhK
KyhxhfhK

yxhfhK

βββα

ββα
βα

L

 

 ijiriP βα ,,  parametrlərini elə seçmək lazımdır ki, kafi qədər böyük l  
üçün 

)]()()([)()( 221100 hKPhKPhKPyhxyh rrrrrr +++−−+= Lϕ  
funksiyası  

0)0(,0)0()0()0()0( )1()( ≠===′′=′= +l
r

l
rrrr ϕϕϕϕϕ L  

şərtlərini ödəsin. 
 Aşkardır ki, (5.4) düsturunun hər addımda xətası 

)0()!1(
)()( 1

)1(
hhlhR l

l
r

r ≤≤
+

= +
+

ξξϕ  

düsturu ilə təyin olar. 
 Nəhayət, qeyd edək ki, 0)0( =rϕ  şərti həmişə ödənir. 0)0()( =s

rϕ  
),,2,1( ls K=  şərtləri isə 

),,2,1(0)0()0( )()(
22

)(
11

)(
0 lsKPKPKPy s

rrr
s

r
s

r
s KL =+++=   

bərabərliklərinə ekvivalentdir. Bu sistemdən məchulları təyin etmək üçün 
)0()(s

iK  ),,2,1;,,2,1( lsri KK ==  və )(
0
ly  tapmaq lazımdır. )(

0
ly -i 

tapmaq üsulunu yuxarıda şərh etdik. )(l
iK -isə aşağıdakı düsturlar 

vasitəsilə tapılır: 

).1(),()(

),(),()(

),2(0)(,)(

112211

)(
101

>⎥⎦
⎤∂′++′+′+

⎢⎣
⎡ +

∂
+=′

≥≡=′

−− iy
fKKK

x
fhfhK

shKfhK

ii
iiiii

ii
iiii

s

∂
ηξ

βββ

∂
ηξ

αηξ

L

 

 Bu üsulu Runqe təklif etmiş, Kutta isə təkmilləşdirdiyindən, ona 
Runqe-Kutta üsulu deyirlər. Runqe-Kutta üsulu ilə )( hxy + -ı tapdıqda 
yalnız )(xy -dən istifadə olunduğundan bu üsula biraddımlı üsul deyirlər. 
 İndi bu üsulun bəzi xüsusi hallarına baxaq: 

1. 1=r  götürək. Onda  
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.)0(
,)()(

,)()()(

01101

01101

011001

fPy
fPhxyh

hfPxyhxyh

−′=′
−+′=′

−−+=

ϕ
ϕ
ϕ

  

0)0(1 =′ϕ  tənliyindən 111 =P  olduğunu alarıq. 
Ümumiyyətlə,  

0)0( 01 ≠′′=′′ yϕ  
olduğundan təqribi həlli hesablama düsturu  

000 )( hfyhxy +≈+  
şəklində olar. Bu halda xəta 

)()(
2

)( 00

2

1 hxxyhhR +≤≤′′= ξξ  

düsturu ilə qiymətləndirilir. Bu düsturla (5.1), (5.2) məsələsinin təqribi 
həllinin tapılma üsuluna Eyler üsulu da deyirlər. 

2. 2=r  götürək. Onda 

).()]0()0([)0(
)],()([)()(

022021022212102

222121002
fPfPfKPKPy

hKPhKPyhxyh
+−=′+′−′=′

+−−+=
ϕ
ϕ

  

0)0(2 =′ϕ  tənliyindən  
12221 =+ PP  

olduğunu alarıq. 
0)]0()0([)0( 22212102 =′′+′′−′′=′′ KPKPyϕ  

tənliyindən 
12,12 2122222 == PPP α  

olduğunu alarıq. 
 Ümumiyyətlə, 0)0(2 ≠′′′ϕ  olduğundan, alınan təqribi həlli hesablama 

düsturunun xətasının tərtibi 3h  olacaq. 
 Beləliklə, 2122221 ,,, βαPP  məchullarını tapmaq üçün 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=

==+

2
1

,
2
1,1

2122

2222221

β

α

P

PPP
 

sistemini alırıq. Aşkardır ki, bu sistemin sonsuz sayda həlli var. Təbiidir 
ki, bu həllərdən eləsini götürmək lazımdır ki, alınan hesablama düsturu 

sadə olsun. Məsələn, 1212 == βα  götürsək, 
2
1

2221 == PP  olar. Onda 

düstur 
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)(2
1)( 2100 KKyhxy ++≈+  

şəklində olar. Burada  

.
2

,
2

, 1
00201 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++==

KyhxhfKhfK  

3. 3=r  götürsək, alınan təqribi həlli hesablama düsturlarından birini 
aşağıdakı kimi tapmaq olar: 

),4(
6
1)( 32100 KKKyhxy +++≈+  

burada 
).2,( 21003 KKyhxhfK +−+=  

Bu düsturun xətası 

4
)4(

3
3 24

)(
)( hhR

ξϕ
=  

düsturu ilə qiymətləndirilir.  
4. Nəhayət, 4=r  götürsək, təcrübədə ən çox istifadə olunan 

düsturlardan biri aşağıdakı şəkildə olar: 

),
~

22(
6
1)( 432100 KKKKyhxy ++++≈+  

burada 

).,(

,
2

,
2

~

3004

2
003

KyhxhfK

KyhxhfK

++=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

 

Bu düsturun xətası 

5
)5(

4
4 120

)(
)( hhR

ξϕ
=  

şəklində olar. 
 

 
§ 3. Adams üsulu 

 Runqe-Kutta üsulunun əsas nöqsanı ondan ibarətdir ki, məsələnin 
həllini hər yeni nöqtədə bu üsulla tapmaq üçün diferensial tənliyin sağ 
tərəfini hər dəfə bir neçə nöqtədə hesablamaq lazım gəlir. Bu təcrübədə 
əlverişli deyil (xüsusən tənliyin sağ tərəfi mürəkkəb olduqda). Aşağıda 
verilən fərqlər üsulunda bu nöqsan aradan qaldırılır. 
 Fərz edək ki, (5.1), (5.2) məsələsinin həllinin təqribi qiymətləri 

kmmm xxx −− ,,, 1 K  ( ihxx mim −=− , h –addımdır) nöqtələrində hər 
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hansı bir üsulla, məsələn, Runqe-Kutta üsulu və yaxud analitik üsullarla 
tapılmışdır. Tutaq ki, )(xy  funksiyası (5.1), (5.2) məsələsinin həllidir və 
aşağıdakı işarələmələri aparaq 

),(),( iiiii yxffxyy ==  
 )](,[)( xyxfx =ϕ  funksiyasını kmmm fff −− ,,, 1 K  qiymətlərinə görə 

)(, xL km  çoxhədlisi ilə approksimasiya edək: 

∑
=

−=
k

i
iimkm xPfxL

0
, ).()(  

Burada ),,1,0()( kixPi K=  funksiyaları if -dən asılı deyillər. 
thxx m −=  işarələməsini aparsaq 

).()( tQxP ii =  
 Belə ki, )(tQi  k –dərəcəli çoxhədlidir və mh -dən asılı deyil. Onda 

∑∫
=

−−−+

+

−

+=+=
k

i
imi

x

x
jmkmjmm fhydxxLyy

m

jm 1
,1

1

)( β    (5.16) 

 ∫
−

=
1

)(
j
ii dttQβ  

olar. Burada j -ləri və )(, xL km  çoxhədlisini müxtəlif qayda ilə 
götürməklə (5.1), (5.2) məsələsinin həllinin təqribi qiymətini tapmaq 
üçün, müxtəlif düsturlar almış olarıq. 
(5.16)-ya ekstrapolyasiya düsturu deyilir. 
 (5.5) düsturunu almaq üçün interpolyasiya çoxhədlisini qurduqda bizə 
məlum olmayan 1+mf -dən də istifadə etmək olar. Bu halda alınan 
düsturun 

∑
−=

−−+ +=
k

i
imijmm fhyy

1
1 γ                  (5.17) 

sağ tərəfinə də məchul 1+my  daxil olacaq. Alınan bu qeyri-xətti tənliyi 
bizə məlum üsulların biri ilə həll edib 1+my -i tapmaq olar. (5.17) 
düsturuna interpolyasiya düsturu deyirlər. 
 Nəhayət, qeyd edək ki, bu düsturlar vasitəsilə 1+my -i tapdıqdan sonra 

kmmm fff −+ ,,,1 K  qiymətlərinə görə interpolyasiya çoxhədlisini qurub, 
ym+2 -ni tapmaq üçün (5.16) və ya (5.17)-yə uyğun düstur tapılır. Bu 

prosesi davam etdirməklə ixtiyari nöqtədə (5.1), (5.2) məsələsinin həllinin 
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təqribi qiymətini tapmaq olar. 
1. Ekstropolyasiya düsturu. Fərz edək ki, .0=j )(, xL km  çox-

hədlisinin əvəzinə Nyutonun geriyə interpolyasiya düsturunu götürək: 

.
!

)1()1(
2

)1()( 2/
2

1
1

2/1, k
ktttfttftffxL k

kmmmmkm
−+++++++= −−−

L
L  

Onda  

).(

,
!

)1()1(
2

)1(

)()(

2/
2

12
1

2/111

1

0 2
1

2
1

1

2
1

1

0
,,1

1

k
kmkmmmmm

k
m

mmmm

mkm

x

x
mkmmm

fafafafhyy

dtk
ktttfttftffhy

dtthxLhydxxLyy
m

m

−−−+

−
−−

+

+++++=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −++
++

+
+++=

=++=+=

∫

∫∫
+

L

L
L  

 Burada  

).,,2,1()1()1(
!

1 1

0
kidtitttiai KL =−++= ∫  

Bu əmsalları hesablayıb, yuxarıdakı düsturda yerinə yazsaq 
⎜
⎝
⎛ +++++= −−−+

3
2/3

2
1

1
2/11 8

3
12
5

2
1

mmmmmm ffffhyy  

⎟
⎠
⎞+++ −− K5

2/5
4

2 288
95

720
251

mm ff                (5.18) 

olduğunu alırıq. 
 (5.18) düsturuna Adamsın ekstropolyasiya düsturu deyirlər. 

2. İnterpolyasiya düsturu. Fərz edək ki, 0=j . )(, xL km  inter-
polyasiya çoxhədlisi əvəzinə Nyutonun geriyə interpolyasiya çoxhədlisini 
götürək (başlanğıc nöqtə- mx  əvəzinə 1+mx  nöqtəsi götürülür): 

.
!

)1()1(
2

)1()(
2

1
21

2
11, k

ktttfttftffxL k
kmmmmkm

−+++++++=
−+++

L
L  

0=j  götürsək 

[∫
+

++++++= +++

1

2
)1(21

2/111

m

m

x

x
mmmmm

ttftffyy L  

=
⎥
⎥
⎦

⎤−++
+

−+
dxk

ktttf k km !
)1()1(

21

L  
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,!
)1()1(

2
)1(0

1 2
1

21

2
11 dtk

ktttfttftffhy k
kmmmmm ∫

− −+++ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −++
++

+
+++=

L
L  

).(
21

2
2

1
2/1111

k
km

kmmmmm fbfbfbfhyy
−+

+++ +++++= L  

Burada 

).,,,()()(
!

k21idt1it1tt
i
1b

0

1
i KL =−++= ∫

−

 

 Bu əmsalları hesablayıb yuxarıdakı düsturda yerinə yazsaq, 

−⎜
⎝
⎛ −−−+= −+++

3
2/1

21
2/111 24

1
12
1

2
1

mmmmmm ffffhyy  

⎟
⎠
⎞−− −−

5
2/3

4
1 160

9
720
19

mm ff                           (5.19) 

olduğunu alırıq. 
(5.19) düsturuna Adamsın interpolyasiya düsturu deyirlər. 

 İnterpolyasiya nəzəriyyəsindən məlumdur ki, verilmiş funksiyanı 
approksimasiya etdikdə interpolyasiya düyünlərinin sayı artdıqca 
interpolyasiya çoxhədlisi verilmiş funksiyaya daha yaxın olur. Buna görə 
də (5.19) düsturu (5.18) düsturuna nəzərən daha dəqiqdir. 
 Lakin, (5.19) tənliyi 1+my -ə nəzərən qeyri-xətti olduğundan, 
təcrübədə 1+my -i tapmaq əlverişli olmur. (5.19) düsturu vasitəsilə (5.18)-
dən tapılan 1+my -i dəqiqləşdirmək olar. Bunun üçün (5.18) vasitəsilə 

1+my -i tapıb (5.19) düsturunun sağ tərəfində yazsaq yeni aldığımız 1+my  
əvvəlkinə nisbətən dəqiq olar. 

3.Xətanın qiymətləndirilməsi. Əvvəlcə ekstropolyasiya düsturu üçün 
xətanı qiymətləndirək. 
 (5.1), (5.2) məsələsinin həllinin xi  nöqtəsindəki dəqiq qiymətini iy  
Adams üsulu ilə tapılan təqribi qiymətini isə ~yi  ilə işarə edək. 
 Adamsın ekstropolyasiya düsturunu aşağıdakı şəkildə yazaq 

,
~~~

0
1 ∑

=
−+ +=

k

i
imimm fhyy α  

burada 

∑
=

−=
k

i

ii
i aC

ν
ννα ,)1(     ∫ −++=

1

0
)1()1(!

1 dtttta ννν L  

Aşkardır ki, 
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∑ ∫

∑

∫

=
−

=
−−+

+

++++

+

−α=

+−α+ε=ε

−−=−=ε

k

0i

x

x
imim

k

0i
mimimim1m

1x

x
m1m1m1m1m

1m

m

m

m

dssysffhl

lffh

dssysfyyyy

.)](,[

,)~(

,)](,[~~

   (5.20) 

 ml  qalıq həddini qiymətləndirək. Bunun üçün )](,[ sysf  funksiyasını 
Nyutonun geriyə interpolyasiya çoxhədlisi ilə əvəz edək 

+
−++

+++= −− !
)1()1(.)](,[ 2/

1
2/1 k

ktttftffsysf k
kmmm

L
L  

.)](,[
)!1(

)()1(
1

1
1

ξ=
+

+
+

+
+++

s
k

k
k

ds
sysfd

k
kttth L  

 Onda  

1

1

111
2

1

0
1

1
2

1

0
1

1
2

)](,[max,

,
)!1(

)()1()](,[

,)](,[
)!1(

)()1(

+

+

+++
+

=
+

+
+

=
+

+
+

==≤

+
++−=

+
++−=

∫

∫

k

k

xkkk
k

m

s
k

k
k

m

s
k

k
k

m

dx
xyxfdMMahll

dtk
kttt

ds
sysfdhl

dt
ds

sysfd
k

kttthl

L

L

θ

ξ

 

olduğunu alarıq.  
 Fərz edək ki, ),( yxf  funksiyası y  dəyişəninə nəzərən Lipşits şərtini 
ödəyir. Lipşits sabitini L  ilə işarə edək. Onda (5.20)-dən 

∑
=

−+ ++≤
k

i
imimm lhL

0
1 εαεε  

alarıq. 
 Aşağıdakı fərqlər tənliyinə baxaq: 

∑
=

−+ ++=
k

i
imimm lEhLEE

0
1 .α                (5.21) 

 mE -lər üçün başlanğıc qiymətləri elə seçək ki, 
)1,,1,0( −=≥ kiE ii Kε  

bərabərsizliyi ödənsin. Onda ixtiyari m  üçün 
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.mmE ε≥       (5.22) 
 Asanlıqla yoxlamaq olar ki, 

∑
=

=−=
k

i
i

m
m AhLA

lczE
0

* , α  

(5.21) fərqlər tənliyinin həllidir. Burada *z  (5.21) fərqlər tənliyinə uyğun 
xarakteristik tənliyin 

∑
=

−+ =−−
k

i

ik
i

kk zhLzz
0

1 ,0α  

hLAz +<< 11 *  şərtini ödəyən köküdür. 
c  parametrini elə seçək ki,  

ikiiE εε
10

max
−≤≤

=≤  

ödənsin. Bunun üçün 

hLA
lc += ε  

seçmək kifayətdir. 
 Beləliklə, 

).1( ** −+= mm
m zhLA

lzE ε  

mE -in bu qiymətini (5.22)-də nəzərə alsaq 

]1)1[()1(~

),1(~
**

−+++≤−

−+≤−

mm
mm

kk
mm

hLAhLA
lhLAyy

zhLA
lzyy

ε

ε
 

olar. 

 m
xxh m 0−

=  olduğunu və  

αα el
i
<⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +1  

bərabərsizliyini nəzərə alsaq 

]1[~ )()( 00 −+≤− −− xxALxxAL
mm mm ehLA

leyy ε  

olduğunu alırıq. 
 Nəhayət, Adams düsturunun (ekstropolyasiya) xətası 

1)(11)( ]1[~ 00 +−++− −+≤− kxxALkkxxAL
mm heLA

Maeyy mmε  
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düsturu ilə qiymətləndirilir. 
 Qeyd edək ki, eyni qayda ilə Adamsın interpolyasiya düsturunun 
xətasını da qiymətləndirmək olar. 
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§ 4. Ştyörmer üsulu 
 İndi isə ikitərtibli diferensial tənlik üçün Koşi məsələsinə baxaq: 

⎭
⎬
⎫

′=′=
′=′′

.)(,)(
),,,(

0000 yxyyxy
yyxfy              (5.23) 

 Məlumdur ki, (5.23) məsələsini iki birtərtibli diferensial tənliklər 
sistemi üçün Koşi məsələsinə gətirmək olar və bu məsələ üçün Adams 
düsturlarını asanlıqla yazmaq olar. Lakin (5.23) məsələsini sistemə 
gətirməyib bilavasitə həll etdikdə hesablama üçün daha sadə düstur almaq 
olur. 
 Adams üsulu ilə (5.1), (5.2) məsələsini həll etdikdə tətbiq etdiyimiz 
sxemi (5.23) məsələsinin də həllinə tətbiq edək. 
 Fərz edək ki, )(xy  və )(xy′  funksiyalarının kmmm xxx −− ,,, 1 K  
nöqtələrində təqribi qiymətləri hər hansı bir üsulla, məsələn, adi iterasiya 
üsulu ilə tapılmışdır. kmmm fff −− ,,, 1 K  qiymətlərinə görə Nyutonun 
geriyə interpolyasiya düsturunu yazaq: 

.!
)1()1(

2
)1()(

2

2
1

1

2
1 k

ktttfttftffihxf k
kmmmmm

−+++++++=+
−−−

L
L  

Bu düsturu (5.23)-də nəzərə alıb, hər tərəfi ],0[ ξ  )11( ≤≤− ξ  parçasında 
t -ə nəzərən inteqrallasaq 

∫ ⎢⎣
⎡ ++

+
+++′=+′ −−

ξ
ξ

0

2
1

1
2/1 2

)1()( L
ttftffhyhxy mmmmm  

.
!

)1()1(
2/ dtk

kttf k km ⎥⎦
⎤−++

+ −
L                     (5.24)  

Burada 1=ξ  qəbul etsək,  

)( 2/
2

12
1

2/1101
k
kmkmmmmm fafafafahyy −−−+ +++++′=′ L  (5.25) 

olduğunu alarıq. Burada ia -lər Adamsın ekstropolyasiya düsturundakı 
əmsallardır. 
 (5.24) düsturunu ]1,0[  parçasında ξ -ə nəzərən inteqrallasaq  

,
!

)1()1(
!2

)1(

2/

0

2
1

1
2/1

1

0

2
1

dtk
ktttf

ttftfdhyhyy

k
km

mmmmm

⎥⎦
⎤−+++

++⎢⎣
⎡ +++′+=

−

−−+ ∫∫
L

L
ξ

ξ
 

),(
2

2
12

1

2
110

2
1

k
kmkmmmmmm ffffhyhyy

−−−+ +++++′+= αααα L  (5.26) 
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∫∫
−++=

ξ
ξα

0

1

0 !
)1()1( dti

itttdi
L  

olduğunu almış olarıq. 
(5.25) və (5.26) düsturları vasitəsilə 1+my  və 1+′my  ədədlərini 

tapdıqdan sonra, interpolyasiya çoxhədlisini kmmm fff −+ ,,,1 K  
qiymətlərinə görə qurub, 2+my  və 2+′my  ədədlərini tapmaq üçün 
düsturlar alarıq. Bu prosesi davam etdirməklə )(xy  və )(xy′  
funksiyalarının ixtiyari nöqtədə qiymətlərini tapmış olarıq. 
 Qeyd etmək lazımdır ki, bu üsulda hər dəfə )(xy′  funksiyasının 
qiymətlərini hesablamaq zərurəti (5.23) diferensial tənliyin sağ tərəfində 

)(xy′ -in olması ilə əlaqədardır. Əgər, xüsusi halda, 
),(),,( yxfyyxf ≡′  

olarsa, onda hesablamanı aparmaq üçün (5.25) düsturuna ehtiyac qalmır, 
yəni )(xy′  funksiyasının qiymətlərini hesablamaq lazım deyil. Bu halda 
(5.26) düsturunda my′ -i yox etməklə yalnız )(xy  funksiyasının 
qiymətləri hesablanır. 
 (5.26) düsturunda my′ -i yox etmək üçün (5.24) düsturunun hər 
tərəfini ]0,1[−  parçasında ξ -ə nəzərən inteqrallayaraq 

∫∫ ⎢⎣
⎡ +++++′+= −−

−
−

ξ
ξ

0

2
1

1
2/1

0

1

2
1 2

)1(ttftffdhyhyy mmmmmm  

,
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)1()1(
2/ dtk

ktttf k km ⎥⎦
⎤−++
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L

L  

),(
2

2
12

1

2
1101

k
kmkmmmmmm ffffyhyy

−−−− ++++′+= ββββ L  (5.27) 
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)1()1(

0
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1
dti

itttdi ∫∫
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−

ξ
ξβ L  

(5.26) bərabərliyindən (5.27) çıxsaq: 
)(2

2

2
12

1

2
110

2
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k
kmkmmmmmm ffffhyyy

−−−−+ +++++−= γγγγ L  

olduğunu alarıq. Burada 
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∫∫∫∫

∫∫
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−

−−++=−=

ξξ

ξ

ξξ

ξβαγ

1

1
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1
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!
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!

)1()1(

!
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dtitttdidti
itttd

dti
itttdiii

L
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L

 

iγ  əmsallarını hesablasaq: 

+⎜
⎝
⎛ +++−= −−−−+

4
2

3
2/1

2
1

2
11 20

19
122 mmmmmm fffhyyy  

⎟
⎠
⎞+++ −− L6

3
5

2/5 1008
863

10
9

mm ff                     (5.28) 

düsturunu almış olarıq. Bu düstur vasitəsilə (5.23) məsələsinin 
),(),,(( yxfyyxf ≡′  olduqda) həllini ixtiyari nöqtədə tapmaq olar. (5.28) 

düsturuna Ştyörmer düsturu deyirlər. 
 Ştyörmer üsulu da Adams üsulu kimi fərqlər üsuludur. 

 
§5.Sonlu-fərqlər üsulu 

 (5.1), (5.2) məsələsinin ədədi həlli üçün ən çox tətbiq edilən və 
kifayət qədər ümumi olan sxemlərdən biri  

∑ ∑
=

−−
=

−−− =
k

i
ijij

k

i
iiji yxfbhya

0 0
),(               (5.29) 

düsturu ilə təyin olunur. Buna sonlu-fərqlər üsulu və ya sonlu -fərqlər 
sxemi deyirlər. (5.29)-a çoxaddımlı sxem də deyirlər. 
 Əgər ,00 ≠a 00 =b  olarsa, onda (5.29) düsturuna aşkar və ya 
ekstrapolyasiya, 0,0 00 ≠= ba  olduqda isə qeyri-aşkar və ya 
interpolyasiya düsturları deyirlər. Biz fərz edəycəyik ki, .00 =a  Nəhayət, 
qeyd edək ki, ia−  və ib− -ni müxtəlif qayda ilə seçməklə, (5.29) 
düsturundan müxtəlif düsturlar almaq olar. Məsələn, 

),4,3(0,1,1 21 kiaaa i K==−== −−−  
götürsək, Adams düsturunu almış olarıq. 
 (5.1), (5.2) məsələsini (5.29) sxemi ilə approksimasiya etdikdə 
buraxılan xəta 

∑∑
=

−−−
=

−− −=
k

i
ijiji

k

i

iji
j xyxfbh

xya
r

00
)](,[

)(
 

düsturu ilə təyin olunur. Burada )( jxy  dəqiq həllin jx  nöqtəsində 
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qiymətidir. 
 Əgər 

0||maxlim
000

=
+≤≤→ jXxxxh

r
j

 

isə onda deyirlər ki, (5.29) sxemi (5.1), (5.2) məsələsini approksimasiya 
edir. 

∑
=

−
− =

k

i

ik
ia

0
0λ                         (5.30) 

tənliyinə (5.29) fərqlər sxeminin xarakteristik tənliyi deyirlər. 
 İndi isə sonlu fərqlər üsulunun xətasını hesablayaq. 
 Fərz edək ki, (5.30) tənliyinin köklərini hamısı vahid radiuslu dairəyə 
daxildir və bu dairənin sərhədində təkrar köklər yoxdur. 
 Bundan başqa, fərz edək ki, 

).(),( 00 XxxxLyxfy +≤≤≤′  
Nəhayət, h  addımını elə seçək ki,  

2
0

0
aLhb ≤  

olsun. Onda aşkardır ki,  

,2
0

00
alhba j ≥−  

burada  
),( jjyj xfl ξ′=  

jξ  ədədi jy  ilə )( jxy  arasında yerləşir. )( jjj xyy −=ε  işarələməsini 
aparsaq xəta üçün aşağıdakı fərqlər sxemini almış olarıq: 

.
00
∑∑
=

−−
=

−− +=
k

i
jiji

k

i
iji hrbbha ξ  

Buradan 

.
1 0000
∑
=

−
−−−

−
+

−
+−

=
k

i j

j
ij

j

ijii
j lhba

hr
lhba
lhba

εε          (5.31) 

Aşağıdakı işarələməni aparsaq: 

,
000

ij
i

j

ijii hva
a

lhba
lhba

=
−

−
−
+− −−−−  

onda  
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L
a

baabvalhba
lbalab

v ii
ij

j

jiji
ij 2

0

00

000

00 2,
)(

−−−− +
≤

−
−

=  

olduğunu alırıq. 
 1,0)( −=−= kiijjZ ε  sütun vektorunu götürsək, (5.31)-i aşağıdakı kimi 

yaza bilərik: 
,11 jjjjj WZVAZZ ++= −−               (5.32) 

burada 
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 A  matrisinin xarakteristik çoxhədlisini hesablasaq: 

∑
=

−
−

=−
k

i

i
i

k
aaIA

00

)1( λλ  

olduğunu alarıq. Bu o deməkdir ki, A  matrisinin xarakteristik çoxhədlisi 
(5.29) fərqlər sxeminin xarakteristik çoxhədlisindən sabit vuruqla 
fərqlənir. Onda şərtə görə, A  matrisinin xarakteristik tənliyinin kökləri 
vahid radiuslu dairəyə daxildir və dairənin sərhəddində təkrar kök yoxdur. 
Onda xətti cəbr kursundan məlum fəkta əsasən elə C  matrisi var ki, 

ACCD 1−=  və .11 ≤D  
 (5.32)-də jj CzZ =  əvəzləməsini aparsaq: 

jjjjj zhvDzz ω++= −− 11              (5.33) 
olduğunu alarıq. Burada 

jjjj WCCVCv 11 , −− == ω . 

 jV  matrisində sıfırdan fərqli ünsürlər ancaq birinci sətirdə 
olduğundan 
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LLa
baabV

k

i

ii
j υ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
≤ ∑

=

−−

1 0

00
1 2  

və  
.11

1
111

1
1 CCvLCVCv jj

−− ≤≤  

(5.33)-dən  
,)1( 111 −++≤ jjj zLhrhz γβ  

burada 

.||||||||,||||2 11
1

0

1
CCva

C −
−

== γβ  

Bu bərabərsizlikdən ki >  üçün 

11
1

1 )1()1( −
+−

=

− +++≤ ∑ k
ki

j
i

kj

ji
j zLhrLhhz γγβ  

olduğunu asanlıqla almaq olar. Burada 
)exp()](exp[)1( LXjiLhLh ji γγγ <−≤+ −   

bərabərsizliyindən istifadə etsək: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤ ∑

=
−

i

ki
kji zrhLXz 111 )exp( βγ  

olduğunu alarıq. Digər tərəfdən aşkardır ki, 
,111 iii zCZ ≤≤ε    

ki
ikk CZCz

<≤

−
−

−
− =≤

01
1

111
1

11 .max ε  

Ona görə də 

,)exp( 111
1

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤ ∑

=
−

−
i

kj
kii ZCrhLXCZ βγ  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤

<≤=

−∑ iki

i

kj
ji CCrChLX εβγε

01
1

11 max)exp(   (5.34) 

alarıq. 
 Beləliklə aşağıdakı teoremi isbat etmiş oluruq. 
 Teorem 5.4. Tutaq ki, ),( yxf  ),( 00 RyXxxx ≤+≤≤  funksiyası 
kəsilməzdir və y  dəyişəninə nəzərən kəsilməz törəməsi var. Tutaq ki, 
(5.30) tənliyinin köklərinin hamısı vahid radiuslu dairədədir və dairənin 
çevrəsində təkrar köklər yoxdur. 
 Onda (5.29) fərqlər sxeminin xətası (5.34) düsturu ilə 
qiymətləndirilir. 
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§6. Sərhəd məsələsinin fərqlər üsulu ilə həlli 
 

Tutaq ki,  
),( yxfy =′′                       (5.35) 

tənliyinin elə həllini tapmaq tələb olunur ki, aşağıdakı sərhəd şərtləri 
ödənsin 

.)(,)( ba ybyyay ==               (5.36) 
 Fərz edək ki, bu məsələnin həlli var; bu həllin təqribi qiymətlərini 
tapaq. 
 ],[ ba  parçasını aşağıdakı nöqtələrlə n  bərabər hissəyə bölək: 

.;,,2,1,0 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −==+= n

abhniihaxi K  

Bu nöqtələri düyün nöqtələri adlandırırlar. 
(5.35)-də jxx =  qəbul edib, törəmələri sonlu fərqlərlə əvəz etsək və 
(5.36) şərtlərindən istifadə etsək 1+n  məchullu 1+n  sayda tənliklər 
sistemini almış oluruq. Bu sistemi həll edərək iy -ləri tapırıq. Tapdığımız 
bu qiymətləri uyğun olaraq )( ixy -lərin təqribi qiymətləri kimi götürürük. 
 Bu sxemi tətbiq etdikdə aşağıdakı məsələləri həll etmək lazım gəlir. 

1) Verilmiş tənliyə daxil olan törəmələri elə sonlu fərqlərlə əvəz 
etmək lazımdır ki, xəta kafi qədər kiçik olsun; 

2) Alınan tənliklər sisteminin həllinin varlığı və yeganəliyini isbat 
etmək və bu həlli tapmaq yolları; 

3) Üsulun xətasını qiymətləndirmək; 
4) Hesablama xətasını nəzərə almaq. 
1.Xətti məsələ. Aşağıdakı xətti sərhəd məsələsinə baxaq: 

⎭
⎬
⎫

==
=−′′

.)(,)(
),()(

ba ybyyay
xfyxqy               (5.37) 

Burada )(,0)( xfxq ≥  funksiyaları ],[ ba  parçasında kəsilməz 
funksiyalardır. 
 Bu məsələni  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

==

−==−
+− −+

bna

ii
iii

yyyy

nifyq
h

yyy
i

,

)1,,2,1(2

0

2
11 K

       (5.38) 

xətti cəbri tənliklər sistemi ilə əvəz edək. 
 Aşağıdakı işarələməni aparaq: 
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.2)( 2
11

ii
iii

i yq
h

yyyyl −
+−

= −+  

Əvvəlcə aşağıdakı köməkçi lemmaları isbat edək: 
Lemma 5.1. Əgər hamısı eyni bir ədədə bərabər olmayan, ixtiyari 

nyyy ,,, 10 K  ədədləri 0)( ≥iyl  bərabərsizliyini ödəyirlərsə (ixtiyari i  
üçün), onda bu iy -lərin içərisində ən böyük müsbət ədəd 0y  və ya ny  
olacaq. 

İsbatı. Tərsini fərz edək. Tutaq ki, nk <<0  və Myk =  
( −M müsbət iy  ),,1,0( ni K= -lərdən ən böyüyüdür). Onda, aşkardır ki, 

1−ky  və 1+ky  ədədlərindən heç olmasa biri M -dən kiçik olar. 
Fərziyyəmizə görə, 

0)(,2

2)(

2

2
11

<−=−+−<

<−
+−

= −+

kkk

k
kk

k

ylMqMq
h

MMM

Mq
h

yMyyl
 

olduğunu alırıq ki, bu da lemmanın şərtinə ziddir. Bu ziddiyət lemmanı 
isbat edir. 
 Eyni qayda ilə aşağıdakı lemma da isbat olunur. 

Lemma 5.2. Əgər, hamısı eyni bir ədədə bərabər olmayan ixtiyari 
nyyy K,, 10  ədədləri 0)( ≤iyl  bərabərsizliyini ödəyirlərsə (ixtiyari i  

üçün), onda bu iy -lərin içərisində ən kiçik mənfi ədəd 0y  və ya ny  
olacaq. 
 Lemma 5.3.  Əgər, hamısı eyni bir ədədə bərabər olmayan ixtiyari 

nyyy ,,, 10 K  və nYYY ,,, 10 K  ədədləri  
)1,,2,1()()( −=−≤ niYlyl ii K  

və  
nn YyYy ≤≤ ,00  

bərabərsizliklərini ödəyirlərsə, onda ixtiyari i  üçün  
ii Yy ≤  

bərabərsizliyi də doğru olar. 
 İsbatı. Şərtə görə  

0,0,0)( 00 ≤−≤−≥− nnii YyYyYyl        (5.39) 
və  

.0,0,0)( 00 ≥+≥+≤+ nnii YyYyYyl        (5.40) 

 167

 (5.39) bərabərsizliklərini nəzərə alıb, lemma 5.1-dən istifadə etsək, 
ixtiyari i  üçün  

0≤− ii Yy  
olduğunu alarıq. (5.40) bərabərsizliklərinə lemma 5.2-ni tətbiq etdikdə isə  

0≥+ ii Yy  
olduğu alınır. 
 Bu iki axırıncı bərabərsizliklərdən lemmanın hökmünü alırıq. 
 İndi isə (5.37) məsələsinin ədədi həll etmək üçün qurduğumuz (5.38) 
tənliklər sistemini tədqiq edək. 
 Əvvəlcə isbat edək ki, (5.38) sisteminin yeganə həlli var. Cəbr 
kursundan məlumdur ki, bircinsli olmayan xətti cəbri tənliklər sisteminin 
yeganə həllinin olması üçün, bu sistemə uyğun bircinsli sistemin ancaq 
sıfır həllinin olmasıdır. Deməli, (5.38) sisteminin yeganə həllinin varlığı 
üçün  

0,0,0)( 0 === ni yyyl                   (5.41) 
bircins sisteminin ancaq sıfır həlli olmalıdır. 
 Bu axırıncı fakt isə lemma 5.1 və lemma 5.2-dən alınır. Doğrudan da, 
tutaq ki, (5.41) sisteminin sıfırdan fərqli həlli var. Bu həllin 

),,,( 10 nyyy K  sıfırdan fərqli komponentləri içərisində müsbətlərinin ən 
böyüyü və mənfilərin ən kiçiyi 00 == nyy  olmalıdır (lemma 5.1 və 
lemma 5.2-ə əsasən). Bu da o deməkdir ki, (5.41) sisteminin sıfırdan 
fərqli həlli ola bilməz. 
 (5.38) sisteminin həllini tapmaq üçün qovma üsulunu tətbiq edək. 
Tutaq ki, 

)1,,2,1(111 −=+= +++ niyy iiii Kβα  
münasibəti doğrudur və 11, ++ ii βα  parametrlərini tapmaq üçün (5.38)-də 

iiii yy βα +=−1  ),0( 11 αβα y==  götürək. Onda  

.
22

1

,)2(
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=
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Bu eyniliyi 111 +++ += iiii yy βα  ilə müqayisə etsək: 

)1,,2,1(
2

,
2

1
2

2

121 −=
−+

−
=

−+
= ++ ni

qh
fh

qh ii

ii
i

ii
i K

α
β

β
α

α   

olduğunu alarıq. 
 Beləliklə, (5.38) sisteminin həllini aşağıdakı düsturlar vasitəsilə 



 168 

tapmaq olar: 

αβ
α

β
βα

α
α y

qh
fh

qh ii

ii
i

ii
i =

−+

−
==

−+
= ++ 12

2

1121 ,
2

,0,
2

1  ),1,,2,1( −= ni K  

)0,1,,2,1(,111 K−−==+= +++ nniyyyy niiii ββα  
 Məlumdur ki, n -nin böyük qiymətlərində (5.38) sisteminin dəqiq həllini 
həmişə tapmaq mümkün olmur. Ona görə də bu sistemin təqribi həllini 
tapmaq üçün dərsliyin ikinci hissəsində verilən təqribi üsullardan istifadə 
etmək lazımdır. Məsələn, əgər 0>q  olduğunu qəbul etsək, adi iterasiya və 
ya Zeydel üsullarının yığılması üçün kafi şərtlərin ödəndiyini asanlıqla 
göstərmək olar. Doğrudan da (5.38) sistemini 

cByy +=  
şəklində yazsaq: 

.1
2

2max 21 <
+

=
ii qh

B  

 (5.38) sisteminin həllini ),~,~()~,,~,~( 0010 nnn yyyyyyy ==K  (5.37) 
məsələsinin dəqiq həllinin düyün nöqtələrində qiymətlərini isə 

nyyy ,,, 10 K  ilə işarə edək. Bu qiymətləri həmişə tapmaq mümkün 
olmadığından ii yy ~≈  götürəcəyik. 
 Bu qayda ilə (5.37) məsələsinin təqribi həllinin tapılmasına sonlu 
fərqlər üsulu deyirlər. 
 İndi bu üsulun xətasını hesablayaq. 

iii yy ~−=ε  
işarələməsini aparaq və iε -ni qiymətləndirək. 
 iε  üçün xəta tənliklər sistemini quraq. Aydındır ki, 
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Onda  
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Burada qalıq həddi ir  aşağıdakı düsturla təyin olunur: 

.)(max,
12

),(
2 )4(

44
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2
1 1 xyMMhrrxy
h
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r
bxaii
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++ ==≤′′−
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= −  

Aşağıdakı kimi köməkçi xətti tənliklər sisteminə baxaq: 
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Aşkardır ki,  

.,
)1,,2,1()()(),()(

00 nn
iiiii nilllrrl

ηεηε
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−=−≤−=≤= K

 

 Lemma 5.3-ü tətbiq etsək: 
),,2,1,0( niii K=≤ηε  

olduğunu alarıq. 
 Daha bir köməkçi xətti tənliklər sisteminə baxaq; 
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)1,,2,1(2
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iii nir
h

γγ

γγγ
K

 

Aşkardır ki, bu sistemin həlli 

),,2,1,0())((
2

nixbaxr iii K=−−=γ  

şəklində olar və  

.96
)( 2
2

4 habM
i

−
≤γ  

Digər tərəfdən  

)()(2)( 2
11

iiii
iii

i lql
h

rl γγγγγγη −≤−−=
+−

−== −+  

olduğundan, lemma5.3-ə əsasən 
.ii γη ≤  

Deməli, 

.96
)( 2
2

4 habM
ii

−
≤≤ γε                         (5.42) 

Beləliklə, isbat etdik ki, əgər (5.37) məsələsinin dördüncü tərtibdən 
kəsilməz törəməsi varsa, onda 

0)(lim
0

=−
→ iih

yy  

olur və xəta (5.42) düsturu ilə qiymətləndirilir. 
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 Qeyd edək ki, əgər )(xq  və )(xf  funksiyaları ],[ ba  parçasında 
hissə-hissə kəsilməz funksiyalardırsa, onda )(xy ′′  də hissə -hissə kəsilməz 
funksiya olar. Onda kəsilmə nöqtəsində )(xy ′′  funksiyasını sonlu 
fərqlərlə əvəz etmək olmaz. Bu halda ya kəsilmə nöqtəsində əlavə şərtlər 
verib approksimasiya aparmaq lazımdır, ya da elə xüsusi fərqlər sxemi 
seçmək lazımdır ki, məxsusi nöqtələrdə də mənası olsun. Belə xüsusi 
fərqlər sxeminə ədəbiyyatda konservativ sxemlər deyirlər [ ]8 . Belə 
sxemlərdən biri sonrakı paraqrafda veriləcək dəqiq fərqlər sxemidir. 

2. Qeyri-xətti məsələ. İndi isə daha ümumi məsələyə, (5.35), (5.36) 
məsələsinə baxaq. Bu məsələni aşağıdakı tənliklər sistemi ilə 
approksimasiya edək: 
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     (5.43) 

 Bu sistem 1+n  məchullu 1+n  sayda qeyri-xətti tənliklər sistemidir. 
Bu sistemi dərsliyin II hissəsində verilmiş təqribi üsulların biri ilə həll 
etmək olar. Bu sistemin həllini (5.35), (5.36) məsələsinin dəqiq həllinin 
düyün nöqtələrindəki qiymətlərinin təqribi qiymətləri kimi götürmək olar. 
 Aşağıdakı kimi diskret funksiyaya baxaq:  
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Aşkardır ki, bu funksiya simmetrikdir, yəni 

)1,,2,1,(
)(1
)(02 1,,1, −=

⎩
⎨
⎧

=
≠

=+− −+ nikik
ikggg ikikik K   (5.44) 

və 

.8
)(1

1

2
2 ∑

−

=

−≤
n

k
ki

abgh                    (5.45) 

kig  funksiyasının (5.44) xassəsindən istifadə etsək: 

∑
−

=
=

1

1

2
n

k
kkii fghz  

funksiyasının 
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fərqlər sisteminin həlli olduğunu yoxlamaq asandır. 
 Onda aydındır ki, 
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k
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fərqlər sistemini ödəyir. 
 Bu faktdan istifadə etsək (5.43) sistemini aşağıdakı sistemə gətirmiş 
oluruq: 

∑
−

=
+−+=

1

1

2 ).,()(
n

k
kkkiabai yxfghyyn

iyy       (5.46) 

İndi üsulun xətasını qiymətləndirək.  
 iy~  ilə (5.43) və ya (5.46) sisteminin həllini, yəni (5.35), (5.36) 
məsələsinin ix  )1,,1,0( −= ni K  nöqtələrində təqribi həllini, iy  ilə 
(5.35), (5.36) məsələsinin ix  nöqtələrində dəqiq həllini işarə edək. 
 yyii

~−=ε  xətasını qiymətləndirək. Xəta tənliyi aşağıdakı şəkildə 
olar: 

).1,,2,1()~,(),(2
2

11 −=+−=
+− −+ niryxfyxf

h iiiii
iii K
εεε  

Burada 

.)(max,
6

)3(
33

2
xyMMhrr

xi ==≤  

(5.46) düsturundan istifadə etsək: 
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22 )]~,(),([
n

k
kki

n

k
kkkkkii rghyxfyxfghε  

olduğunu alarıq. 
 Fərz edək ki, ),( yxf  funksiyası y  dəyişəninə nəzərən Lipşits şərtini 
ödəyir: 

.),(),( yyLyxfyxf −≤−  
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Onda 
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k
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n

k
kii ghrghL εε  

(5.46) bərabərliyindən istifadə etsək: 

rababL
iii 8

)()max(
8

)( 22 −+−≤ εε  

alarıq. 
 Fərz edək ki,  

.8)( 2 <− abL  
Onda  

.
])(8[6

)(
,~,

])(8[6
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2
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2
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§7. Xətti sərhəd məsələsinin dəqiq fərqlər  

sxemi ilə həlli 
 Yenə də (5.37) xətti sərhəd məsələsinə baxaq: 

,)(,)(),()( ba ybyyayxfyxqy ===−′′           (5.47) 
burada ,0)( ≥xq  )(xf  funksiyaları ],[ ba  parçasında hissə-hissə 
kəsilməz funksiyalardır. 
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,,()(),(
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01121
bxaxni

ihxxxxxxVxV
n
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K
 

ilə uyğun olaraq aşağıdakı məsələlərin həllini işarə edək: 

.1
)(

,0)(,)(
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,0)(,)(

12
1222

2
2

11
1112

1
2

−===

===

+
+

−
−

dx
xdVxVVxq

dx
Vd

dx
xdVxVVxq

dx
Vd

i
i

i
ii

i

i
i

i
ii

i

 

 Aşkardır ki, 0)(1 >xV i  )( 11 +− << ii xxx  monoton artır. 0)(2 >xV i  
)( 11 +− << ii xxx  isə monoton azalır və  

).()(),()( 1
1

121211 +
+

−+ == i
i

i
i

i
i

i
i xVxVxVxV  

 Aşağıdakı kimi köməkçi operatorlara baxaq: 
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İsbat edək ki,  
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 Əvvəlcə (5.48)-i isbat edək: 
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bu da (5.48) bərabərliyidir. 
 İndi isə (5.49) bərabərliyini isbat edək: 
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Burdan (5.49) bərabərliyini alırıq. 
Əgər (5.49) düsturunda )(xy  funksiyasını (5.47) məsələsinin həlli 

kimi qəbul etsək: 
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)()(
1

1

1

2

1        (5.50) 

olduğunu alırıq. Burada fTf ii = . Bu da dəqiq fərqlər sxemidir. 
 (5.50) fərqlər sxemindən görünür ki, bu sistemi həll etmək üçün 

)(1 xV i  və )(2 xV i  funksiyalarını təyin etmək lazımdır. Bu funksiyaları 
həmişə tapmaq mümkün olmadığından onların təqribi qiymətlərini tapaq. 
 shxx i +=  qəbul etsək, ],[ 11 +− ii xx  parçası ]1,1[−  parçasına, ix  isə 
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0=s  nöqtəsinə çevrilər. 
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işarələməsini aparaq. 

ii K
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işarələməsini aparsaq: 

.
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i
ii xV
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ii VV 21 ,(  funksiyalarının xassələrinə əsasən). 
 Onda (5.50) dəqiq fərqlər sxemi 
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şəklini alar. Yaxud  
,11 iiiiiii fyByCyA =+− +−                      (5.51) 
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 Yuxarıdakı işarələmələri nəzərə alsaq ii VV 21 ,  funksiyalarını təyin 
edən tənliklərdən  
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               (5.52) 
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               (5.53) 

olduğunu alarıq. Burada ).()( shxqsq ii +=  

 (5.52) və (5.53) məsələlərindən görünür ki, ),( hsiα  və ),( hsiβ  

funksiyaları 2h  parametrinə nəzərən analitik funksiyalardır. Ona görə də  
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Burada )(sikα  və )(sikβ  aşağıdakı rekurent düsturlardan təyin olunur;  
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 Əgər (5.54)-də sonlu sayda hədlər götürsək: 
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m hshshshs
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2 )(),(,)(),( ββαα  

və (5.51)-də iα  və iβ -ni uyğun olaraq, i
mα  və i

mβ  ilə əvəz etsək 
(təbiidir ki, burada istifadə etdiyimiz bütün düsturlarda) 

)()(
1

)()()()(
1

)( m
i

m
i

m
i

m
i

m
i

m
i

m
i fyByCyA =+− +−   

olduğunu alarıq. Bu sistemin həlli, (5.47) məsələsinin nxxx ,,, 10 K  
nöqtələrində təqribi qiymətləri kimi götürülür. 
 İsbat etmək olur ki, 

).(0 22)( +=− mm
ii hyy  

 
§ 8. Xətti sərhəd məsələsinin başlanğıc  

məsələlərə gətirilməsi 
 Yenə də  

)()( xfyxqy +=′′                                (5.55) 

ba ybyyay == )(,)(                          (5.56) 
xətti sərhəd məsələsini nəzərdən keçirək. 
 Bu paraqrafda sərhəd məsələsinin həllini başlanğıc məsələlərin 
həllinə gətirilmə qaydaları verilir. 

1. (5.55), (5.56) məsələsinin həllini  
vcuy +=                                  (5.57) 

şəklində axtaraq. Burada )(xuu =  funksiyası 
uxqu )(=′′  

tənliyinin sıfırdan fərqli həllidir, )(xvv =  isə  
)()( xfvxqv +=′′  

tənliyinin hər hansı bir həllidir. Aşkardır ki, (5.57) düsturu ilə təyin 
olunan )(xy  funksiyası ixtiyari c  üçün (5.55), (5.56) məsələsinin həlli 
olar. İxtiyari c  üçün bu )(xy  funksiyasının ayay =)(  şərtini, yəni 

 177

,)()( ayavacu =+  
ödəməsi üçün 

ayavau == )(,0)(  
şərtləri ödənməlidir. 
 Aşkardır ki, əgər )(xu  və )(xv  funksiyalarını uyğun olaraq 

1)(,0)(,)( =′==′′ auauuxqu                (5.58) 
və  

0)(,)(),()( =′=+=′′ avyavxfvxqv a          (5.59) 
məsələlərinin  həlli kimi götürsək, (5.57) funksiyası ixtiyari c  üçün 
(5.55) tənliyini və ayay =)(  şərtini ödəyər.  

İndi c  parametrini elə seçək ki, (5.57) funksiyası byby =)(  şərtini də 
ödəsin: 

,)()( bybvbcu =+    .
)(

)(
bu
bvyc b −=  

Burada 0)( ≠bu  olduğu fərz olunur. 
 Beləliklə, (5.55), (5.56) sərhəd məsələsini iki başlanğıc məsələyə - 
(5.58) və (5.59) - gətirdik. Başlanğıc məsələlərin həlli üçün əvvəlki 
paraqraflarda verdiyimiz ədədi üsullardan istifadə edib, )(xu  və )(xv  
funksiyalarının ixtiyari nöqtədə təqribi qiymətlərini tapdıqdan sonra  

)()(
)(

)(
)( xvxubu

bvyxy b +−
−

=  

düsturunun köməyi ilə )(xy  funksiyasının da təqribi qiymətlərini tapmış 
olarıq. 
 )(bu  ədədi kiçik olduqda bu üsulu təcrübədə tətbiq etmək səmərəli 
olmur. Bu da üsulun əsas nöqsanıdır. 
 İndi aşağıdakı kimi xüsusi məsələyə baxaq: 

),()( xfyxqy +=′′                     (5.60) 
,)()( 10 αα +=′ ayay                  (5.61) 

.)()( 10 ββ +=′ byby                   (5.62) 
 Bu məsələnin həlli üçün yuxarıda şərh etdiyimiz üsulu tətbiq etsək, 
məsələnin həlli  
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düsturları ilə təyin olunar. Buradan görünür ki, )()( 0 bubu β−′  kafi qədər 
kiçik olduqda bu üsulu tətbiq etmək əlverişli deyil. 
 Beləliklə, göstərdik ki, yuxarıda şərh etdiyimiz üsulu, istər (5.55), 
(5.56) və istərsə də (5.60)-(5.62) məsələsinin həllinə tətbiq etdikdə, uyğun 
olaraq )(bu  və )()( 0 bubu β−′  ədədləri kiçik olduqda, əlverişli olmur. Bu 
halda başqa bir üsul, qovma üsulunu, tətbiq etmək əlverişli olur. 
 2. (5.60)-(5.62) məsələsini həll etmək üçün qovma üsulunu tətbiq 
edək. Elə bir tərtibli xətti diferensial tənlik: 

)()( 10 xyxy αα +=′                     (5.63) 
axtaraq ki, vcuy +=  bu tənliyin həllər ailəsinə daxil olsun. 
 (5.63)-də ax =  qəbul etsək (5.61) şərtini alırıq. 
Onda 

.)(,)( 1100 αααα == aa  
vcuy +=  funksiyası (5.63) tənliyini ödədiyindən  

).()(,)( 100 xvxvxxu ααα +≡′≡′  
Birinci eyniliyi diferensiallayıb, uxqu )(≡′′  eyniliyindən istifadə etsək: 

)()()( 2
00 xqxx =+′ αα  

olduğunu alarıq. İkinci eyniliyi diferensiallayıb, )()( xfxqv +≡′′  
eyniliyindən istifadə etsək: 

)()()()( 101 xfxxx =+′ ααα  
olduğunu alarıq. 

Bu axırıncı bir tərtibli diferensial tənliklər sistemini həll edib )(0 xα  
və )(1 xα  tapdıqdan sonra (5.63)-dən  

)()()()( 10 bbybby αα +=′  
olduğunu alırıq ki, bu tənliyi (5.62) ilə birgə həll edib, )(by  və )(by′ -ni 
tapırıq. Beləliklə (5.60) tənliyini həll etmək üçün sağ ucda Koşi şərtlərini 
tapmış oluruq. Bu Koşi məsələsini həll etməklə qoyulmuş sərhəd 
məsələsini də həll etmiş oluruq. Bu üsula qovma üsulu deyirlər (sərhəd 
şərti bir ucdan o birisinə qovulur). 
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 Nəhayət, qeyd edək ki, qovma üsulunu (5.55), (5.56) məsələsinə 
tətbiq etmək əlverişli olmur. Bu halda )(),( 10 xx αα  funksiyalarını tapmaq 
üçün qeyri-xətti diferensial tənliklər sistemi alırıq. 
 

§9.Operator tənliklər üçün variasiya üsulu 
 Gələcəkdə diferensial tənliklər üçün qoyulmuş sərhəd məsələlərini 
həll etmək üçün əvvəlcə daha ümumi tənliklər-operator tənliklər üçün 
variasiya üsulunu tətbiq edək. 
 Tutaq ki, H  – həqiqi hilbert fəzasıdır. A  ilə, təyin oblastı HHA ⊂  
olan, xətti operatoru işarə edək. Fərz olunur ki, AH  çoxluğu H  
fəzasında hər yerdə sıxdır. Əgər ixtiyari AHy∈   üçün  

)0(),(,0),( 22 >≥≥ γγ yyAyyAy  
olarsa, A  operatoruna uyğun olaraq müsbət və müsbət-müəyyən operator 
deyirlər. 
 Əgər ixtiyari AHzy ∈,  üçün  

),(),( AzyzAy =   
olarsa, A  operatoruna simmetrik operator deyirlər.  
 Aşağıdakı kimi operator tənliyə baxaq: 

,fAy =                                (5.64) 
burada Hf ∈  verilmiş element, AHy∈  isə axtarılan elementdir. 

Teorem 5.5. Tutaq ki, xətti A  operatoru müsbət və simmetrikdir. 
Onda 

),(2),()( yfyAyyJ −=  
funksionalına minimum verən ünsür (5.64) tənliyinin həlli olar. 
 İsbatı. Tutaq ki, Hy ∈∗  ünsürü )(yJ  funksionalına minimum  verir. 

İxtiyari AHz∈  və həqiqi λ  parametrini götürək. Onda AHzy ∈+∗ λ  və  

)()( ∗∗ ≥+ yJzyJ λ  
olar. Aşkardır ki, 

−+++=

=+−++=+∗

),(),(),(),(
),(2)),(()(

2****

***

zAzyAzzAyyAy
zyfzyzyAzyJ

λλλ
λλλλ  

),,(),(2)(),(2
),(),(2)(),(2),(2

2**

2***

zAzzfAyyJzf
zAzzAyyJzfyf

λλλ
λλλ

−−+=−

−++=−−  
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.0),(),(2
,0)()(),(),(2

2*

**2*

≥−−

≥−+=−−

zAzzfAy
yJzyJzAzzfAy

λλ
λλλ  

Buradan  

).0(0),(),(2
),0(0),(),(2

*

*

<≤−−

>≥−−

λλ
λλ

zAzzfAy
zAzzfAy  

Birinci bərabərsizlikdə ,0+→λ  ikincidə isə 0→λ  – götürsək, uyğun 
olaraq 

0),(
0),(

≤−

≥−
∗

∗

zfAy
zfAy  

olduğunu alırıq. Buradan 
.0),( =−∗ zfAy  

AH  çoxluğu H  fəzasında hər yerdə sıx olduğundan 

.fAy =∗  
Teorem isbat olundu. 
 Bu teorem onu göstərir ki, (5.64) tənliyinin həllini tapmaq üçün, 

)(yJ  funksionalına minimum verən elementi tapmaq kifayətdir. 
 İndi isə )(yJ  funksionalına minimum verən nöqtənin təqribi 
qiymətini tapmaq üsulunun ideyasını şərh edək.  
 AH -nın elə alt fəzalarını  

A
n
AAA HHHH ⊂⊂⊂⊂⊂ LL )()2()1(  

seçək ki, )(yJ  funksionalına bu alt fəzalarda minimum verən nöqtələri 

tapmaq asan olsun. )(n
AH -də funksionala minimum verən nöqtəni ny  ilə 

işarə edək. Bu nöqtə, )(yJ  funksionalına AH -da minimum verən 
nöqtənin təqribi qiyməti kimi götürülür. 
 Aşkardır ki,  

),()(min)()()( *
21 yJyJmyJyJyJ

AH
n ==≥≥≥≥≥ LL  

buradan da  
mMyJ nn

≥=
∞→

)(lim  

olduğunu alırıq. 
 )(n

AH  alt fəzası elə seçilməlidir ki, mM =  olsun. Belə }{ ny  ar-
dıcıllığına funksionalı minimumlaşdıran ardıcıllıq deyirlər.  
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 Aydındır ki, funksionalı minimumlaşdıran ardıcıllıq ∗y -ya yığılmaya 
da bilər. Aşağıdakı teorem ∗

∞→
= yynn

lim  olması üçün kafi şərtləri verir və 

bu yığılmanın sürətini də müəyyən edir.  
 Teorem 5.6. Tutaq ki, xətti A  operatoru simmetrik və müsbət 
müəyyəndir. Onda  

∗
∞→

= yynn
lim  

və  

.)()(1 ∗∗ −≤− yJyJyy nn γ
 

 İsbatı. ∗y  nöqtəsi )(yJ  funksionalına minimum verdiyindən 

fAy =∗   
olar (teorem 5.5-ə əsasən). Onda 

.)),(()),((

)),((),()),((
),(),(2),(),(2
),(),(2),()()(

22 ∗∗∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗∗∗

∗∗∗

−≥−−=−−

−−=−−−=

=+−=+

+−−=−

yyyyyyAyyyA

yyyAAyyyyyyA
yAyAyyyAyyf
yAyfyyAyyJyJ

nnnn

nnnnn

nnn

nnnn

γ

 

Buradan  
)()(lim ∗

∞→
== yJmyJ nn

 

olduğundan 
∗

∞→
= yynn

lim  

olduğunu alırıq. Yığılma sürətini müəyyənləşdirən bərabərsizlik də  
22)()( ∗∗ −≥− yyyJyJ nn γ  

bərabərsizliyindən alınır. Teorem isbat olundu. 
 Beləliklə, (5.64) tənliyinin təqribi həllini tapmaq üçün )(yJ  
funksionalını minimumlaşdıran ardıcıllığı tapmaq kifayətdir. Konkret 
məsələlər üçün belə ardıcıllıqların qurulmasına gələcəkdə baxacağıq. 

 
§10. Rits üsulu  

 Xətti diferensial tənlik üçün qoyulmuş sərhəd məsələsinə baxaq: 
0)()(),()( ==+=′′ byayxfyxqy        (5.55) 

Burada sadəlik üçün bircinsli sərhəd şərtləri götürülmüşdür. Əks halda 
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xətti əvəzləmə vasitəsilə həmişə bircinsli sərhəd şərtlərinə gətirmək olar. 
 Fərz olunur ki, 0)( 0 >≥ qxq  və )(xf  )( bxa ≤≤  kəsilməz 
funksiyalardır. Tutaq ki,  

yxqyAybaLH )(],,[2 +′′−==  
və bu operatorun təyin oblastı AH−  iki dəfə kəsilməz törəmələri olan və 

0)()( == byay  şərtini ödəyən funksiyalar çoxluğudur. Onda (5.65) 
məsələsini  

fAy −=                                 (5.66) 
operator tənliyi şəklində yazmaq olar. 
 İsbat edək ki, A  operatoru AH  çoxluğunda simmetrik və müsbət -
müəyyəndir. Fərz edək ki, ., AHzy ∈  Onda 

=+′′−=+′′−= ∫∫∫
b

a

b

a

b

a
qyzdxzdxyzdxqyyzAy )(),(  

∫∫∫ +′′−′=+′′+′−=
b

a

b
b

b

a

b

a

b
a dxzzyayzdxdxzyyz  

).,()( Azyydxqzzqyzdx
b

a

b

a
=+′′−=+ ∫∫  

Deməli, A  operatoru simmetrikdir. 
 İndi isə A  operatorunun müsbət müəyyənliyini isbat edək. Tutaq ki, 

.AHy∈  Onda 

+′+′−=+′′−=+′′−= ∫∫∫∫
b

a

b
a

b

a

b

a

b

a
dxyyydxqyydxyydxqyyyAy 22)(),(  

,2
0

2
0

2
0

22 yqdxyqdxyqdxydxqy
b

a

b

a

b

a

b

a
=≥+′=+ ∫∫∫∫  

.),( 2
0 yqyAy ≥  

Bu da A  operatorunun müsbət-müəyyən olmasını göstərir. 
 A  operatoru simmetrik və müsbət-müəyyən olduğundan teorem 5.5-ə 
əsasən, (5.56) tənliyinin həllini tapmaq üçün )(yJ  funksionala minimum 
verən nöqtəni tapmaq lazımdır. Ona görə də əvvəlcə (5.65) məsələsi üçün 

)(yJ  funksionalını hesablayaq: 
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∫

∫∫∫

∫∫∫

++′=

=++′+′−=++

+′′−=++′′−=+=

b

a

b

a

b

a

b
a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxfyqyy

dxyfqydxyyydxyfqy

ydxyyfdxydxqyyfyyAyyJ

,)2(

)2()2(

2)(),(2),()(

22

222  

.)2()( 22∫ ++′=
b

a
dxfyqyyyJ                                              (5.67) 

 Teorem 5.6-ya əsasən bu funksionala minimum verən nöqtənin 
“təqribi qiymətini” tapmaq üçün minimumlaşdıran ardıcıllığı qurmaq 
kifayətdir. 
 Belə ardıcıllığı qurmaq üçün əvvəlcə aşağıdakı lemmanı isbat edək. 
 Lemma 5.4. 1) Hər bir M  ədədi üçün elə R  ədədi olmallıdır ki,  

0)()( == byay  
sərhəd şərtlərini 

∫∫ ≤++′=′=
b

a

b

a
MdxfyqyydxyyxfyJ )2(),,()( 22  

bərabərsizliyini ödəyən ixtiyari )(xy  funksiyası 
)()( bxaRxy ≤≤≤  

bərabərsizliyini də ödəməlidir. 
 2) Hər bir R  ədədi üçün elə 1, >pd  ədədləri seçmək olar ki, ixtiyari 

),(,],,[ ∞−∞∈≤∈ zRybax  üçün  

dzzyxf p +≥),,(  
bərabərsizliyi doğru olur. 
 İsbatı. Tutaq ki, .)( MyJ ≤  Onda 

∫ ∫ +≤′
b

a

b

a
Mdxyxfdxy ,)(22  

,)(max)(22 Mxydxxfdxy
b

a bxa

b

a
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤′∫ ∫ ≤≤

 

∫ ′=
x

a
dttyxy )()(  
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eyniliyindən 

∫ ′−≤
≤≤

b

bbxa
dxyabxy 2)(max  

olduğu alınır 
 Bu axırıncı bərabərsizliklərdən  

)(max)(2)(max xydxxfMabxy
bxa

b

abxa ≤≤≤≤ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−≤ ∫ , 

Rdxxfabxy
b

abxa
=−≤ ∫≤≤

)()(2)(max . 

Lemmanın birinci hissəsi isbat olundu. 
Əgər  

)(max21,2 xfRdp
bxa ≤≤

−==  

qəbul etsək lemmanın ikinci hissəsinin doğruluğu bir başa ),,( zyxf  
funksiyasının ifadəsindən alınır. 
 İndi funksionalı minimumlaşdıran ardıcıllıq quraq. ],[ ba  parçasında 
təyin olan və aşağıdakı şərtləri ödəyən ixtiyari kəsilməz diferensiallanan 

)(,),(),( 21 xxx nϕϕϕ K  funksiyalar sisteminə baxaq: 
1) );,,2,1(0)()( niba ii K=== ϕϕ  
2) ),,2,1()}({ nixi K=′ϕ xətti asılı olmayan sistemdir; 
3) ],[ ba  parçasında kəsilməz olan ixtiyari )(xΦ  funksiyası və ixtiyari 

0>ε  üçün elə  
)()()( 11 xaxax nnn ϕϕ ′++′=Φ L  

ümumiləşmiş çoxhədlini tapmaq olar ki,  
]),[()()( baxxx n ∈<Φ−Φ ε  

bərabərsizliyi ödənsin. 
 Bu şərtləri ödəyən )(xiϕ  funksiyaları əvəzinə  

)()()( xbaxx i
i −−=ϕ  

və ya  

ab
axixi −

−= πϕ sin)(  

funksiyalarını götürmək olar. 
 Minimallaşdıran ardıcıllığın ümumi həddini  
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∑
=

=
n

i
iin xaxy

1
)()( ϕ   

şəklində axtaraq. 
 Aşkardır ki, ixtiyari n  və ia  üçün bu funksiya sərhəd şərtlərini 
ödəyir: 

0)()( == byay nn  
 Bu funksiya üçün )(yJ  funksionalını hesablasaq 

∑∑
==

+=
n

i
ii

n

ji
jiijn aAaaAyJ

11,
2)(  

olduğunu alarıq. Burada 

),,,2,1,()]()()()()([ njidxxxxqxxA
b

a
jijiij K=+′′= ∫ ϕϕϕϕ  

).,,2,1()()( nidxxfxA
b

a
ii K== ∫ϕ  

 İsbat edək ki, ),,()( 1 nn aayJ KΦ=  funksiyası özünün minimumunu 

ia -lərin sonlu qiymətlərində alır. Bunun üçün ia -lərdən hər hansı bir 
∗∗∗
naaa ,,, 21 K  sistemini götürək və  

Maaa n =Φ ∗∗∗ ),,,( 21 K  
işarələməsini aparaq. Aşkardır ki, bizə ia -lərin elə qiymətlərinə baxmaq 
lazımdır ki,  

Maaa n ≤Φ ),,,( 21 K   
bərabərsizliyi ödənsin. Lemma 5.4-ün birinci hökmünə əsasən elə R  
tapmaq olar ki, 

)()( bxaRxy ≤≤≤  
bərabərsizliyi ödənsin. Onda həmin lemmanın hökmünə əsasən isə  

,
1

dxdaM
b

a

pn

k
kk∫ ∑

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+′≥

=
ϕ   ∫ ∑ =−−≤′

=

b

a

pn

k
kk MabdMdxa ,)( 1

1
ϕ  

./1
1

/1

1

p
pb

a

pn

k
kk Mdxa ≤

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
′∫ ∑

=
ϕ  



 186 

2
1 i
n

ikk aa
=
Σ=λ  işarələməsini aparsaq: 

p
pb

a

pn

k
kk

n

i
i Mdxa /1

1

/1

11

2 ≤
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
′∫ ∑∑

==
ϕλ  

olduğunu alarıq. Aşkardır ki,  

∑
=

=
n

i
i

1

2 1λ  

Ona görə də  
pb

a

pn

k
kkn dx

/1

1
21 ),,,(

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
′= ∫ ∑

=
ϕλλλλψ K  

kəsilməz funksiyası, vahid sferada ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∑

=

n

i 1

2 1λ  özünün ən kiçik 

−δ qiymətini alır. Onda 

.
/1

1

1

2
δ

pn

i
i

Ma ≤∑
=

 

 Beləliklə, isbat etdik ki,  
Maaa n ≤Φ ),,,( 21 K  

bərabərsizliyini ödəyən ia -lər çoxluğu, n -ölçülü Evklid fəzasında 
məhdud qapalı çoxluq təşkil edir. Buradan çıxır ki, elə naaa ,,, 21 K  
ədədləri var ki, ),,,( 21 naaa KΦ  funksiyası özünün ən kiçik qiymətini 
alır. 
 Nəhayət, isbat edək ki, 

).()(lim ∗
∞→

= yJyJ nn
 

 )(xkϕ  funksiyasının 3-cü xassəsinə əsasən ixtiyari 0>ε  və ixtiyari 
kəsilməz-diferensiallanan )(xy  funksiyası üçün elə n  və ia -lər tapmaq 
olar ki, 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
≤′−′ ∑

= abxaxy
n

k
kk

εεϕ ,min)()( 0
1

 

ödənsin. Onda 
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,)()()()(
11

εϕϕ <⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′−′≤− ∫ ∑∑
==

x

a

n

k
k

kn

k
kk dxxaxyxaxy  

buradan 
η<−≤ ∗)()(0 yJyJ n  

olduğunu alırıq. Burada η  kafi qədər kiçik ədəddir. Elə buna görə də 

).()(lim ∗
∞→

= yJyJ nn
 

Beləliklə, biz isbat etdik ki, ia -lərin elə sonlu qiymətlərini tapmaq 
olar ki,  

∑
=

=
n

i
iin xaxy

1
)()( ϕ  

funksiyalar ardıcıllığı minimumlaşdıran ardıcıllıq olar. 
Teorem 5.6-ya əsasən bu funksiyanı )(yJ  funksionalına minimum 

verən nöqtənin təqribi qiyməti kimi, yəni (5.65) məsələsinin təqribi həlli 
kimi götürmək olar (teorem 5.5).  

Biz )(xyn  funksiyasını minimumlaşdıran ardıcıllığın ümumi həddinə 
çevirən ia -lərin varlığını isbat etdik. İndi onların tapılması qaydasını 
verək. 

ia -ləri tapmaq üçün aşağıdakı xətti tənliklər sistemini alırıq: 

).,,2,1(0
)(

2
1

1
nkaAAa

yJ n

i
iikk

k

n K==+=
∂

∂
∑
=

     (5.68) 

 İsbat edək ki, bu sistemin yeganə həlli var. Bunun üçün uyğun 
bircinsli tənliklər sisteminin 

),,2,1(0
1

nkaA
n

i
iik K==∑

=
 

yalnız sıfır həlli olduğunu isbat etmək kifayətdir.  
 Tutaq ki, naa ,,1 K  bircinsli sistemin sıfırdan fərqli həllidir.  

).,,2,1(0
1

nkaA
n

i
iik K==∑

=
 

∑
=

=
n

i
iin a

1
ϕψ  işarələməsini aparaq. Buradan 
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0)( =+′′∫
b

a
knkn dxq ϕψϕψ  

olduğunu alarıq. Doğrudan da, 

∫ ∑∑

∑ ∫∑

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′′==

==

==
b

a
k

n

i
iik

n

i
ii

i
n

i

b

a
kiki

n

i
iik

dxxxaxqxxa

adxxxxqxxaA

)()()()()(

)]()()()()([0

11

11

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ
 

[ ] ,)()()()()(∫ +′′=
b

a
knkn dxxxxqxx ϕψϕψ  

).,,2,1()]()()()()([ nkdxxxxqxx
b

a
knkn K=+′′∫ ϕψϕψ  

Bu bərabərliyin hər tərəfini ka -ya vurub 1-dən n -dək cəmləsək: 

∫ =+′
b

a
nn dxxxqx 0})]()[()]({[ 22 ψψ  

olduğunu alarıq. Buradan 
0)( =′ xnψ   

və ya  

∑
=

=′
n

i
ii xa

1
.0)(ϕ  

 Bu o deməkdir ki, )}({ xiϕ′  xətti asılı sistemdir. Bu isə şərtə ziddir. 
 Beləliklə aşağıdakı teoremi isbat etmiş oluruq. 
 Teorem 5.7. Tutaq ki, 0)( >xq  və )(xf  )( bxa ≤≤  funksiyaları 
kəsilməzdir. 
 Onda )},({ xyn  

∑
=

=
n

i
iin xaxy

1
)()( ϕ  

(burada ia -lər (5.68)-dən təyin olunur) ardıcıllığı (5.67) funksionalını 
minimumlaşdıran ardıcıllıqdır və  

),()(lim xyxynn
∗

∞→
=  

belə ki, yığılma sürəti aşağıdakı düsturla təyin edilir: 
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)()(1)()(
02

∗∗ −≤− yJyJ
q

xyxy nLn . 
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§11. Uyğunsuzluqların minimumlaşdırılması  
üsulları haqqında 

  Yuxarıda olduğu kimi yenə də xətti diferensial tənlik üçün sərhəd 
məsələsinə baxaq:  

.)(,)(),()( ba ybyyayxfyxqy ==+=′′              (5.69) 
 Aşağıdakı kimi xətti-asılı olmayan və ],[ ba  parçasında təyin olunan 
funksiyalar sistemini nəzərdən keçirək: 

)(,),(),( 10 xxx nϕϕϕ K  
və fərz edək ki,  

),,2,1(0)()(,)(,)( 00 nibaybya iiba K===== ϕϕϕϕ   
şərtlərini ödəyir. 

(5.69) məsələsinin təqribi həllini  

∑
=

+=
n

i
iin xcxxy

1
0 )()()( ϕϕ   

şəklində axtaraq. Bu funksiyanın sərhəd şərtlərini ödədiyi aşkardır. 

∑
=

−′′+−−

−′′=−−′′≡
n

i
iii

nnn

xxqxcxfxxq

xxfyxqycccxR

1
0

021

)]()()([)()()(

)()()(),,,,(

ϕϕϕ

ϕK

 

funksiyasına (5.69) məsələsinin uyğunsuzluğu (nevyazkası) deyirlər. 
Aşkardır ki, əgər elə ∗∗∗

nccc ,,, 21 K  sabitləri tapmaq olarsa ki, 
uyğunsuzluqları sıfra çevrilsin: 

,0),,,,( 21 =∗∗∗
ncccxR K  

onda 

∑
=

+=
n

i
iin xcxxy

1

*
0

* )()()( ϕϕ                          (5.70) 

funksiyası (5.69) məsələsinin dəqiq həlli olardı. Təcrübədə belə 
),,2,1( nici K=∗  tapmaq mümkün olmadığından elə ic -lər seçilir ki, 

),,,,( 21 ncccxR K  kafi qədər kiçik olsun. 
Bunun üçün müxtəlif üsullar tətbiq edilir. 
1. Kollokasiya üsulu. ),,2,1( nici K=  sabitlərini elə seçək ki, kafi 

qədər bir-birinə yaxın olan nxxx ,,, 21 K ),,2,1],,[( nibaxi K=∈  nöqtə-
lərində uyğunsuzluq sıfra çevrilsin: 

),,,2,1(0),,,,( 21 nicccxR ni KK ==  
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yaxud  

).,,2,1()()()()()]()()([
1

00 nixfxxqxcxxqx i
n

j
iiijijiij K=−−′′=−′′∑

=
ϕϕϕϕ  

Bu sistemi həll edib (əgər həlli varsa) c c cn1 2
* * *, , ,K  tapdıqdan sonra, 

(5.70) funksiyası (5.69) məsələsinin təqribi həlli kimi götürülür. 
2. Ənkiçik kvadratlar üsulu. Bu üsulda ic ),,2,1( ni K=  parametr-

lərini elə seçirlər ki,  

∫=
b

a
n dxcccxRJ ),,,,( 21

2 K  

ən kiçik qiymət alsın. Bunun üçün  

∫ ==
∂
∂=

∂
∂ b

a ii
nidxc

RRc
J ),,2,1(0

2
1

K  

və yaxud 

∑ ∫
=

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−′′−′′
n

j
j

b

a
jjii cdxxxqxxxqx

1
)]()()()][()()([ ϕϕϕϕ  

∫ +′′−−′′=
b

a
ii dxxxqxxfxxqx )]()()()()][()()([ 00 ϕϕϕϕ  

sistemini həll etmək lazımdır. 
Bu sistemi həll edib (əgər həlli varsa) ∗∗∗

nccc ,,, 21 K  ədədlərini tap-
dıqdan sonra, (5.70) funksiyası (5.69) məsələsinin təqribi həlli kimi qəbul 
edilir. 

Qeyd edək ki, bəzən J  inteqralının əvəzinə  

∑
=

=
N

i
niN cccxRJ

1
21 ),,,,( K  

funksiyasının minimum alması şərtindən də nccc ,,, 21 K  tapılır. Burada 

nxxx ,,, 21 K  ),2,1],,[( K=∈ ibaxi  nöqtələri bir-birinə yaxın götürülür.  
3. Qalyerkin üsulu. Tutaq ki, ,...2,1)}({ =ii xϕ  funksiyalar sistemi tam 

və ortoqonaldır.  
 Məlumdur ki, əgər kəsilməz )(xf  funksiyası ],[ ba  parçasında )(xiϕ  
funksiyalarına ortoqonaldırsa, yəni 



 189 

),,2,1(0)()( K==∫ idxxxf
b

a
iϕ  

onda 
).(0)( bxaxf ≤≤≡  

Bundan başqa, məlumdur ki, kəsilməz )(xf  funksiyası sonlu 

nϕϕϕ ,,, 21 K  (kafi qədər böyük n -lər üçün) funksiyalarına ],[ ba  par-
çasında ortoqonaldırsa, onda )(xf  funksiyası ],[ ba  parçasında kafi qədər 
kiçik olacaqdır. Qalyerkin üsulu bu fakta əsaslanır. 
 ),,2,1( nici K=  parametrləri elə seçilir ki, uyğunsuzluq ,R  ],[ ba  
parçasında )(,),(1 xx nϕϕ K  funksiyalarına ortoqonal olsun. Onda qeyd 
etdiyimiz kimi uyğunsuzluq kafi qədər kiçik olacaqdır (kafi qədər böyük 
n -lər üçün). 

Beləliklə, ),,2,1( nici K= -ləri tapmaq üçün aşağıdakı sistemi alırıq: 

),,2,1(0),,,,()( 21 nidxcccxRx
b

a
ni KK ==∫ϕ  

və ya  

∑ ∫
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′′

n

j
j

b

a
jii cdxxxqxx

1
)]()()()[( ϕϕϕ  

∫ −−′′=
b

a
i dxxfxxqxx .)]()()()()[( 00 ϕϕϕ  
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VI FƏSİL 
 

XÜSUSİ TÖRƏMƏLİ DİFERENSİAL TƏNLİKLƏRİN TƏQRİBİ 
ÜSULLARLA HƏLLİ 

 
 Adi diferensial tənliklərdə olduğu kimi, xüsusi törəməli diferensial 
tənliklərin də dəqiq həllini çox az hallarda tapmaq olur. Buna görə də belə 
tənliklərin həlli üçün müxtəlif təqribi üsullar təklif edilmişdir (həm 
analitik və həm də ədədi üsullar). Bu fəsildə belə üsullardan bir neçəsi 
şərh olunur. Burada əsasən ədədi üsullar verilir. 
 Sadəlik xatirinə, baxılan tənliklər iki dəyişənli funksiyalar üçün 
götürülür. Eyni qayda ilə çoxdəyişənli xüsusi törəməli diferensial 
tənliklərə də baxmaq olar. 

 
§1. Şəbəkə üsulu 

 Üsulun ideyası ondan ibarətdir ki, diferensial tənliyə daxil olan 
funksiyaların təyin oblastını 

),2,1,0(
),,2,1,0(

0

0
K

K

±±=+≡=
±±=+≡=

jjlyyy
iihxxx

j
i  

paralel düz xətlərlə şəbəkələrə bölüb oblastı bu düz xətlərin kəsişmə 
nöqtələri çoxluğu ilə əvəz etmək lazımdır. Bundan sonra diferensial 
tənlikdə ),( yx  nöqtəsini ),( ji yx  düyün nöqtəsilə və bu nöqtələrdə 
törəmələri uyğun sonlu fərqlərlə əvəz edib, cəbri tənliklər sistemi alırıq. 
Bu sistemin həlli məsələnin həllinin düyün nöqtələrində təqribi qiymətləri 
kimi götürülür.  
 Aşağıda bu üsul müxtəlif məsələlərə tətbiq edilir. Baxılan məsələlərin 
həllərinin varlığı və yeganəliyi fərz edilir. 

1. Elliptik tənliklər üçün. Elliptik tənliklər üçün aşağıdakı sərhəd 
məsələsinə  baxaq: 

fguy
udx

uc
y
ub

x
uaLu =+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂≡ 2

2

2

2
               (6.1) 

tənliyinin elə ),( yxu  həllini tapmaq tələb olunur ki, 
ϕ=Γu                                           (6.2) 

sərhəd şərtini ödəsin. Burada fgdcba ,,,,,  funksiyaları x  və y -dən asılı 
olub, sərhədi Γ  olan sonlu G  oblastında təyin olunub. Fərz edəcəyik ki, 
bu funksiyalar )( Γ+G -da kəsilməzdir, a  və b  funksiyaları )( Γ+G -da 
müsbətdir, g  isə orada müsbət deyil. ϕ  funksiyası Γ -də təyin olunub və 
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kəsilməzdir. 
İndi isə Γ+G  oblastını şəbəkələrə bölək. Bunun üçün, yuxarıda qeyd 

etdiyimiz kimi,  

),2,1,0(
),,2,1,0(

00

0
K

K

±±=+=
±±=+=

jjlyy
iihxx

 

paralel düz xətlər çəkək. Bu düz xətlərin kəsişmə nöqtələrinə düyün 
nöqtələri deyilir və ),( ji  ilə işarə edirlər. Biz yalnız Γ+G  oblastına 
daxil olan düyün nöqtələrinə baxacağıq. İki düyün nöqtəsinə o vaxt qonşu 
nöqtələr deyirlər ki, onların biri-birindən məsafəsi x  və ya y  oxu 
istiqamətində şəbəkənin addımı (h  və ya l ) qədər olsun. Əgər ),( ji -nin 
qonşu düyün nöqtələrinin dördü də Γ+G  oblastına daxildirsə, onda bu 
nöqtəyə daxili düyün nöqtəsi deyirlər. Daxili düyün 
nöqtələri çoxluğunu ∗G  ilə işarə 
edək. Əgər ),( ji -nin qonşu nöqtələ-

rindən heç olmasa biri ∗G  oblastına 
daxil deyilsə, onda bu nöqtəyə sərhəd 
düyün nöqtəsi deyirlər. Sərhəd düyün 
nöqtələri çoxluğunu ∗Γ  ilə işarə 
edək. 3-cü şəkildə daxili nöqtə “ ⋅ ”, 
sərhəd nöqtəsi isə “ ∗ ” şəklində 
göstərilmişdir. 

(6.1) tənliyində ),( yx  nöqtəsinin
yerinə ),( ji , 

 
Şəkil 3.  

yəni ),( 00 jlyihx ++  nöqtəsini yazıb, bu nöqtədə törəmələri  aşağıdakı 
sonlu fərqlər düsturları ilə 
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h
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x
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jiji

ji

−+−+ −
≈

∂
∂−

≈
∂
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h
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∂
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∂
∂

 

burada ),,( 00 jlyihxuuij ++=  əvəz etsək 
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+
+−

+
+−

≡ −+−+
2

11
2

11 22

l
uuu

b
h

uuu
alu ijijij

ij
jiijji

ijij  

ijijij
ijij

ij
jiji

ij fugl
uu

dh
uu

c =+
−

+
−

+ −+−+

22
1111          (6.3) 

olduğunu alarıq. Burada ijijijijijij fgdcba ,,,,,  (6.1) tənliyinin əmsalla-
rının ),( ji  düyün nöqtəsində qiymətləridir. 
 (6.3) sisteminin hər bir daxili düyün nöqtəsi üçün yazılışı aydındır. 
Əgər ),( ji  sərhəd  nöqtəsidirsə, onda iju  əvəzinə  bu  düyün  

 
Şəkil 4. 

nöqtəsinə Γ -dakı ən yaxın nöqtədə 
ϕ -nin qiymətini götürmək lazımdır. 
Sərhəd şərtini bu cür approksimasiya 
etmək çox vaxt böyük xətaya səbəb 
olur. Ona görə də aşağıdakı qayda ilə 
approksimasiya məsləhət görülür (Kol-
lats üsulu). Hər bir A  sərhəd düyün 
nöqtəsində (şəkil 4) funksiyanın 
qiymətini 

h
huu

A
BCA

A +
+

=
δ

ϕδ          (6.4) 

düsturu  ilə  təyin  edirlər.  Bu  düstur 
göstərir ki, Au -nın qiyməti, Cu  və BBu ϕ= -nin qiymətlərinin xətti 

interpolyasiyası kimi alınır. Bu halda xəta 2h  tərtibdən olacaq.  
 Beləliklə, (6.3) xətti cəbri tənliklər sistemini almış oluruq. Bu 
sistemdə məchulların- iju  sayı tənliklərin sayına (daxili düyün nöqtə-

lərinin sayına) bərabərdir. Bu sistemi həll edib iju -ləri tapdıqdan sonra 

ijji uyxu ≈),(  

qəbul edirik. Burada ),( ji yxu  (6.1) məsələnin dəqiq həllinin ),( ji  
düyün nöqtəsində qiymətidir. 
 Burada aşağıdakı suallar ortaya çıxır. 

1) (6.3) sisteminin həlli varmı? Əgər varsa hansı üsullarla tapmaq 
olar?  

2) Üsulun xətası – ,),( ijji uyxu −  h  və l -in hansı tərtibindən sıfra 
yığılır? Üsulun xətası dedikdə həm tənliyi və həm də sərhəd şərtlərini 
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approksimasiya etdikdə buraxılan xəta nəzərdə tutulur. 
 Aşağıda bu suallara cavab verilir. 
 Əvvəlcə (6.3) sistemini aşağıdakı şəkildə yazaq: 

,11,1,1 ijijijijijijijjiijjiijij fuEuDuCuBuAlu =−+++≡ −+−+   (6.5) 
burada 

.
22

,
2

,
2

,
2

,
2

222

222

ij
ijij

ij
ijij

ij

ijij
ij

ijij
ij

ijij
ij
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a
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l
d

l
b
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C

h
a

Bh
C

h
a

A

−+=−=

+=−=+=
 

 Aşkardır ki, kafi qədər kiçik h  və l  üçün ijijijijij EDCBA ,,,,  
müsbətdirlər və  

ijijijijijij gEDCBA =−+++ . 
1.1 Aşağıdakı köməkçi lemmaları isbat edək. 
Lemma 6.1. Tutaq ki, şəbəkənin düyün nöqtələrində, hamısı eyni bir 

ədədə bərabər olmayan ijv  – qiymətlər sistemi verilmişdir və bunlar 
daxili düyün nöqtələri üçün 

0≥ijlv  

şərtini ödəyirlər. Onda ijv  daxili düyün nöqtələrində özünün müsbət 
maksimumunu ala bilməz. 

İsbatı. Fərz edək ki, ijv  daxili düyün nöqtəsində özünün müsbət 
maksimumunu alır: 

.0max
*00 ),(

>==
∈

Mvv ij
Gji

ji  

 Aşkardır ki, ),( 00 ji  düyün nöqtəsinə qonşu olan düyün nöqtələrdə 

ijv -lər M -dən böyük deyildir və heç olmasa bunlardan biri M -dən 
kiçikdir. Ona görə də  

.),(,0

,0)(

00

1111

00

0000000000000000

000000000000000000

∗

−+−+

∈<

≤=−+++<−
−+++=

GjiLv

MgEDCBAMvE
vDvCvBvAlv

ji

jijijijijijijiji

jijijijijijijijiji
 

Bu isə lemmanın şərtinə ziddir. 
 Lemma 6.2. Tutaq ki, şəbəkənin düyün nöqtələrində hamısı eyni bir 
ədədə bərabər olmayan ijv  – qiymətlər sistemi verilmişdir və bunlar 
daxili düyün nöqtələri üçün  
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0≤ijlv  

şərtini ödəyir. Onda ijv  daxili düyün nöqtələrində özünün mənfi 
minimumunu ala bilməz. 
 Bu lemmanın isbatı yuxarıdakı lemmanın isbatına analojidir. 
 Lemma 6.3. Tutaq ki, şəbəkənin düyün nöqtələrində hamısı eyni bir 
ədədə bərabər olmayan ijv  və ijV  qiymətlər sistemi verilmişdir və bunlar 
daxili düyün nöqtələri üçün 

ijij lVlv −≤  
şərtini ödəyirlər. Sərhəd düyün nöqtələrində isə  

.ijij Vv ≤  
Onda ixtiyari düyün nöqtəsi üçün  

.ijij Vv ≤  
 İsbatı. Aşkardır ki,  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

Γ∈≥+

∈≤+ ∗

*),(,0

,),(,0)(

jiVv
GjiVvl

ijij

ijij                            (6.6) 

və  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

Γ∈≤−

∈≥−

.),(,0

,),(,0)(
*

*

jiVv
GjiVvl

ijij

ijij                            (6.7) 

(6.6) və (6.7) bərabərsizliklərinə uyğun olaraq lemma 6.1 və lemma 6.2-ni 
tətbiq etsək: 

*),(,0 GjiVv ijij ∈≥+  
və  

*),(,0 GjiVv ijij ∈≥−  
olduğunu alarıq. Bu bərabərsizliklərdən lemmanın hökmünün doğru 
olduğunu alırıq. 

1.2. (6.5) sisteminin həllinin varlığı və yeganəliyinin isbatı. Bundan 
əlavə isbat edək ki, adi iterasiya üsulu ilə qurulan ardıcıl yaxınlaşmalar bu 
sistemin həllinə yığılır. 
 Xətti cəbr kursundan məlumdur ki, (6.5) sisteminin həllinin varlığı və 
yeganəliyini isbat etmək üçün uyğun bircins sistemin ancaq sıfır həllinin 
olduğunu isbat etmək kifayətdir. Bircins sistemin ancaq sıfır həllinin 
varlığı isə lemma 6.1 və lemma 6.2-dən çıxır. Doğrudan da, əgər bircins 
sistemin sıfırdan fərqli həlli olarsa, onda bu həllin müsbət komponentləri 
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özünün ən böyük və mənfi komponentləri özünün ən kiçik qiymətlərini 
*Γ -da alar. Bu da mümkün deyil. Çünki bircins sistemin həlli *Γ -da 

sıfırdır. 
 İsbat edək ki, (6.5) sistemi üçün ((6.4) tənliyi nəzərə alınmaq şərtilə) 
qurulmuş adi iterasiyalar bu sistemin həllinə yığılacaq. Bunun üçün fərz 
edək ki, 0<g  və (6.5) sistemini aşağıdakı şəkildə yazsaq: 
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Aşkardır ki, bu sistemi  
bAuu +=  

şəklində yazsaq: 
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hA <δ  və  

ijijijijij EDCBA <+++  
olduğundan  

.11 <A  
Onda sıxılmış inikas prinsipinə əsasən hökm edirik ki,  
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yaxınlaşmaları (6.5) sisteminin həllinə yığılır. Yığılma sürəti 1A  ədədi 
ilə təyin edilir. Qeyd edək ki, 0=g  olduqda da adi ardıcıl 
yaxınlaşmaların yığıldığını isbat etmək olar [2].  

1.3. Diferensial tənliyi approksimasiya etdikdə buraxılan xətanı 
qiymətləndirək. Fərz edək ki, (6.1), (6.2) məsələsinin həllinin dörd 
tərtibdən kəsilməz törəməsi var. Onda aşkardır ki, 
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Bu bərabərlikləri nəzərə alsaq: 
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hl α=  qəbul etsək: 
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Buradan da 
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12 3

2
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MdcMbahR ijijijijij αα +++≤          (6.8) 
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olduğunu alırıq. 
 Beləliklə,  
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Deməli, tənliyin approksimasiya tərtibi 2h -dır. 
 Yuxarıda qeyd etmişdik ki, sərhəd şərtini (6.4) düsturu ilə 
approksimasiya etdikdə də xətanın tərtibi 2h  olur. 

1.4. Nəhayət, şəbəkə üsulunun xətasını qiymətləndirək. Fərz edək ki, 
G  oblastının hər bir nöqtəsində  

0||||
22 >−−+ q

d
p
c

q
b

p
a  

bərabərsizliyi ödənir. Burada p  və q , mərkəzi ixtiyari ),( 00 yx  
nöqtəsində olan və G  oblastını tamamilə özündə saxlayan ellipsin 
koordinat oxlarına paralel olan yarım oxlardır. 
 Düyün nöqtələrində (6.1), (6.2) məsələsinin təqribi həllini :~

iju  

),),((~
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dəqiq həllini isə iju : 
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ilə işarə edək. Onda xəta üçün aşağıdakı tənliklər sistemini almış olarıq: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

Γ∈=

∈=

).),((

),),((
*

*

jir
GjiRl

ijij

ijij

ε

ε
                      (6.9) 

Burada ijR  tənliyi approksimasiya etdikdə buraxılan xətadır və (6.8) 

bərabərsizliyi ilə qiymətləndirilir. ijr  isə sərhəd şərtini approksimasiya 

 198

etdikdə buraxılan xətadır. Sərhəd nöqtəsində iju  əvəzinə bu düyün 
nöqtəsinə Γ -dəki ən yaxın nöqtədə ϕ -nin qiymətini götürək. Bu halda  

,2|| 1δMrij ≤    ),max(,,max1 lhy
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olar. Doğrudan da, əgər Γ∈),( ** ji  isə və 
B - bu nöqtəyə yaxın Γ -dəki nöqtədirsə 
(şəkil 5), onda sonlu fərqlər düsturunu 
tətbiq etsək:  
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olar. Buradan da  
12|| ** Mr ji δ≤  

 
Şəkil 5. 

olduğunu alırıq. 
 Üsulun xətasını – ijε  qiymətləndirmək üçün (6.9) sisteminin həllini  

ijijij ηξε +=  

şəklində axtaraq. Burada ijξ  və ijη  uyğun olaraq aşağıdakı sistemlərin 
həlləridir: 
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Lemma 6.1-ə əsasən ijη  ən böyük qiymətini *Γ -da alır. Ona görə də  

δη 12Mij ≤  
olar. 
 ijξ -ni qiymətləndirmək üçün 
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funksiyasına baxaq. Burada 0>λ  hələlik ixtiyari ədəddir. 
ijjiij RLulu += ),()(  
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düsturundan istifadə etsək 
),(),( )()( jiijjiij LwRLwlw =+=  

olduğunu alarıq (w  iki dərəcəli çoxhədli olduğundan və qalıq həddinə bu 
funksiyanın üç və ondan yüksək tərtibdən törəmələri daxil olduğundan 

0≡ijR  olar). Buradan 

⎩
⎨
⎧

−
−

+
−

++−= ij
j

ij
iijij

ij d
q
yy

c
p
xx

q
b

p
a

lw 2
0

2
0

222λ  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+−≤

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
−

−
−− q

d
p
c

q
b

p
a

q
yy

p
xxg ijijijijjiij

222

2
0

2

2
0 2

)()(
1

2
λ  

olduğunu alarıq. λ  parametrini elə seçək ki, 

*
22 ),(2 Gjiq

d
p
c

q
b

p
a

R ijijijij
ij ∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+≤ λ  

olsun. Bunun üçün 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

+++
=

q
d

p
c

q
b

p
a

MdcMbah

G

G
||||min

]|)||(|2)[(max

24
22

3
2

4
2

2 αα
λ  

götürmək kifayətdir. 
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olduğunu alırıq. 
 Lemma 6.3-ü tətbiq etsək: 
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olduğunu alarıq. 
 Deməli,  
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Qeyd edək ki, Kollats üsulu ilə sərhəd şərtini approksimasiya 
etsəydik: 
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olardı. Onda üsulun xətası üçün yuxarıda aldığımız bərabərsizliyin sağ 
tərəfindəki birinci həddin yerinə 2

23 Mh  olduğunu alardıq. 
2. Hiperbolik tənliklər üçün. Hiperbolik tənliklər üçün aşağıdakı iki 

məsələyə baxaq. 
Sadəlik üçün aşağıdakı hiperbolik tənliyə baxaq. 
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2
fguy

udx
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ub

x
uaLu =+

∂
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∂
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∂
∂−

∂
∂≡         (6.10) 

burada fgdcba ,,,,,  x  və y -dən asılı kəsilməz funksiyalardır və 
.0, >ba   

1) (6.10) tənliyinin }0;{ ≥∞<<−∞= yxG  oblastından təyin 
olunmuş elə həllini tapmaq tələb edilir ki, 

)()()0,(),()0,( ∞<<−∞=
∂

∂= xxy
xuxxu ψϕ     (6.11) 

başlanğıc şərtlərini ödəsin. 
(6.10), (6.11) məsələsinə Koşi məsələsi deyirlər. 
2) (6.10) tənliyinin }0;{ 00 ≥+≤≤= yXxxxG  oblastında təyin 

olunmuş elə həllini tapmaq tələb edilir ki, ],[ 00 Xxx +  parçasında (6.11) 
başlanğıc şərtlərini və  

)0()(),(),(),( 2010 ≥Φ=+Φ= yyyXxuyyxu    (6.12) 
sərhəd şərtlərini ödəsin. Bu məsələyə qarışıq məsələ deyirlər. 
 2.1. Koşi məsələsinin həlli üçün şəbəkə üsulunun tətbiqi (Qarışıq 
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məsələ üçün də eyni qayda ilə tətbiq edilir). }0;{ ≥∞<<−∞= yxG  
oblastını şəbəkələrə bölək. Bunun üçün 
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iihxx

j
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paralel düz xətləri çəkək. Şəbəkələrin (düzbucaqlıların) (şəkil 6) təpə 
nöqtələrinə düyün nöqtələri deyirlər və ),( ji  kimi işarələmə aparırlar. x  
oxu üzərində olan düyün nöqtələrinə sərhəd düyünləri, qalın nöqtələrə isə 
daxili düyünləri deyirlər. 
 Daxili düyünlər üçün (6.10) tənliyinin approksimasiya edən fərqlər 
tənliyini yazaq. Bunun üçün ( , )x y  nöqtəsini ),( ji  (yəni ),( ji yx ) 
düyünü ilə bu nöqtədə tənliyə daxil olan törəmələri sonlu fərqlərlə əvəz 
etsək: 

 
 

Şəkil 6. 
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Aşkardır ki, kafi qədər kiçik h  və l  üçün ,0<ijA  ,0<ijB  ,0>ijC  
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0>ijD  və  

.ijijijijijij gEDCBA =++++  
 Elliptik tənliklərdə olduğu kimi, burada da  

).(, jiijijljij yxuuRflu =+=  
Belə ki, tənliyin approksimasiya xətası 

]|)||(|2)[(12 3
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2
MdcMbahR ijijijijij αα +++≤  

bərabərsizliyi ilə qiymətləndirilir. 
 İndi isə (6.11) başlanğıc şərtlərini approksimasiya edək. Biz ancaq 

y
xu
∂

∂ )0,(  törəməsini approksimasiya etməliyik. Bunu iki cür etmək olar. 
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approksimasiyanı götürək. Bu halda başlanğıc şərtlər 
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düsturları ilə əvəz olunur. 
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approksimasiyanı götürək. Bu halda başlanğıc şərtlər 
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düsturları ilə əvəz olunur. 1iu -i tapmaq üçün fərqlər tənliyini )0,(i  
düyünü üçün yazaq və oradan 1,−iu -i yox edək: 
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olduğunu alırıq. 
(6.15) approksimasiyası formaca mürəkkəb olsa da, təcrübədə ondan 

istifadə etmək çox vaxt əlverişli olur. 
Çünki bu halda approksimasiya xətası 

),()( 2 hlhOrij ==  
düsturu ilə təyin edilir. Birinci halda isə approksimasiya xətası 

)()( hlhOrij ==  
düsturu ilə təyin edilir. 
 Beləliklə (6.10), (6.11) başlanğıc məsələsini (6.13) və (6.14) (və ya 
(6.15)) sonlu fərqlər sistemi ilə əvəz etmiş oluruq. Bu sistemi həll edib, 
iju -ləri tapdıqdan sonra 

ijji uyxu ≈),(  
qəbul edirik. 
 Hiperbolik tənliklər üçün ijji uyxu −),(  fərqini kafi qədər kiçik 
etmək üçün, l  və h  arasında münasibət (yəni α ) ixtiyari götürülə 
bilməz. İsbat edilir ki, elə α  var ki, onun üçün üsulun xətası kafi qədər 
kiçik edilə bilməz.  

Aşağıdakı konkret məsələ üçün şəbəkə üsulunun xətasını qiymət-
ləndirək. 

2.2. Bircinsli olmayan dalğa tənliyi üçün Koşi məsələsi.  
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Kvadrat şəbəkə )( lh =  üçün, (6.16) məsələsinə uyğun fərqlər tənliyi 
aşağıdakı şəkildə olar: 
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Bu bərabərlikləri hədbə-hədd cəmləsək: 
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 (6.16) məsələsinin düyün nöqtələrdə dəqiq həllinin qiymətini iju  ilə  
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işarə edək. Burada 
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MMhrMhR iij  

Şəbəkə üsulunun xətasını ijijij uu −= ~ε  ilə işarə etsək: 
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olduğunu alarıq. (6.17) düsturundan istifadə etsək: 
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olduğunu alarıq. Buradan  
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)(,
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44
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3
hOMhjjMMhj ijij =

−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ εε  

olduğunu alırıq. 
3. Parabolik tənliklər üçün. Parabolik tənliklər üçün də iki məsələyə 

baxmaq olar (Koşi məsələsi və qarışıq məsələ). Biz yalnız Koşi 
məsələsini nəzərdən keçirəcəyik. 
 Aşağıdakı parabolik tənliyə baxaq: 

,)( 2

2
fcux

ub
x
uat

uuL =−
∂
∂−

∂
∂−

∂
∂≡                   (6.18) 

burada fcba ,,,  )( ∞<<−∞ x  kəsilməz funksiyalardır və .0>a  
 (6.18) tənliyinin }0;{ ≥∞<<−∞= txG  oblastında elə həllini tapmaq 
tələb edilir ki,  

)()()0,( ∞<<−∞= xxxu ϕ            (6.19) 
başlanğıc şərti ödənsin. 
 }0;{ ≥∞<<−∞= txG  oblastını şəbəkələrə bölək. 
Bunun üçün 

),2,1,0(
),,2,1,0(

K

K

=≡=
±±=≡=

jjltt
iihxx

j
i  

paralel düz xətləri çəkək. Aldığımız şəbəkəni düyün nöqtələri üçün 

(6.18), (6.19) məsələsinə uyğun fərqlər sistemini yazaq. t
u
∂
∂  törəməsi 

),( ji  nöqtəsində müxtəlif üsullarla sonlu fərqlərlə əvəz edildiyindən, 
alınan fərqlər sistemi də müxtəlifdir: 

−
+−

−
−

≡ −++
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111)1( 2
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ul jiijji
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ijij
ij  
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ijljij
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ijijij
jiji

ij fuch
uu

b =−
−

− −+

2
11 .           (6.22) 

(6.20) və (6.22) fərqlər sxeminə aşkar, (6.21)-ə isə qeyri-aşkar sxemlər 
deyirlər. 

Asanlıqla yoxlamaq olar ki,  
),(,)()(
jiij

k
ijijij

k txuuRful =+=  

və  
).(),(),( 22)3(2)2(2)1( hlORhlORhlOR ijijij +=+=+=  

(6.14) başlanğıc şərti şəbəkənin sərhəd nöqtələri üçün )0( =j , 
),2,1,0()(0 K±±=== iihu ii ϕϕ                     (6.23) 

şəklində olar. Aşkardır ki, başlanğıc şərti şəbəkə nöqtələri üçün yazdıqda 
heç bir xətaya yol verilmir. 

(6.20), (6.22) tənliklər sisteminin hər birinə (6.23)-ü qoşub həll 
etdikdə tapılan iju  ədədlərini (6.18), (6.19) məsələsinin həllinin düyün 
nöqtələrində təqribi qiymətləri kimi götürürlər. 
 Yuxarıda qurduğumuz sxemlərdən birini, (6.20) sxemini,  

2

2

x
u

t
u

∂
∂=

∂
∂                                       (6.24) 

tənliyi üçün yazıb, alınan sxemin dəqiq həllə yığıldığını isbat edək. 
 2hl α=  götürüb (6.20) sxeminin (6.24) tənliyi üçün yazsaq  

)()21( 111 jijiijij uuuu −++ ++−= αα  
olduğunu alarıq. Aşkardır ki, 2/1=α  götürsək sadə 

2
11

1,
jiji

ji
uu

u −+
−

+
=                              (6.25) 

sxemini alarıq. 
Yuxarı yarım müstəvidə ixtiyari ),( 00 tx  nöqtəsini götürək, belə ki, 

,2 2
0 nhnlt ==  

burada tam n  ədədi elə seçilir ki, ),( 00 tx  şəbəkənin düyün nöqtəsi 
olsun. jltihxx =+= ,0  xətlərinin kəsişmə nöqtələrinə daxil olan 
düyünləri ( , )i j  ilə işarə edək. Onda ),( 00 tx  nöqtəsi )2,0( n  düyünü 
olar. Belə şəbəkə üçün (yəni bu qayda ilə seçilmiş h  və l  üçün) 
qurulmuş (6.25) və (6.23) sxemindən  
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Burada ).2( 02 ihxi +=ϕϕ  
 Aşağıdakı ifadəyə baxaq: 

.)!()!(
)!2(

22 inin
nng nni −+

=  

 Riyazi analiz kursundan məlum Stirlinq düsturundan 
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istifadə etsək, nig  üçün aşağıdakı ifadəni alarıq: 
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ihx 20 +=η  ilə işarə edək. h -ı o qədər kiçildək ki, constx ==η  
düyün xətti olsun. Onda 
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−
=

ηη  

Buna görə də nig  funksiyası η  və h -dan asılı olar. Onu )(ηhg  ilə işarə 
edək və 0→h -da limitini tapaq: 

 208

=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−

=
−+

−
−

+
−

→→

−+

inin

ininn

hhh

n
i

n
i

e
in

ng
ininn

11
lim1)(lim

)(12)(1224

2200

2 θθθ

π
η  

=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−

=
∞→→ in

i

nh

n
i

n
i

n
i

n
i 11

1
lim

1

1lim1

2

2

2

2

20π
 

.1

2121

21
lim1 0

2
0

0
2
0

0

4
)(

2

0

02
2

0

0

2

0

0
t
x

h
x

h
t

h
x

n
e

ht
xht

x

ht
x −

−

−

−

∞→
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −
−

=
η

η

η

π
ηη

η

π
 

Onda  

=≈= ∫∑
+

−−=

nhx

nhx
h

n

ni
ini

h
n dg

t
hg

t
u

2

20
2

0

)(
02

0

0

)()(
2

12
2

1 ηηϕηϕ  

.)(1
2

1)()(
2

1 0

2
0

0
0

0
0

4
)(

0

2

20
ηηϕ

π
ηηϕη

η

de
t

dg
t

t
xh

tx

h
tx
h

−
−∞

∞−

+

−

∫∫ →=  

Beləliklə,  

.)(
2

1lim 0

2
0

4
)(

0

)(
2,00

ηηϕ
π

η

de
t

u t
x

h
nh ∫

∞

∞−

−
−

→
=  

Riyazi fizika tənlikləri kursundan məlumdur ki, (6.24), (6.19) məsələsinin 
dəqiq həlli 

∫
∞

∞−

−
−

= ηηϕ
π

η

de
t

txu t
x
0

2
0

4
)(

0
00 )(

2
1),(  

düsturu ilə təyin olunur. Ona görə də  
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5. Dəyişən istiqamətlər üsulu. Bu üsulu istilik keçirmə tənliyi üçün 
qoyulmuş qarışıq məsələyə tətbiq edək (eyni qayda ilə digər məsələlərə də 
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baxmaq olar): 
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burada ],0[],0[ 21 XXG ×=  oblastının sərhədi Γ  ilə işarə edilmişdir. 

 G  oblastında şəbəkəni aşağıdakı qayda ilə quraq: 
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Bu şəbəkənin sərhəddi  
}0,,0,0,,0);,,,{( 112222112211 ninininihihin <<=<<==Γ  

çoxluğu ilə təyin olunur. 
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bərabər hissəyə bölək. 

2
1

2

x
u

∂
∂  və 2

2

2

x
u

∂
∂  operatorlarına uyğun sonlu - fərqlər operatorlarını 
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 Baxdığımız məsələ üçün müxtəlif istiqamətlər üzrə fərqlər-sxemi 
quraq (köməkçi 2/1

21

+j
iiU  qiymətini daxil etməklə): 
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iiU  məchullarını tapmaq üçün aşağıdakı fərqlər 

sxemini yazmaq olar: 
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Bu sistemi həll etmək üçün əvvəlcə qovma üsulunu ,,2,12 K=i  
12 −n  sətri, sonra isə 1,,2,1 11 −= ni K  sütunu üzrə tətbiq etmək lazımdır. 

Tapdığımız j
iiU 21

 qiymətlərini j
iiU 21

-nin təqribi qiymətləri kimi 
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götürülür. 
 Asanlıqla yoxlamaq olar ki, məsələnin approksimasiyası 22 h+τ  
tərtibdəndir. 
 

§ 2. Fərqlər sxeminin dayanıqlığı və yığılması 

 Tutaq ki, nG, –ölçülü Evklid fəzasında sərhədi mii ,1}{ =Γ=Γ  olan 

oblastdır. Γ  sərhədi, mΓΓΓ ,,, 21 K  xətlərdən ibarətdir və bu xətlərin 
ümumi hissələri də ola bilər, hətta bu xətlər üst-üstə də düşə bilər. Tutaq 
ki,  

fuL =)(                                         (6.26) 
diferensial tənliyinin G  oblastında təyin olan elə həlli axtarılır ki,  

),,2,1()( miul ii K==ϕ                            (6.27) 
şərtləri ödənsin. Burada f  funksiyası G -də iϕ  isə iΓ -də verilmiş 
funksiyalardır; L  və il - diferensial operatorlardır.  
 Qapalı Γ+G  oblastında, hər bir h  )0( 0hh <<  üçün çoxluq təyin 
edək, onu şəbəkə adlandıraq və hG  ilə işarə edək. L  diferensial 
operatoruna qarşı, hL  fərqlər operatorunu qoyaq. hR  operatoru, hG -da 

təyin olunmuş hu  funksiyasını, hh GG ⊂0 -da təyin olunmuş hhuR  
funksiyasına çevirir. Fərz edəcəyik ki, ixtiyari GP∈  nöqtəsinin ətrafında 
kafi qədər kiçik h  üçün, hG  və 0

hG -a daxil olan nöqtələr tapılar. 
(6.26) tənliyinə qarşı 

hhh fuL =                                        (6.28) 

fərqlər tənliyini qoyaq. Burada hf  funksiyası 0
hG -da təyin olunub və 0

hG -
da f  ilə üst-üstə düşür. (6.27) sərhəd şərtlərinə qarşı 

),,2,1( miul ihhih K== ϕ                          (6.29) 
sərhəd fərqlər şərtlərini qoyaq. Burada ihl  operatoru hG -dan 
götürülmüşdür, ihΓ  çoxluqlarında təyin olunub və ihhu Γ∈  funksiyasını 

ihih Γ⊂Γ0  çoxluğunda təyin olunan hihul  funksiyasına çevirir. ihϕ  

funksiyası 0
ihΓ -da təyin olunub və müəyyən qayda ilə iϕ  funksiyasına 

qarşı qoyulub. Bu qarşı-qoymalar iΓ -dəki sərhəd şərtlərinin ihΓ -a 
köçürülməsindən asılıdır. 
 (6.28) fərqlər tənliyi və (6.29) fərqlər-sərhəd şərtlərinə birlikdə (6.26), 
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(6.27) məsələsinə uyğun fərqlər sxemi deyirlər. 
 Fərz olunur ki, ihϕ  funksiyaları arasında uzlaşma şərtləri ödənir, yəni 
ayrı-ayrı düyün nöqtələri ihϕ  funksiyalarını bir-birinə bağlayan elə 
şərtlərin ödəndiyi qəbul olunur ki, onlar (6.29) şərtlərinin heç olmasa bir 
hu  funksiyasının ödənməsi üçün zəruri və kafi şərtlər olsun. 

 G  oblastında təyin olunan funksiyalar çoxluğunu U  və iF Γ,  
),,2,1( mi K= -lərdə təyin olunan funksiyalar çoxluğunu isə Φ i  ilə işarə 

edək, belə ki, )(uL  operatoru U -dan F -ə, )(uli  isə U -dan iΦ -ə təsir 
edir. Fərz edək ki, bu çoxluqların hər birində norma təyin edilib və bu 
normaları 

iiFU fu Φϕ,,  ilə işarə edəcəyik.  

 Tutaq ki, hG -da təyin olunan hu  funksiyası üçün 0, hUh Gu
h

 -da 

təyin olunan hf  funksiyası üçün 
hFhf və nəhayət, 0

ihF -da təyin olunan 

ihϕ  funksiyası üçün 
ihih Φϕ  normalarını təyin edək. 

 Fərz edəcəyik ki, 
hhh FU Φ⋅⋅⋅ ,,  normaları elə təyin edilib ki, 

ixtiyari FfUu ∈∈ ,  və ii Φ∈ϕ  funksiyaları üçün 0→h -da  
),,2,1(,, miffuu

iihhh iihFFUU K=→→→ ΦΦ ϕϕ  

şərtləri ödənsin. 
 hi ul )]([  ilə sərhəd şərtlərinin iΓ -dən ihΓ -a köçürmə operatorunu 
işarə edək. 
 Tərif. İxtiyari Uu∈  üçün  

0)()]([lim,0)()(lim
00

=−=− Φ→→ ihh
ululuLuL ihhihFhh

   

şərtəlri ödənirsə, onda deyirlər ki, U  çoxluğunda (6.28) fərqlər tənliyi və 
(6.29) fərqlər sərhəd şərtləri (6.26) diferensial tənliyini və (6.27) sərhəd 
şərtlərini approksimasiya edir. 
 Əgər ixtiyari Uu∈  və 00 hh <<  üçün 

,)()( MhuLuL k
Fh h

≤−  

constMmiMhulul ii
k

ihhi ih
==≤− Φ ),,,2,1()()]([ K   

bərabərsizlikləri ödənirsə, onda deyirlər ki, approksimasiyanın tərtibi k  
ədədinə bərabərdir. 

1. Fərqlər sxeminin dayanıqlığı.  
Tərif. Əgər aşağıdakı şərtlər ödənisə, onda deyirlər ki, (6.28), (6.29) 
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fərqlər sxemi korrektdir. 
1) Kafi qədər kiçik h  addımı, ixtiyari hf  və uzlaşma şərtlərini 

ödəyən ixtiyari ),,2,1( niih K=ϕ  üçün (6.28), (6.29) fərqlər sxeminin 
həlli var; 

2) İxtiyari 0>ε  üçün elə 0)( >= εδδ  var ki, (6.26), (6.27) fərqlər 
tənliyinin hu  həlli, ixtiyari :~

hu  

),,2,1(~)~(,
~~ miulfuL ihhihhhh K=== ϕ   

və bütün )0( 0hhh << -lar üçün 

δϕϕδ <−<− Φihh
ihihF

ff ~,
~

 

olduqda  
ε<−

hUhh uu~  

bərabərsizliyi ödənir. 
 Bu o deməkdir ki, (6.28), (6.29) fərqlər sisteminin həlli- ,hu  tənliyin 
və sərhəd şərtlərinin sağ tərəflərindən h -a nəzərən müntəzəm olaraq, 
kəsilməz asılıdır. 
 Tutaq ki, (6.28), (6.29) fərqlər sxemi xəttidir, onda əgər bu sxemin 
həlli varsa və ixtiyari hf  və ihϕ  üçün 

∑
=

Φ+≤
m

i
ihiFhUh ihhh

NfNu
1

ϕ  

bərabərsizliyi ödənirsə, onda deyirlər ki, (6.28), (6.29) fərqlər sxemi 
korrektdir. 
 Əgər (6.28), (6.29) fərqlər sxeminin həlli varsa və ,

~
δ<−

hF
ff  

),,2,1(~ miihih K==ϕϕ  olduqda 
ε<−

hUhh uu ~  

olursa, onda deyirlər ki, bu sxem sağ tərəfə nəzərən dayanıqlıdır. 
 Əgər (6.28), (6.29) fərqlər sxeminin həlli varsa və ff =~

 

),,2,1(~
),,,1(~

pi
mpi

ihihih
ihih

K

K

=<−
+==

Φ δϕϕ
ϕϕ

 

olduqda, 
ε<−

hUhh uu ~  

olursa, onda deyirlər ki, bu sxem sərhəd şərtlərinə nəzərən dayanıqlıdır. 
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 Əgər fərqlər sxemində sərhəd şərtləri əvəzinə başlanğıc şərtlər 
verilibsə, onda eyni qayda ilə başlanğıc şərtlərə nəzərən dayanıqlığın 
tərifi də verilir. Nəhayət, qeyd edək ki, əgər fərqlər sxemi həm tənliyin 
sağ tərəfinə və həm də sərhəd şərtlərinin hamısına nəzərən dayanıqlıdırsa, 
onda sxem korrekt olar. 
 2. Fərqlər sxeminin yığılması. Aşağıdakı teorem fərqlər sxeminin 
korrektliyi ilə yığılması arasındakı əlaqəni verir. 
 Teorem 6.1. Fərz edək ki, (6.26), (6.27) məsələsinin həlli var və bu 
həll .Uu∈−  Bundan başqa, fərz edək ki, (6.28), (6.29) fərqlər sxemi 
(6.26), (6.27) məsələsini U  çoxluğunda approksimasiya edir və 
korrektdir. Onda (6.28), (6.27) fərqlər sxeminin həlli Uuh ,−  çoxluğunda 

0→h -da (6.26), (6.27) məsələsinin həllinə yığılır, yəni, 
.0lim

0
=−

→ hUhh
uu  

 (6.26), (6.27) məsələsi xətti olan halda approksimasiya tərtibi k  
ədədinə bərabər olarsa, onda yığılma sürəti aşağıdakı düsturla təyin 
olunar: 

,
1

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤− ∑

=

m

i
ii

k
Uh NMNMhuu
h

 

belə ki, 

∑
=

Φ+≤
m

i
iiFU i

NfNu
1

ϕ . 

 İsbatı. Tutaq ki, Uu∈  və  
.)(,)( ii ulfuL ϕ==  

 Digər tərəfdən 

0)(lim,0)(lim
),()()]([
),()()]([

00
==

+=
+=

Φ→→ ihh
uruR
urulul
uRuLuL

ihhFhh

ihihihi
hhh

 

olduğundan  

⎭
⎬
⎫

−=
−=

),()(
),()(
urul
uRfuL

ihihih
hhh

ϕ
 

ihihihhhh ruRff −=−= ϕϕ~),(
~

 
işarələmələrini aparsaq: 

ihihhh ulfuL ϕ~)(,
~

)( ==  
olduğunu alarıq. 
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 Aşkardır ki, 

.0lim~lim

,0)(lim
~

lim

00

00
==−

==−

Φ→Φ→

→→

ihih

hh

ihhihihh

FhhFhhh
r

uRff

ϕϕ
 

 Deməli, kafi qədər kiçik h  üçün  
.~,

~
δϕϕδ <−<− Φihh

ihihFhh ff  

 (6.28), (6.29) fərqlər sxemi korrekt olduğundan: 
,ε<−

hUh uu  

yəni  
.0lim

0
=−

→ hUhh
uu  

 Teoremin birinci hökmü isbat olundu. 
 İndi tutaq ki, (6.26), (6.27) məsələsi, deməli həm də (6.28), (6.29) 
fərqlər sxemi, xəttidir. 
 uuhh −=ε  işarələməsini aparaq. Onda (6.28), (6.29) və (6.30) -dan 

ihihihhih
hhhhh

ulul
ffuLuL
ϕϕ ~)()(

,
~

)()(
−=−
−=−  

və yaxud 
)()(),()( urluRL ihhihhhh == εε  

olduğunu alarıq. Məsələnin approksimasiya tərtibi k  ədədinə bərabər 
olduğundan 

),,2,1()(,)( miMhlMhL i
k

hih
kk

Fhh ihh
K=≤≤ Φεε . (6.30) 

Fərqlər sxemi korrekt olduğundan: 

.)()(
1
∑
=

Φ+≤
m

i
hihiFhhUh ihhh
ulNuLNε   

(6.30) bərabərsizliklərini burada nəzərə alsaq: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤− ∑

=

m

i
ii

k
Uh NMMNhuu
h 1

 

olduğunu alarıq. 
 Nəhayət,  

∑
=

Φ++

+−≤+−≤

m

i
hihiFhh

hUhUhU

ihh

hUhhh

ulNuLN

uuuuuu

1
)()(
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bərabərsizliyində 0→h -da limitə keçsək: 

.
1
∑
=

Φ+≤
m

i
iiFU i

NfNu ϕ  

 Teorem tamamilə isbat olundu. 
 Bu teoremdən görünür ki, (6.28), (6.29) fərqlər sxeminin yığıldığını 
göstərmək üçün bu sxemin korrektliyini göstərmək kifayətdir. 
 Nəhayət, onu da qeyd edək ki, əgər məsələnin sərhəd şərtləri xətasız 
approksimasiya olursa, onda sxemin yığıldığını göstərmək üçün sağ tərəfə 
nəzərən dayanıqlığını göstərmək kifayətdir. Əgər sərhəd şərtlərinin bəzisi 
xətasız approksimasiya olunursa, onda sxemin dayanıqlığını sağ tərəfə və 
yerdə qalan sərhəd şərtlərinə görə isbat etmək kifayətdir. 
 3. Misal. Yuxarıda isbat etdiyimiz teoremdən istifadə edib, aşağıdakı 
məsələ üçün qurulmuş fərqlər sxeminin yığıldığını isbat edək:  

),,()( 2

2

2

2
txf

x
u

t
uuL =

∂
∂−

∂
∂≡                                 

),10()()0,(),()0,( 10 ≤≤=
∂

∂
= xxt

xuxxu ϕϕ           (6.31) 

).0()(),1(),(),0( 32 Ttttuttu ≤≤== ϕϕ       
Aşkardır ki, bu məsələ üçün 

}0,1{},0,0{
},,10{},0,10{

,}{},0,10{

32

10

3,0

TtxTtx
Ttxtx

TtxG ii

≤≤==Γ≤≤==Γ
=≤≤=Γ=≤≤=Γ

Γ=Γ<<<<= =

 

hG  ilə );,,1,0,,,1,0;,()( NjMijltihxtx jiji KK ====  

)1(,,,1 +≤≤=== NlTlNconsthlMh αα  nöqtələr çoxluğunu 

işarə edək. 0
hG  ilə hNjMijlih 0),1,,2,1;1,,2,1(),( Γ−=−= KK  ilə 

)0,(ih  hMi 1),,1,0( Γ= K  ilə ),0,(ih  hMilih 2),,,1,0(),( Γ= K  ilə  
),0( jl  ),,1,0( Nj K=  və nəhayət, h3Γ  ilə ),1( jl  ),,1,0( Nj K=  nöq-

tələri çoxluğunu işarə edək. 
 Aşkardır ki, 

.,,, 3
0
32

0
20

0
10

0
0 hhhhhhhh Γ≡ΓΓ≡ΓΓ≡ΓΓ≡Γ  

İndi isə fərqlər operatorlarını təyin edək: 
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),)0,(()0,()(

),),((),(),(2),(

),(),(2),(

00

0
2

2

hhhh

h
hhh

hhh
hh

xxuul

Gtx
h

thxutxuthxu
l

ltxutxultxuuL

Γ∈≡

∈
−+−+

−

−
−+−+

≡

 

).),1((),1()(
),),0((),0()(

),),(()0,(),()(

33

22

11

hhhh
hhhh

h
hh

hh

ttuul
ttuul

txl
xulxuul

Γ=
Γ∈≡

Γ∈
−

≡

 

Aşağıdakı işarələmələri aparaq: 

).,,1,0()()(),()(
);,,1,0()()(

),()(),,(),(

3322

11

00

Njjltjlt
Miihx

ihxjlihftxf

jhjh
ih

ihjih

K

K

===
==

==

ϕϕϕϕ
ϕϕ

ϕϕ
 

 )0,0(  nöqtəsi hh 10 ,ΓΓ  və ,2hΓ  ),0( l  nöqtəsi isə h1Γ  və h2Γ  çoxluq-
larına daxil olduqlarından, hu -ın qiymətlərini bu nöqtələrdə müxtəlif 
üsullarla hesablamaq olar: 

).(),0(),0()0(),0(
),0()0,0(),0()0,0(

20

20

1
llullu

uu
hhhh

hhhh

h
ϕϕϕ

ϕϕ
=+=

==
 

Buradan  
)()0()0(),0()0( 21020 ll hhhhh ϕϕϕϕϕ =+=  

olduğunu alarıq. Bu əlaqələndirmə şərtləridir. Eyni qayda ilə digər 
əlaqələndirmə şərtlərini də almaq olar: 

).()1()1(),0()1( 31030 ll hhhhh ϕϕϕϕϕ =+=  

 U  çoxluğu əvəzinə qapalı G  oblastında iki tərtibdən kəsilməz 
törəmələri olan funksiyalar küllüsünü götürək. F  əvəzinə G -də təyin 
olunmuş kəsilməz funksiyalar və nəhayət, iΦ  əvəzinə iΓ -də təyin 
olunmuş kəsilməz funksiyaları götürək. Bu çoxluqlarda normaları 
aşağıdakı kimi təyin edək: 

.max,max,max ii
GFGU

ii
ffuu ϕϕ

ΓΦ ===  

 Aşkardır ki, 0→h -da 
,][,,
iihhh iihiFFUU ffuu ΦΦ →→→ ϕϕ  

).3,2,1,0(0)()]([,0)()( =→−→− Φ iululuLuL
ihh ihihiFh  

 Əgər U  əvəzinə dörd tərtibdən kəsilməz funksiyalar küllüsünü 
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götürsək: 

.
2

)()]([

),3,2,1,0(0)()]([

,)1(
12

)()(

21

4
2

2

1
Mhulul

iulul
MhuLuL

h

ih

h

ihih

ihihi

Fh

α

α

≤−

==−

+≤−

Φ

Φ  

Beləliklə, isbat etdik ki, 
)3,2,1,0()(, === iulfuL ihihhhh ϕ  

fərqlər sxemi (6.31) məsələsinin U -da approksimasiya edir. Bu və daha 
ümumi fərqlər sxemlərinin dayanıqlığını isbat etmək üsulları haqqında [7] 
ədəbiyyata bax. 

 
§3. Düz xətlər üsulu 

Şəbəkə üsulunu xüsusi törəməli diferensial tənliklər üçün qoyulmuş 
məsələlərin həllinə tətbiq etdikdə məsələyə daxil olan törəmələri (həm x -
ə, həm də y -ə nəzərən) sonlu fərqlərlə əvəz edib, cəbri tənliklər sistemi 
aldıq və bu sistemin həllini məsələnin  dəqiq həllinin düyün nöqtələrdə 
təqribi qiymətləri kimi götürdük. Düz xətlər üsulunda, şəbəkə üsulundan 
fərqli olaraq, bir dəyişənə nəzərən törəmələri sonlu fərqlərlə əvəz edib, 
adi diferensial tənliklər sistemi alırlar və alınan sistemin həllini (əgər onu 
tapmaq mümkünsə) məsələnin xətlər üzərində təqribi həlli kimi 
götürürlər. 

Bu paraqrafda düz xətlər üsulu Puasson tənliyi üçün Dirixle 
məsələsinə, simin rəqs tənliyi və istilikkeçirmə tənliyi üçün qoyulmuş 
qarışıq məsələnin həllinə tətbiq edilir. Bu üsulu daha ümumi məsələlərin 
həllinə də tətbiq etmək olar. 

1.Puasson tənliyi üçün. Puasson tənliyi üçün Dirixle məsələsinə 
baxaq. Tutaq ki, },{ 0000 YyyyXxxxG +≤≤+≤≤=  oblastında  

),(2

2

2

2
yxf

y
u

x
u =

∂
∂+

∂
∂                 (6.12) 

tənliyin elə həllini tapmaq tələb edilir ki,  

),()(),(),(),(
),()(),(),(),(

001000

001000
YyyyyyXxuyyxu
XxxxxYyxuxyxu

+<<=+=
+≤≤=+=

ψψ
ϕϕ

 (6.13) 

şərtləri ödənsin. Burada ),(xiϕ )1,0()( =iyiψ  verilmiş funksiyalardır.  

],[ 00 Yyy +  parçasında khyyk += 0  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

+
==

1
;,,2,1,0 n

Yhnk K  nöqtə-
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lərini götürsək, ),,2,1( nkyy k K==  düz xətlərini çəksək, (6.12) 
tənliyində ),,2,1( nkyy k K==  qəbul etsək və nəhayət,  

)],(),(2),([1
1122

2
−+

=
+−≈

∂
∂

kkk
yy

yxuyxuyxu
hx

u

k

 

düsturundan istifadə etsək: 

),()]()(2)([1)( 112 xfxUxUxU
h

xU kkkkk =+−+′′ −+         (6.14) 

),()(),()( 1100 xxUxxU n ϕϕ == +           
)()(),()( 1000 kkkk yXxUyxU ψψ =+=           (6.16) 

məsələsini almış olarıq. Aşkardır ki, (6.14)-(6.16) məsələsi (6.12)-(6.13) 
məsələsini 2h  tərtibdən approksimasiya edir. 
 Əvvəlcə (6.14), (6.15) diferensial tənliklər sisteminə uyğun bircinsli 
sistemə baxaq: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

==

==+−+′′

+

−+

.0)()(

),,,2,1(0)]()(2)([1)(

10

112

xUxU

nkxUxUxU
h

xU

n

kkkk K
 (6.17) 

(6.17) sisteminin həllini 
)()()( xvkxUk γ=  

şəklində axtarsaq: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=+=

==−+−++′′

0)1()0(

),,,2,1(0)]1()(2)1()[(1)()( 2

n

nkkkkxv
h

xvk

γγ

γγγγ K
 

və ya  

),,2,1(
)(

)1()(2)1(
)(
)( 2

2 nkconst
kh

kkk
xv
xv

K===
−

−+−+=
′′

δ
γ

γγγ  

olduğunu alarıq. Buradan 
,0)()( 2 =−′′ xvxv δ                                                  (6.18) 

,0)1()()2()1( 22 =−+−−+ kkhk γγδγ                 (6.19) 
.0)1()0( =+= nγγ                                                  (6.20) 

(6.19) tənliyinin ümumi həllini  
kk cck 2211)( λλγ +=                      (6.21) 

şəklində axtaraq, burada 21,λλ  aşağıdakı kvadrat tənliyin kökləridir: 

 220

.01)2( 222 =+−− λδλ h  
(6.20) şərtlərindən 

),,1,0,1(1,1

,0)()1(
,,0)0(

1
2

1

2

1
1

2

1

1
2

1
11

1
22

1
11

1221

nlie

cccn
cccc

n
il

n
n

nnnn

K=−====⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=−=+=+

−==+=

++
+

++++

π

λ
λ

λ
λ

λλλλγ
γ

 

121 =λλ  olduğundan 1
2

2
1

+= n
il

e
π

λ  və  

1
2

1
1 +== n

il
e
π

λ
λ  

olar. 1λ  və 2λ -ni tapdıqdan sonra δ -nı da tapmaq olar. Doğrudan da, 
kvadrat tənliyin köklərinin xassəsinə əsasən, 

.
1

cos22 11
21

22
+

=+=+=− +
−

+
n
leeh n

il
n
il πλλδ

ππ
 

Buradan da  

),,1,0(
2

)(sin4
)1(2

sin4 02
2

2
2

2 nlY
yy

hn
l

h
l

l K=
−

=
+

=
ππδ  

olduğunu alırıq. 
 Tapdığımız bu qiymətləri (6.21)-də nəzərə alsaq 

).,,2,1(,
)(

sin,)( 0)(11
1 nlY

yylceeck kk
l

n
ilk

n
ilk

l K=
−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= +

−
+ π

γγ
ππ

 

 Aşkardır ki, (6.18) tənliyinin həlli 
x

lll llx eBeAxv δδ −+=)(  
şəklində olar. 
 Beləliklə, (6.17) məsələsinin n  xətti asılı olmayan xüsusi həllərini 
tapmış oluruq. 

).,,2,1()(sin)()( 0
, nlY

yyleBeAxv kx
l

x
llk ll K=

−
+= − πδδ  

Aşkardır ki, bu həllərin xətti kombinasiyası, (6.17) məsələsinin 
ümumi həlli olar: 

,))((sin)(
1

0∑
=

−+−=
n

i

x
l

x
lkk ll eBeAyyY

lxU δδπ  

burada lA  və lB  ixtiyari sabitlərdir. 
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 Diferensial tənliklər kursundan məlum olan sabitin variasiya üsulunu 
tətbiq edib, bircinsli olmayan (6.14), (6.15) məsələsinin həllini də tapmaq 
olar. Belə ki, bu həllə daxil olan sabitləri (6.16) şərtlərindən istifadə edib 
tapmaq olar. 

2. Simin rəqs tənliyi. Aşağıdakı kimi qarışıq məsələyə baxaq, 
}0,0{ ∞<≤≤≤= tXxG  oblastında 

),(2

2

2

2
txf

x
u

t
u =

∂
∂−

∂
∂                       (6.22) 

tənliyinin elə həllini tapmaq tələb olunur ki, 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∞<≤==

≤≤=
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∂
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),0()(),(),(),0(

),0()(
)0,(

),()0,(
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tttXuttu

Xxxt
xuxxu

ψψ

ϕϕ      (6.23) 

burada )2,1()(),( =itx ii ψϕ  verilən funksiyalardır. 
 ],0[ X  parçasında khxk =  ))1/(;1,1,0( +=+= nXhnk K  nöqtələri 
götürsək, kxx =  düz xətlərini çəksək, (6.22) tənliyində kxx =  

)1,,2,1( += nk K  qəbul etsək və nəhayət,  

)],(),(2),([1
1122

2
txutxutxu

hx
u

kkk
xx k
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+−≈
∂
∂      (6.24) 

düsturundan istifadə etsək: 

),,,2,1()()]()(2)([1)( 112 nktftUtUtU
h

tU kkkkk K==+−−′′ −+  
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             (6.25) 

məsələsinin, (6.22), (6.23) məsələsini 2h  tərtibdən approksimasiya 
etdiyini almış olarıq. 
 Qeyd etmək lazımdır ki, istər Puasson tənliyini və istərsə də simin 
rəqs tənliyini approksimasiya etdikdə, alınan sistemi 
mürəkkəbləşdirməklə approksimasiya tərtibini artırmaq olar. Doğrudan 
da,  
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bərabərliyindən və (6.22) tənliyindən aldığımız  
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2

2

2
tftutxf

t
txu

x
txu

kkk
kk −′′=−

∂

∂
=

∂

∂  

bərabərliyindən istifadə etsək: 
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5
1211 tutu

h
tututu kkkkk  

] )()]()([12
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və buradan da  
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6
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),()(),()( 2110 ttUttU n ψψ == +  
),,2,1()()0(,)()0( 2211 nkxUxU kkkkkk K===′== ϕϕϕϕ  

olduğunu alarıq. Aşkardır ki, bu sistemin approksimasiya tərtibi 4h -ə 
bərabərdir. 
 Birinci bənddə tətbiq etdiyimiz qayda ilə (6.25) və (6.26) 
məsələlərinin ümumi həllərini tapmaq olar. Bu məsələlərə uyğun bircinsli 
məsələlərin ümumi həlləri, uyğun olaraq aşağıdakı düsturlarla təyin 
olunarlar 
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 3. İstilikkeçirmə tənliyi üçün. Aşağıdakı qarışıq məsələyə baxaq. 
}0,0{ ≥≤≤= tXxG  oblastında  
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),(2
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∂                 (6.27) 

tənliyinin elə həllini tapmaq tələb olunur ki,  
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21 ttXuttu
Xxxxu
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ϕ              (6.28) 

şərtləri ödənsin; burada )(),( tx iψϕ )2,1( =i verilmiş funksiyalardır. 
 ],0[ X  parçasında )1/;1,,1,0( +=+== nXhnkkhxk K  nöqtələrini 
götürsək, kxx =  düz xətlərini çəksək, (6.27) tənliyində kxx =  

)1,,2,1 += nk K  qəbul etsək və nəhayət, (6.24) düsturundan istifadə 
etsək 
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məsələsinin, (6.27), (6.28) məsələsinin 2h  tərtibdən approksimasiya 
etdiyini almış olarıq (ikinci bənddə olduğu kimi, burada da 
approksimasiya tərtibini artırmaq olar). 
 (6.29) məsələsinə uyğun bircinsli məsələnin xüsusi həllini 

)()()( tvktUk γ=  
şəklində axtarsaq, )(kγ -nı tapmaq üçün aşağıdakı fərqlər tənliyini  
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n
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)(tv -ni tapmaq üçün isə 

)()( 2 ttv υδ−=′  
tənliyini almış olarıq. Bu halda (6.29) məsələsinə uyğun bircins 
məsələsinin ümumi həllinin 
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şəklində olduğu alınır. (6.27), (6.28) məsələsinin həllini isə sabitin 
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variasiya üsulunu tətbiq etməklə tapmaq olar. 
 4. Xətanın qiymətləndirilməsi. İndi isə (6.27), (6.28) məsələsinə düz 
xətlər üsulunu tətbiq etdikdə alınan xətanı qiymətləndirək. Eyni qayda ilə 
(6.12), (6.13) və (6.22), (6.23) məsələləri üçün də düz xətlər üsulunun 
xətasını qiymətləndirmək olar. 
 Fərz edək ki, (6.27), (6.28) məsələsinin həlli var və bu həllin x -ə 
nəzərən dördüncü tərtibdən kəsilməz törəməsi var. Onda 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

==

==

+=+−−′

+

−+

).()(),()(

),,,2,1()0(

),()()]()(2)([1)(

2110

112

ttuttu

nku

tRtftututu
h

tu

n

kk

kkkkkk

ψψ

ϕ K    (6.30) 

Burada ),()( txutu kk =  və )()( 2hOtRk = . )()()( tUtut kkk −=ε  
işarələməsini aparsaq (6.29) və (6.30)-dan  
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   (6.31) 

olduğunu alarıq.  
 Biz hissə-hissə inteqrallama düsturuna analoji olan hissə-hissə 
cəmləmə düsturundan 
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istifadə edəcəyik. Burada .1 kkk εεε −=∆ +  
 Bu düsturun doğruluğunu isbat etmək üçün aşağıdakı aşkar düsturdan 
istifadə edək: 
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1−∆= kk εδ  götürsək 
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 Bu düsturdan istifadə edib xətanı qiymətləndirək. 
 (6.31) tənliklər sisteminin hər tərəfini )(tkε -ə vuraq: 

)()()(
)(

])([
2
1

2
1

2
2 ttRt

h
tt kkk

k
k εε

ε
ε =

∆
−′ −  

və k -ya 1-dən )1( −n -ə qədər qiymətlər  verib, alınan bərabərlikləri 
cəmləyək:  

.)()()()(1)(
2
1 1

1

1

1
1

2
2

1

1

2 ∑∑∑
−

=

−

=
−

−

=
=∆−

′
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ n

k
kk

n

k
kk

n

k
k ttRtt

h
t εεεε   

(6.32) düsturunu burada nəzərə alsaq 
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olduğunu alarıq. Buradan 
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 Bu bərabərsizliyi həll edək. Bunun üçün bərabərsizliyin hər tərəfini 
te  funksiyasına vursaq: 
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olduğunu alarıq. 
 Beləliklə, üsulun xətası aşağıdakı düsturla qiymətləndirilir: 
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Nəhayət, qeyd edək ki, düz xətlər üsulunu xüsusi törəməli diferensial 
tənliklərə tətbiq etdikdə hansı dəyişənə nəzərən bu üsulu tətbiq etməyə 
xüsusi diqqət yetirmək lazımdır. Düz xətlər üsulu o arqumentə nəzərən 
tətbiq edilir ki, alınan diferensial tənliklər sistemi ya dəqiq həll edilsin, ya 
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da, heç olmasa, sadə şəkil alsın. Bu paraqrafın birinci bəndində hansı 
dəyişənə nəzərən üsulu tətbiq etməyin mənası yoxdur. Çünki hər iki halda 
eyni məsələ alınır. İkinci və üçüncü bəndlərdə isə mənası var. Simin rəqs 
tənliyinə x -ə nəzərən tətbiq etdikdə iki tərtibli diferensial tənliklər 
sistemi üçün Koşi məsələsi aldıq, y -ə nəzərən tətbiq etsəydik sərhəd 
məsələsi alardıq. Məlumdur ki, birinci halda məsələ nisbətən asan həll 
edilir. İstilikkeçirmə tənliyində isə x -ə nəzərən düz xətlər üsulunu tətbiq 
etdikdə bir tərtibli tənliklər sistemi aldıq. Əgər t -ə nəzərən tətbiq 
etsəydik iki tərtibli diferensial tənliklər sistemi üçün sərhəd məsələsi 
alardıq. 
 Əgər düz xətlər üsulunu tətbiq etdikdən sonra alınan diferensial 
tənliklər sistemi dəqiq həll edilmirsə, onda bu sistemə V fəsildə 
verdiyimiz təqribi üsullardan birini tətbiq etmək olar. 

5. İnteqral münasibətləri üsulu. Aşağıdakı kimi Qursa məsələsinə 
baxaq: 
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1,,2,1,, −==== njn
Yhjhyy j K  düz xətləri vasitəsilə ],0[],0[ YX ×  

düzbucaqlısını n  zolağa bölərək, (6.33) tənliyini hər zolaq boyunca 
inteqrallasaq və nəhayət, ),( yxu  funksiyasını hər bir zolağın sərhədi üzrə 
xətti interpolyasiya ilə əvəz etsək, (6.33) məsələsinin ju  təqribi həllini 
tapmaq üçün adi diferensial tənliklər sistemi üçün aşağıdakı məsələni 
almış olarıq: 
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Burada 111 ,,,, +++ iiiii fδγβα  əmsalları fcba ,,,  funksiyalarından 
asılıdırlar. 
 Aşkardır ki, (6.33) məsələsinin approksimasiyası 3h  tərtibdən olar. 
Əgər (6.33) məsələsinə düz xətlər üsulunu ( y -ə nəzərən) tətbiq etmiş 
olsaydıq, məsələnin approksimasiyası 2h  tərtibdən olardı. Lakin qeyd 
etmək lazımdır ki, düz xətlər üsulun tətbiq dairəsi daha genişdir. 

 
§ 4. Rits üsulu 

Sərhədi Γ  olan sonlu G  oblastında 
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tənliyinə baxaq. Burada p  funksiyası Γ+G  oblastında kəsilməz 
diferensiallanan müsbət funksiyadır; q və f  funksiyaları )( Γ+G -də 
kəsilməzdirlər və .0>q  
 (6.34) tənliyinin elə həllini tapmaq tələb olunur ki,  

0=Γu                            (6.35) 
sərhəd şərti ödənsin. Biz burada ümumiliyi pozmadan sərhəd şərtini sıfır 
götürmüşük. Əks halda əvəzləmə vasitəsilə buna nail olmaq olar. 
 (6.34), (6.35) məsələsinə Rits üsulunu tətbiq etmək üçün V fəsildə 
operator tənliklər üçün isbat etdiyimiz teoremdən istifadə etmək lazımdır. 
 )(2 GLH =  və )()( uLuA =  götürək. A  operatorunun təyin oblastı 

AH−  elə )(),( 2 GLyxu ∈  funksiyalar çoxluğudur ki, bu funksiyaların 

ikinci tərtibdən törəmələri var, bu törəmələr )(2 GL  fəzasına daxildir və 
(6.35) şərtini ödəyirlər. 
 İsbat edək ki, )(uA  operatoru AH -da simmetrik və müsbət-
müəyyəndir. 
 Tutaq ki, .),(),,( AHyxvyxu ∈  Onda (6.35) şərtini nəzərə almaqla 
Qrin düsturunu tətbiq etsək: 
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olduğunu alarıq ki, bu da A  operatorunun AH -da simmetrik operator 
olduğunu göstərir.  
 İndi isə isbat edək ki, )(uA  operatoru müsbət-müəyyəndir. Tutaq ki, 

.),( AHyxu ∈  Onda, (6.35) şərtini nəzərə almaqla, Qrin düsturunu tətbiq 
etsək: 
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olduğunu alarıq ki, bu da A  operatorunun müsbət-müəyyən olduğunu 
göstərir, çünki 

.0),(min0 >= yxqq  
)()( uLuA ≡  operatoru üçün 

),(2),()( ufuAuuJ −=  
funksionalını hesablasaq: 
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olduğunu alarıq. 
 Teorem 5.5-ə əsasən (6.34), (6.35) məsələsinin həllini tapmaq üçün 
bu funksionala minimum verən nöqtəni tapmaq lazımdır. Teorem 5.6-ya 
əsasən isə bu funksionalı minimumlaşdıran ardıcıllığı qurmaq kifayətdir. 
 Beləliklə, (6.34), (6.35) məsələsinin təqribi həllini tapmaq üçün 
minimumlaşdıran ardıcıllığı quraq. 
 Aşağıdakı şərtləri ödəyən ),(,),,(),,( 21 yxyxyx nϕϕϕ K  funksiyalar 
sisteminə baxaq: 

1) ),( yxiϕ  funksiyalarının Γ+G  oblastında ikinci tərtibdən 
kəsilməz törəmələri var; 

2) ),( yxiϕ  funksiyaları (6.35) sərhəd şərtini ödəyir;  
3) )},({ yxiϕ funksiyalar sisteminin ixtiyari sonlu saydakı xətti asılı 

deyil; 
4) ixtiyari )(2 GLu∈  və 0>ε  üçün elə mbbb ,,, 21 K  tapmaq olar ki, 

εϕ <⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∫ ∫ ∑

=
dxdyLbu

G

m

i
ii

2

1
)(  
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bərabərsizliyi  ödənsin. 
 Minimallaşdıran ardıcıllığın n -ci həddini  

∑
=

=
n

i
iin yxayxu

1
),(),( ϕ  

şəklində axtaraq. ),,2,1( niai K=  parametrlərini elə seçək ki, 

).,,2,1(0
)( nja

uJ
j
n K==

∂
∂

 

Onda: 

).,,2,1(
1

njBaA
n

j
jjij K==∑

=
                  (6.36) 

Burada  
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nii ,1}{ =ϕ  – xətti asılı olmayan sistem təşkil etdiyindən, (6.36) sisteminin 

yeganə həlli var. ia -lərin tapılan bu qiymətlərini  

∑
=

=
n

i
iin yxayxu

1
),(),( ϕ  

düsturunda yerinə yazsaq, minimumlaşdıran ardıcıllığını tapmış oluruq. 
Teorem 5.6-ya əsasən bu ),( yxun  funksiyasını (6.34), (6.35) məsələsinin 
təqribi həlli kimi götürmək olar.  

 
 

§5. Kvazixətti hiperbolik tipli tənliklər üçün 
xarakteristika üsulu 

 
1. Tənliklər sisteminin həllinə uyğun xarakteristika. Aşağıdakı kimi 

n  sayda birtərtibli xüsusi törəməli diferensial tənliklər sisteminə baxaq: 

).,,2,1(
1

nicy
u

bx
u

a
n

j
i

j
ij

j
ij K==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

∑
=

          (6.37) 

Burada iijij cba ,,  funksiyaları nuuuyx ,,,,, 21 K  dəyişənlərindən asılıdır 

və bu dəyişənlərə nəzərən kəsilməz diferensiallanandırlar. ,ija  iij cb ,  
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funksiyaları naməlum nuuu ,,, 21 K  funksiyalarından da qeyri-xətti asılı 
olduqlarından, bu sistemə kvazixətti sistem deyirlər. 

Tutaq ki, ),( yx  müstəvisinin G  oblastında kəsilməz 
diferensiallanan ),(,),,(1 yxuyxu nK  funksiyaları (6.37) sisteminin 
həllidir. C  ilə G  oblastına daxil olan və təkrar nöqtələri olmayan hamar 
əyrini işarə edək. 
 Aşağıdakı məsələyə baxaq: (6.37) sistemindən və ,),,( Kyxu  

),( yxun  həllinin C  əyrisi üzərindəki qiymətindən istifadə edərək, 

C

i
i

C

i
i y

uqx
up

∂
∂

=
∂
∂

= ,   

xüsusi törəmələrini tapmalı. 
 Aşkardır ki,  

),(),(),,2,1()(
1

Cyxnicqbpa
n

j
ijijjij ∈==+∑

=
K      (6.38) 

burada əmsallar C  əyrisi üzrə hesablanır və  
),,...,2,1( nidudyqdxp iii ==+                        (6.39) 

burada diferensial C  əyrisi boyunca götürülür. 
 Beləliklə, ),,2,1(, niqp ii K=  məchullarını tapmaq üçün n2  sayda 
xətti tənliklər sistemi almış oluruq. 
 Fərz edək ki, C  əyrisi üzərində baxdığımız nöqtədə dx ≠ 0.  Onda 
(6.39)-dan 

),,2,1( nidx
du

dx
dyqp i

ii K=+−=        (6.40) 

olar. Bu qiymətləri (6.38)-də nəzərə alsaq: 

∑∑
==

−=−
n

j
jijij

n

j
ijij duadxcqdyadxb

11
)(   ),...,2,1( ni =      (6.41) 

olduğunu alarıq. 
Əgər bu sistemdən iq -ləri tapmaq mümkün olsa, onda (6.40)-dan ip -

ləri də tapmaq olar. 
0=dx  olsa, 0≠dy  olar. Onda (6.39)-dan 

).,,2,1( nidy
du

dy
dxpq i

ii K=+−=  

Bu qiymətləri (6.38)-də nəzərə alsaq: 
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),,2,1()(
11

nidubdycpdxbdya
n

j
jijij

n

j
ijij K=−=− ∑∑

==
 

olduğunu alarıq. Bu sistemin determinantı (6.41) sisteminin determinan-
tından yalnız işarə ilə fərqlənə bilər. 

(6.41) sisteminin determinantını ∆  ilə işarə edək, onda 

.

2211

2222222121
1112121111

dyadxbdyadxbdyadxb

dyadxbdyadxbdyadxb
dyadxbdyadxbdyadxb

nnnnnnnn

nn
nn

−−−
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

−−−
−−−

=∆

K

K
K

 

Aşağıdakı hallara baxaq: 
 1) C  əyrisinin heç bir nöqtəsində ∆  sıfır ola bilməz. 
 2) C  əyrisinin bütün nöqtələrində ∆  sıfıra bərabərdir. 
 Birinci halda (6.41) sisteminin yeganə həlli var. Deməli, C  əyrisi 
üzrə (6.37) sisteminin həlli məlum olsa, bu əyri üzrə həllin törəmələrini 
də birqiymətli tapmaq olar. 
 Tutaq ki, .0≡∆  (6.37) diferensial tənliklər sisteminin həlli 
olduğundan (6.41) sisteminin də həlli olmalıdır. 
 ∆  determinantı sıfır olduğundan bu sistemin sonsuz sayda həlli olar. 
Beləliklə, ikinci halda ip  və iq -ləri birqiymətli tapmaq olmaz. Bu halda 
C  əyrisinə (6.37) sisteminin verilmiş həllinə uyğun xarakteristikası 
deyirlər. 
 C  əyrisinə toxunanla x  oxu arasındakı bucağın tangensi dxdy /=λ  
aşağıdakı tənliyi ödəyir: 

.0

2211

2222222121
1112121111

=

−−−
⋅⋅⋅⋅
−−−
−−−

nnnnnnnn

nn
nn

ababab

ababab
ababab

λλλ

λλλ
λλλ

K

K
K

          (6.42) 

Qeyd olunmuş ),,,,( 1 nuuyx K  nöqtəsində bu tənlik. 
 λ -ya nəzərən n  dərəcəli tənlikdir. Əgər (6.42) tənliyinin y  nöqtədə 
n  müxtəlif kökü varsa, onda (6.37) sisteminə hiperbolik sistem deyirlər. 

(6.42) tənliyinin köklərini nλλλ ,,, 21 K  ilə işarə edək. (6.37) 
sisteminin ),(,),,(1 yxuyxu nK  həlli üçün iλ -lər x  və y -dən asılı 
funksiyalardır. Beləliklə, aşağıdakı diferensial tənlikləri almış olarıq: 

),,2,1(),( nidxyxdy i K== λ                  (6.43) 
(6.37) sisteminin hər bir həlli üçün (6.43) diferensial tənliklər sistemini 
həll edib n  xarakteristika tapmış olarıq. 

 232

 G  oblastının hər bir nöqtəsindən yalnız və yalnız bir xarakteristika 
keçəcəkdir. 
 Tutaq ki, C  əyrisi  (6.37) sisteminin ),(,),,(1 yxuyxu nK  həllinə 
uyğun xarakteristikadır. 
 C  əyrisi üzərində 0=∆  və (6.41) sistemi birgə olduğundan, ∆  
determinantının k -nıncı sütun ünsürlərini uyğun olaraq bu sistemin sağ 
tərəfindəki ünsürlərlə əvəz etsək, alınan determinant - k∆ -da sıfra 
çevrilməlidir: 

.021 =∆==∆=∆=∆ nL            (6.44) 
(6.37) sistemi hiperbolik olduğundan, C  əyrisinin nöqtələrində 
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matrisinin ranqı 1−n  olar. Bu halda, bu matrisin sütunlarından birini, 
(6.37) sisteminin sağ tərəfinin ünsürləri ilə əvəz etdikdə alınan matrisin 
ranqı da 1−n  olar. Tutaq ki, bu matris k∆ -dır. Onda 

0,0 =∆=∆ k                     (6.45) 
şərtlərindən (6.44)-ün qalan şərtləri alınar. 
 Deməli, C  xarakteristikası üzərində ),(,),,(1 yxuyxu nK  həlli (6.45) 
şərtləri ilə bağlıdır. Bu şərtlərə xarakteristik tənliklər deyirlər. Bu 
şərtlərdən birincisinə xarakteristikanın istiqaməti tənliyi, ikincisinə isə 
xarakteristika üzərində diferensial münasibət deyirlər. 
 İndi isə iki xüsusi hala baxaq. 
 .1=n  Bu halda (6.37) sistemi 

cy
ubx

ua =
∂
∂+

∂
∂  

şəklində, xarakteristikanın istiqamətinin tənliyi  
0=− adybdx   

şəklində, və nəhayət, diferensial münasibət 
0=− aducdx  

şəklində olar. 
 .2=n  Bu halda (6.37) sistemi 
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şəklində olar. 
 Xarakteristikanın istiqamətləri aşağıdakı tənliklərlə təyin edilir: 

),2,1(0 ==− idxdy iλ  
burada iλ   

0
22222121
12121111 =−−

−−
abab
abab

λλ
λλ                       (6.47) 

tənliyinin kökləridir. 
 Xarakteristika üzərində diferensial münasibət 

0
22222221112
12122121111 =−−−

−−−
abduaduadxc
abduaduadxc
i
i
λ
λ  

və ya  
0)( 21 =++++ NdyMdxcduduBAiλ              (6.48) 

şəklində olar. Burada  
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2. İki tərtibli tənlik üçün xarakteristika. İndi iki tərtibli xüsusi 

törəməli diferensial tənliyə baxaq: 

.2 2

22

2

2
f

y
ucyx

ub
x
ua =

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂             (6.50) 

Burada fcba ,,,  funksiyaları y
u

x
uuyx

∂
∂

∂
∂ ,,,, -dən asılı olub, kəsilməz 

diferensiallanandırlar. (6.50) tənliyinə kvazixətti tənlik deyirlər. 
 Tutaq ki, ),( yx  müstəvisinin G  oblastında iki tərtibdən kəsilməz 
törəmələri olan ),( yxu  funksiyası (6.50) tənliyinin həllidir. C  ilə G  
oblastına daxil olan və təkrar nöqtələri olmayan hamar əyrini işarə edək. 
 Aşağıdakı məsələyə baxaq: (6.50) tənliyindən və ),( yxu  həllinin, 

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂ ,  törəmələrinin C  əyrisi üzərindəki qiymətindən istifadə edərək, 
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xüsusi törəmələrini tapmalı. 
 Aşkardır ki, 
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dqdytdxs
dpdysdxr
fctbsar

                                (6.51) 

burada əmsallar C  əyrisi üzrə hesablanır və diferensiallar bu əyri 
boyunca götürülür. (6.51) sistemi r s t, ,  məchullarına nəzərən xətti 
bircinsli olmayan sistemdir. Bu sistemin determinantı 

22 )(2)(
0

0
2

dxcbdxdydya
dydx

dydx
cba

+−==∆  

düsturu ilə hesablanır. 
 0≠∆C  olduqda tsr ,,  (6.51) sistemindən birqiymətli təyin olunurlar. 

0≡∆ C  halına baxaq. (6.50) tənliyinin həlli olduğundan, (6.51) 
sisteminin də həlli olmalıdır. 0≡∆ C  olduğundan bu sistemin sonsuz 
sayda həlli olar. 

Deməli, 0≡∆ C  olduqda tsr ,,  məchullarını birqiymətli tapmaq 
olmaz. Bu halda C  əyrisinə (6.50) tənliyinin həllinin xarakteristikası 
deyirlər. 
 Əgər C  əyrisi (6.50) tənliyinin həlli üçün xarakteristikadırsa, onda  

0)(2)( 22 =+− dxcbdxdydya  
və ya  

02
2

=+−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂ cdx

dybx
ya                  (6.52) 

olar. Bu tənliyi həll etsək, 

.
2

a
acbb

dx
dy −±=  

Əgər 02 >−acb  isə, onda iki birtərtibli adi diferensial tənliklər alırıq. Bu 
tənliklər inteqral əyriləri ailəsi təşkil edir.  Bu əyrilər ailələrini (6.50) 
tənliyinin həllinə uyğun xarakteristikaları ailəsi adlandırırlar. G  
oblastının hər bir nöqtəsindən bu ailələrin hər birindən ancaq bir 
xarakteristika keçir. 
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 Əgər (6.52) tənliyinin ⎟
⎠
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∂
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x
uuyx ,,,,  nöqtəsində x
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∂
∂ -ə nəzərən iki 

müxtəlif kökü varsa, onda (6.50) tənliyinə hiperbolik tənlik deyirlər. 
 Tutaq ki, C  verilmiş ),( yxu  həlli üçün xarakteristikasıdır. Onda 
(6.51) sistemi birgə olduğundan 

⎟
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aqdydx
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matrisinin üç tərtibli determinantlarının hamısı C  əyrisi üzərində sıfra 
çevrilir: 

0)(2)(0
2

2
1 =+−−==∆ dyfdydpbdydqdxdpc

dqdydx
dpdy
fcb

,

 0
0

02 =+−−==∆ dydxfdydpadxdqc
dqdy
dpdx
fca

,  

0)(2)(
0

2
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3 =+−−==∆ dxfdxdqbdxdpdydqa
dqdx
dpdydx
fba

. 

Bu tənliklərdən və (6.52)-dən  

0))(( 2 =+−±− dqacacbbdxfdpa  
olduğunu alırıq. 
 Beləliklə 

dyqdxpdu
dqacacbbdxfdpa

dxacbbady
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=+−±−

=−±−

,0))((

,0)(
2

2

 

tənliklərini almış oluruq. Bu tənliklərə xarakteristik tənliklər deyirlər. Bu 
tənliklərdən birinci ikisinə xarakteristikanın istiqamət tənlikləri, axırıncı 
ikisinə isə xarakteristika boyunca diferensial münasibətləri deyirlər. 

a
acbb

a
acbb −+=−−=

2

2

2

1 , λλ  

işarələmələrini aparsaq, xarakteristik tənlikləri aşağıdakı kimi yazmaq 
olar. 
 Birinci ailə üçün: 
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.
,0)(,0 21
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 İkinci ailə üçün: 

.
,0)(,0 12

qdypdxdu
fdxdqdpadxdy

+=
=−+=− λλ  

3.Tənliklər sistemi üçün Masso üsulu. Sadəlik üçün iki məchullu 
kvazixətti hiperbolik tənliklər sisteminə - (6.46) baxaq: 
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 Bu sistem üçün qoyulmuş məsələlərin təqribi həllərini tapmaq üçün 
Masso üsulunu tətbiq edək. 
 Əvvəlcə ),( yx  müstəvisində bir-birinə yaxın iki ),,( 111 yxA  

),( 222 yxA  nöqtələrini götürək. Tutaq ki, bu nöqtələrdə verilmiş sistemin 
həlli məlumdur. Xüsusi qayda ilə seçilmiş üçüncü ),( 333 yxA  nöqtəsində 
sistemin təqribi həllini tapmaq üsulunu verək. 1A  nöqtəsindən birinci 
ailənin xarakteristikalarının istiqamətində, 2A  nöqtəsindən isə ikinci 
ailənin xarakteristikalarının istiqamətində düz xətlər keçirək. (6.48) 
sistemi hiperbolik olduğundan bu düz xətlər hər hansı bir ),( 333 yxA  
nöqtəsində kəsişəcəklər. Bu nöqtənin koordinatları aşağıdakı sistemdən 
tapılar:  
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λ
              (6.53) 

Burada )1(
11λ  – birinci ailənin xarakteristikasına 1A  nöqtəsində toxunanın 

bucaq əmsalı, )1(
22λ  isə ikinci ailənin xarakteristikasına 2A  nöqtəsində 

toxunanın bucaq əmsalıdır. )1(
11λ  və )1(

22λ  ədədləri 1A  və 2A  nöqtələrində 
(6.47) tənliyinin uyğun kökləridir. (6.48) diferensial münasibətlərinə daxil 
olan diferensialları sonlu fərqlərlə əvəz etsək, ),,( )1(

3
)1(

3 yxu  ),( )1(
3

)1(
3 yxv  

məchullarını tapmaq üçün aşağıdakı tənliklər sistemini almış olarıq: 
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Burada )2,1(,,,, )1()1()1()1()1( =iNMCBA iiiii  (6.49) determinantlarının iA  

nöqtələrində qiymətləridir. Bu sistemi həll edib, ),( )1(
3

)1(
3 yxu  və 

),( )1(
3

)1(
3 yxv  tapmış olarıq. 

 Tapdığımız ),( )1(
3

)1(
3 yxu ),( )1(

3
)1(

3 yxv  (6.50) sisteminin həllinin 
),( 33 yx  nöqtəsində təqribi qiymətini tapmaq üçün birinci yaxınlaşmadır. 

Çünki, 1A  və 2A  nöqtələrindən çıxan xarakteristikaları düz xətlərlə əvəz 
etdiyimizdən, tapdığımız bu qiymət həllin dəqiq qiymətindən çox uzaq 
ola bilər. Bu qiymətləri dəqiqləşdirmək üçün birinci və ikinci ailələrin 
xarakteristikalarını 3A  nöqtəsində qiymətlərini- )1(

23
)1(

13 ,λλ  bilərəkdən, 
aşağıdakı qiymətləri hesablamaq lazımdır: 
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Burada )1(
3

)1(
3

)1(
3

)1(
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)1(
3 ,,,, NMCBA  ədədləri NMCBA ,,,,  funksiyaları-

nın ),,,( )1(
3

)1(
3

)1(
3

)1(
3 vuyx  nöqtəsində qiymətləridir. 

 Bu hesablamalardan sonra ikinci yaxınlaşmalar aşağıdakı düsturla 
tapılar: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=−

−=−

),(

),(

2
)2(

3
)2(

222
)2(

3

1
)2(

3
)2(

111
)2(

3

xxyy
xxyy

λ

λ
 

 238

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=−+−+−+

+−+

=−+−+−+

+−+

.0)()()],(),([

)],(),()[(

,0)()()],(),([

)],(),()[(

2
)2(

3
)2(

22
)2(

3
)2(

222
)2(

3
)2(

3
)2(

2

22
)2(

3
)2(

3
)2(

3
)2(

3
)2(

22

1
)2(

3
)2(

11
)2(

3
)2(

111
)2(

3
)2(

3
)2(

1

11
)2(

3
)2(

3
)2(

1
)2(

1
)2(

11

yyNxxMyxvyxvC
yxuyxuBA

yyNxxMyxvyxvC
yxuyxuBA

λ

λ

 

Bu sistemi həll edib, məsələnin həllinin 3A  nöqtəsində təqribi qiymətini 

tapmaq üçün ikinci yaxınlaşmanı - ),,( )2(
3

)2(
3 yxu  ),( )2(

3
)2(

3 yxv  tapmış 
olarıq. Bu qayda ilə həllin qiymətinə daha yaxın yaxınlaşmaları tapmaq 
olar. 
 İndi isə yuxarıda şərh etdiyimiz 
üsulu (6.50) sistemi üçün qoyulmuş 
məsələnin həllinə tətbiq edək. 
 Əvvəlcə Koşi məsələsinə baxaq. 
Fərz edək ki, C  hamar əyrisinin 
nöqtələrində xarakteristik istiqamət 
yoxdur. 
 (6.50) sisteminin elə həllini – 

),( vu  tapmaq tələb olunur ki, C  əy-
risinin hər hansı bir qövsündə 
verilmiş funksiyaya bərabər olsun. 
Bu Koşi məsələsini Masso üsulu ilə  

 
Şəkil 7. 

həll edək. Əyrinin qövsündə bir-birinə kafi qədər yaxın nöqtələr götürmək 
lazımdır (şəkil 7). 1-ci və 2-ci nöqtələrdə həllin qiymətlərini 
bildiyimizdən Masso üsulunu tətbiq edib, 8-ci nöqtədə həlli tapmaq olar. 
2-ci və 3-cü nöqtələrdə həllin qiymətləri məlum olduğundan yenə də 
Masso üsulunu tətbiq edib, 9-cu nöqtədə həllin qiymətini tapmaq olar. Bu 
qayda ilə 10, 11, 12 və 13-cü nöqtələrdə də həllin qiymətlərini tapmaq 
olar. Bundan sonra 8, 9, 10, 11, 12, 13 nöqtələrini ilkin nöqtələr kimi 
qəbul edib, Masso üsulu ilə 14, 15, 16, 17, 18-ci nöqtələrdə həllin 
qiymətlərini tapmış olarıq. Bu qayda ilə MNP  «əyri-xətli üçbucağa» 
daxil olan bütün nöqtələrdə həllin qiymətlərini tapmaq olar. MP  sınıq 
xətlərdən düzəldilmiş «əyri» birinci ailənin xarakteristikasına, MN  isə 
ikinci ailənin xarakteristikasına yaxın olan «əyrilərdir». Eyni qayda ilə 
MN  qövsünün aşağı hissəsindəki nöqtələrdə də həllin təqribi 
qiymətlərini tapmaq olar. 
 İndi isə Qursa məsələsinə baxaq. (6.50) sisteminin elə həllini ),( vu−  
tapmaq tələb olunur ki, M  nöqtəsindən çıxan MP  və MN  
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xarakteristikalarında verilmiş funksiyalarla üst-üstə düşsün. Belə ki, bu 
funksiyaların M  nöqtəsində qiymətləri bir-birinə bərabər olmalıdırlar. 
Bu məsələyə Qursa məsələsi deyirlər. Masso üsulu ilə bu məsələni həll 
etmək üçün MP  və MN  qövsləri üzərində bir-birinə kafi qədər yaxın 
olan nöqtələr götürülür (şəkil 8). Bu nöqtələrdə həllin qiymətləri 
verilmişdir. Yuxarıda verdiyimiz qayda isə, 4 və 5 nöqtələrində həllin 
qiymətlərini bilərəkdən 10 nöqtəsində də tapırıq. Bu qayda ilə 3 və 10 
nöqtələrindən istifadə edib 11 nöqtəsində; 2 və 11 nöqtələrindən istifadə 
edib 12 nöqtəsində, və nəhayət, 1 və 12 nöqtəsindən istifadə edib 13 
nöqtəsində həllin qiymətlərini tapmış oluruq. 5, 10, 11, 12, 13 və 6 
nöqtələrindən istifadə edib, 14, 15, 16, 17 nöqtələrində həllin qiymətlərini 
tapırıq. Bu qayda ilə MNQP  «dördbucaqlısının» digər nöqtələrindən də 
həllin qiymətlərini tapa bilərik. Bu «dördbucaqlının» iki tərəfi (MN və 
MP ) verilmiş xarakteristikaların qövsləridir, digər iki tərəfləri isə, N  və 
P  nöqtələrindən çıxan ikinci ailənin xarakteristikalarına yaxın olan 
«əyrilərdir».  
 Nəhayət, qarışıq məsələsinin həllinə baxaq. (6.50) sisteminin elə 
həllini tapmaq tələb olunur ki, M  nöqtəsindən çıxan xarakteristikanı 
MN  qövsündə və həmin nöqtədən çıxan, heç bir nöqtədə xarakteristik 
istiqaməti olmayan əyrinin MP  qövsündə, əvvəlcədən verilmiş 
funksiyalarla üst-üstə düşsün. Fərz edilir ki, verilmiş funksiyalar ortaq 
M  nöqtəsində bir-biri ilə uzlaşırlar və ikinci ailənin xarakteristikası 
PMN  «bucağının» daxilində qalır (şəkil 9).  

            
 Şəkil 8.  Şəkil 9. 

 
 Bu məsələnin həlli Koşi və Qursa məsələlərin həllinə gətirilir. 
Doğrudan da, əvvəlcə (6.50) sisteminin elə həllini tapaq ki, MN  qövsü 
üzərində əvvəlcədən verilmiş funksiya ilə üst-üstə düşsün (Koşi 
məsələsi). Bu məsələni yuxarıda Masso üsulu ilə həll edib, ikinci 
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xarakteristikaya yaxın «əyrini» )(MQ  tapa bilərik. Bundan sonra (6.50) 
sisteminin elə həllini tapırıq ki, MP  və MQ  xarakteristikaları da 
əvvəlcədən üst-üstə düşsün (Qursa məsələsi). Bu məsələni həll etməklə 
qarışıq məsələni həll etmiş oluruq. 

4. İki tərtibli tənliklər üçün Masso üsulu. Yenidən (6.50) tənliyinə 
baxaq: 

f
y
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 Yuxarıda isbat etdik ki, bu tənlik üçün xarakteristika tənlikləri 
aşağıdakı şəkildə olar: 

I ailə üçün     II ailə üçün 
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 Fərz edək ki, iki ),( 111 yxA  və ),( 222 yxA  nöqtələrində pu,  və q -
nün qiymətləri məlumdur. 1A  nöqtəsindən, birinci ailənin bu nöqtədən 
çıxan xarakteristikanın istiqamətində düz xətt çəkək. 2A  nöqtəsindən, 
ikinci ailənin bu nöqtədən çıxan xarakteristikanın istiqamətində düz xətt 
çəkək. Bu düz xətlərin kəsişmə nöqtəsinin (tənlik hiperbolik tipli 
olduğundan bu düz xətlər hökmən bir nöqtədə kəsişməlidirlər) 
koordinatlarını ),( )1(

3
)1(

3 yx  ilə işarə edək. Aşkardır ki, bu koordinatlar 
aşağıdakı sistemdən təyin olunur: 
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Burada ijλ  ədədi iλ -nin ),( jj yx  nöqtəsindən qiymətidir. 
 Diferensial münasibətləri hər iki xarakteristika üçün, sonlu fərqlərlə 
əvəz edib və onların cəmlərinin yarısını götürsək: 
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olduğunu alarıq. Burada ii fa ,  ədədləri fa,  funksiyalarının ),( ii yx  

nöqtələrindəki qiymətləridir. Bu sistemi həll edib, )1(
3

)1(
3

)1(
3 ,, qpu  tapmış 

olarıq. Tapdığımız bu qiymətlər 333 ,, qpu  üçün birinci yaxınlaşmalardır. 
3-cü bənddə verdiyimiz üsulla digər yaxınlaşmaları da tapmaq olar. 
 Nəhayət, qeyd edək ki, (6.50) tənliyi üçün Koşi, Qursa və qarışıq 
məsələləri də yuxarıda göstərdiyimiz üsulla həll etmək olar. 
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VII FƏSİL 
 

İNTEQRAL TƏNLİKLƏRİN TƏQRİBİ  
ÜSULLARLA HƏLLİ 

 
 İnteqral tənliklər nəzəriyyəsində tədqiq edilən əsas xətti inteqral 
tənliklər aşağıdakılardır: 
 I növ Fredholm inteqral tənliyi 

∫ =
b

a
xfdssysxK ),()(),(λ   

 II növ Fredholm inteqral tənliyi 

∫ =−
b

a
xfdssysxKxy ),()(),()( λ  

 I növ Volter inteqral tənliyi 

∫ =
x

a
xfdssysxK ),()(),(  

nəhayət, II növ Volter inteqral tənliyi  

∫ =−
x

a
xfdssysxKxy ).()(),()( λ  

Burada ),(),(),( bsxasxKxf ≤≤  verilmiş funksiyalar, )(xy  )( bxa ≤≤  
məchul funksiya, λ  isə parametrdir. )(xf  funksiyasına inteqral tənliyin 
sərbəst həddi, ),( sxK -ə isə inteqral tənliyin nüvəsi deyirlər. Aşkardır ki, 
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köməkçi funksiyasını götürsək, Volter tənliklərini Fredholm tənliklərinə 
gətirmək olar: 

∫
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Bu onu göstərir ki, Fredholm inteqral tənlikləri üçün alınmış faktları 
uyğun olaraq Volter inteqral tənlikləri üçün də almaq olar (o şərtlə ki, K~  
nüvəsi K -nın üzərinə qoyulan şərtləri ödəsin). Lakin gələcəkdə 
görəcəyik ki, Volter tənlikləri üçün elə faktlar almaq olar ki, Fredholm 
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tənlikləri üçün bu faktlar doğru olmasın. 
 
 

§1. İnteqralı inteqral cəmi ilə əvəz etmək üsulu 
 

 II növ Fredholm inteqral tənliyinə baxaq: 

.)()(),()( ∫ +=
b

a
xfdssysxKxy λ            (7.1) 

 Fərz edək ki, ),( sxK  və )(xf  ),( bsxa ≤≤  kəsilməz funksiyalardır. 
 1. Aşağıdakı kimi kvadratura düsturunu götürək 
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FRxFAdxxF            (7.2) 

Burada ),,,2,1(],[ nibaxi K=∈  ),,2,1( niAi K=  sabitləri F x( )  funk-
siyasının seçilməsindən asılı deyillər və )(FR  – kvadratura düsturunun 
qalıq həddidir. ix  və iA -ləri konkret seçməklə konkret kvadratura 
düsturları almış olarıq. Məsələn, əgər (7.2) kvadratura düsturu əvəzinə 
ümumiləşmiş trapeslər düsturunu götürsək, onda 
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olduğunu alarıq. 
(7.1) tənliyində ),,2,1( nixx i K==  götürək: 

).,,2,1()()(),()( nixfdssysxKxy
b

a
iii K=+= ∫λ  

İnteqralı (7.2) kvadratura düsturu ilə əvəz edək: 
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1
∑
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j
iijjiji RxfxyxxKAxy λλ           (7.3) 

)].(),,([ sysxKR ii =  

iRλ  həddini atsaq 

).,,2,1(
1

nifYKAY ij
n

j
ijii K=== ∑

=
λ                   (7.4) 

Burada ),,( jiij yxKK =  ).( ii xff =  Bu sistemi həll edib nYYY ,,, 21 K  

ədədlərini tapırıq. Tapılan bu ədədləri (7.1) tənliyinin həllinin ix  
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),,2,1( ni K=  nöqtələrində təqribi qiymətləri kimi götürürük: 
.)( ii Yxy ≈  

(7.1) tənliyinin ],[ ba  parçasında təqribi həlli kimi  

∑
=

+=
n

j
jjj YxxKAxfxY

1
),()()( λ                  (7.5) 

funksiyasını götürmək olar. Aşkardır ki, bu funksiyanın nxxx ,,, 21 K  
nöqtələrində qiymətləri, uyğun olaraq, nYYY ,,, 21 K  ilə üst-üstə düşürlər. 
 I növ Fredholm tənliyi üçün bu üsulu tətbiq etsəydik (7.4) sistemi 
əvəzinə 

),,2,1(
1

nifYKA
n

j
ijijj K==∑

=
λ  

olduğunu alardıq. 
Əgər (7.1) tənliyi bircinsli olsaydı, yəni 0)( ≡xf  olsaydı, onda (7.4) 

sistemi bircinsli sistem olardı. Bu sistemin isə o vaxt həlli olardı ki, 
determinantı sıfır olsun. Beləliklə, (7.4) sisteminə uyğun bircinsli sistemin 
həllini tapmaq üçün λ -ya nəzərən n -dərəcəli cəbri tənliyi həll edib, 

nλλλ ,,, 21 K -ləri tapmaq lazımdır. Bundan sonra (7.4)-ə uyğun bircinsli 
sistemi həll edib nYYY ,,, 21 K  ədədlərini tapmaq lazımdır. Tapılan bu 
ədədlər (7.1) tənliyinin 0)(( ≡xf  olduqda) ix  ),,2,1( ni K=  
nöqtələrində təqribi qiymətləri olar. 
 Onu da qeyd edək ki, I-növ Fredholm tənliyi üçün bu üsulu tətbiq 
etsəydik, (7.3) sistemi əvəzinə 
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olduğunu alardıq. 
 2. Üsulun xətasını qiymətləndirək. iii Yxy −= )(ε  işarələməsini 
aparsaq, (7.3) və (7.4) sistemlərindən 
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j
ijijii K=+= ∑

=
λελε         (7.5) 

olduğunu alarıq. 
 (7.5) və yaxud (7.4) sistemlərinin determinantını )(λD  ilə və bu 
determinantın cəbri tamamlayıcılarını isə )(λijD  ilə işarə etsək, (7.5) 
sisteminin həllini 
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şəklində alırıq. Buradan: 
,Bri λε ≤                            (7.6) 

)].(),,([,max,max
)(

1
,11

sysxKRRRrDDB
bsxa

n

j
ijni

===
≤≤=≤≤

∑λ
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Burada (7.6)-nı nəzərə alsaq, 
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olduğunu alarıq. 
 Beləliklə isbat etdik ki, 
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 Burada r -i hesablamaq üçün kvadratura düsturunu konkret götürmək 
lazımdır. Məsələn, əgər ümumiləşmiş trapeslər düsturunu götürsək 
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−

−=  

olar (burada fərz edirik ki, ),( sxK və )(xf  funksiyaları iki tərtibdən 
diferensiallanandırlar). Bu hal üçün r -i hesablayaq. 

(7.1) tənliyindən  

),2,1()()(),()()( =+
∂

∂= ∫ ixfdssy
x
sxKxy i

b

a
i

i
i λ   
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),2,1()()( 0
)( =+−≤ iPNabKxy ii
i λ  

).2,1()( 0 =+−≤ iPNabKN iii λ   (7.8) 
Burada 2,1,0=i  üçün 

,),(,),(max
, ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂=

≤≤ i

i

i

i

bsxai s
sxK

x
sxKK   

,)(max )( xyN i
bxai ≤≤

=   P f xi a x b
= ′′

≤ ≤
max ( ) .  

 Aşkardır ki, ),(),()( syssKsf =  funksiyasının törəmələri aşağıdakı 
düsturla hesablanır: 

),(),()(),()( syssKsys
ssKsF ′+

∂
∂=′  

).(),()(),(2)(),()( 2

2
syssKsys

ssKsy
s
ssKsF ′′+′

∂
∂

+
∂

∂
=′′  

Buradan  
.2)(,)( 2011021001 NKNKNKsFNKNKsF ++≤′′+≤′  

(7.8) düsturlarını burada nəzərə alsaq,  

,2)](
)(2[])([

])([2)(

2011020

2
122020

101102

PKPKNabKK
abKKPNabKK

PNabKKNKsF

++−+
+−+=+−+

++−+≤′′

λ
λλ

λ

 

)2,1(,)( 201 ==+≤′′ iconstCCNCsF i  
olduğunu alarıq. Deməli, 

).(
)1(12

)(),(
)1(12

)()( 2012

2

2012

2
CNC

n
abrCNC

n
abFR +

−
−≤+

−
−≤  

(7.7) düsturundan )(max0 xYY
bxa ≤≤

=  ilə işarə etsək, 

,)(
)1(12

)(
)()()()(

02012

2
0

YCNC
n
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YCrxYxYxyxy
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−

−
≤

≤+≤+−≤
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)1(12
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)( Y
n
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n
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−

−
+

−

−
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0
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)1(12
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Y
n
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N
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+
−

−

≤ . 

 Burada fərz edilir ki,  

.1
)1(12

)(
2

2

1
* <

−
−=
n
abCCC  

Nəhayət, 

.
1

)1(12
)(

)1(12
)(

2*

02

2

2

12

2

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−

+
−

−
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−
≤ C

C

Y
n
abCC

C
n
abr  

 
§2. Nüvəni, cırlaşmış nüvə ilə əvəz etmək üsulu 

 
1. Əgər inteqral tənliyin nüvəsini aşağıdakı şəkildə göstərmək olarsa 

,)()(),(
1
∑
=

=
n

i
iin sBxAsxK  

onda deyirlər ki, nüvə cırlaşandır. Burada { } nii xA ,1)( =  və  { } nii xB ,1)( =  

funksiyalar sistemi ],[ ba  parçasında xətti asılı olmayan sistemlərdir. 
 Aşağıdakı kimi cırlaşan nüvəli II növ Fredholm inteqral tənliyinə 
baxaq: 

.)()(),()( ∫ +=
b

a
nnn xfdssysxKxy λ              (7.9) 

Bu tənliyin dəqiq həllini tapaq. (7.9) tənliyini 

∑ ∫
=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

i
i

b

a
nin xfxAdssysBxy

1
)()()()()( λ  

şəklində yazmaq mümkün olduğundan bu tənliyinin həllini aşğıdakı 
şəkildə axtarmaq təbiidir: 

.)()()(
1
∑
=

+=
n

i
iin xfxACxy λ           (7.10) 

Burada iC  ),,2,1( ni K=  – sabitlərdir. Həllin bu ifadəsini (7.9)-da nəzərə 
alsaq 
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),()()()()()()(
111

xfdssfsACsBxAxfxAC
n

i
ii

b

a

n

i
ii

n

i
ii +⎥
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i
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j
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⎞
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⎛
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⎞
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⎝

⎛
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∫∑

∫∑∑∑

=

===
b

a
i

n

i
i

b

a
ji

n

j
j

n

i
i

n

i
ii

dssfsBxA

dssAsBCxAxAC λ
 

)()(
1 ,, x

n
x AA K  funksiyalar sistemi xətti asılı olmadıqlarından 

),,,2,1(
1

niCC i
n

j
jiji K==− ∑

=
βαλ                  (7.11) 

∫∫ ==
b

a
ii

b

a
jiij dssfsBdssAsB )()(,)()( βα  

olduğunu alarıq. 
 Fərz edək ki, (7.11) sisteminin determinantı .0)( ≠λD  Onda 
məlumdur ki, bu sistemin yeganə həlli var. Tapdığımız iC -ləri (7.10) 
düsturunda yerinə yazsaq (7.9) tənliyinin həllini tapmış oluruq. 
 Məlumdur ki, (7.11) sisteminin həlli 

),,2,1( niD
DC i

i K==  

şəklində olar. Burada  

,

21

11211

nnnn

n

D

ααα

ααα

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅

= .

111

11111111

nnninnin

nii

iD

ααβαα

ααβαα

⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅

=

+−

+−

 

ijD  ilə jD  determinantının ),( ji  elementinin cəbri tamalayıcısını 
işarə etsək: 
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.
1
∑
=

=
n

j
jiji DD β  

Onda 

),,2,1(
1

niD
D

C
n

j
j

ij
i K== ∑

=
β  

tapdığımız bu qiymətləri (7.10)-da yerinə yazsaq, 

),()()(
11

xfD
D

xAxy j
n

j

ijn

i
in == ∑∑

==
βλ  

,)()()()()(
1,

∫∑ +=
=

b

a
j

ijn

ji
in xfdssfsBD

D
xAxy λ  

∫ ∑ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=

b

a

n

ji
ji

ij
n xfdssfsBxAD

D
xy ),()()()()(

1,
λ  

∫ +=
b

a
nn xfdssfsxRxy )()();,()( λλ                           (7.12) 

olduğunu alarıq. Burada 

)()(1),,(
1,

sBxADDsxR j
n

ji
iijn ∑

=
=λ  

funksiyasına ),( sxKn  nüvəsinin rezolventi deyirlər. 
 2. (7.1) inteqral tənliyinə baxaq. Fərz edək ki, ),( sxK  nüvəsini 

K2,1)},({ =nn sxK cırlaşan nüvələr ardıcıllığı ilə aproksimasiya etmək olar, 
yəni 

.0),(maxlim),,(),(),(
),(

=+=
∞→

sxsxsxKsxK nsxnnn δδ  

(7.1) tənliyində nüvənin bu ifadəsindən istifadə etsək 

∫ ∫ ++=
b

a

b

a
nn xfdssysxdssysxKxy )()(),()(),()( δλλ        (7.13) 

olduğunu alarıq. Kafi qədər böyük n -lər üçün ),( sxnδ  kiçik olduğundan 
tənliyin sağ tərəfindəki ikinci inteqralı atmaq olar. Onda 

∫ +=
b

a
nnn xfdssysxKxy ).()(),()( λ                  (7.14) 

 (7.12) cırlaşan nüvəli inteqral tənlik olduğundan onun dəqiq həllini - 
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)(xyn  tapmaq olar. Tapılan bu həlli n -in kafi qədər böyük qiymətləri 
üçün (7.1) tənliyinin təqribi həlli kimi götürmk olar. Bu halda buraxılan 
xətanı qiymətləndirək. 
 )()()( xyxyx nn −=ε  işarələməsini aparsaq, (7.13) və (7.14) 
tənliklərindən  

∫∫ +=
b

a
nn

b

a
nn dssysxdsssxKx )(),()(),()( δλελε  

olduğunu alarıq. Bu cırlaşmamış nüvəli I növ Fredholm inteqral tənliyidir. 
Bu tənliyin həlli üçün (7.12) düsturundan istifadə etsək: 

dsdyssxRdssysxx
b

a
n

b

a
n

b

a
nn ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+= ∫∫∫ τττδλλδλε )(),(),()(),()(   

olduğunu alarıq. Buradan 
,)()()( 2

0
*2

0 abNRabNx nnnn −+−≤ δλδλε  

,)](1)[()( 0
*

nnn NabRabx δλλε −+−≤                    (7.15) 

,)(max,),(max 0 xyNsx
bxanbxan ≤≤≤≤

== δδ  .),(max
,

* sxRR nbsxan ≤≤
=  

İndi isə 0N -ı qiymətləndirək. Aşkardır ki, 

∫∫ −−+=
b

a
n

b

a
n dssysxKsxKxfdssysxKxy ,)()],(),([)()(),()( λλ  

,)()(),()( ∫ +=
b

a
n xFdssysxKxy λ                      (7.16) 

.)()],(),([)()( dssysxKsxKxfxF
b

a
n∫ −−= λ               (7.17) 

 (7.16) tənliyinin həlli üçün (7.12) düsturundan istifadə etsək: 

∫+=
b

a
n dssFsxRxFxy )(),()()( λ                    (7.18) 

olduğunu alarıq. (7.17)-dən  
00 )()( NabPxF n −+≤ δλ  

olduğunu (7.18)-də nəzərə alsaq: 
],)()[()()( 00

*
00 NabPabRNabPxy nnn −+−+−+≤ δλλδλ  

.)](1)[()](1[ 0
**

00 NabRababRPN nnn −+−+−+≤ λδλλ  
 Fərz edək ki,  
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.1)](1)[( * <−+− abRab nn λδλ  
Onda 

.
)](1)[(1

)(1
*

*

00 abRab
abRPN
nn

n
−+−−

−+
≤

λδλ
λ   

 Bu qiymətləndirməni (7.15)-də nəzərə alsaq, xəta üçün aşağıdakı 
düsturu almış olarıq: 

.
)](1)[(1

)](1[)()()( *

2*

0 n
nn

n
n abRab

abRPabxyxy δ
λδλ

λλ
−+−−

−+
−≤−  

3. Bu paraqrafın axırında ),( sxK  nüvəsini approksimasiya edən cır-
laşmış ),( sxKn  nüvəsinin qurulması üçün bir üsul (Betmen üsulu) verək. 
 ),( sxKn  nüvəsini aşağıdakı bərabərlikdən təyin edək: 
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burada ;,,, 21 nxxx K  nsss K,, 21  – ],[ ba  parçasına daxil olan nöqtələrdir. 
K  determinantının birinci sütununun ünsürlərini ,0),( +sxKn  

),(0,),0,(0),,(0 21 sxKxKsxK n+++ K  şəklində yazıb, bu determinantı 
iki determinantın cəmi kimi yazdıqdan sonra 0=K  bərabərliyindən  
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=  

olduğunu alarıq. ),( sxKn -in bu ifadəsindən görsənir ki, bu nüvə cırla-
şandır. ),( sxKn -in aşağıdakı şəkildə də yazmaq olar: 
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Buradan görünür ki, ),( sxKn  funksiyası ii ssxx == ,  ),,2,1( ni K=  düz 
xətlərində ),( sxK  ilə üst-üstə düşür.  

Qeyd edək ki, ),( sxK  nüvəsini qüvvət və triqonometrik sıralara 
ayırıb, onların xüsusi cəmlərini də ),( sxKn  əvəzinə götürmək olar. 

 
§3. Adi iterasiya üsulu 

 1. II növ Fredholm inteqral tənliyi üçün. Yenidən II növ Fredholm 
inteqral tənliyinə baxaq: 

.)()(),()( ∫ +=
b

a
xfdssysxKxy λ                      (7.19) 

Fərz edək ki, )(),,( xfsxK  ),( bsxa ≤≤  kəsilməz funksiyalardır. 
 (7.1) tənliyinin təqribi həllini tapmaq üçün aşağıdakı qayda ilə ardıcıl 
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yaxınlaşmalar quraq: 

∫ += −

b

a
nn xfdssysxKxy )()(),()( 1λ   ).,2,1( K=n           (7.20) 

Burada )(0 xy )( bxa ≤≤  ixtiyari kəsilməz funksiyadır. ],[ baCH =  
fəzasında ( ],[ ba  parçasında kəsilməz funksiyalar fəzası ],[ baC  ilə işarə 
edilmişdir) 

∫ +≡
b

a
xfdssysxKyA )()(),()( λ   

operatorunu təyin edək. Onda (7.1) tənliyini 
),(yAy =                                         (7.191) 

(7.2) ardıcıl yaxınlaşmalarını isə  
),2,1()( 1 K== − nyAy nn                          (7.201) 

şəklində yazmaq olar. 
(7.201) düsturları ilə təyin olan ny  yaxınlaşmalarının (7.191) tən-

liyinin həllinə yığıldığını isbat etmək üçün sıxılmış inikas prinsipindən 
istifadə edək. 
 Fərz edək ki, 

.),(max,)(
1

,
sxKMabM bsxa ≤≤

=
−

<λ  

 Onda )(yA  operatoru ],[ baCH =  fəzasında təsir edir və sıxan ope-
ratordur. )(),,( xfsxK  funksiyaları kəsilməz olduqlarından )(yA  
operatoru ],[ baC -də təsir edər. )(yA operatorunun sıxan olması isə 
aşağıdakı bərabərsizlikdən çıxır: 

.1)(,)()(

,)()()(max)(

)()(),()()(

<−=−≤−

−−=−−≤

≤−≤−

≤≤

∫

abMyyyAyA
yyabMsysyabM

dssysysxKyAyA

CC

Cbsa

b

a

λαα

λλ

λ

  

 Sıxılmış inikas prinsipini (7.191) tənliyinə ],[ baCH =  fəzasında 
tətbiq etsək, aşağıdakı teoremin doğruluğunu almış olarıq. 

Teorem 7.1. Tutaq ki, ),( sxK  və )(xf ),( bsxa ≤≤  funksiyaları 
kəsilməzdir və 

.1)( <−= abMλα  
 Onda (7.19) tənliyinin kəsilməz funksiyalar fəzasında yeganə həlli 
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var, bu həll (7.20) yaxınlaşmalarının limitinə bərabərdir və yığılma sürəti 
aşağıdakı düsturla təyin olunur: 

C
n

Cn yyxyxy 011)()( −
−

≤− α
α . 

 (7.20) yaxınlaşmalarını başqa formada da yazmaq olar. Bunun üçün 
aşağıdakı işarələmələri aparaq: 
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 (7.20)-də 1=n  qəbul etdikdə 
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 2=n  götürsək 

,)()(),(),()(

),()(),(),()(

002

002

∫ ∫

∫∫

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

b

a

b

a

b

a

b

a

xfdssydsKxKxy

xfddssysKxKxy

τττλ

τττλ
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a
xfdssysxKxy )()(),()( 012  

olduğunu alarıq. 
 Fərz edək ki, 
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b

a
nn xfdssysxKxy  

Onda (7.20)-dən 

,)()(),()(1 ∫ +=+

b

a
nn xfdssysxKxy λ  
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.)(),()( 01 ∫=+

b

a
nn dssysxKxy  

Riyazi induksiya üsulunu tətbiq etsək, ixtiyari n  üçün 

∫ += −

b

a
nn xfdssysxKxy )()(),()( 01  

olduğunu alırıq. 
2. II-növ Volter inteqral tənliyi üçün. Biz fəslin girişində qeyd etdik 

ki, Volter tənliyi üçün elə fakt isbat etmək olar ki, o fakt Fredholm tənliyi 
üçün doğru olmasın. İndi belə bir faktı isbat edək. 
 II növ Volter tənliyinə baxaq: 

).()(),()( xfdssysxKxy
x

a
+= ∫λ            (7.21) 

Fərz edək ki, ),()(),,( bsxaxfsxK ≤≤  funksiyaları kəsilməzdir. 
 (7.21) tənliyinin təqribi həllini tapmaq üçün aşağıdakı qayda ilə 
ardıcıl yaxınlaşmaları quraq: 

).,2,1(,)()(),()( 1 K=+= ∫ − nxfdssysxKxy
x

a
nn λ       (7.22) 

 Burada da )(0 xy )( bxa ≤≤  ixtiyari kəsilməz funksiyadır.  
 İsbat edək ki, ixtiyari λ  üçün (7.22) düsturları ilə təyin olunan 

)(xyn  funksiyaları (7.21) tənliyinin yeganə həllinə yığılır. Aşağıdakı 
funksional sıranı nəzərdən keçirək: 

LL +−++−+ − )]()([)]()([)( 1010 xyxyxyxyxy nn     (7.23) 
funksional sırasına baxaq. 
 Aşkardır ki,  

),2,1()()()()( 11 K=−≤− ∫ −+ idssysyMxyxy
x

a
iiii λ  

Buradan 

,)()(max,
!1

)()( 0112 sysyCaxMCxyxy
bsa

−=−≤−
≤≤

λ  

!2
)()()()(

,)()()(

2
2

23

23

axCMxyxy

dsasMCMxyxy
x

a
−≤−

−≤− ∫

λ

λλ
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olduğunu alarıq. 
 Fərz edək ki, 

.)!1(
)()()()(

1
1

1 −
−≤−

−
−

− i
axCMxyxy
i

i
ii λ  

Onda  

!
)()()()(

,
)!1(

)()()()(

1

1
1

1

i
axCMxyxy

dsi
asCMMxyxy

i
i

ii

ix

a

i
ii

−≤−

−
−≤−

+

−
−

+ ∫

λ

λλ
 

olar. 
 Riyazi induksiya üsulunu tətbiq etsək, ixtiyari K,2,1,0=i  üçün 

Ci
abMxyxy

i

ii !
)]([

)()(1
−

≤−+
λ

 

olduğunu alarıq. 
 Buradan alarıq ki, 

∑
∞

=

−

0 !
)]([

i

i

i
abMC λ

 

ədədi sırası (7.23) funksional sırası üçün majorant sıradır. Bu ədədi sıra 
ixtiyari λ  üçün yığıldığından (7.23) funksional sırası ixtiyari ],[ bax∈  
üçün yığılan olar. )(xyn  (7.23) sırasının xüsusi cəmi olduğundan 

)()(lim xyxynn
∗

∞→
=   

olar. (7.22)-də ∞→n  şərtində limitə keçsək )(xy∗  funksiyasının (7.21) 
tənliyinin həlli olduğunu almış olarıq. 
 İndi isə )()( xyxyn ∗−  fərqini qiymətləndirək: 

dssysyMxyxy
x

a
nn ∫ ∗
−

∗ −≤− )()()()( 1λ  

bərabərsizliyindən  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−
≤− ∗

≤≤
∗ )()(max

!
)](|[|

)()( 0 sysyn
abMxyxy

bsa

n

n
λ

      (7.24) 

olduğunu alarıq. Bu düstur )}({ xyn  ardıcıllığının )(xy∗  funksiyasına 
yığılma sürətini təyin edir. 
 (7.24) düsturu (7.21) tənliyinin ixtiyari həlli üçün doğru olduğundan, 



 257 

əgər bu tənliyin ikinci )(xy ∗∗  həlli də olsaydı, onda  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

−
≤− ∗

≤≤
∗∗ )()(max!

)](|[|)()( 0 sysyn
abMxyxy

bsa

n
n

λ      (7.25) 

olduğunu alardıq. 
 Onda (7.24) və (7.25)-dən 

.)()(max)()(max
!

)]([

)()()()()()(

00 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−

−
≤

≤−+−≤−

∗∗
≤≤

∗
≤≤

∗∗∗∗∗∗

sysysysyn
abM

xyxyxyxyxyxy

bsabsa

n
nn

λ  

olar. Burada ∞→n -da limitə keçsək, 
)()( xyxy ∗∗∗ ≡  

olduğunu alarıq. Bu o deməkdir ki, (7.21) tənliyinin həlli yeganədir.  
 Beləliklə, aşağıdakı teoremi isbət etmiş oluruq. 
 Teorem 7.2. Tutaq ki, )(),,( xfsxK ),( bsxa ≤≤  funksiyaları kəsil-
məzdirlər. Onda, ixtiyari λ  üçün, (7.21) tənliyinin kəsilməz funksiyalar 
fəzasında yeganə həlli var, bu həll (7.22) yaxınlaşmalarının limitinə 
bərabərdir və yığılma sürəti (7.24) düsturu ilə təyin edilir. 

3. Qeyri-xətti inteqral tənliklər üçün. İndi isə göstərək ki, adi 
iterasiya üsulunu qeyri-xətti inteqral tənliklərə də tətbiq etmək olar. 
 Əvvəlcə qeyri-xətti Fredholm tipli inteqral tənliyə baxaq:  

,)()](;,[)( ∫ +=
b

a
xfdssysxKxy λ            (7.26) 

burada );,( ysxK ),,( ∞<<∞−≤≤ ybsxa  və )()( bxaxf ≤≤  verilmiş 
kəsilməz funksiyalardır. 
 (7.26) inteqral tənliyinin təqribi həllini tapmaq üçün aşağıdakı qayda 
ilə ardıcıl yaxınlaşmalar quraq: 

∫ += −

b

a
nn xfdssysxKxy )()](;,[)( 1λ  ),3,2,1( K=n ,       (7.27) 

burada )()(0 bxaxy ≤≤  ixtiyari kəsilməz funksiyadır. 
 Fərz edək ki, );,( ysxK ),,( ∞<<∞−≤≤ ybsxa  funksiyası y -ə 
nəzərən Lipşits şərtini ödəyir: 

.);,();,( yyLysxKysxK −≤−  
 )(xyn  yaxınlaşmalarının (7.26) tənliyinin həllinə yığıldığını isbat 
etmək üçün sıxılmış inikas prinsipindən istifadə edək. Bunun üçün 

 258

],,[ baCH =  

∫ +≡
b

a
xfdssysxKyA )()](;,[)( λ  

götürək. Aşkardır ki, )(yA  operatoru ],[ baC -də təsir edir (K  və f  
kəsilməz funksiyalar olduğundan). 
 Tutaq ki, ].,[)(),( baCxyxy ∈  Onda 

,)()()(

)](;,[)](;,[)()(

C

b

a

b

a

yyabLdssysyL

dssysxKsysxKyAyA

−−≤−≤

≤−≤−

∫

∫

λλ

λ
 

)(,)()( abLyyyAyA CC −=−≤− λαα  
olduğunu alarıq. 
 Əgər 1<α  olduğunu fərz etsək, onda )(yA  operatorunun ],[ baC -
də sıxan operator olduğunu almış olarıq. 
 Beləliklə, sıxılmış inikas prinsipindən istifadə etsək aşağıdakı 
teoremin doğruluğunu almış oluruq. 
 Teorem 7.3. Tutaq ki, ),;,( ysxK  ),,)(( ∞<<−∞≤≤ ybsxaxf  
funksiyaları kəsilməzdir və );,( ysxK  funksiyası y -ə nəzərən Lipşits 
şərtini ödəyir. Əgər 

1)( <−= abLλα                                   (7.28) 
şərti ödənərsə, onda (7.26) tənliyinin kəsilməz funksiyalar fəzasında 
yeganə həlli var, bu həll (7.27) yaxınlaşmalarının limitidir və, nəhayət, 
yığılma sürəti  

C
n

Cn yyxyxy 011)()( −
−

≤−
α

α   

düsturu ilə təyin edilir. 
 Qeyd edək ki, );,( ysxK  funksiyası y -ə nəzərən Lipşits şərtini 

),( ∞−∞  intervalında deyil, ],[ rr−  parçasında ödəyirsə, onda )(yA  
operatoru ry C ≤  kürəsində sıxan operator olacaqdır. Əgər əlavə olaraq 

);,(max,)(
,

ysxKMrabMf
ry
bsxaC

≤
≤≤

=≤−+ λ  

olduğunu fərz etsək, )(yA  operatorunun ry C ≤  kürəsində təsir etdiyini 
almış olarıq. Onda sıxılmış inikas prinsipini ];,[{ baCyS ∈=  }|||| ry c≤  
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kürəsində  
)(yAy =  

operator tənliyinə tətbiq etsək, (7.26) tənliyinin S  kürəsində yeganə  həlli 
olduğunu, (7.27) yaxınlaşmaların bu həllə yığıldığını almış olarıq. 
Yığılma sürəti (7.28) düsturu ilə təyin olar. 
 Nəhayət, bu paraqrafın axırında qeyri-xətti Volter tənliyinə baxaq: 

).()](;,[)( xfdssysxKxy
x

a
+= ∫λ             (7.29) 

 İsbat edək ki, (7.29) tənliyinin təqribi həllini tapmaq üçün qurulan 

)()](;,[)( 1 xfdssysxKxy
x

a
nn += ∫ −λ  ),2,1( K=n             (7.30) 

yaxınlaşmaları, ixtiyari λ  üçün ((7.28) şərti ödənmədən) (7.29) tənliyinin 
həllinə yığılır (xətti tənliklərdə olduğu kimi). 
 Teorem 7.4. Tutaq ki, ),;,( ysxK )(xf ),,( ∞<<∞−≤≤ ybsxa  
funksiyaları kəsilməzdir və );,( ysxK  funksiyası y -ə nəzərən Lipşits 
şərtini ödəyir. 
 Onda (7.29) tənliyinin yeganə həlli var, (7.30) yaxınlaşmaları bu həllə 
yığılır və yığılma sürəti aşağıdakı düsturla təyin edilir: 

.
!

)](|[|
01 C

n

Cn yyn
abLyy −

−
≤−

λ                (7.31) 

 İsbatı. (7.30)-dan  

C

n
nn

x

a
nnnn

xyxyn
abLxyxy

dssysyLxyxy

)()(
!

)](|[|)()(

,)()()()(

011

11

−
−

≤−

−≤−

+

−+ ∫

λ

λ
 

olduğunu alarıq. Buradan çıxır ki, 

∑
∞

=

−
−

0
01 !

)](|[|
i

i

C i
abLyy λ  

yığılan ədədi sıra 

∑
∞

=
+ −+

0
10 ))()(()(

i
ii xyxyxy  

funksional sırası üçün majorant sıra olar. 
 Ona görə də bu axırıncı sıra, yəni )(xyn  ardıcıllığı yığılan olar. 
 (7.30)-da limitə keçsək ( ∞→n -da) )(xyn -in (7.29) tənliyinin 
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həllinə yığıldığını alarıq. 
 (7.31) bərabərsizliyi xətti tənliklərdə olduğu kimi isbat olunur. Bu 
bərabərsizlik ixtiyari həll üçün doğru olduğundan həllin yeganəliyi də 
isbat olunur. 
 

§4. Requlyarlaşdırma üsulu 
Bu paraqrafda birinci növ Fredholm inteqral tənliyinin 

∫ =≡
b

a
xfdssysxKyA )()(),()(               (7.32) 

təqribi həllini tapmaq üçün A.N. Tixinovun təklif etdiyi requlyarlaşdırma 
üsulunun sxemi verilir. Fərz olunur ki, ),( sxK ),( bsa ≤≤  )( dxc ≤≤  
nüvəsi kəsilməz funksiyadır.  

1. Fərz edək ki, )(yA  operatoru tam metrik Y  funksional fəzasından, 
tam metrik F  funksional fəzasına kəsilməz təsir edir. Tutaq ki, hər bir 

Fxf ∈)(  üçün Y -də (7.32) tənliyinin yeganə həlli )(fRy =  təyin 
olunub. 

Tərif 1. Əgər ixtiyari 0>ε  ədədi üçün elə 0)( >εδ  tapmaq olarsa 
ki, Fρ  )(),( 21 εδ≤ff  bərabərsizliyindən ερ ≤),( 21 yyY  bərabərsizliyinin 
doğru olduğu alınsın, burada  

,,,,),(),( 21212211 YyyFfffRyfRy ∈∈==    
onda deyirlər ki, )(fRy =  həlli dayanıqlıdır. 

Tərif 2. 1) Əgər ixtiyari Ff ∈  üçün (7.32) tənliyinin Y -də yeganə 
həlli varsa və  2) bu həll dayanıqlıdırsa, onda deyirlər ki, (7.32) tənliyinin 
həllinin tapılması məsələsi korrektdir. 
 Bu şərtlər ödənilmirsə, onda deyirlər ki, məsələ korrekt deyil. 
 İsbat edək ki, ],[ baCY =  və ],[2 baLF =  götürsək (7.32) tənliyinin 
həllini tapmaq məsələsi korrekt deyildir. 

Aşkardır ki, (7.32) tənliyinin həllini )(xy  ilə işarə etsək, =∗ )(xy  
xNxy ωsin)( +=  funksiyası 

)()( * xfyA =   
tənliyinin həlli olar. Burada  

.sin),()(* dsssxKNxf
b

a
∫= ω   

Aşkardır ki, ixtiyari N  ədədi və ω -nın kafi qədər kiçik qiymətlərində 
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2/12
* sin),(),( ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∫ ∫

d

c

b

a
F dxsdssxKNff ωρ  

kafi qədər kiçik edilə bildiyi halda  
NyyY =),( *ρ  

sabit ədəddir. Bu da o deməkdir ki, (7.32) tənliyi korrekt deyil.  
 Qeyd edək ki, ],[2 baLY =  olduqda da 

)(sin)(sin2
1

2),( * abababNyyY +−−−= ωω
ω

ρ  

kafi qədər kiçildilə bilməz, yəni bu halda da (7.32) tənliyi korrekt deyil. 
 I növ Fredholm inteqral tənliyinin bu xassəsi onun tədqiqini, II növ 
Fredholm inteqral tənliyinə nəzərən, çətinləşdirir. 
 2. Tutaq ki, )(xy∗  funksiyası )()( * xfyA =  tənliyinin həllidir. 
Adətən, )(* xf  funksiyası əvəzinə δρ δ ≤∗),( ffF  bərabərsizliyini ödəyən 

)(xfδ  funksiyası və δ  ədədi məlum olur. Verilmiş δδ ,,Af  üçün elə yδ  
həllini tapmaq tələb olunur ki, bu həll δf  -ya nəzərən dayanıqlı olsun. 
 δ  parametri (7.32) tənliyinin sağ tərəfini xətasını xarakterizə edir. 
Buna görə də )(xyδ -i δ  parametrindən asılı olan operator vasitəsilə 
təyin etmək lazımdır, belə ki, bu operatorunu elə seçmək lazımdır ki, 

0→δ -da və *ff →δ  olduqda *yy →δ  olsun.  
Tərif 3. F -dən Y -ə təsir edən ),( δfR  operatoru aşağıdakı şərtləri 

ödəyirsə, onda bu operatora (7.32) tənliyi üçün requlyarlaşdıran operator 
deyirlər: 

1) elə 01 >δ  ədədi var ki, ),( δfR  operatoru ixtiyari ],0[ 1δδ ∈  və 
Ff ∈δ  üçün  

δρ δ ≤)( *ffF  
ödənir; 
 2) ixtiyari 0>ε  üçün elə 100 ),( δεδδ δ ≤= f  var ki, 

0*),( δδρ δ ≤≤ffF  
bərabərsizliyindən  

ερ δ ≤),( *yyY  
olduğu alınır. Burada  

).,( δδδ fRy =  
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 Aşkardır ki, (7.32) tənliyi üçün requlyarlaşdıran operator, bu tənliyin 
sağ tərəfinə nəzərən dayanıqlı həlli təyin edir. Buna görə də ),( δδfR  
operatoru (7.32) tənliyi üçün requlyarlaşdıran operatordursa, onda 

),( δδδ fRy = -ya bu tənliyin requlyarlaşdırılmış həlli deyirlər. 
 Əgər δρ δ ≤),( *ffF  isə, onda 0→δ -da requlyarlaşdırılmış həll- 

),( δδδ fRy =  (7.32) tənliyinin dəqiq həllinə *y  yığılar, yəni  

.0),(lim
0

=∗
→

yyY δδ
ρ  

Beləliklə, (7.32) tənliyinin sağ tərəfə nəzərən dayanıqlı həllini tapmaq 
üçün requlyarlaşdıran operatoru tapmaq kifayətdir. Şərh olunan bu sxemə 
requlyarlaşdırma üsulu deyirlər. 
 3. ],[ ba  parçasında kəsilməz və bu parçada kvadratı ilə cəmlənən 
törəməsi olan funksiyalar çoxluğunu 1Y  ilə işarə edək. 
 Fərz edək ki, (7.32) tənliyinin sağ tərəfi dəqiq funksiya =f  

],[)( 2
* baLxf ∈=  olduqda 1Y  çoxluğunda yeganə həlli var. Tutaq ki, 

)(* xf  əvəzinə aşağıdakı şərti ödəyən ],[)( 2 baLxf ∈δ  funksiyası 
verilmişdir: 

.)(,),( 22
*2 dxxfff

d

c
L ∫<≤ δδ δδρ  

Beləliklə,  
*)( fyA =  

tənliyi əvəzinə  
δfyA =)(  

tənliyinə baxacağıq. 
δQ  ilə  

δρ δ ≤)),((2 fyAL  

bərabərsizliyini ödəyən kəsilməz funksiyalar çoxluğunu işarə edək və 
təqribi həlli 

1,1 YQY Iδδ =  
çoxluğunda axtaraq. 
 Bu çoxluğa daxil olan elə funksiya- «təqribi həll» var ki, sağ tərəfə 
nəzərən dayanıqlı olmur. Buna görə də bu çoxluqdan götürülmüş ixtiyari 
funksiyanı «təqribi həll» kimi götürmək olmaz. Bu çoxluqdan elə 
funksiya seçməliyik ki, sağ tərəfə nəzərən dayanıqlı olsun. 
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Bunun üçün 1Y -ə daxil olan )(sy  funksiyalar üçün aşağıdakı 
funksionalı təyin edək: 

∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+=Ω

b

a
dsds

dyspsysqy ,)()()()(
2

2  

burada )(),( spsq  elə mənfi olmayan kəsilməz funksiyalardır ki, 

],[ bas∈  üçün .0)(,0)()( 0
22 >≥≠+ pspspsq  

 )(yΩ  mənfi olmayan funksional olduğundan Y1,δ  çoxluğunda aşağı 
dəqiq sərhədini alır, yəni 

)(inf
,1

0 y
Yy

Ω=Ω
∈ δ

. 

Axtarılan təqribi həlli- δδ ,1)( Ysy ∈  elə seçməliyik ki, )(yΩ  funksiona-
lına minimum qiymət versin. Bu funksiyanı 

),(
~

)( δδδ fRsy =  
şəklində götürsək, isbat etmək olar ki, (bax: dərsliyin axırında verilmiş 
ədəbiyyatda A.N. Tixinov və V.A. Arsenin kitabına) ),(

~
δδfR  operatoru 

aşağıdakı şərtləri ödəyir: 
1) ),(

~
δδfR  operatoru ],[2 dcL -dən 1Y -ə təsir edir: 

2) ),(
~

δδfR  operatoru (7.32) tənliyi üçün requlyarlaşdıran opera-
tordur. 

4. Nəhayət, 
δfyA =)(                                       (7.33) 

tənliyinin təqribi həllini tapmaq üçün aşağıdakı variasiya məsələsini həll 
edək: 
 1Y  çoxluğuna daxil olan və δρ δ ≤)),((2 fyAL  bərabərsizliyini 

ödəyən )(sy  funksiyalarından elə )(syδ  funksiyasını tapmaq lazım 
dır ki, )(yΩ  funksionalına δ,1Y  çoxluğunda minimum versin. 
 Bunun üçün əvvəlcə aşağıdakı lemmanı isbat edək. 
 Lemma. )(yΩ  funksionalı δ,1Y  çoxluğunda özünün dəqiq aşağı 
sərhədini 

δρ δδ =)),((2 fyAL   

şərtini ödəyən 1)( Ysy ∈δ  funksiyasında alır. 
 İsbatı. Fərz edək ki, )(yΩ  funksionalı δ,1Y  çoxluğunda özünün dəqiq 
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aşağı sərhədi, yəni )(inf
,1

y
Yy

Ω
∈ δ

  

δβρ δδ <=)),((2 fyAL  

şərtini ödəyən 1)( Ysy ∈δ  funksiyasında alır. Şərtə görə,  

∫<
d

c
dxxf )(22

δδ  

və 0)0( =Ω  olduğundan / 0)( ≡syδ  olar. )(yA  operatoru kəsilməz oldu-
ğundan )(syδ  funksiyasının 1Y -ə daxil olan elə S  ətrafı var ki, orada 

2))(),((2
βδρ δ

−<yAyAL  

bərabərsizliyi ödənər. Bu ətrafdan götürülmüş ixtiyari )(sy  funksiyası 
üçün 

δβδββδ
ρρρ δδδδ

<+=+−<

<+≤

22

)),(())(),(()),((
222 fyAyAyAfyA LLL

 

olar. 
 Bu bərabərsizlikdən çıxır ki, S  ətrafına daxil olan funksiyalar δQ  
çoxluğuna daxildir.  
 )(yΩ  kvadrat funksional və / 0)( ≡syδ  olduğundan S  ətrafına daxil 
olan δδ ,1)(~ Ysy ∈  var ki, 

)()~( δδ yy Ω<Ω  
bərabərsizliyi ödənər. Bu isə )(yΩ  funksionalının )(syδ  funksiyasında 
özünün dəqiq aşağı sərhədinin olmasına ziddir. Deməli, δβ <  ola 
bilməz. Lemma isbat olundu. 
 Bu lemmadan istifadə etsək, (7.33) tənliyinin təqribi həllini tapmaq 
üçün aşağıdakı variasiya məsələsini həll etmək lazımdır. 
 1Y  çoxluğundan götürülmüş və 

δρ δ =)),((2 fyAL  

şərtini ödəyən )(sy  funksiyaları içərisində elə )(syδ  funksiyasını 
tapmaq lazımdır ki, )(yΩ  funksionalına δ,1Y  çoxluğunda minimum 
versin. 
 Bu məsələ variasiya hesabı kursundan məlum «şərti minimum» 
məsələsidir və Laqranj üsulu ilə həll olunur. Bunun üçün 
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)()),((),( 2
2 yfyAfyM L Ω+= αρ δδ

α  

funksionalına minimum verən )(syα  funksiyasını tapmaq lazımdır. 
Burada α  parametri 

δρ δα =)),((2 fyAL  

şərtindən tapılır: ).(δαα =  
))(()( δααα =sy  funksiyası (7.33) tənliyinin sağ tərəfə nəzərən 

dayanıqlı olan təqribi həllidir. 
 
 

§5. Volter-Fredholm inteqral tənliyi 
 Bundan qabaqkı paraqraflarda, II növ xətti Volter və Fredholm 
inteqral tənliklərini həll etmək üçün təqribi üsulları şərh etdik. İndi isə 
aşağıdakı kimi xətti inteqral tənliyə baxaq: 

.)(),()(),()()( 0 dssysxKdssysxKxfxy
b

a

x

a
∫∫ ++=        (7.35) 

Burada )()(),,(),(),,(0 bxaxfbsxasxKsxK ≤≤≤≤  funksiyaları ve-
rilmiş kəsilməz funksiyalar, )(xy  isə axtarılan funksiyadır. Məchul 
funksiya həm Volter və həm də Fredholm inteqral operatorlarına daxil 
olduğundan bu tənliyə Volter-Fredholm inteqral tənliyi deyirlər. 
 Bu fəslin girişində qeyd etdiyimiz kimi, (7.35) tənliyini Fredholm 
inteqral tənliyinə gətirmək olar və Fredholm inteqral tənliyi üçün 
verdiyimiz təqribi üsullar bu tənlik üçün də verilə bilər. Lakin (7.35) 
tənliyi üçün elə təqribi üsullar verilə bilər ki, Fredholm tənliyi üçün 
yararlı olmasın. Aşağıda belə bir üsul şərh edilir. 
 Fərz edək ki, ),(0 sxK  nüvəsi cırlaşan nüvədir, yəni 

.)()(),(
1

0 ∑
=

=
m

i
ii sbxasxK  

(7.35) tənliyinin təqribi həllini tapmaq üçün aşağıdakı kimi ardıcıl 
yaxınlaşmalar quraq: 
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a
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1
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0

 (7.36) 
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dssysxKxfxf
x

a
nn ∫ −− += )(),()()( 11  

işarələməsini aparsaq: 

dssysbxaxfxy n

b

a

m

i
iinn )()()()()(

1
1 ∫ ∑ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

=
−             (7.37) 

olduğunu alarıq. Bu cırlaşan nüvəli II növ Fredholm inteqral tənliyidir. 
Bu fəslin ikinci paraqrafında göstərdik ki, (7.37) tənliyinin həlli aşağıdakı 
düsturla təyin olunar: 

.)(),()()( 11 dssfsxRxfxy n

b

a
nn −− ∫+=               (7.38) 

 Burada 
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∑
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=
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K
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ijD  isə D  determinantının ija  elementinin cəbri tamamlayıcısıdır. 

)(1 xfn− -in ifadəsini (7.38)-də nəzərə alsaq: 
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+++= −∫∫ )(),()(),()()( 1 sysxKdssfsxRxfxy n

x
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a
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.)(),(),( 1∫ ∫ −+
b

a

s

a
n dsdysxKsxR ττ                      (7.39) 

)()(0 xfxy =  olduğunu nəzərə alıb, (7.39)-da K,2,1=n  qəbul etməklə 
)}({ xyn  ardıcıllığının bütün elementlərini tapmaq olar. 
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 İndi isə şərh etdiyimiz üsulun həllə yığılma sürətini tapaq. )(* xy  ilə 
(7.35) tənliyinin dəqiq həllini: 

,)(),()(),()()( *
0

** dssysxKdssysxKxfxy
b

a

x

a
∫∫ ++=   

)(xyn  ilə təqribi həllini: 
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n     (7.40) 

işarə edək. Onda 
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a
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1
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.)]()()[,( *
0∫ −+

b

a
n dssysysxK                        (7.41) 

 ),2,1()()()( * K=−= ixyxyx iiiε  işarələmələrini aparsaq: 

 dsssxKdsssxKx
b

a
n

x

a
nn ∫∫ += − )(),()(),()( 01 εεε  

olduğunu alarıq. 

∫ −− =
x

a
nn dsssxKxF )(),()( 11 ε  

funksiyasına məlum funksiya kimi baxsaq: 

dsssxKxFx
x

a
nnn ∫+= − )(),()()( 01 εε  

cırlaşan nüvəli II növ Fredholm inteqral tənliyini almış olarıq. 
(7.38) düsturundan istifadə etsək 

dssFsxRxFx
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a
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olduğunu alarıq. Buradan 
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a
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işarələmələrini aparsaq: 

∫ ∫∫ ≤+≤ −−

b

a

s

a
n

x

a
nn dsdMRdssMx ττεεε )()()( 11  

∫∫ ∫∫ +=+≤ −−−

x

a
n

b

a

b

a
n

x

a
n dssMdsdMRdssM )()()( 111 εττεε  

∫∫∫∫ −−− −+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

b

a
n

x

a
n

b

a

b

a
n dssabMRdssMdsdMR ,)()()()( 111 εεττε  

∫∫ −− +≤
b

a
n

x

a
nn dssMdssMx ,)()()( 111 εεε     ).(1 abMRM −=  

 Riyazi induksiya üsulunu tətbiq etsək, ixtiyari n  üçün 
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Beləliklə aşağıdakı teoremi isbat etmiş oluruq. 
Teorem 7.5. Fərz edək ki, ),(),,(0 sxKsxK  ),( bsxa ≤≤  funksiya-

ları kəsilməzdir və ),(0 sxK  cırlaşan nüvədir. Əgər 0≠D  isə onda 
(7.35) tənliyinin təqribi həllini (7.39) düsturu ilə tapmaq olar və yığılma 
sürəti (∗) düsturu ilə təyin olunar. 
 Qeyd. Biz Volter-Fredholm inteqral tənliyi üçün, ),(0 sxK  nüvəsi 
cırlaşan olduqda, adi iterasiya üsulunun bir modifikasiyasını verdik və 
üsulun yığılma sürətini qiymətləndirdik. Məlumdur ki, ),(0 sxK  nüvəsi 
cırlaşmayan olduqda da bəzi hallarda II növ Fredholm tənliyinin həllini 
tapmaq olar. Bu o deməkdir ki, )(xyn  yaxınlaşmalarını (7.40) tənliyi 
vasitəsilə, ),(0 sxK  nüvəsi cırlaşmayan olan halda da tapmaq olar. Bu hal 
üçün üsulun yığılma sürəti aşağıdakı qayda ilə qiymətləndirilir. 

),(max 0),(0 sxKM
sx

=   
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işarələmsini qəbul etsək, (7.41)-dən 

∫∫ +≤ −

b

a
n

x

a
nn dssMdssMx )()()( 01 εεε               (7.42) 

olduğunu alarıq. 
Bu bərabərsizliyin hər tərəfini ],[ ba  parçasında inteqrallasaq: 
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Fərz edək ki, 
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Bu qiymətləndirməni (7.42)-də nəzərə alsaq: 
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 Buradan )(xnε -in (∗) bərabərsizliyini ödəyəni alırıq, beləki 1M  
əvəzinə 2M  götürmək lazımdır. 

Beləliklə isbat etdik ki, ixtiyari ),(0 sxK  nüvəsi üçün (7.40) yaxın-
laşmaları, 1)(0 <−abM  şərti ödəndikdə (7.35) tənliyinin həllinə yığılır 
və yığılma sürəti (∗) düsturu ilə təyin edilir, beləki 1M  əvəzinə 2M  
götürmək lazımdır. 

§6. Xətti sərhəd məsələlərinin inteqral tənliklər üsulu ilə həlli 

1. Aşağıdakı kimi xətti sərhəd məsələsinə baxaq: 

⎭
⎬
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),()(

ba ybyyay
xfyxqy                            (7.43) 

 Dərsliyin V fəslində (7.43) məsələsini həll etmək üçün bir neçə təq-
ribi üsul vermişik. Bu paraqrafda (7.43) məsələsini Volter-Fredholm 

 270

inteqral tənliyinə gətirməklə həll edəcəyik. 
 Əvvəlcə məsələni ekvivalent inteqral tənliyə gətirək. Fərz edək ki, 

)(xy  funksiyası (7.43) məsələsinin həllidir. Onda (7.43)-dən 
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x

a
∫ ++′=′  

∫ ∫ ++−′+=
x

aa
a dsdsfsysqaxayyxy .)]()()([))(()( τ

τ
       (7.44) 

byby =)(  olduğundan 
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Tapdığımız bu qiyməti (7.44)-də nəzərə alsaq: 
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Məlumdur ki,  
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Bu düsturdan istifadə etsək: 
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 Aşağıdakı kimi işarələmələr aparaq: 
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aşağıdakı kimi Volter-Fredholm inteqral tənliyini almış olarıq: 

.)(),()(),()()( 0 dssysxKdssysxKxFxy
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Bu tənlik xətti Volter-Fredholm inteqral tənliyidir. 
 Beləliklə isbat etdik ki, (7.43) məsələsinin həlli (7.45) inteqral 
tənliyinin də həlli olar. Asanlıqla yoxlamaq olar ki, (7.45) tənliyinin də 
həlli (7.43) məsələsinin həllidir. Bu o deməkdir ki, (7.44) inteqral tənliyi 
(7.43) məsələsinə ekvivalentdir, yəni (7.43) məsələsinin həllini tapmaq 
üçün (7.45) inteqral tənliyinin həllini tapmaq kifayətdir. 

)()(),(0 sqsbab
axsxK −
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cırlaşan nüvə olduğundan (7.45) tənliyini §5-də verilən üsulla həll etmək 
olar. 
 İndi isə (7.45) tənliyinin təqribi həllini tapmaq üçün aşağıdakı kimi 
yaxınlaşmalar quraq: 
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işarələməsini aparsaq, )}({ xyn  ardıcıllığını tapmaq üçün aşağıdakı 
cırlaşan nüvəli II növ Fredholm inteqral tənliyini həll etmək kifayətdir: 
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Bu inteqral tənliyin həllini 
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şəklində axtarsaq: 
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nc -nin bu qiymətini (7.47)-də yerinə yazsaq: 
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)()(0 xfxy =  olduğunu nəzərə alıb, (7.48)-də K,2,1=n  qəbul etməklə 
)}({ xyn  yaxınlaşmalarının bütün elementlərini tapmaq olar. 

 (7.48) düsturu ilə tapılan )(xyn  funksiyasını (7.45) inteqral 
tənliyinin, yəni (7.43) məsələsinin, təqribi həlli kimi qəbul edəcəyik.  

İndi isə )(xyn  ardıcıllığının (7.45) tənliyinin dəqiq həllinə – )(xy∗ -ə 
yığıldığını isbat edək və eyni zamanda yığılma sürətini təyin edək. 
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olduğu alınar. 
 Bu tənlik )(xnε -ə nəzərən cırlaşan nüvəli Fredholmun I növ inteqral 
tənliyidir. Bunun həllini 
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nc -nin bu qiymətin )(xnε -in ifadəsində nəzərə alsaq: 
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 Buradan, yuxarıda qeyd etdiyimiz kimi, asanlıqla aşağıdakı bəra-
bərsizliyi ala bilərik. 
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 Beləliklə, aşağıdakı teoremi isbat etmiş oluruq. 
 Teorem 7.6. Tutaq ki, )(xq  və )(xf )( bxa ≤≤  funksiyaları kəsil-
məzdir və  

.1)())((
∫ ≠

−
−−=

b

a
dssqab

assbA  

Onda (7.43) məsələsinin təqribi həllini )(xyn  (7.48) düsturu ilə tapmaq 
olar və bu təqribi həll məsələnin dəqiq həllinə yığılma sürəti  (∗∗) düsturu 
ilə təyin edilir. 
 Biz yuxarıda (7.43) məsələsini ekvivalent Volter-Fredholm inteqral 
tənliyinə gətirib, onun həlli üçün təqribi üsul verdik. Qeyd etmək lazımdır 
ki, bəzən (7.43) məsələsini II növ Fredholm inteqral tənliyinə gətirib həll 
edirlər. 
 (7.43) məsələsini Fredholm inteqral tənliyinə gətirmək üçün (7.45) 
tənliyini Fredholm inteqral tənliyinə gətirmək lazımdır. 

(7.45) tənliyini aşağıdakı şəkildə yazaq: 
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 Buna görə də 
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olacaqdır. Burada 
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Bu funksiyaya Qrin funksiyası deyirlər. Diferensial tənliklər kursundan 
məlumdur ki, Qrin funksiyası müsbət deyil, kəsilməzdir və  

,4),( absxG −≤     .8
)(),(
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∫
−≤

b
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abdssxG  

(7.49) tənliyinin təqribi həllini tapmaq üçün adi ardıcıl yaxınlaşma 
üsulunu tətbiq edək: 
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    (7.50) 

Fərz edək ki, 
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Onda aşkardır ki, 

.1)(),(∫ <
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a
dssqsxG  

 Bu fəslin üçüncü paraqrafında isbat etdik ki, bu şərt daxilində (7.49) 
tənliyi üçün qurulmuş adi iterasiyalar (7.50) tənliyinin dəqiq həllinə 
yığılacaq və yığılma sürəti aşağıdakı düsturla təyin olunar: 

.)()(max)()( 0 xyxyxyxy
x

n
n

∗
∗

∗ −≤− α                (7.51) 

Beləliklə aşağıdakı teoremi isbat etmiş oluruq. 
Teorem 7.7. Tutaq ki, )(xq  və )(xf  )( bxa ≤≤  funksiyaları kəsil-

məz funksiyalardır və 

.1)(max8
)(

* <−= xqab
x

α  

 Onda (7.50) düsturları ilə təyin olunmuş funksiyalar ardıcıllığı, (7.43) 
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məsələsinin həllinə yığılır və yığılma sürəti (7.51) düsturu ilə təyin 
olunur. 

2. İndi isə (7.43) məsələsindən fərqli başqa bir məsələyə baxaq və 
göstərək ki, bu məsələni də Volter-Fredholm inteqral tənliyinə gətirib, 
yuxarıda şərh etdiyimiz üsulla təqribi həllini tapmaq olar. 
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a
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 Xüsusi sərhəd məsələsinə baxaq. 
Əvvəlcə bu məsələni ekvivalent inteqral tənliyə gətirək. Fərz edək ki, 
)(xy  funksiyası (7.52) məsələsinin həllidir. Onda (7.52)-dən 
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)()( bycy =  şərtini nəzərə alsaq: 
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olduğunu alırıq. Buradan 
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 )(ay′ -nın bu qiymətini (7.53)-də nəzərə alsaq: 
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düsturundan istifadə etsək: 
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Volter-Fredholm inteqral tənliyini almış olarıq. Bu inteqral tənlik (7.52) 
məsələsinə ekvivalentdir. Aşkardır ki, ),(0 sxK  və ),(1 sxK  nüvələri 
cırlaşandır. 

(7.54) tənliyini təqribi həll etmək üçün ardıcıl yaxınlaşmaları aşa-
ğıdakı kimi quraq: 
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 Fərz edək ki, 
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 nC -nin qiymətini )(xyn -in ifadəsində yerinə yazsaq: 
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)()(0 xFxy =  olduğunu nəzərə alıb, K,2,1=n  götürməklə )}({ xyn  
ardıcıllığının bütün elementlərini (7.56) düsturu ilə tapmaq olar. 
 İrəlidəki bənddə olduğu kimi, bu ardıcıllığın (7.52) məsələsinin 
həllinə yığıldığını isbat etmək olar və yığılma sürətini təyin etmək olar. 
 İndi isə isbat edək ki, )(xyn  ardıcıllığı (7.52) məsələsinin həllinə 

yığılır və yığılma sürətini tapaq. )(* xy  ilə (7.52) məsələsinin həllini işarə 
edib, 
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Bu tənlik )(xnε -ə nəzərən cırlaşan nüvəli I növ Fredholm inteqral 
tənliyidir. Bunun həllini  
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nC -nin bu qiymətini (7.57)-də nəzərə alsaq: 
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 Beləliklə aşağıdakı teoremi isbat etmiş oluruq. 
 Teorem 7.8. Tutaq ki, )(xq  və )(xf )( bxa ≤≤  funksiyaları kəsil-
məzdir və .1<γ  
 Onda (7.56) düsturları ilə təyin olunan )}({ xyn  ardıcıllığı (7.52) 
məsələsinin həllinə yığılır və yığılma sürəti aşağıdakı düsturla təyin 
olunur: 

.)()(max)()( 0 xyxyxyxy
x

n
n

∗∗ −≤− γ  

 3. Operator tənliyin təqribi həlli. Biz yuxarıda, bu fəslin beşinci 
paraqrafında Volter-Fredholm tənliyinin təqribi həlli üçün bir üsul verdik. 
Bu paraqrafda isə həmin üsulu (7.43) məsələsinin təqribi həllinə tətbiq 
etdik. Aşağıda bu üsulun ideyası ümumi şəkildə bir sıra xətti operator 
tənliklər üçün şərh edilir. 

fyAyAy ++= 21                          (7.58) 
operator tənliyinə baxaq. Fərz edək ki, 1A  operatoru sonlu ölçülü, 2A  
operatoru isə elə operatordur ki, onun spektral radiusu kiçik ədəddir. 

k
k AAS 221 +++= L  

ilə işarə edək. 
Aşkardır ki, kafi qədər böyük k  ədədi üçün kS  operatoru 2AI −  

operatorunun tərsinə, yəni 1
2 )( −− AI  operatoruna  yaxındır. Buna görə 

də 
fSyAyASyS k

k
kk ++= +1

21  
tənliyi (7.52) tənliyinə ekvivalent olacaqdır. 
 Bu axırıncı tənliyi 

fSyAyASy k
k

k ++= +1
21                            (7.59) 

şəklində yazaq. 
1A  operatorunun sonlu ölçülü olmasından 1ASk  operatorunun da 

sonlu ölçülü olduğu çıxır. Buna görə də (7.59) tənliyinin həllini  tapmaq 
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üçün aşağıdakı  qayda ilə qurulan yaxınlaşmalar 
fSyAyASy kn

k
nkn ++= +
++

1
2111     )1,0( K=n  

(7.58) tənliyinin də təqribi həllini tapmaq üçün səmərəli olacaqdır. 
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