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Qardasim Pasa Mammadovun
xatirasina ithaf edirom

GIiRiS

Hesablama riyaziyyati fonni. Miiasir elm vo texnikanin miixtalif
sahalarinda elo riyazi mosalolors rast golirik ki, bunlarin daqiq hallini ya
tapmaq olmur vo ya az halda tapilan hollin ifadesi o qoder miirakkabdir
ki, tocriibado ondan istifade etmok ¢ox ¢otin olur. Buna goéra do son
zamanlara qodar masalalarin riyazi modellarini sadslasdirib hall edirdiler.
Elm vo texnikanin inkisafi artiq bu yolu gobul eds bilmozdi - yeni yollar
taptlmali idi. Belo yollardan biri toqribi lisullarin yaranmasina gatirdi.
Artiq riyazi modellor sadslagdirilmir, onlarin doqiq hallari avazina toqribi
hallori tapilir.

Belolikla, riyazi analizin, cabrin, diferensial vo inteqral tonliklorin
toqribi {isullar1 yarandi. Bu isa 6z ndvbasinde riyaziyyatin yeni bir sa-
hasinin - hesablama riyaziyyatinin yaranmasi ilo naticalondi.

Elektron-hesablama maginlarinin (EHM) yaranmasi va siiratls inki-
saf etmosi riyaziyyatda vo xilisuson hesablama riyaziyyatinda boyiik
gevrilisa sabab oldu.

Indi EHM imkan verir ki, miirokkob riyazi mosalolari tagribi iisul-
larla hall etdikds, onun toqribi halli lazimi daqiqlikls tapilsin. Buna gora
do miiasir dovrdo hesablama riyaziyyati, riyaziyyat elminin an vacib
saholorindon biri olmaqgla elmin bir ¢ox saholorinde miiveffoqiyyatlo
totbiq edilir.

Toqdim edilon darslik, universitetlords kegilon «Hesablama iisul-
lar» fonni {igiin SSRI Ali vo Orta ixtisas Tohsili Nazirliyinin Todris-
Metodika Idarasi torafinden tosdiq edilmis program osasinda yazilmisdir.
Doarslik 1i¢ hissodon ibaratdir. Birinci hissodo riyazi analizin, ikinci
hissado cabrin, ii¢lincii hissodo diferensial vo inteqral tonliklorin osas
toqribi tisullar1 verilir.

Hesablama xatalar

Adoton, verilmis masalonin hallini axtardiqda toqribi adodlors rast
galinir. Bu toqribi adadlor miixtalif sabablordon yaranir. ©vvalon, me-
solada verilon malum adadlar eksperimentdon alindigindan, bu adadlorin
toqribi giymotlori verilmis olur. ikinci, verilmis riyazi mosalo miirokkob
oldugundan onu daha sado mosals ilo ovaz edirlor ki, bu da miioyyon
xotanm buraxilmasina sobob olur. Ugiincii, hesablama prosesindo elo
odadlor iizerinde omoliyyat aparmaq lazim golir ki, onlarin doaqiq
giymatlori molum olmur (masalen, 7, e, V2 adadlari). Dordiincii, masa-
lonin hellinin daqiq qiymatini praktik olaraq hemise tapmaq miimkiin ol-
mur, hoallin toqribi qiymati gotiiriiliir. Besinci, adi hesablama omoliyyatini
apardiqda belo, homiso doqiq qiymseti tapmaq miimkiin olmur,
yuvarlaglagdirilmis qiymot gotiiriiliir.

Yuxarida gostorilon xatalarin hor biri ¢ox bdyiik olmasa da, bir ne-
¢o amoliyyat apardiqdan sonra bu xatalar comlonib {imumi naticods bdyiik
xotanin alinmasina sobab ola bilor. Buna goére do verilmis mosolonin
hollinds gostorilon xotalara diqqgat yetirmak zorurati yaranir.

Ogor a adadi verilmis kemiyyatin daqiq qiymeti olan A -dan aza-
ciq forqlonirss, onda bu adods A -nin toqribi adadi deyilir. Toqribi adodin
Xxatasi

Aa=A-a
adadine deyilir. Bu odadin isarasi malum olmadigindan A =|A¢| adadi
gotiiriillir vo bu adods miitloq xata deyilir.

Beloliklo, a adadinin miitloq xotas1 A =|A —a| adadins deyilir.

Odadin doqiq qiymatini bilmadiyimizden miitloq xotan1 da homiso
hesablamaq miimkiin olmur. Ancaq miitloq xotanin doyigsmo sorhadini
homiso tapmaq olar. A odadinin yuxari sorhadlorinin on kigiyino limit
miitloq xata deyilir vo A, ilo isare edilir. Aydindir ki,

a-A,SA<La+A,.

Limit miitloq xota hesablamanin doqiqliyini xarakterizo etmok
iiclin homiso kifayat deyil. Tutaq ki, miioyyon hesablama prosesi ii¢lin
limit miitloq xotan1 A, =0,1 sm almisiq. Ogor otagin hocmini dlgiiriikso,
bu hesablama ilo kifayatlonmak olar. Kibrit qutusunun hacmini 6l¢diikdo

isa bu hesablamani kafi hesab etmok olmaz. Ona gdrs ds yeni anlayis —
nisbi xota anlayisi da verilir.
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A

adadine « toqribi adodinin nisbi xotasi deyilir. Nisbi xotanin yuxari
sorhadlorinin on kiciyine limit nisbi xota deyilir vo &, ilo isaro edilir.
Aydindir ki,

a =146,
gabul etmak olar.

A =~ a oldugundan, adoton

A, =lald,
gobul edilir. ©dodin doqiq qiymeti a(l-J,)ve a(l+J,) odadlori
arasinda yerlogdiyindon

A=a(1t9,)

gotirilir.

Indi iso toqribi odadlor iizorindo hesab omollori apardigda alinan
xatalar1 giymotlondirak.

Isbat edok ki, bir ne¢a toqribi adadin cobri cominin miitloq xatas1 bu
adadlarin miitloq xatalart comindan boyiik deyil va bir ne¢a taqribi adadin
(agar isaralori eynidirse) cominin limit nisbi xatas1 bu adadlorin limit nisbi
xotalariin on bdyiiyiindon boyiik deyil.

Tutaq ki, a,05,...,a, — verilmis toqribi ododlordir. Bunlarin cobri
comina baxaq:

Aydindir ki,

buradan da
Ayl S|Aaq| + Ay |+ ...+ |Aa,, .
Forz edok ki, &; >0 (i =1,2,...,n) vo isbat edok ki,
Oq <max{d, }.
1<i<n

Burada «; toqribi odadlorinin doqiq qiymeatlorini A4; (A4; >0,

1
1=12,..,n) ilo isaro edok vo forz edok ki, A=A, + A, +...+ A,, odadi
a toqribi adadinin doqiq qiymatidir.
Onda
A Ay +Ag, + 8y,

_2a _
%a =4 A +A, +..+ A4,

5, =2a
o = A (i=12,..,n)
oldugundan
Aa; = A6, .
Buradan
5 - AOg, +Axby, +..+ ApS,
¢ A+A+..+A,
oldugunu alariq. Tutaq ki,
5< 111 ax {Jg; }.
Onda
S5, <6.
Qeyd edok ki, agor @ = o — ¢, olarsa, onda
Oq $0q +0q,,

burada A adadi @ =y —a, toqribi adadin daqiq qiymatidir.

Indi iso hasilin xotasin1 hesablayaq.

Isbat edok ki, bir ne¢a toqribi adadin (sifirdan fargli) hasilinin nisbi
xotas1 bu adadlarin nisbi xatalarmin comindon boyiik deyil.

Tutaq ki, o =aya;...r,,. Sadolik iiciin forz edok ki, ay,a5,...,c,,
miisbatdirler. Onda
Ina=Ine; +Ina, +...+ Ing,,.
Burada
A(lnx) = d(lnx)——x Ax
diisturunu nazars alsaq:
A A A
Aa_Aay Aay Ay

a a ay a,,
oldugunu alarq, yaxud
|Aa| |Aa]|, |Aca| | |Acn
la 17| o a | a,

A; (i=12,..,n) ilo ¢; adadlerinin doqiq qiymatlarini isars etsok:
Aa; Aa ‘ Aa‘

a;
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Burada o; toqribi odedlorin nisbi xotas1 - 0;,a ododinin nisbi xotas1 iso
o ilo isars edilib. Belaliklo,

0L+ +...+0,.
Bu diistur «; ododlori miixtolif isarolors malik olanda da dogrudur.

Nohayat, nisbatin xotasin1 hesablayaq. Isbat edok ki, iki ododin
nisbatinin nisbi xatasi, bu odadlorin nisbi xstalarinin comindon bdyiik
deyil. Dogrudan da, tutaq ki,

-

a;
Sadalik tigtlin forz edok ki, a,c, miisbeatdirler. Onda
Ina=Ine; —Ina,
buradan da
Aa Aoy Aoy
« @  ay
va yaxud
|Aa| _|Aa|, [Aay|
la ™| o a,

oldugunu alariq. Bu iso isbat etmok istadiyimiz diisturdur.
Indi iso daha imumi mosoloys baxagq.
Tutaq ki, bir neco kemiyyastin o, ,...,c,, xotast molumdur vo tolob

olunur ki, bu kemiyyatlerin funksiyasinin - f(a;,a;,...,a,) xatasii

hesablayagq.
Askardir ki,
|Af] =1f (g + Aayy...naxy, + Ay) — (g, 0,0 ,)| =
noof nla
~ = < .
)| = Y 52 A < ST
n
0
A<y 6f_ IAg]
1=1 i
Beloliklo funksiyanin limit miitloq xotasi iigiin
Z|o
o < 312 e m
ioil0a;

diisturunu almis oluruq. (1) berabarsizliyinin hor torafini |f|-0 bélsok
funksiyanin nisbi xatasi {i¢iin do diistur almis oluruq:

2\ of 4 0
o< e Aa;| = Infl|Aa;].
32 - 5 L maa

Onda limit nisbi xata ti¢lin
n
0
Or = Inf||Aa;).
= Xz nf|aa

Toqribi odadlorin yuvarlaqlasdirilmasi. Miioyyon bir maosaloni
toqribi iisulla hall etdikds alqoritm qurulur; bu alqoritm ol ilo vo yaxud
maginda icra edilir. Bu halda biz ixtiyari haqiqi adadlorlo yox, yalniz
diskret sonlu coxlugla is gérmoli olurug. Bu c¢oxluga miixtolif say
sistemlorinda «martabalari» olan adadlor daxil olur. Tutaq ki, bu ¢oxlug,
asagidaki gokildo adadlor goxlugundan ibaratdir:

(" +ar T a, BTT,
burada S — natural ododdir vo hesablama sisteminin asasidir:
0<ay,...,ap, < —tam miisbot ododlordir;, m — mortobalorin sayidir;

nohayet, n —tam oadaddir.

Bu odadlar iizorindo hesabi amoliyyat apardiqda yeni alinan adadin
mortobasi boyliye bilor vo bu ododin baxdigimiz ¢oxluqdan konara
¢ixmamasi li¢iin yuvarlaglasdirilmasi zorurati dogurur.

Tutaq ki, hesablama noticosindo

(" + o BT g, BT L)
adadini almisiq. Ogor

-1 1
Ay + O+ < 5,3

sorti 6danarsa, onda naticoni
(" +ar i+ a, B
adadi ils avaz etmoak lazimdir. Ogar

-1 1
st + A B+ > 5,3

sarti 6donarsa, onda naticoni
(" +ar T o (@ F DA
adadi ilo avaz etmak lazimdir. Nohayet, agor
-1 1
il T A2 ff + .. :E'B
sorti 6donorsa, onda yuxaridaki ododlorin hansi biri ilo noticoni ovoz
etmoayin forqi yoxdur.



Yuvarlaqglagdirilma prosesinds limit miitloq xatanin neco dayisdiyini
Oyranok. Tutaq ki,

a=a " +ar N+, T L
toqribi adadi verilib (uygun doqiq qiymoti A ilo isaro edok) vo yuvar-
laglagdirmadan sonra alinan adad

a*=a1ﬂn+a2ﬂn71+...+am_1ﬂ n—m+l

n-m+2

+Imb
olsun. Burada y,, ya «,, vo ya «,,,; adadino borabordir. Aydindir ki,
la —a* ododi

- -m+1
am+1ﬂn m+am+2ﬂn A

vaya

B (@ T ST )
adadlerin on kigiyina barabar olacaq.
a-Aa<A<La+Aa
borabarsizliyini nazera alsaq, a* toqribi ododin miitlag xatasinin

asagidaki adadlorin on ki¢iyine barabar oldugunu alariq:

n-m n—-m+1
Ay +0, 40 + a0 +...

voya
Aa + ﬂn—m—l - (am+lﬁn_m + am+2ﬁn—m+1 + )
Beloliklo, aliriq ki,
Aa*ﬁAa—k%ﬁn_mﬂ.

Indi iso togribi adadlorin yazilma iisullarindan birini, on ¢ox istifado
edilonini verak.

Ixtiyari miisbot @ <1 ododini gbtiirok vo asagidaki kimi toqribi ododo
baxaq:

a=a S+ B+ e, f
ogor
A, < op” k-1

barabarsizliyi ddenarso, onda ¢, dogru roqom adlanir; oks halda siibholi
rogomdir. Askardir ki, o, dogru roqamdirss, ondan qabaqda golonlor da
dogru olacaqdir.

Toqribi adad, xatast gosterilmodon yazilirsa, onun biitiin yazilan

rogamlari dogru olmalidir.
Ogor verilmis toaqribi adadin siibhali raqomlori varsa, onda onu ov-

valcadan yuvarlaglagdirmaq lazimdir. Martabalorin say1 ¢ox olduqda da
yuvarlagqlasdirma aparilir. Yuvarlaglasdirma ilo olagodar olaraq
adadini alava sorts tabe edirloar.

o -nn elo on kigik giymatini tapaq ki, yuvarlaglasdirma apardigdan
sonra he¢ olmasa, axirdan avvalki dogru raqem, dogru qalsin. Tutaq ki,

A

a=a "+ B oy BT v a, BT
odadinin axirinc1 dogru roqomdir.
Ona gors do

B < Aa < wf L
Boyiik mortabasi m—1 olmaqla yuvarlaglagdirma aparsaq limit miitlaq
xota

Aa + l 'Bn—m+2
2
adadindon bdyiik olmaz. @ -n1 els segak ki,

Aa +%ﬂn—m+2 Sa)ﬂn_m+2

olsun. Bu barabarsizlik A, -n1 onun an bdyiik qiymsti ilo do avaz etdikdo

O6donmolidir.
wﬂn—m+1 +%ﬂn—m+2 Sa)ﬂn—m-m ]

Buradan

20-1/4)
oldugunu alariq. @ -nin an kigik qiymati

o=—>"

20-1/5)

Beloliklo, onluq say sisteminds, yoni £ =10 oldugda
o=~ 0,56

gotiirmok olar. Tkilik say sistemindo iso (S =2)

w=1.
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I HIiSS®
RIYAZI ANALIZIN TOQRIiBI USULLARI
I FOSIL
YAXINLASMALAR NOZORiYYOSi

Molumdur ki, funksiya miixtalif tisullarla verilir. Bels tisullardan biri
cadval iisuludur: funksiya, doyisonin (x) sonlu sayda qiymatlorinds ver-

ilir (f(x;), i=0,1,...,n). Lakin tocriibade funksiyanin giymotini doyigonin

basqa qiymotlorindo do hesablamaq lazim golir. Belo halda elo sado
P(x) funksiyasim qururlar ki,

P(x;)=f(x;) (i=0.,..,n)
sortlori odenilsin vo f(x)-in toyin oblastinin bagsqa ndqtolorinds
P(x)-f(x) Kkafi godar kigik olsun. Belo P(x) funksiyasinin qurulma-
sina interpolyasiya masalasi deyilir. Adoton P(x) funksiyasini ¢oxhadli
soklindo axtarirlar.

Bozon elo olur ki, funksiya analitik sokildo verilir, lakin onun
giymatini toyin oblastinin ixtiyari ndqtesinds, tapmaq boyiik hesablama
isi tolob edir. Bu halda da interpolyasiya mosalolorinden istifads edilir:
funksiyanin analitik ifadesindon istifado ederok, onun qiymeotini,
hesablamas1 asan olan bir nego ndqtoads tapirlar vo bu qiymstlordon
istifado edorok P(x) c¢oxhadlisini qururlar.

Bu fosilde, belo interpolyasiya c¢oxhadlilorinin qurulmasi tigiin
miixtalif Gisullar verilir.

§1. interpolyasiya masalasi
[a,b] parcasinda toyin olunmus haqiqi funksiyalar ¢oxluguna va bu
coxluga daxil olan sads funksiyalar kiillisine baxaq — {¢;(x)}.
Forz edok ki, bu coxlugdan gotiirilmis sonlu sayda ixtiyari
funksiyalar sistemi xatti asili deyil.
Adoton, ¢;(x) funksiyalar1 avazine praktikada

2 n .
Lx,x",.,x",...;

voya
1,sin x,cos x,sin 2x,...SIn nX,COSNX,...;
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vaya
Le®, e, .,e™ ..
funksiyalar1 sistemini gotiiriirlor.

{p;(x)} funksiyalar ¢oxlugundan n+1 sayda olanim gotiiriib

bunlarin xatti kombinasiyasina baxaq:

P, (%) = agpo(x) + 01901(%) + ...+ @, 0 ().
Burada «qg,q,...,a, hoqiqi adadlordir. P,(x) funksiyasina ¢g(x),
@1(x),...,0 ,,(x) sistemino gore imumilosmis ¢oxhadli deyirlar.

[a,b] pargasindan x,x|,...,x, noqgtolor ¢oxlugunu gotlrib geyd
edok. Ela P, (x) timumilosmis ¢oxhadlisi gotiirak ki, bu noqtolorde onun
giymatlori uygun olaraq f(x)-in hamin ndqtalords qiymotlori ilo tist-iisto
diigsiin.  xq,%,...,x, noqtelorino interpolyasiyanin diiylin noqteleri,
P,(x)-o iso verilmis sistemo goro f(x) funksiyasimnin timumilogmis
interpolyasiya ¢oxhadlisi deyirlor. f(x) vo ¢;(x) funksiyalar
diferensiallanandirsa onda tolob edilir ki, diiyiin noqtelorinds f(x) vo
P, (x) -in téramalarinin do qiymatlori iist-listo diigsiin.

Diiyiin noqtolerini vo ¢;(x) funksiyalarin1 elo secok ki, verilmis
f(x) funksiyasi ti¢iin yalniz bir timumilogmis ¢oxhadli qurmaq miimkiin
olsun.

Ogar ¢o(x),01(x),...,¢ ,(x) funksiyalar sistemi ilizro he¢ olmazsa,
bir omsali sifirdan fargli olan, ixtiyari imumilosmis ¢oxhodlinin [a,b]
parcasinda koklorinin sayr n-don c¢ox deyilss, onda ¢@g(x),
@1(x),...,0,,(x) sistemina Cebisev sistemi deyirlor. Aydindir ki, funk-
siyalar sisteminin Cebisev sistemi togkil etmasi ii¢iin bu funksiyalarin

xotti asili olmamasi zoruri sortdir. Yeno do aydindir ki, l,x,xz,...,x”

funksiyalar sistemi ixtiyari par¢ada Cebisev sistemi toskil edir.
Teorem 1.1. Ixtivari f(x) (a<x<b) funksiyasi va ixtivari x,

X5 Xy (@<x; <0, x; #£x;,1# J) diiyiin ndqtalori iigiin
P, (x) = appo(x) + q@1(x) + ...+ @ ()
iimumilagmis ¢oxhadlinin varligi iiciin zoruri va kafi sort @y(x),

@1(%),ee0s 0 ,(X) funksiyalarimin [a,b] parcasinda Cebisev sistemi togkil
etmasidir. Bu halda interpolyasiya ¢oxhadlisi yeganadir.

12



Isbati. Askardir ki, imumilosmis ¢oxhadlinin varlig1 li¢lin zoruri vo
kafi sort ixtiyari f(x;) (i=0,l,...,n) vaixtiyari x4,%,...,X, U¢in
ag@o(x;)+a19 (X)) +..+ap@,(x;)=f(x;) ((=0L..,n) (L1)
sisteminin (@, qy,...,a, machullarina nazaran) hollinin varhigidir. (1.1)
sisteminin hoallinin varligi ii¢iin iso zoruri vo kafi sort
?0(%0),21(X0 )5, Py (X9)
_|20(x0), 211 )5 0 (1)

A #0 (1.2)
(pO(xn )a(ﬂl(xn ),..., Pn (xn )
olmasidir.
Isbat edok ki, (1.2) sortinin ddonmasi iigiin zoruri va kafi sart {¢;(x)}
funksiyalarinin Cebisev sistemini togkil etmasidir.
Tutaq ki, {¢;} Cebisev sistemi toskil edir vo isbat edok ki, A#0.

Taorsini forz edok. Forz edok ki, miloyyon diiylinlor — {x;} {i¢lin A=0.
Onda

n
2 .
bo@o(x;) + b1 1(x;) + ...+ b0, () =0, D b;" >0, (i=0.1,...,n).
i=0

Bu o demokdir ki,

P, (x)=byp (%) + by () + ...+ by ()
timumilogmis ¢oxhadlisinin [a,b] pargasinda n -don ¢ox kokii var, yoni
{@;(x)} Cebisev sistemi togkil etmir. Bu iss sorto ziddir.

Tutaq ki, A#0 vo isbat edok ki, {¢;(x)} Cebisev sistemi toskil edir.

n
Tarsini forz edok. Forz edok ki, ch(pk (x) timumilosmis ¢oxhadlisinin
k=0
n+1 miixtalif kokii var. Bu 7 +1 kokii diiyiin ndqtalori kimi gotiirsak:

n
D cror(x;)=0 (j=0,,.,n)
k=0
bircinsli sisteminin sifirdan forqli halli oldugunu almig olariq. Demali
sistemin determinanti sifra borabordir. Bu iso forziyyoamize ziddir.
Teoremin hokmiiniin ikinci hissosi, yoni timumilogmis ¢oxhadlinin

yeganoliyi a; amsallarinin birqiymatli toyin olunmasindan ¢ixur:

13

A; .
a; = XL (i1=0,1,2,...,n),

burada A; determinanti, A determinantinda i -ci siitunu (1.1) sisteminin
sarbast hadlarils avoz edilmoklos alinir. Belalikls,

oA
P,(x)= kawk (x) (1.3)
k=0

oldugunu alirig. Teorem isbat olundu.
(1.3) timumilosmis interpolyasiya ¢oxhadlisini basqa formada yazagq.
A; determinantini i -ci siitunun elementlorine gora ayirsaq,

n
Ap =D f(x)A;
Jj=0
oldugunu alariq, burada A;; A -determinantinin ¢ -ci siitununun cobri

tamamlayicisidir. A; -nin bu ifadosini (1.3)-do nozers alsaq:

n n A i n

Py() = 2 f(x)) 3, —0r®) = 2 f(0))P ().

j=0 k=0 Jj=0

Burada
n Aij
D;(x)= kZOT(pk(x)

Umumilogmis ¢oxhadlidir; bu ¢oxhadli f(x) funksiyasindan asili ol-

mayib, Xo,%j,...,%, (¥; #x;,1# j) diyiin ndqtalerinin segilmoasilo tam
toyin olunur.
Ixtiyari f(x) funksiyasi liglin

f(xk) = Z‘bf(x])CD](xk) (k = O,l,2,...,n)
j=

sorti 6dondiyindon @ ;(x) ¢oxhadlisi agagidaki xassays malik olur:

0, j=k

q)j(xk)={1 iok

§ 2. Laqranjin interpolyasiya ¢oxhadlisi

1. Coxhadlinin qurulmasi. Yuxarida isbat etdik ki, ixtiyart f(x)

funksiyast ve ixtiyar1 secilmis diyiin ndqtalori  xq,%,....X,
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(x; #x; ,1# j) Uglin doracasi n -don ¢ox olmayan goxhadlilor igarisinda

asagidaki gokilds ifads olan yegana interpolyasiya ¢oxhadlisi var:

Bu@)= 3o, 0,0= " ;7

@, (x) funksiyasini tapmaq ticlin biz elo n daracali coxhadli tapmaliyiq

1#

(1.4)

ki, x¢,%X1..,%;_1,%;415--%, noqtalorindo sifra g¢evrilsin va x;
noqtasinds 1-o barabar olsun.
Bu funksiyani

D (x) = Ax X0 )& = 2o =211 )X~ X716~ X))
soklindo axtaraq. A odadini elo segok ki, ®@;(x;)=1 olsun:

I=A(x; —x0)(; —21) (0 =25 )% =%j41)- (X —%y).
Buradan

_ 1
(36 =20 (2 =21 )ors (X = X)X} = X)o7 = X))

Onda
_ (r—xp)(x —x) (- X -y g)- (X —Xy,)
CDi(x)_ .
(3 = 200)(x; =27). (2 =2, (X = X540)(X; —X)
(1.4) diisturunda bunu nazars alsaq:
P, (x) = (x—xp)...(x - xn) f( ) (X —20)(% — %) (X —%p)
(g —x1)-..(%9 — (% = %0)(%) —%)...(%) = n)
x—29)(x —xp)..(x —x,,_
‘ F) ot ( 0)( 1) (X =%, 1) f(x,).
(0, = %0 )%y = %1). (X, =X 1)
Bu diisturla tayin edilon interpolyasiya g¢oxhadlisine Laqranj inter-
polyasiya ¢oxhadlisi deyirlor. Bu ¢oxhadlini basqalarindan farqlondirmoak

tglin L, (x) ils isars edirlor:

L,(x)= éf(xi)

@p (X)
(x —x;)ap (x;)
burada
o(x)=(x—x¢)(x—x1)..(x —x,,).
2. Bir-birindan eyni masafada duran diiyiin noqtalari iiciin coxhadli.
Forz edok ki,
X —Xg=Xqg—X] ==X, —Xp_| =h.
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ogor X~ %o =1 ilo isaro etsok @;(x) funksiyasi asagidaki soklo diigor

th(th—h)---[th—(i—Dh][th—(i+DA]---(th—nh)
ihi—Dh---h(=h)---[-(n—-1)h] B
GV G D GV S P B U | P Gl

t—1 i(n—1)! t—1 n!

CDi(x):CDi(xo + th)z

Onda
“D.t-n&, C
Ly ()= L, x +thy = (-1 DD 5 i Zn e
n: i=0 t—1

Bu diisturdan gériniir ki, f(x;)-nin omsali
( l)n lC Lt(t 1) (t_n)
(t-1)n!
f(x) funksiyasindan vo A -dan asili deyil. Buna goro do bu omsallarin
qiymatlorini avvalcadan cadval soklinda verib, ondan istifade etmoak olar.
3. Eytkenin interpolyasiya sxemi. Ogor x; diylin noqtelori bir-

birindon eyni mosafodo deyilso vo Laqranj ¢oxhadlisinin analitik ifadosi
ovazina bazi ndqtolordo qiymatlorini hesablamaq tolob olunursa, onda
asagida sorh edilon sxemdan istifado etmok oslverislidir.

Xg) Xo—
Ly (x) = 1 |f(xg) xg
x) —xo 1 (%) 2% =
ifadasine baxaq. Bu birdaracali ¢oxhadlidir.
Loy (xg)=1f(x0), Lo (xy)=/(x;)

oldugundan Ly (x) iki x(,x; noqtolari ii¢iin axtarilan ¢oxhadli olar. Bu

qaydailoe L, (x), Ly3(x),..., coxhadlilerini do qurmagq olar.
Indi iso

Lo (x)xg -

Ly (x)x; —

1
X3 =%
ifadasine baxaq. Bu ikidaracali goxhadlidir.
Loja(xg)=f(x0),Loia (x1) = f (1), Lopp (x2) = f(x3)
oldugundan Ly, (x) li¢ x¢,x;,%x, noqtaleri iigiin axtarilan ¢oxhadlidir.

Ly (x)=

Bu qayda ilo Ljy3(x), Lyz4(x),... ¢coxhadlilorini do qurmaq olar.
Bu prosesi davam etdirsok:
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1 |Loz.n1(x)xg —x
Xp = %0 Loz, 5 (X) Xy — %
¢oxhadlisini qurmagq olar. Bu # daracali ¢oxhadlidir.
Lopz. n(x)=f(x;) (I=0.l...,n)
oldugundan Lg;, ,(x) c¢oxhadlisi x(,%,...,x, noqtolori iigiin axtarilan

Loy p(x)=

¢oxhadli olar.

Interpolyasiya coxhadlisinin bu qayda ilo tapilmasina Eytken sxemi
deyilir.

4. Qaliq haddi. f(x) vo L, (x) funksiyalarinin dilyiin néqtolerinds
qiymotlori ist-listo diisiirlor, basqa noqtolorde iso miixtalif qiymsotlor
alirlar (agoar f(x) n-doaracali goxhadli deyilsa).

f(x)-Ly,(x)=R,(x)
isarolomosini aparaq. Burada R, (x) -o galiq haddi deyilir. Aydindir ki,
R, (x;)=0 (i=0,1,...,n).
Forz edok ki, f(x) funksiyasimin. [a@,b] pargasinda n tortibadok

kosilmoz téromolori var vo f(x) [a,b]-do diferensiallanandir. [a,b]
parcasindan gotiiriilmils ixtiyari geyd edilmis x ndqtesinds qaliq hoddini
qiymatlondirok.

Asagidaki kimi igaroloms aparagq:

9(2) = f(2) — L, (2) - A(z = x9)(z2 — %1)...(2 = %)
Askardir ki,
o(x;)=0 (@=0,1,..,n).
A ododini el segok ki, x €[a,b] ndqtesi iigiin
p(x)=0
sorti 6donsin. Onda
_ f®)-L@)
(x—xg)(x—x))..(Xx—x,)

Demoli, ¢(z) funksiyasi [a,b] par¢asinin n+2 ndqtesindos sifra

gevrilir. Onda Roll teoremins asason ¢'(z) funksiyasi [a,b] parg¢asiin

on az1 n+1 noqtasindos sifra g¢evrilocak:

9" =0 (& ela,bl, i=0.L...n).
Yenidon Roll teoremini ¢'(z) funksiyasina totbiq etsok
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0"(&P)=0(£? elabli=01,...n-1)
oldugunu alariq.
Bu prosesi davam etdirsok, he¢ olmasa bir £ €[a,b] ndqtasinin var-
ligin1 hokm eds bilarik ki,
o D(&)=0
sortini 6dasin. Onda
oD (2)= "D (2) - A(n+1)!

oldugundan
(n+l1)
PO ARIT)
(n+1)!
Demoali, ¢(x) =0 oldugunu nozors alsaq:
(n+1)
@)= Ly () + L8 (2 )=,
(n+1)!
oldugunu alariq. Qaliq haddi asagidaki diisturla toyin olunur:
)
R, (1) =12 (x —x)(@ —x) ).~ x,).
(n+1)!
Buradan,
M
IR, ()] £~ @, ()],
(n+1D)!
M,y = sup "), @,(x)=(x—x0)..(x ).

as<é<sh
5. Qaliq haddinin minimumlagdirilmasi. Indi iso diiyiin ndqtolorini

elo se¢ok ki, sup|w,, (x)| on kicik qiymeot alsin.
[a,b]

Bu masoaloni hall etmok ii¢iin Cebisev ¢oxhadlisine baxaq:
T, (x)=cos(narccosx) (|x|<1).
Asagidaki molum eyniliyi
cos(n+1)8 =2cosfOcosnf —cos(n —1)0
nozars alsaq
Tn+1 (x)= szn (x) - Tn—l (x)

diisturunu alariq.

Buradan gériiniir ki, T}, (x) n -doracali goxhadlidir vo x™ -nin amsali

21 5dading boraberdir.
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T, (x)=cos(narccosx) =0
tonliyinden

2 1
Xy, = cosw(m =0,,...,n—1).
2n

Aydmndir ki, |x,,| <1 ve max|T,, (x) =1.
|x|<1

Ogor a=-1, b=1 va dilylin néqtalori avazina Cebisev ¢coxhadlisinin
koklorini gotlirsak
0 (X) =T,y (x),  max|w, ()] =—
2 lx|<1 2
oldugunu alariq.
Belolikla, isbat etdik ki, ager a=-1, b=1 va diiyiin noqtalori ave-
zina Cebisev ¢oxhadlisinin koklarini gotiirsok:
By ()] < sl
2" (n+1)!
oldugunu alariq.
Qeyd edok ki,

x:%[(b—a)z+(b+a)]

ovozlomosini aparmaqla ixtiyari [a,b] pargasin1 [—1,1] pargasi ilo ovoz
etmoak olar. Bu halda Cebisev ¢oxhadlisinin kdklori

X, :%{(l) —a)cos ;Zj; T+(b+ a)}

diisturu ilo toyin edilor vo
My, (0-a)™
(n+1)! p2n+l

|, (x)] <

Beloliklo isbat etdik ki,
ol 1
T,(0)= 5T, @)

coxhadlisi sifirdan on az meyl edon ¢oxhadlidir.
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§ 3. Nyutonun interpolyasiya ¢coxhodlisi

1.Béliinan va sonlu farqlor. [a,b] pargasinda toyin olan ixtiyari
f(x) funksiyasim1 vo bu parcaya daxil olan diiyiin noqtslorini
X0 X s Xy s Xj X, i#j gotlirak.
Asagidaki nisbatlors baxaq:
f(xy)=f(xo)

X1 =X

=f(xg,%1),
fxy)—f

) _ w20
Xy — X1

f(xn) _ f(xn—l)
Xn = %Xn-1

Bu nisbatlori birtartibli boliinen farqler adlandirirlar.
Indi iso asagidaki nisboatlors baxaq:

flxp,x)—f(xg,%p)

= f(xn—l %)

:f(x0>x17x2)9

Xy —Xg
X, %2)— f(%x,%
f(xy,%3)—f(x, 2):f(x1,x2,x3),
x3_x]

f(xn—l ’xn) - f(xn—2 axn—l)

Xn ~%Xn-2

= f(xn—Z X p_15%y)-

Bu nisbatlors iki tortibli boliinon farqlor deyirlor.
Bu qayda ilo (% +1) -tortibli b6liinon farqlari asagidaki nisbotlo toyin

etmok olar:
X s i 0eeesXin ) — f (5 1,0 s X o
f( 1oVi+1 l+k) f( i—1>4 i+k l)zf(xifpxi,m;x”k)'
Xivk —%i-1
Riyazi induksiya tlisulu ils isbat edak ki,
f(x;)
F(5 %050 Xi4 ) = -
(o0 =210 =X542) (X =X, 1)
x.
(i1 .o+
(xi+1 —X; )(xi+1 _xi+2)--~(xi+1 _xi+k)
f(xi+k)

(1.5)

(Xjsr = X)X = X)Xy =X 1)

k=1 olduqda bu diisturun dogrulugu f(x;,x;,;)-in tarifinden ¢ixir. Forz
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edok ki, £=1-1 tgln distur dogrudur vo k=1 tgiin dogrulugunu isbat
edok. Aydindir ki,

f(xi+l »Xi12 a~~~axi+l) - f(xixi+1 ’---axi+l—1) _
Xitl =%

F (XX 15000 X07) =

_ 1 {[ f(xi+l)
Xipp =% (X = X)Xy = Xjp3)- (50 —X547)

x.

[(%i12) ot

(xi+2 —Xi41 )(xi+2 —Xi43 )---(xi+2 - xi+l)
f(xiy) i‘_

(X7 =250 X4y = X)) (X = Xjigy)

_{ f(xi)
(X =X)(X; =240 ) (X = X4 71)
f(xi41)

(X1 =20 = 250) (X0 —X57-1)

+...+

4 f(xi+l—1) j|} _
(%01 =21 = Xj41)- (X001 — Xjy-2)
f(x;) , f(xis0)

(0 =x00) (0 = 2557) (X4 = %)X —Xi471)

L1 {[ 1 ~
Xipp =% \L(xi = %50 (%00 —%543) (X0 —X47)

1
(1 =) = %02)- (%4 —xi+1—1)}f(xl+l)+m+
| 1 :
(Fj 01 = X)) (X1 = X447 2) Xy = Xigq)

_ 1 }f }_

(i1 =) (1) =X )- (X g g — %447 0) | S [
_ f(x;) : f(xi17) N

(@ = x1) (2 =20 7) (g —2)e(X407 = Xjgg1)

1 Xiyl =X
Xiy] =X {(xm =X ) (%41 = Xjp2)(Figg —xi+z)f(xi+1)+m+

21

Xivl =%
RETI S W PSS | f(x”l_l)} -
- fx:) . f(xia1) .
(06 =216 = 2147) (4 =) (X511 =542 @ =Xy p)
i f(Xi0-1) .
(i1 = %)X 11 = X1 2K g1 = Xivg)
f(xi+l)

(i1 =% (Fjg = X4471)
Riyazi induksiya tsuluna osason (1.5) diisturunun dogrulugunu
istonilon k& iigiin almis olurugq.
Indi iso sonlu farqlari toyin edok.
Forz edak ki, diiyiin noqtalori bir-birindon A mosafads yerlogsmisdir:
Xg,%Xg +h,xy +2h,....,xy +nh.

Fx)=f(x0), F(x2) = f(x1)sees f(26) = f (X 1)
forqlorino birtortibli sonlu forqlor deyirlor vo asagidaki isarslomolori
aparirlar:

fi)=fe)=flin voya flrin)=f(x;)=Af(x;).
Bu paraqrafda biz birinci igsaralomodon istifado edocayik.
Birtortibli sonlu forqlordon agagidaki ikitortibli sonlu forglori do toyin
etmok olar:
fy—fi =125 3 =1 vl —Faiy = F
22 22 2 2
Analoji olaraq yiiksok tortibli sonlu forglor do toyin olunur.
Asagidaki diistur sonlu forglorlo funksiyanin 6ziiniin qiymotlori
arasinda olaqgo yaradir:
fE=f =Chf_ 0 +Cif | p =t CD"CRf et (DFS
Hf L—l+§ L—2+§ i=mi =
Bu diistur riyazi induksiya {isulu ilo asanligla isbat olunur.
Indi iso sonlu farglorlo boliinen forglor arasinda olago yaradan
asagidaki diisturlar1 verak:

k
f(xi,x; +h,.,x; +kh) =fi+ﬁ’
RIRE
ft
f(x;,x; —h,.,x; —kh)= ;z/kz ’
22



2k
f(x05x0+hax0 h’ ’x0+kh xo_kh)_(Zk)'hzk
f]Zk 1
f(xO :x() _haxo +h>'"ax0 _(k_l)h’xo +kh) :W‘

Bu diisturlar riyazi induksiya {isulu ils isbat edilir.
Nohayaet, biza golocokds asagldakl diisturlar da lazim olacaq:

%[}‘ikJrf_ki]:fok» [fm fk] ffrl
2

Boazi interpolyasiya ¢oxhadlilarini qurduqda yuxaridaki isaralomalarlo
borabor asagidaki igarslomalori do qobul edirlor:

fo+1 h+f. fi+fi
o2 1 ~f1, 1 . 2 =f;=---»le:fi+1r"
2 2 2
Bu halda asanligla yoxlanilir ki,
1| ron-1 s2n-1 2n-1 1
5[; +f2 } 0 ,2[ ] f

2. Coxhadlinin qurulmasi. Tutaq ki, [a,b] par(;asmda toyin olunan
f(x) funksiyasi vo bu pargaya daxil olan x(,xy,...,x, diyiin nogtolori
verilmigdir. L, (x) bu diyiin noqgtolorino gora f(x) funksiyast tgiin
Lagranjin interpolyasiya ¢oxhadlisidir.

Askardir ki,

Ly, (%)=L (x)+(Ly ()= Lo (0))+ (Lo (%)= Ly () +.. +(Lyy (%) = L1 (%)). (1.6)
Istonilon k(1< k<n) iigiin Ly (x)—L;_;(x) forqini hesablayaq. Bu forq
X0,%7] 5, X1 NOqtalorinda sifra ¢evrildiyinden

Ly ()~ Ly y () = A(x — %0 )X —24_)
soklindo axtarmagq olar. Sabit A odadini asagidaki tonlikdon tapagq:
f(xp) = Ly () = A(xg, = 2x0) (%, = %1)-..(X), = Xpp)s

_ f(xp) _ L1 (xp) _
(X —x0)Xp =%p 1) (Xp —%0)-(Xp —Xp_1)
f(xp) B 1

(a0 = 20)eg, —%Xpy) (o =20 )X, — X 1)
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(g —xg) (g =X )oXp — X j4p)e(Xp = Xpp)
(x; —x0)-.(xj—x;_y)
f(xj)

—o(xj —xg) (o —2p). (o — 2 W owj — 2 ) (X — %)

= f(xo 2 X5 X )-
Bu diisturu (1.6) da nazors alsaq:

Ly ()= f(xg) + (20,21 )(x = 29) + f (2,1, %2 )(x — %) %

X(X = 27) F et [0, X7 500y X )X — 20) (X — %)X —X,_1)
olar. Lagranjin interpolyasiya c¢oxhodlisinin bu formasina Nyutonun
interpolyasiya ¢oxhadlisi deyirler.

3. Bir-birindan eyni masafada duran diiyiin noqtalari iiciin ¢coxhadli.

Diiyiin noqtalorini x; =x +1h (=0,1,...,n) soklindo gétiirok va boliinan

flxj)=

M” HM

forglari sonlu farglarle avaz edok, onda:

xX—X (x—xg)(x—21)
Ly (x)=fo+ h°f£+ ;hz =+
L (E—x)(x— 9;1)(90 xz)f3 - (x—x9)(x — xl)n (X=X, l)fn -
3h nlh

X =% +th ovozlomasini aparsaq:

L (x) = Ly (g +th) = fy +1f] + t(t Dez,
2

N tEt-1)(t-2) fj?’ - t(zﬁ—l)...[t—(n—1)]}(:/2
3! 3 n!

Bu c!ﬁstura iraliys interpolyasiya {igiin Nyuton ¢oxhadlisi deyilir.
Indi isa diiyilin noqtalorini
x;=x9—1ih (1=0,12,..,n)
soklinda gotiirok. Onda Nyutonun interpolyasiya diisturu asagidaki sokli
alar:

Ly (x) = f(xg) + (x —x0)f (¥, %0 —h) +(x —x)(x — 29 +h) X
xf(xg,xg —h,xg —2h)+...+ (x —x)(x —xg + h)...
X —x9 +(n—Dhlf(xg,x9 — h,..., xg —1A).
Boliinon forqlori sonlu farqglorle avoz etsok:
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-x x—x0)x—x¢+h
h 75 217
(x—xg)(x—x¢ +h)..[x—xy +(n—-Dh] .,
+ ” .
nlh )
X =xg +th ovozlomasini aparaq:

t(t+1) tE+1)...[t+(n-1)]

n!

L,(xo+th)=fy+f' t+f] +o+f
2 2

Bu diistura geriys interpolyasiya {i¢iin Nyuton ¢oxhadlisi deyirlar.
3. Qalig haddi. Boliinon forqlorin xassosing asason:

_ f(x)
0, e ) = S e )
. f(xo) .. f(n) |
(g —2x)(xg — %1)...(x9 —%,,) (0 —2) (X =% ) (2 = Xpy)
Buradan
_ (x—x)(x—%x5)..(x—x,,)
f() =) (g =X )(xg —%2)-.(Xg — %)
“fx,) (= x0)(% = %)) (X —%,,1)
(xn —Xp )(xn _xl)-"(xn _xn—l)
+ F(%,20%] 50, X, (X — 29) (2 — 21)...(x — X))
Belolikla,

f(x) =Ly (2) + (2 =20 )% = 21)-..(X =2, ) [ (%, %0, %1 ,..X,)
olar ki, buradan da

R, (x) = f(x) = Ly (x) = f (2, %0, X150, X )(X = X0)-..(X = %,)
olar. f(x) funksiyasimin (n +1) tortibdon téromasi olarsa,

1)

f(x,%0,..%,) = i

§ 4. Basqa interpolyasiya coxhadlilori

Qauss ¢oxhadlilari. xy,xy + h,xy —h,...,xy + nh,xy —nh diiyiin ndq-
tolori liglin Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlisini yazaq:
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Ly, (x)=f(x0)+[(x9,%0+h)(x—x0) + [(x,%0 +h, x5 —h)(x—x()x
x(x—x¢—h)+..+f(xg,%0+h,xy —h,...,x0 +nh,xy —nh,xe+(n+1)h)x
x(x—xg Wx—xg—h)x—x0+h)..(x—x5—nh)(x—x0+nh).

Sonlu forglorls boliinen forqlor arasindaki slage diisturlarindan istifade

etsok:

Ln(x)=f0+x_x° ! +(x—x0)(x—x0—h)f02+

h 5 2142
(x X0 )(x — x5 —h)(x —x +h)f -
31’ 5
L Emx)(x - X - h)(x —xy +h)..[x —xy +(n = Dh] anel
(2n -1 2
(x X)) x—x9—h)(x—2xg+h)..[x—x9 +(R—D)R)(x—x4 — nh)f
(2n)!h*™"
X =x( +th ovazlomasini aparsaq:
L (x0+th) f0+tf1t+ l)fo rl)ff‘F
2 : 2
2 12742 A2 2 2
I Gt 9 G R e Vi P
(2n-1)! 5
) tt? —12).. [t - (n -2t -n)

(2n)!
Bu ¢oxhadliya iraliys interpolyasiya ti¢iin Qauss ¢oxhadlisi deyirlar.
Indi iso diiyiin noqtalorini agagidaki kimi gotiirak:
Xg,%o —h, %o + R, X — A, X + 1A
Bu diiyiin ndqtaleri ii¢iin Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlisini yazaq:

- —xg)(x—xg +h
L, (x) = fo + hxo f_li+(x xo)z(:;zxo'*' )f02+
(x X0 )(x — x;),;sh)(x xo —h) f_2ln—1 -
2
(x x0)(x —xg +h)(x —xg —h)..[x—xp - (n_l)h]on—l+
(n—1th*! -
26



(x xXo)(x—xy+h)(x—xy—h).. [x—xy +(n—DA](x—x +1h) .,
n)1h>"

Yeno do x =x( +th avozlomasini aparsaq:

"

2 2
L, (xy +th)=f, +tf11t+t(t+1)f02+t(t | )f31 +
A 3 -
2 2v,2 A2 2 2
P G i W0 e G PV
2n-1)!

2
. (@2 -1 [t = (n-1)? (t+n)f2n
(2n)!

Bu ¢oxhadliys isa geriyos interpolyasiya iigiin Qauss ¢oxhadlisi deyirlor.
Stirling ¢oxhadlisi. Qauss diisturlarini toplayib ikiya bolsak:

_ 2 42
t(t-1) t(t+1)}f0 L1

1 1
L,(xy+th)=f, +tf”2 +2f‘1/2 +%[

2! 3)!
PR = VN it 0 O i G 5 N 7 Mt <t
2 (2n-1)! 2
1 t(t2—12)...[t2—(n—1)2](t—n)+t2(t2—12)...[t2—(n—l)z](t+n) o
2 2n)! 2n)! o
Askardir ki,
1 (t2—12)(152—22)...[152—(n—l)z](t—n)+
2 (2n)!
+t(t2—12)(t2—22)...[t2—(n—1)2](t+n) ~
(2n)! B
2R 1) [t —(n-1)?]
N (2n)! '
Digor torofdon
l[flzn 1 21721] on 1
oldugundan
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. (2 —17)t? =22 [t —(n-1?] y
2n-1)!

(% =D)..[t* - (n=1)?] 0,

2n-1

Bu ¢oxhadliys Stirlingin interpolyamya ¢oxhadlisi deyirlar.
Bessel coxhadlisi. x; ndqtesinds geriys interpolyasiya liglin Qaussun

interpolyasiya diisturunu yazaq:

2
t
L, (xy+th) = fy +tf, +7f02 +

1ot rrpr2 2
L +ht)= fi+eff + SO 2 e
2 : : 2
't =1)..[t"” ~(n-1)7] ponct ' =)..[t"7 ~(n=D)*](t'+n) fn,
(2n-1)! : (2n)!

Burada ¢' =%. Aydindir ki, ¢'=¢—1. Bu ovozlomoadan istifado edib

t'-don ¢ -ya kegsak:

Lo +th) = fy + ¢ nff + LD 2 LD i
2
2 2 2 2
+t(t -17)..[t"-(n-2) (t—n+l)(t—n)f12n_1+
2n-1)! 2
t@? =1*).[t> —=(n=D*1t-n) o
+ ) fi (1.7)
Askardir ki,
1]t =D.t® —n?) ) t(t? 1. [t2 —(n-D*Jt-n+D(t-n)|
2 (2n+1)! n+1)! B
(2 D). - (n =)t - n)(E - (1/2))
- @n+1)! '
Digor torofdon

Ligen s ggmy=rin.
2 2

Bu iki diisturu nozors almaqla (1.7) g¢oxhadlisi ils irsliys inter-
polyasiya li¢iin Qauss ¢oxhadlisini toplayib ikiys bolsok:
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L, (xo +th) =, +(t—l]ff D,
2 2)57 20y
2 2 2
LD E (1PN o
2n)! !
tt2 —1)..[t — (n =12t —n)[t—;j
+ f12n+1-
Qn+1)! !

oldugunu alariq. Bu ¢oxhadliys Bessel coxhadlisi deyirlar.
Everetta ¢coxhadlisi. (2n +1) tortibli sonlu forglarin torifine asason

f12/3+1 :fl2n _ fOZn‘
Iraliya interpolyasiya ii¢iin Qauss ¢oxhadlisindo bu diisturdan istifado
edorak tok tortibdon olan sonlu forqlari ciit tortibli sonlu farqlorle ovoz
etsok f;2" -nin amsali
t@t? -1%)..t* -n?)
(2n+1)!

soklindo, fZ" -nin omsali iso
@ =15 [t = (n=D*1t-n) ¢t —1>).[t> —(n-D*1¢* -n?)
(2n)! (n +1)! N

_(=0[-)* ~1L.[(-1)* —n’]
2n+1)!

soklinds olar. Belalikla,

t(t? —12 t(t? —1)..(t* —n?
L, (x, +th) =tf; +%flz+...+ ( (2’)1+(1)! )flz”+...+

2 2

+(1—t)f0+(1_t)[(1;t) — 1 ]f02+...+
2 2 2 2

LA-9[A=0)" 17 [(A-8)" ~n ]fozn
Qn+1)!

oldugunu alariq. Bu ¢oxhadliys Everetta coxhadlisi deyirlar.

Qaliq hadlari haqqinda. Bu paraqrafda verilon interpolyasiya
¢oxhadlilorinin ¢ixarilisindan goriiniir ki, bu ¢oxhadlilorin qaliq hadlori
asas coxhadlilorin qaliq hadlorinden asan ¢evirmolor naticesindo alina
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bilor. Masalon, Qauss coxhadlilori iiclin qaliq hoddi asagidaki diisturla
hesablana bilor

2n+1 £(2n+1)
R

2n+1)!
Bessel ¢coxhadlisinin qaliq haddi iso asagidak: diisturla toyin edilir:

- > =1)..(t* = n?).

i AR (3 PP R NN IURN lj
R2n_ 2n+1)! i 19)...[t (n=-1)"1@ n)(t 5 +
B2 ane) 1) 2 20 02 21
(2n+2)!f (’7)---(’”2}“ 19)..[t7=(n=D)" 1t -n)(t-n-D)].

Asanliqla digar ¢oxhadlilerin do qaliq hadlarini yazmagq olar.

§5. interpolyasiya prosesinin yigilmasi

Tutaq ki, bizo [a,b] pargasina daxil olan

K0,
x(()l)’ xl(l)’
2) _(2) (2
2?2, 2, (1.8)
x(()n), xl(n), xgn),..., xﬁln)

noqtalor ¢oxlugu verilmigdir. Bu diiyiin noqtolorindon istifado edorok
[a,b] pargasinda toyin olunmus f(x) funksiyasi igiin Lagranjin
interpolyasiya ¢oxhadlilori ardicilligii L, (x) (n=0,1,2,...) quraq.
ogor
lim L, (x)=f(x) (a<x<b) (1.9)
n—o
sorti 6donarse, onda deyirlar ki, interpolyasiya prosesi yigilir: bels ki, bu

yigilma miintozom olduqda prosesin miintozom yi1gildigini soylayirler.
Bernsteyn isbat etmisdir ki, [-1,1] par¢asinda eyni mosafodo duran

dilyiin néqtelori digiin (xf =—1, x™ =1) f(x)=|x| funksiyas: iigiin
qurulmus Lagranjin interpolyasiya c¢oxhadlilori ardicilign -1, 0,1
noqtalorinden farqli ndqtaler {igiin
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lim L, (x) # f(x).

Asagidaki teorem (1.9)-un miintozom 6denilmesi ligiin kafi sortler
verir.

Ogor f(x) funksiyasim x -lorin biitiin qiymstlarinds yigilan qiivvet
sirasi

f(x)=ag+a;(x —x0) +a (X — %) +.c Ay (X —x0)" +...

soklindo gostormok miimkiinss, onda deyirlor ki, f(x) funksiyasi tamdir.

Teorem 1.1. Tutaq ki, f(x) funksiyasi tamdir. Onda (1.8) soklindo
ixtiyari diiyiin noqtalori iizra f(x) funksiyast iigiin qurulmus L, (x) in-
terpolyasiya ¢oxhadlilori ardicilligi [a,b] par¢asinda miintozom olaraq
f(x) funksiyasina yigilir.

Isbati: f(x) funksiyasi tam oldugundan onun istonilon tortibdon
toramoalori do vardir. Buna gors do

If(x)— L, (x)| < ””| @, (x).

(n+1D)!
Burada
My = max [f D@, o, (0) = (-2 =6 (6= ).
Askardir ki,
|0, (X)] < (b—a)"*".
Onda

n+1 n+l
()= Ly @) < b-a)"

Teoremi isbat etmak {igiin kifayatdir ki,

lim M(b —a)"'=0
n—o (n+1)!

oldugunu isbat edak.
FU D () =(n+1D)a,, +(n+2)(n+1)..2a,,,(x —x) +

Ft (k) n+k—1).ka, ,(x—x0) " +
oldugundan:
|f(n+1) (x)| <(n+Dla,l+(n+2)(n-1)..20la,|lx —xo| +

bt (R +k=1).kla, ., pllx—xo)* ...,
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[F" D @) < (4" Nay gl + (0 +2)ay, o llx - ol +

+o+(n+R)" Nay,, pllx— acolk_1 +
Mbolumdur ki,
n
[1+i) <e® (x>0).
n
Buradan
n+l n+l
(n+k) :(1+ k—l] <okl
n+l n+l
Belaliklo,
|f(n+1) (x)|

k-1
( 1)n+1Slan+1|+|an+2|(e|x_x0|)+---+|an+k|(e|x_xol) +
n+

Bu borabarsizliyin hor torofini ixtiyari qeyd edilmis s ododinin n+1
daracasing vursaq:

(n+1)
|f ( ﬂ n+1$lan | n+l

n+l

+lap 08T (elx —xol) +

+ot g, 18 (el — xR +
oldugunu alargq.
R =max{s, max (e|lx —xg|)}
a<x<b
isaralomosini aparsagq:

f" @) 3 lax | R”,

(n+1""! [t
M o0
——tl_ g < Y |y |RE. (1.10)
(n+1) k=n+1

o8]
Z lag |Rk sirast y1gildigindan
k=0

A4n+1 n+1=

lim
n+l

n-o (n+1)
Digor torofden
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M, (b-a n+l _ M, (n+1)n+1 (b_a)n+l

(n+1)! ()™ (nt )
Va
ol s (D™
(n+D)!
oldugundan

(n+1)! (n+1)"*!
Bu axirinci barabarsizliyi nozors almagla (1.10)-da s=e(b—a) qgobul
etsok:
M
lim —2L b -a)""' =0
n—o (n+1)!
oldugunu alariq. Bu da tolob edilon isbatdir.

§6. Tokrarlanan diiyiin noqtalari iiciin
interpolyasiya coxhadlisi

1. Béliinan farqlor. Boliinon forglors iralide verdiyimiz torifds diiyiin
0
0
golmig olardiq. Diiyiin noqtalori tokrarlananda boliinen forqlor asagidaki
kimi basa diigiiliir:

F (20520 500y X5 XYy X yers K50 Xy s Xy peees Xy ) =

noqtalarini miixtalif gotlirmiisdiik, oks halda = geyri-miioyyanliyine rast

ko ky ky,
= lim f(xo,x(()l),...,x(()ko_l);xl,xl(l),..xl(kl_l);...,xn,x,lz,...,xflknfl)). (1.11)
xi] —X;
Burada xi(j ) miixtolifdir.

Bu limitin varligi tigiin f(x) funksiyasinin kifayat qodor kosilmoaz

toramoloarinin varligi forz olunur.
Biz iralido (bax: § 1) isbat etmisdik ki, imumilosmis interpolyasiya
coxhadlisindo ¢, (x)-in omsali A, /A odadine borabordir. Belo ki,

xiisusi halda ¢; = x! gOtiirmiis olsaq, alinan interpolyasiya ¢oxhadlisindo

x" -nin omsali asagidaki adoda barabor olar:
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1 Xp v xg’il

f(xo)

-1
Lo oxf™ flxy)
-1
A_n: 1 x, xrrzl f(xn)
A 1 X ...x(r)'ﬁl xg
1 ox - a7 al
1 x, - " &

Nyutonun interpolyasiya goxhadlisinds x™ -nin omsali f(x,%,...,

x,) oldugundan

-1
Loxg g™ flxg)
-1
Loxy 2 f(x)
1 x, - x" f(x,)
f(x()’xlv axn)_ I nn_l nn
1 Xo "t Xp X
1 ox - a7 af
n-1 _.n
I x, %, x,

diisturunu almis olariq.

Kaosrin suratindo duran determinanti D(x,x,...x,,, ), moxracini iso

D(xg,x;,...x,) iloisara edok, (1.11) limitini hesablamagq {iglin

D(x, ,x(()l) ,...,x(()ko - , X ,xl(l) ,...,xl(k' - yees X, ,xg) ,...,xflk" - f)

lim

(1 x(()ko -1 M ,xl(kl_]) ,...,xn,x,(ll) ,...,x}f”_l))

2 5x; D(xg,%g ..., XX e

hesablayaq. Bunun ii¢iin har doyisona gore novba ilo Lopital gaydasini

tatbiq etmok kifayatdir.
Moasalan, xiisusi halda,
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1 x, xé x(]f_z f(xg)
0 1 2xg - (k=2)xf>  f'(x)

00 0 - (k=2 f*D(xg)
00 0 - 0 (k=1) X
f(x() > X0 :'"’xO) = 2 k-2 f (kEI)O)

0 1 2xg - (k=2)xk3 (k-1)xf?
(B=2)!  (k-D!x,

0 2]
diisturunu almis olariq.

2. Nyutonun iimumilagmis interpolyasiya ¢oxhadlisi. Forz edok ki,
[a@,b] pargasinda toyin olunmus f(x) funksiyasmin kafi godor kosilmoz

toromolori vardir. Bu funksiya vo x(,%q,...,x, diylin ndqtsleri {igiin
asagidaki sortlori 6doyon H,,(x) ¢oxhadlisini quraq:

H,, (x9)=f(x0), Hp,(x9)=F"(x)..... Hyo D (ag)=f" (xp),

Hy (1) = f(x0), Hpy(00)=£00)ees Ht ™D 00) = £470 (o)),

Hy ()= (0)s Hyp (0) =1 00)sees Hn ™ () = 07 ().
Bunun iigiin x,x,..., X, noqtalari ilo yanasi [a,b] parcasinda

RS I L e NPT NP

diiyiin ndqtalorini do gotiirok. Bu néqgtalar els segilir ki,

M la-D ) (e1-1)

1 a,-1)
XgsXg s Xy S XX e X ,...,xn,xgl),...,xn( n

noqtolorin 191nde tokrarlanani olmasin.
Onda bu noqtaler {igiin Nyutonun intepolyasiya ¢oxhadlisini yazmaq
olar:

F@)=1 (9 + (=0 ) f (g, )+ (x =0 M) f (ool )+t
+(x = 2x0)(x = x5 = 207 facg, 28D x0Ty 4
ot (= 2)(x =20 = 2670 ) f (00 s (70T ) +

+(x—xo)(3c—x(()1))...(x—xé”’0 1))(x—x])f(xo,x(()l), ,x(()o’0 D X xll))+ —+
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+ (= 20)(x =) (6 = 2 D) f (g i )

+ (@ =) =)o =0 ) 09,200 ). (112)
Burada xi — x; sortilo limito kegsok:
f(x) = F(x0) + (2 =20 f (290 ) + (= %) f (%0, X% ) + ... +

4
+(x—2x0)"0 7 f(x0,%0,..,%0) + (. —20) 70 f(xg,...,%0,%1) +
%\,—/ %/—/

o a

F(x=20) 70 (x =2 [ (X - - s X0, X5 X1 ) .. (X —20) 70 (x =2 ) .. X
\ﬂ_—J

%o
x (x —x,)%" f(xo, 205X peeer X 5eees Xy peees Xy ) + (X = 200) 70 %
H—/ \—ﬁ/——/
@9 ] 220

X (2 = 2) 71 e( = 2,) 77 F(X,20 50009 X )5 X peees X 0r05 X g 5ev09 Xy )
—_ — R
Qo [23] an
oldugunu alariq. Belalikla,
f(x)=Hp, (x)+ Ry, (x),
burada
m=ag+o +..+a, -1,
H,,(x) = (29)+(x =20 ) f (29,20 ) +(x =) f (50 X2 ) +...+(x =2 ™
x(x—2x)" ...(x—xn)a”_lf(xo,...,xo,xl,...,xl,...,xn,...,xn),
R, (x)=(x —20) " (= %,) " F (2,200 000X 500Xy 5enen Xy ).
Isbat edok ki, H,,(x) coxhadlisi f(x) funksiyasi {igiin interpolyasiya

¢oxhadlisidir.
Askardir ki,

Hy, (%0) = f(x0)s ., Hy® ™" (xg) = 77D (x0).
Biz (1.12) diisturunda x, ovezino ixtiyari x; ndqtesini do gotiire
bilorik. Bu halda H,, (x) ovazino
o)+ (=2 f (205,5) o (e = 20) 57 g, 000) +
;V—/
a;
+ (0= 2) (XXX ) F
[

a;
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coxhadlisini almis olardiq. Interpolyasiya coxhadlisinin yeganaliyino goro
bu ¢coxhadli H,,(x) ils iist-listo diigmolidir. Bu o demokdir ki,

Hyp () = ) s ooy HD ()= 970 ;).
H,, (x) axtarilan ¢oxhadlidir.

§7. Coxdayisonli funksiyalar iiciin interpolyasiya ¢oxhadlilori.

Sadolik Ti¢iin ikidoyisonli funksiyaya baxacagiq (coxdayisenli
funksiyalara da eyni qayda ilo baxilir).
Forz edok ki, F'(x,y) funksiyasinin miistovi lizarinds gotiiriilmiis

(anyO)a (xlay())a‘--a (xnayO)
(anyl)’ (xlay])a---a (‘xnayl)

(1.13)

(%0, Ym s (X1, Ym ) (X5 Y )
interpolyasiya diiyiinlorinde qiymatlori verilmisdir.

Ovvales y=y; (=0,L...,m) gotirib F(x,y;)-nin funksiyasin
(1.13) diyiinlorinin i -ci satir Unsiirlorino goéro interpolyasiya edok.
Bundan sonra tapdigmmz F(x,y;)-nin qiymatlorine gére F(x,y)
funksiyasini y -9 nazeron interpolyasiya edak.

Maoasalon, Nyutonun interpolyasiya ¢oxhadlisini ( y -0 nazaron) yazaq:
F(x,) = F(x,50) + (¥ = Y0)f (2,0, Y1) + ... + (¥ = ¥o) %

X (V= Y1) (Y = V) (X505 Y1500 Ym ) +
HY = Y)Y =YD = Y ) (%5015 Y Y)- (1.14)
Indi iso f(x,¥¢,...,y,) bOliinon forqlors x -5 nazoran birdayisenli funk-
siya kimi baxib Nyutonun interpolyasiya ¢coxhadlisini yazaq:
F(,50:Y15 V)= (X050 V150 VR )+ (X =20 ) [ (X0:%1, Vg oo Vi) o+
+ (2 =20 )X = 27). (X =2 (X0 X 505X 5 Y05 Vioee s Vi) +
(X =x0)(x =21) (% =2, ) [ (%0521 50Xy 5X,Y05 V155 V)
Bu diisturu (1.14)-do nozors alsaq:
n m
F(x,y) = Z;,) Z‘b(x —%0)(X = X)X =2, )Y = Yo )Y = Y1)
1=0 j=
Y= Yo (X0, X s X5 Y0 V1o V) +
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+ (X = x0)(x = x)-..(x — %) Z‘b(y = Y0)(¥ = Y1)
j=

"'(y_yj—l)f(x>x()’xlr-wxn;y()’yl,'"’yj)+
(V=50 = Y1) Y = Y ) (X, 3,505 Y1500 V)
Burada :=0, j=0 olduqda x—x_; ve y—y_; vuruglart alinir. Forz
olunur ki, bunlar vahids barabardirlor. Digor torafdon:
m
f(x’xo""’xn’y)ZZ(y_yO)(y_yl)"'(y_yj—l)f(x’xo’x]"“,xnyo’y]"--5yj)+
j=0
+(y_y0)(y_yl)(y_ym)f(x>x()’xl’,xn,y07y],>’ym’y)
oldugunu nozars alsaq:

F(x,y)= Z Z(x = %0)(X = %) (X —2;_ )Y = Yo )Y = 1)---
i=0j=0
el = oD (X052 e X7, Y0 Yy eees V) F (X = 209 ) (X = X7 ).
(x _xn)f(x’xO’xl""ﬂxnay) + (y _yO)(y - yl)
--'(y_ym)f(xayoayl""aym)_(x _xO)(x _xl)“'
(X =2, WY = YUY = Y)Y — Y ) X

X F(X,%0,%] 503X 5 ¥s Y01 500s Yim ) = Loy (6, 5) + Ry, (26, 5)
almis olariq. Burada

n m
L, (x,y) = z%)z%)(x = X0 )(% = %) (% =X )Y = Yo )Y = Y1)
i=0j=
= YD (X0 X1 X, Y0 Y1 oeees V)
axtarilan interpolyasiya ¢oxhadlisidir. Burada R,, qaliq haddir:
R, (x,y) = (2 = x0)(2 = 2)-.(2 = 2, ) f (2,20, 2100 X, ¥) +
+ (= Y0)Y = Y1)V = Y ) (%505 Y1500 Ym ) =
— (X =20 )(® = %1)-.(X =2, )Y = Yo )Y = 1)-

---(y_ym)f(x”xl""’xnayayoyl’"-aym)

Biz, niimuns iigiin hor iki doyigono goro Nyutonun interpolyasiya
¢oxhaodlisindon istifado etdik. Basqa interpolyasiya ¢oxhadlisindon do
istifads edib, ikidoyigonli funksiya ii¢iin yeni interpolyasiya ¢oxhadlilarini
qura bilordik.

Qeyd edok ki, yuxarida ¢oxdayisonli funksiyalar ii¢lin interpolyasiya
coxhadlisinin qurulma {isullarindan birini verdik. Bagqa tisullarla da
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interpolyasiya coxhadlilorini qurmaq olar. Lakin bu bir ¢ox ¢atinliklorlo
baglidir. Masalon, bu hal {i¢iin interpolyasiya diiyilinlori ixtiyari segilo
bilmoz. Coxdayisenli funksiyalar {igiin qaliq haddini do giymatlondirmok
xilisusi ¢otinliklo baghdir. Masolon, burada bir dayisonli funksiyada
oldugu kimi Roll teoremindan istifads etmok miimkiin deyil.

) § 8. Splaynlar vasitasilo yaxinlagsmalar

Interpolyasiya coxhadlilorinin ndqsan cahatlorinden biri bu ¢ox-
hadlilor ardicilligmin interpolyasiya olunan funksiyaya bozon yigilma-
masidir. Elo sonsuz sayda diferensiallanan funksiya var ki, bunun ii¢lin
qurulmus interpolyasiya ¢oxhadlilori ardicilligi yigilmir. Son zamanlar,
bu sobaobden, interpolyasiya goxhadlileri ovezina splaynlardan istifads
edirlor. Interpolyasiya splaynlarinin qiymatlori EHM-da asanligla
hesablanir vo onlarin ardicillig1 yaxs1 y1gilma xassosins malik olur.

Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a,b] par¢asinda toyin olunmusdur. Bu
pargani n hissays bolok:

a=%x9 <X <..<x,=b (n22).

Torif. Asagidaka sortlori odoyon, S, =S, (x,f) funksiyasma f(x)

funksiyasi ti¢iin interpolyasiya parabolik splayni deyirlor:
Xig tX X +Xi

a) S, funksiyasi x € [ 5 , 5 } kvadrat tichadlidir;

b) S, funksiyasi [a,b] parcasinda kosilmoz diferensiallanandir,
©) Sy(x;,f)=f(x;) (i=0,L...n),
¢) Si(a)=A, S;(b)=B,
burada A,B verilmis haqiqi odadlordir. Bu odadlorin konkret segilmosi
verilmis mosolodon asilidir. Mosolon, oger f(x) diferensiallanan
funksiyadirsa, onda A = f'(a), B=f'(b) gbtirmoak olar.
Asagidaki isaramolori aparaq:
m; =85(x;,f) (=0,1,...,n),
h;=x;1—-x; (=0,1,..n-1).

Isbat edok ki, verilmis f(x) funksiyasi iigiin yegano interpolyasiya
parabolik splayni var.
2
S )= F ) i = x7) + (=) i 0 - L] (11s)
+
funksiyasina baxaq. Burada (x—-?), =max(0,x—t), xe[x;,x;,]
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(i=0,1,..,n—-1), d;,c; adadlarini elo segak ki,
Sy (x40, =f(xi41), Sa(xiiy.f)=miy

olsun. Onda:

d- :_4f(xi+1)_f(xi)+2mi +mi
L B h

l
12
o i My FO) — () my +myy

l 2h; h? hi

1

olar.
S5(x;41-0,f)=85(x;,; +0,f)

sortini nozoro alsaq:

¢ +d; =ciy
vaya
m LRt Ry L =4f(xi+1)2_f(xi) N
h; hih i hi h; (L.16)
+4f(xl+2)_2f(xl+l) (i:(),l,...,n_z)
hi
oldugunu alariq. Nohayat, 2) sortinin 6donmasi {i¢iin

my=A, m,=B (1.17)

gotiirmak lazimdir.

(1.16), (1.17) xatti sistemdir (my,my,...,Mm,, -0 nozaron). Bu sistemi
hall edib m; (i =0,1,...,n) -lori tapmaq olar.

Beloliklo, (1.15) diisturu ils toyin olunan S, (x,f) funksiyasi yegana
suratde tayin olunur vo interpolyasiya parabolik splaynin sortlorini 6doyir.

Isbat olunur ki, ager f(x) funksiyas1 [a,b] pargasinda iki dofo
kasilmoaz diferensiallanirsa, onda approksimasiya xatasi asagidaki diisturla
qiymatlondirilir:

@S @, < KillanlP e, (xela,bli=02).
Burada

oy = o(f" A, )+ max{éw(f”,nAnn),

"
§|f(xn—1’xn)_B
7| hn—l

§‘f(x0,x1)—A 3
71

l

%f"(xo) :

—%f"(m
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7 7
Ky=—, Ki=K,==, |A,ll= max (x;,] —X;),
8 2 0<i<n-1
o(f,0)= max |f(x+h)—f(x).
t,t+hela,b]
|h|<S

Ogoar f(x) kosilmoz diferensiallanan funksiyadirsa onda,

IO @) =S (x, | < Kl e, (1=0,0).
Burada
’ 3 ’ ’
a, = a(f 1A, +§maX(|f (x0)— Al If'(x,) - Bl), K;=2K,=5.
Indi iso kub splaynin torifini verok.
Torif. Asagidaki sortlori 6dayon S; =S;(x,f) funksiyasina in-
terpolyasiya kub splayni deyirlar:
a) S funksiyast (x €[x;,x;,;]) kub ¢oxhadlidir,
b) S5 funksiyasi [a,b] par¢asinda iki tortibdon kosilmoz diferensialla-
nandir,
) S3(x;,f)=f(x;) (@=0l,..,n),
¢) Si(a,f)=A4A, S3(b,f)=B.
Yuxaridaki qayda ile asanligla yoxlanilir ki,

Sy(x,f)=m;_, (-0 (=) s %) (% — %) .

hE L h
2
+f(xi_1)(xi —-X) [2(x_xi—1)+hi—1]+
73
-1
+ feyy E i) 205 =) Ay
h,

funksiyast f(x) tgiin interpolyasiya kub splayndir. Burada m;, yegano
olaraq a)- ¢) sortlorinden tapilir.

Isbat edilir ki, agar f(x) [a,b] parc¢asinda ikinci tortibdon kosilmoz
diferensiallanandirsa, onda approksimasiya xatas1 asagidaki diisturla toyin
edilir:

@) -8 (.| < KA P @, (xelabl, 1=0,12).

Burada
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=Gl max{ o ) -4~

f"(xn)
2

6
8¢y )= B+
Ogor f(x) kosilmaz diferensiallanandirsa, onda:

O =8P @, N <Klal e, =00, 2K,=K, =5,

}, K2:K1:4K0:5.

o, = w(f/,”An||)+%max{|f'(xo)—A|, If'(x,)—Bl}.

§ 9. 9n yaxsi1 yaxinlagsmalar
Daracosi n -don boyiik olmayan cabri ¢oxhadlilor ¢oxlugunu H,, (P)

ilo isaro edok. [0,1] par¢asinda toyin olunan f(x) funksiyasi vo
P, (x)e H, (P) goxhadlisini gétiiriib

max | f(x) — Py, (x)|

0<x<1

odadine baxaq. Bu ododo f(x) funksiyasinin P, (x) g¢oxhadlisindon
meyli deyilir vo E,, (f,P,) ilo isars edilir.
E,(f)=_inf E,(f,F,)

n€Hy

odadins an kigik meyl deyilir.
Isbat edilir ki, yegano P,: (x) e H,(P) ¢oxhadlisi var ki,

E,(f.B;))=E,(f)
sortini ddayir. Belo P, (x) coxhadlisino f(x) funksiyasina on yaxsi

yaxinlasan ¢oxhadli deyirlar.
Riyazi analiz kursundan malumdur ki,

n
B, (%)= f(k/n)Clx (1 - )"

k=0
Bernsteyn ¢oxhadlisi

lim E,(f,B,)=0

n—o0
sortini 6dayir.

0<E,(<E,(f.B,)

oldugundan
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lim E,(f)=0.
n—
Isbat olunub ki, agor f(x) funksiyasinin [-1,1] pargasinda p tor-

tibdon kosilmoz toromosi varsa vo f (p) (x) Lipsits sortini 6doyirss, onda
on kicik meyl agagidaki sorti 6dayir:

En(f)=0( 1 ]

np+1

Bu fakt gostorir ki, f(x) kafi qodor hamar funksiyadirsa, onda

E, (f) cox boyiik siiratlo y1gilir, buna gore do bu halda f(x) funksi-

yasina on yaxs1 yi1gilan ¢oxhadlilor qurmagq slverislidir.
Indi iso trigonometrik goxhadlilorlo on yaxs1 yaxinlagmalara baxaq.
Riyazi analizdon Veyyerstrasin ikinci teoremine osason, 2z periodlu
kosilmoz  f(x)  funksiyasim  miintozom  yigilan  triqgonometrik
coxhadlilorin limiti kimi gdtiirmak olar. Demali:

lim E, (f,T,)=0,
n—w

burada 7}, (x) triqgonometrik ¢oxhadlidir.
Isbat olunub ki, ogor 27 periodlu f(x) funksiyasinin p tortibdon

toramosi varsa va f (P) (x) Lipsits sortini 6dayirse onda an kigik meyl
1
Ea(H=0( = |
n YA
sortini 6doyir. Bu fakt on yaxsi yaxinlasan trigonometrik ¢oxhadlilorin
tortibini toyin edir. On yaxst yaxinlasan c¢oxhaodlilori qurmaq {¢iin
miixtalif tisullar molumdur.

§ 10. Orta kvadratik yaxinlagsmalar

Interpolyasiya mosalasinda elo ¢oxhadli axtarirdiq ki, bu coxhodlinin
diiyiin noqtolorindo qiymatlori verilmis funksiyanin bu ndqtalorindoki
qiymatloeri ilo iist-liste diigsiinler. Bir ¢cox mosalalords belo interpolyasiya
olverigli olmur. Buna goro do verilmis funksiya iiclin elo ¢oxhadli
axtarirlar ki, bunlarin forqi biitiin par¢ada miioyyon monada sifra yaxin
olur (diiylin ndqtalords sifra ¢evrilmoys do bilor).

[a,b] parcasinda tayin olunmus f(x) funksiyas: iiglin elo P, (x)

imumilasmis ¢oxhadlisini tapmaq lazimdir ki,
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b

[[f ()= P,y () dx (1.18)
inteqral1 vo ya "
._0[f<xi>—Pm<xi>]2 (1.19)

comi (funksiyanin qiymetlori yalmz diiylin noqtolorinde verildikdo)
miimkiin qadoar ki¢ik qiymaot alsin.

Bu mosalays orta kvadratik yaxinlasma mosalasi deyirler.

1. Funksiyanin analitik ifadasi verildikda.

Forz edok ki, f(x) funksiyasi [a,b] par¢asinda verilmisdir vo

Qq,09,...,G,, odolorini elo secok ki, (1.18) ifadesi kifayot qoder kicik
olsun. Burada a4,a,,...,a, odolori iimumilogsmis g¢oxhodlinin
omsallaridir:

P, (x)=a,900(x) +...+ a0, (%). (1.20)
{p;(x)} (a<x<b) xatti asili olmayan kosilmoz funksiyalar sistemidir.

b
J (@050 @) = [[f () = Py ()] dlx (1.21)

isarolonmasini aparaq. Askardir ki,

dJ(a;,as,...a,,

b
g ) j [f(x)-P,, (x)lpy, (x)dx (k=0,1,.,m).
ap a

a; -lori tapmagq iigilin asagidaki xotti cobri tonlikler sistemini almis oluruq:

b
[If @)= Py (0)lpp (x)dx =0 (k=0,L,...m),

> (@i pr)a; = (frpp) (k=0,12,...m), (1.22)
1=0

burada
b b
(@upr) = [Pi®)pr@)dx, (f01)=[f(x)pxx)dx.

(1.22) sisteminin determinantt @, (x),...,@,,(x) funksiyalari {i¢lin Qramm

determinantidir. {¢p;(x)} sistemi xotti asili olmadigindan bu determinant
stfirdan farqlidir. Buna gora ds (1.22) sisteminin yegana halli var.
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Qeyd edok ki, {¢;} sistemi ortonormal sistem toskil etdikdo
(9i0r) = {i’ il:]f
(1.22) sisteminin holli
ap, =(f,p) (k=0l,..,n)
diisturu ils tayin olunur.
Agkardir ki, a;-lor {igiin tapdigimiz bu qiymatlori (1.20) ¢oxhadli-

sindo yerino yazsaq, tapdigimiz ¢oxhadli (1.21) funksiyasina minimum
veracak.
Bozi xiisusi hallara baxaq. ©9vvalca forz edok ki,

;(x)= X (i=0,,..,m).
Bu halda axtarilan ¢oxhadli
P,(x)=ay+a;(x)+..+a,x"
m daracali olar vo onun amsallar asagidaki sistemdon toyin edilor:

b b
> jxidx]ai:jf(x)dx,
it "
> jxl+1dxjaizjxf(x)dx,
b .................... l.) ................
> Ix””%ix)ai = Ixmf(x)dx.

Indi isa farz edok ki, f(x) 27z periodlu funksiyadir:

a=0, b=27 vo
po(x)=1, ¢(x)=sinx, @,(x)=cosx, ¢@3(x)=sin2x,
@4(x)=c082x,..., @rp_;(x)=sinkx, @,;(x)=coskx.
Bu halda axtarilan ¢oxhadli
m
P, (x)= Z (a; cosix +b; sinix)
=0
trigonometrik ¢coxhadli olar vo onun omsallar1 agsagidaki qayda ilo toyin
olunur:
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1 2 | 2 . o
ay =7— _[f(x)dx, a; =— If(x)cosix dx, b, =— If(x)sinixdx.
27 0 T 0 T 0
Bu ifadslor riyazi analiz kursundan malum olan f(x) funksiyasi ligiin

Furye amsallaridir.
2. Funksiyanin diiyiin noqtalarinds qiymatlari verildikda. Forz edok

ki, f(x) funksiyasinin xg,%;,...,x, diyin noqtolorindo qiymotlori
verilmigdir vo a;,a,,...,a,, odadlarini elo se¢ak ki, (1.19) ifadssi kifayat
gadar kicik olsun. Bunun ii¢iin
n
I (@105 sy ) = 2 [F (@) = Py ()]
=0
funksiyasina minimum veran a; -lori tapagq.

Bunun iigiin a; -lori asagidaki tonliklor sisteminden tapmaq lazimdir:
adJ 2

Zan = _Zg)[f(xi)_Pm (x)]pp(x;)=0,
iAjkaj —F, (k=01,.,m), (1.23)
=0

burada
n n
Aj = 0i(x)op(x;),  F, =Y f(x;)op(x;).
i=0 1=0
(1.23) sisteminin determinant1 xatti asilt olmayan @, (x),@;(x),..., @,(x)

funksiyalar sistemindon diizelmis Qramm determinantinin diskret analoqu
oldugundan sifirdan forglidir. Buna goéra dos (1.23) sisteminin yegano halli

var. Tapilan q; -larin bu qiymatlorini (1.20)- ds yerino yazsaq, axtarilan

¢oxhadlini tapmus olariq.
Boazi xiisusi hallar1 nazordon kegirok. Ovvalca forz edok ki,

@;(x) = x! (i=0,1,..,m).
Bu halda axtarilan ¢oxhadli
P,(x)=ay+a;x +..+a,,x™
m  doracali cobri ¢oxhadli olar vo onun omsallar1 asagidaki sistemdon
toyin edilar:
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Cm@o + Cips1Q1 + Cppyn@o + oo+ CopQpy =,

¢p = zn]x{* (k=01,..2m), d= Zn:xlkf(xi) (k=0,1,..m).
Indi iso flazr(; edok ki, f(x), 2« —perioldzl(l)l funksiyadir, a=0,b=2r,
m=2k+1, x; =27ﬁi (@=0,1,...,n) va @y(x)=1,¢ (x)=sin(x),p, (x)=cosx,...,
@1 (x) =sin kx, @, (x) = cos kx. Bu halda axtarilan ¢oxhadli

k
P, (x)=>(a; cosix +b; sinix)
=0
trigonometrik ¢oxhadli olar vo onun omsallar1 agagidaki diisturlarla toyin
olunar:

1 n-1 ) n-1 )
Qg =—Zf(xj), a; =—Zf(xj)coszxj,
n i=0 n i=0
J J
o) n-1
by == f(xj)sinix; (i=12,.,m).
n ]:0
Nohayat, qeyd etmok lazimdir ki, har iki halda ¢;(x)(z=0,1,...,n)
funksiyalar1 avazino xiisusi ortoqonal ¢oxhadlilor do gétiiriiliir (masalan,

Lejandra, Cebisev, Yakobi vo basqa ¢oxhadlilor). Bu hallarin hamisinda
P, (x) cobri ¢oxhadli olur.
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II FOSIL
ODODIi DIFERENSIALLAMA VO INTEQRALLAMA

Molumdur ki, verilmis funksiyanin téromasinin lazim olan ndqtads
daqiq qiymstini vo eloco do bu funksiyanin inteqralinin doqiq qiymatini
homise tapmaq miimkiin olmur. Buna goro do bu fasildo funksiyanin
toromoasinin vo inteqralinin toqribi qiymatlorini tapmaq ii¢lin miixtalif
isullar verilir.

§ 1. 9dadi diferensiallama

Funksiyanin analitik ifadesi miirokkob oldugda verilmis ndqtods onun
toromasinin doqiq qiymotini praktikada hesablamaq c¢ox vaxt miimkiin
olmur. Ogor funksiya «cadval iisulu» ilo verilibss, yani funksiyanin
qiymsotlori sonlu sayda noqtalords verilibsa vo onun verilmis ndqtado
toromasini hesablamagq talab edilirss, diferensial hesabi kursundan molum
tsullar masaloni hall etmok imkanina malik deyildir. Buna goére do bu
masalalari hall etmak tigilin taqribi lisullardan istifads edilir. Bu iisullarin
asas ideyast beladir.

Verilmis f(x) funksiyasini, interpolyasiya funksiyasi- P(x) ilo ovoz

edirlor vo
fO@=P% )

diisturundan istifads edib f(x)-in istonilon tortibdon téromasinin taqribi
qiymstini tapirlar.

Forz edok ki,

f(x)=P(x)+ R(x)

burada R(x) qaliq haddidir. f(x) funksiyasinm interpolyasiya funksiyasi
ilo avaz etdikdo R(x)-in kifayst qador kigik oldugunu gobul etmisdik.

Lakin misallar gotirmok olar ki, R(x)-in kafi goder kicik olmasina bax-
mayarag, R® (x) kafi godor boyilik ola bilor. Buna géra do f @ (%)

toqribi hesabladigda har dofa R® (x) -do qiymatlondirmok lazim galir.

Bozi interpolyasiya ¢oxhadlilerinden istifads edarak adadi diferensial-
lama diisturlarini verak.
Nyutonun interpolyasiya diisturuna baxaq:
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f(x) = f(xg)+ f(xg,%)(x —x0) + f (20, %1, %) (2 =20 )% — %) +... +
+ (X0 X e X (X — X0 (X — 2% ).c(X — X, ) + R, (%),

R, (x)=f(x,%0,.. X, (X — 20 (X — %7 )...(x — ;).
Buradan
F (@)= 1 (20)+1 (20,51 ) () + (205 %12 )01 () 44 [ (X0, X151 05%, )y (%),
Rn (x)= f(xaxO eees Xy )Op (%), Dy, (x)=(x— xO)(x — X1 )--(x —%p)
Onda

f(x) = f(x0,%0)+f(20,%1,2%9)0] () +.ct [ (20, X 5100,y )0y (%), (2.1)

R, (x)= %f(x,xo yees X )0, (X) + (2,5 () 5oy X5 )0y, (X)

oldugunu alargq.
Qaliq haddin téromosini basqa sokilds yazaq. Agkardir ki,

d o [ Ax X, X)) = (XX, X,)
dx f(xax()a"'axn) - AI;I_I}O Ax -

= Alxir_r)l0 f(x+ A%, 2,00, %) = [(2,0,2( 00, %)

Onda
Ry (x)=1(%,%,%0 0,5, )0, (X) + (2,20 5., X, )0y, (X). (2.2)
Boliinon forqlorlo tdromolor arasinda olan olaga diisturlarindan
istifados etsok:

, e 2 &)
R()—( o n(x>+—(n+2)!

(2.1) disturunun komoyils f(x) funksiyasinin téromesinin toqribi

®,, (x). (2.3)

giymatini ixtiyari noqtade tapmaq olar. Qaliq haddi (2.2) vo ya (2.3)
diisturu vasitasilo qiymoatlondirilir.
Indi iso (2.1) vo (2.2) diisturlarini diferensiallayaq:

f1(0)=2f (29,501,500 )+ (%, %1, %,53 )5 () +.. A+ [ (2, X1 52X, ) O (%), (2.4)

R;’L (x) =d;d‘xf(‘x’x’x0""’xn)a)n (x)+f(x5‘x’x05""xn)w;l (x)+

+ if(x,xo,...,xn Yo, (%) + f(x,%0,....%,, oy (X).
dx

Qaliq haddini bagqa sokilds yazaq. Askardir ki,
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if(x, xax05~~~axn):A1xim0 fx+Ax,x+A%,%,....%,)— [ (X,%,%(,....X,,) _
H

dx Ax
~ lim f(x+Ax,x+Ax,xo,...,xn)—f(ac+Ax,x,x0,...,xn)+
Ax—0 Ax
+ lim f(x+Ax,x,xo,...,xn)—f(x,x,xo,...,xn):
Ax—0 Ax

= Agcir_x)lof(x +AX, X+ AX, X, %05 Xy, )+

+ lim f(x+ A%, %,%,%0,...,%,) = 2f(%,%,%,X( ..., X, )-
Ax—0

Onda
R;’l (x) = zf(xixﬁx’xo b ”xn )a)n (x) + 2f(x’x9x0 b ”xn)w;l (x) +
+f(2%,%0,. .., X, )0y, (X). (2.5)
Boliinon forqlorlo toromolor arasinda olan olaqo diisturlarindan
istifado etsok:

(n+1) (n+2) (n+3)
( )' (n+2)! (n+3).
(2.4) disturundan istifado edorok f(x) funksiyasinin ikinci tortibdon

toromasinin toqribi qiymotini ixtiyari noqtods hesablamaq olar. Qaliq
haddi (2.5) vo ya (2.6) diisturlari ilo qiymotlondirilir.

Yiiksok tortibli toromolorin toqribi giymotlorini hesablamaq tigiin
(2.4) disturundan téromolor almagq kifaystdir. Qaliq haddini almaq {i¢iin
(2.5)-1 diferensiallamaq lazimdir.

Indi iso iroliyo interpolyasiya ii¢iin Nyutonun interpolyasiya ¢ox-

hadlisini gotiirak:
f(x)=f(xg+th)~ f0+f1/2t+flzt(t 1) “F, t(t—l;#

tt-DE-2)t-3 t-D..[t-(n-1
g HE= D=2 )+...+f,7/2 (¢ =1..[t=(n=D)]
41 n!
Ardicil olaraq diferensiallasaq'

fi(x)=— [fl/ﬁleZt ! f3/2

@y (%). (2.6)

—6t+2+ 44t3—18t2+22t—6+
3! 2 4!
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" 1 6t—-6 12t —36t+22
f(x)zg{f +£32 3 +f a }

f"’(x)zﬂf;/2 S0y }

diisturlarini almis olariq ki, bunlardan istifado etmoklo funksiyanin
toramolarini ixtiyari ndqtads hesablamagq olar.

Eyni qayda ilo bagqa interpolyasiya g¢oxhadlilorindon do istifado
etmok olar.

Nohayat, qeyd edok ki, interpolyasiya splaynlar vasitasilo do adadi
diferensiallamaq diisturlarin1 almagq olar.

Forz edok ki, f(x) funksiyas: iki dofs diferensiallanan funksiyadir.
Bu funksiyanin téromasini

f'(x)~Ss(x.f), ['(x)~S3(x,[)
diisturlart ilo hesablasaq qaliq hadler uygun olaraq asagidaki diisturlarla
qiymatlondirilir (bax: I fasil, § 8):
If'(x) =S5 (x, A =O(h), |f'(x)=83(x,f)l = O(h).

Interpolyasiya splaynlari, onlarin téromolori vo qaliq

hadlari haqda genis malumut kitabin axirinda verilmis
adabiyyat siyahisinda [10] verilir.

§ 2. 9dadi inteqrallama
Molumdur ki, bir ¢ox halda verilmis funksiyanin inteqralini hesab-
lamaq olmur. Buna gora do bels inteqrallar1 hesablamaq {igiin bir ¢ox
toqribi tisullar toklif olunur.
1. Nyuton-Kotes diisturu. Tutaq ki.

d
[fx)dx @.7)

inteqralini hesablamaq tolob olunur.
Interpolyasiya diiyiinlorini
x;=a+ih (i=12,..n)
soklindo gotiirak. Ogor a=c iso onda d =a+(n+1)h gotiracoyik. Bu
halda [c,d] parcasi n+1 borabor hissoys boliinir vo ¢,d noéqtalori

dilylin noqtalori ¢oxluguna daxil olmurlar. ©gor a=c—h iso onda
d =a+nh gotirilir. Bu halda [c,d] par¢ast n—1 hissays boliiniir vo

¢,d noqtalari ditylin néqtalari goxluguna daxil olurlar.
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Birinci halda alinan adadi inteqrallama diisturuna aciq tipli diistur,
ikinci halda iso qapali diistur deyirlor. (2.7) inteqralinda ¢ =a+(1-k)A,
d=a+((n+k)h gotiracoyik. k=1 olduqda alinan diistur agiq tipli,
k = 0 oldugda iso qapal tipli olur.

F(y)=f(a+hy) ilo isaro etsok, (2.7) inteqrali asagidaki soklo

diisor:
n+k
Jf(x)dx h [F(ydy.
1-k
Eyni mosafado duran diiyiin noqtolori iiciin  Laqranjin
interpolyasiya diisturunu yazaq:
F(y)=L,(y)+y-Dy-2). (y—n)F(y,Ll »1),

£ ODOD N o)
e Y e P F6).

Onda
n+k
- (7 — 1)(y 2)..(y-i+D)y-i-1..(y—n)
f(x)dx=h F@)dy +
j ) 11;,;{ -D@E-2)..1-(=D..¢c—n) ®
n+k
+h j(y—l)(y—2)...(y—n)F(y,l,z,...,n)dy=
1-k
n+k
L @-D@=2).(y-i+D(y-i-D.(y—n)
—h dy |F
;Uk (A= =2) - (-1 —n) yj ®
n+k
+h [(y=D(=2)(y =) F(3,1,2,...n)dy =
1-k
n+k
L n— z(y D(y—2)..(y—n) -
—h dy |F
;U,o( R T T yj N
n+k
+h [(y=D(=2)(y =) F(3,1,2,...n)dy =
1-k
:(d—c)iJi(’,?f(aJrih)Jar,k,
i=1
burada
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—i k
(n) _ =n" "Dy -2).(y-n)
Jik = T2k =D =0)] Jk y_i @,
n+k
Ryp=h [(=D» =2y -n)F(3.1.2...n)dy.
1-k
Belolikla,

d n
[f)dx=(d-c)Y I} f(a+ih)+ R,
¢ i=1

oldugunu alirig. Bu diistura Nyuton-Kotes diisturu deyirlar.
Qeyd edok ki, Ji(r;e) omsallart ¢,d va f(x)-don asili deyillor vo

onlar1 bir dofolik hesablamaq olar. Onu da qeyd edok ki, bu omsallar
asagidaki xassayo do malikdir:

JL'(’r}Le): rrzl—i+1,k'
Dogurdan da,
o (- "= 4
nHLE T (n—1+2k) (-G, y-n+i-]

inteqralinda y =n+1-2z ovozlomasini aparsagq:

n " 1k (n-z2)(n-z-D..(-z+1) ,
ik = (n—1+2k)(n—10)!1(i -1 nL@ i—z dz =
_ (-1 R Nz=2).(z2=n) ;)

T o1 2R— DG ), P dz=dj,

oldugunu alarigq.

Asagida Nyuton- Kotes diisturunun bazi xiisusi hallarina baxilir va bu
xiisusi hallar {igin f(x) funksiyas: {izorino slave sortlor qoyaraq, qaliq
haddinin ifadslari hesablanir.

2. Nyuton-Kotes diisturunun xiisusi hallari.
Ovvalea farz edok ki, n=1(k=0). Bu halda:

Lo =1{£2)
Onda
d
{f(x)dx:f(czd)(d—cHRl. (2.8)
53

d
Molumdur ki, J.f (x)dx oyrixotli trapesin sahasino barabordir. (2.8)

C

diisturundan aliriq ki,
c+d

2

Bu onu gostarir ki, ayrixatli trapesin sahosi avozino oturacagi d —c,

(f f(x)dx ~ f( )(d —o).

hiindiirliyii iso f| [c er dj olan diizbucaqlinin sahasi gotiiriiliir. Buna gora

do (2.8) diisturuna diizbucaqlilar diisturu deyirlor. Bu diisturun qaliq
haddini hesablayagq.
Forz edok ki, f(x) funksiyasi [c,d] par¢asinda iki dofo

diferensiallanandir. Onda Teylor diisturuna asason
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(x _c+ djz
crd ) ¥ f"(é>+, (& ele.d)).

= 25t fer (5 -
Buradan

d d ld d 2
J‘f(x)olx:f(ﬁzL j(d—c)+R1, Rlzgj‘f”(f)(x—cg jdx.

Qaliq hoddini hesablamaq ii¢lin orta giymat haqqindaki teoremdon
istifads edok:

3
#J( c+dj dx:(d%ﬂ, ﬂe{irglcff"(x),supf"(x)}

Onda
"(m), neled].

d —c kigik adad olmadiqda (2.8) diisturundan istifads etmok slverisli
olmur. Buna goro do, adoton, [c,d] pargasin1 m barabor hissoys boliib,

1:

(d-c)’
!

har kigik parca ii¢iin bu diisturu totbiq edirlor. Bu halda
b 3
jf(x)dx = h[f(c j+ f(c +—J +ot f(c + 2”;_ 1 hﬂ +%f”(77)
a

d=C ,ele.d]. indi iso forz edok ki,
m

oldugunu aliriq. Burada A=
n=2 (k=0). Buhalda
L) =2=C r(dy+ 2= f(e).
(=2 f(d) + 22 f 0

Onda

d d
[f(x)dx = [ Ly (x)dx + R,

d
_[f(x)dx = d

R, = _[(x e)(x —d)f(x,c,d)dx = f”(ﬂ)
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d N3
<J - —dydx =L ). efe.d)

Belaliklo,

d 3
Jf@dx =92 110+ fa- L . @9)

Buradan da

¢ d—c
[flydx = ==f(c)+ f(d)].

d
Bu onu gostorir ki, I f(x)dx inteqralin toqribi qiymati kimi trapesin
Cc
sahasi gotiiriiliir. Buna gors do (2.9) diisturuna trapeslor diisturu deyirlor.
Diizbucaqlilar diisturunda oldugu kimi d —c kigik odod almadigda
[c,d] parcasini m borabor hissoys boliib, hor ki¢ik parg¢a iigiin bu

diisturu totbiq edirlor. Onda

d
[f(x)dx = %[f(c) +2f(c+h)+2f(c+2h) +...+

£2f(c+ (m-Dhy+ f(dy] - 9= c)

f'(§) (¢ € (c.d)).

c+d

Nohayat, n=3 (k=0) qobul edok. Bu halda c¢,——,d diyiin

ndqtalori tigiin

(-5 Jmad (-0 —d)

(c_“i)( —d) f(C)+(c;d—c)(c;d—d)X
+

Xf(c+d)+(x_c)(x_czdj

2 (d—c)(d—c;dj

d d
[f(x)dx = [ Ly (x)dx + Ry,

L (x)=

f(d).

Onda
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ff(x)dx: d_c[f(c)+4f(c+dj+f(d)}+R3, (2.10)

Ry =(f(x—c)(x—c;dj(x—d)f(x,c,%,djdx. (2.11)

(2.10) diisturuna Simpson diisturu deyirlar.

Indi iso Simpson diisturunun qaliq haddini hesablayaq. (2.11) diisturu
vasitasilo qaliq haddini sadslogdirmok miimkiin deyil. Burada, irslide
oldugu kimi orta qiymoat diisturunu totbiq etmok olmaz, ¢iinki

(x—c)(x—Hd

saxlamir. Qaliq haddini basqa iisulla hesablayagq.

]( —d) funksiyasi [c,d] pargasinda 06z isarosini

Elo tigdoracali H;(x) c¢oxhadlisi quraq ki, ¢, —— +d , d noqtalorinda

2
qiymatlori f(x) funksiyasinin uygun qiymeotlori ils iist-iists diigstin vo

(c+d (c+d
H3( 2 )‘f ( 2 j
6dansin. H5(x) funksiyasini asagidaki sokilds axtaraq:

Hy ()= Ly () + K (v~ - ngj(x—d),

burada L,(x) funksiyasi c, ¢ 2d d noqtaleri vo f(x) funksiyasi ti¢iin

qurulmus Laqranj ¢oxhadlisidir.
Askardir ki,

Hy(© = f©. By SL)= (52}, Hy@)-f(a)
K odadi elo segilir ki,
H(54)- (5

(f(x - c)(x -

sorti do 6danilsin.

dj(x —d)dx=0
oldugundan

d d

Jf(x)dx =IH3 (x)dx + Rs.

C C
I fasildo (86) isbat etmisdik ki,
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R3:(f(x—c)(x—c+d) (c— d)f( c;d,czddjdx.

Bu inteqrala orta qiymeot haqda teoremi totbiq etsok ( (x —c)x

2
X (x _¢ ; dj (x —d) vurugu [c,d] pargasinda 6z isarosini doyismir):

R, - f(4)(77)_[(x— )( c+dj( —dydx ( 50)5%

oldugunu alariq.
Yuxarida baxdigimiz xiisusi hallarda oldugu kimi, burada da d —c
ki¢ik odod olmadiqda, [c,d] parcasimi 2m borabor hissaya boliib, hor

kicik par¢a tiglin Simpson diisturunu tatbiq etsok:
d
d-c
d =
J =

+4f(c+3h)+2f(c+4h)+...+4f[c+(2m—-Dh]+

_ S V)
+2f(c+2mh)] —(d ") ! (:7)
2 90m
oldugunu alarigq.
3.Qauss diisturu. Forz edok ki,

b n

[feo)dx =3 cif (x;) + R(f). (2.12)

a i=1

ogor
R(f)=0
isa onda deyirlar ki, (2.12) diisturu daqiqdir.

Elo xi,....x,(x; €[a,b],i=12,..,n) diyin noqtaleri vo ¢|,c,,...,C,
sabitlori tapmaq lazimdir ki, deracasi (2n —1)-2 barabar olan ¢oxhadli
ticiin (2.12) diisturu doqiq olsun. Tutaq ki,

fx)=ag+ax +arx% +...+ ay, x> (2.13)
Onda forziyyamizo asasen

If(x)dx = f(x) +eof (X)) +.. 4 ¢ f ().

Bu diisturda f(x) -in yerino (2.13) ¢oxhadlisini yazsaq:
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ag(b-a)+a, b ;a
2n-1

:Cl(ao +a1x1 +a2x12 +...+a2n_1x1 )+
+ey(ay +ax, +a2x§ +...+a2n_1x§n_l)+
+otCp(Qy + a1, +AyX2 + .y a2

alariq. a; -lor ixtiyari oldugundan

¢ +¢y +..+c, =b-a,
b? —a?
C1Xq +C2.’X:2 +...+Cnxn = 3 ,
(2.14)
2n 2n
- - -1_b"—a
axt™ +eoxd" T e, x2 ==
n

Belolikls, 21 sayda c;,c5,...,¢;, VO X1,%X5,...,X,, machullarini tapmaq

iiclin 2n sayda tonliklor sistemini almis oluruq. (2.14) sistemi geyri-xatti
sistem oldugundan bu sistemin [a,b] pargasina daxil olan hallinin varliq

va yeganoliyini gostormok bir ¢ox ¢otinliklor tdratdiyinden, basqa tisuldan
istifado edok.
Ovvalca isbat edok ki, agor x1,%,,...,X,,

b
_[a)n (x)q(x)dx =0. (2.15)

(burada q(x)-in doracasi (n —1) -don boylik olmayan ¢oxhadlidir) sortini
O6doyon @, (x)=(x —x1)(x —x,)..(x —x,,) ¢oxhadlisinin kokloridirss,
onda doracasi 2n —1 olan f(x) ¢oxhadlisi liglin (2.12) diisturu daqgiqdir.
Dogrudan da, askardir ki,

f(x) = @, (x)q(x) + ().
Burada g(x) -in doracasi (n —1) -don boyiik olmayan ¢oxhadlidir. Onda

b b b b
_[f(x)dx =I @, (x)q(x)dx + Ir(x)dx = _[r(x)dx.

a
Digor torafdon daracasi (n —1) -don boylik olmayan ¢oxhadli, 6ziiniin

interpolyasiya ¢oxhadlisi ilo {ist-lista diigdiiyiindon
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b
_[r(x)dx =cr(x))+...+¢,r(x,)
a

oldugunu alargq.

f(x;) =@y (x;)q(x;) +r(x;) =r(x;)
oldugundan

b
jf(x)dx =cif(x)) + eaf (%) + .o f ().
a
Bu da tolab edilon isbatdir.
Indi isbat edok ki,
dn

o [(x—a)"(x-b)"] (2.16)
X

!

¢oxhadlisi (2.15) sortini 6dayir.
X X X
91(x) = [, (x)dx, 93(%) = [@(X)dx,..., 9, (%)= [, (x)dx
a a a

isaralomalarini aparaq. Askardir ki, ¢;(a)=0 (i=12,...,n). Digar to-
rofdon

b
0 = [ @, (x)g(x)dx = [ (x)q(x) - 95 (X)q'(x) +..+]

+ ()", g "V @IZE = 01 (0)a(b) - 92 (b)g'(b) +

+ot (1), (B)g "V ().
q(x) ixtiyari funksiya oldugunu nozeroe alsaq:

P1(0)=0y(b)=...= 9, (b) =0
olar. Belalikls, x=a vo x=b noqtalori ¢,(x) funksiyasinin n -qat
tokrar koklaridir. Ona gora do ¢, (x) = C(x —a)" (x —b)", C = const.
Burada

dn

xn

@, (x) =C——I[(x —a)" (x -b)"].
C -ni elo segok ki, x™ -in omsali vahid olsun. Bu halda
_nl
T (2n)”
Isbat etdik ki, @, (x) ¢oxhadlisi (2.16) diisturu ilo tayin olunur.
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@, (x)=0 eho () = (n)*(b-a)**! 20,02 (x3)
tenhyln.m koklori .heq1q1, muxt.ahf. V.S [a,b] pargasindan oldugu igiin [(2n)!]2(x L —a)(xp —b)
onlar1 interpolyasiya diiyiinlori kimi gobul etmok olar vo bu halda N b nal
doracasi 2n —1 olan ¢oxhadli iigiin (2.12) diisturu daqiq olar. Cp, = 5 (n) (6-a) ~ (k=12,..,n). (2.18)
Indiisa ¢;(i =1,2,...,m) omsallarini tapaq. Bu magsadlo (2] (xf, —a)(b—xp)wy (x)
@, (%) Nohayat, isbat etdik ki, doracasi 2n—1 olan f(x) ¢oxhadlisi ligiin
Win(X)=—"—— b

X—Xp dx = 2.19

¢oxhadlisins baxaq. Bu ¢oxhadlinin doracasi n—1 oldugundan i f(e)dx = eif () + af (Xa) +-o.t Cnf (n) 2.19)

diisturu dogrudur, belo ki, x;,%,,...,x, diyiinlori (2.16) ¢oxhaodlisinin
koklori, ¢;(i=1,2,...,n)-lor iso (2.18) disturlar ilo toyin edilir. (2.19)
Buradan diisturuna Qauss diisturu deyilir.

b n

2 2 2
J“/’k,n (x)dx =Zci‘//k,n (xz) =Cr¥kn (xk ).
a =1

T‘V/% (x)dx Qauss diisturunun qaliq hoddini hesablayaq. Forz edok ki, f(x)
& " 1 b 2 d 517 funksiyasinin istonilon tortibdon toramesi var. H(x) il elo ¢oxhadlini
= Wi (xp) @) (%) (J;Wk’n(x) v @17) isars edak ki,

Askardir ki H(x;)=f(x;), H'(x;)=f"(x;)
sortlorini 6dasin. Onda molumdur ki, (bax: I fasil 86)

2 2 b b ’
9D _0nO) p [ g, ) = H )+ (=30 (6 20— ) (60,1 )

b
2
x)dx =
J;Wk’”() a-x;, b-x X —xy,

a

Digar torofdon Buradan b 5 b
PPN ) N @y’ [ F(o)dx =[ Hx)dx + [ 02 (0)f (2,51, s, 2, ).
op@)= ()" GRb-a).  0,0)= 5 5b-a) ! ! !
oldugundan H(x)-in dorocesi 2n—1 oldugundan
2 2 2n+1 b n n
%@ 20 __ @)6-a) : [H@)dx =3 ¢;H (x;) =Y ¢;f(x;).
a-xp b-xp (x,-a)x,-b)2n)] u i=i i
o, (x)w), (x) Onda .
n
. T [f@)dx =Y if () + Ry,
2n—2 doaracali goxhadlidir. Ona gora do a i=1
b ' ' b
wy, (x)a)n (x) _ L . Oy, (xz)a)n (xz) _ 2 . 2
22[—’“ ) dx —2;% BT T 2ep0p (%) R, —(J;a)n(x)f(x,xl,xl,...,xn,xn)dx
Beloliklo, oldugunu alariq.

(n!)4(b—a)2”+1
[2n)1T (xp, — a)(ay, —b)

R, qaliq haddini sadalosdirak:

b

I‘/’ig,n(x)dx = +2¢,,0) (x},)-
a

(2.17)-ni nozoros alsaq:
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b (2n), b
R, = f(f,xl,xl,...,xn,xn)({ a),zl(x)dx :%ia)ﬁ(x)dx,

a b b
[or (@)dx = [ 0, (¥)o, (x)dx = ~[ ) (x)oo, (x)dax =
b a a
b b b
= I(pz (x)o, (x)dx =...=(-D)" J.wn (x)a),(Ln) (x)dx =(-1)"n! f @, (x)dx,

b b
I@n(x)dx=(2Lri)!j(x—a)n(x—b)ndx=

nln j?(x —a)" M (x-b)!

) <2n)! aDlx=
n (n! ) J‘ (x— a) (_1)”(n!)3(b _ a)2n+1
(2n)l (n+1).. 2n [(2n)!]2(2n D .

Belaliklo, galiq haddi ii¢lin

R =1y mryr A O=™ )

[(2n)!]*2n+1) (2n)!
2n+l1 4
_(b-9) § (n!) £ ()
[2a)T (2n+1)
diisturunu almisg olurug.
Qeyd edok ki, f(x) funksiyasinin [a,b] parcasinda moxsusiyyati
olan halda bu funksiyam f(x) = p(x)F(x) soklinds yazib

b
| p()F (x)dx

inteqrali toqribi hesablamaq lazimdir. Bunun iiglin Qauss diisturunu
p(x)>0 coki funksiyasi {igiin totbiq etmok slveriglidir. Bu halda

b n
[P F(x)dx =) ¢;F (x;) + R(F),
i=1

bels ki, bu diisturun ixtiyari 2n —1 doracsli ¢oxhadli {i¢iin doqiq olmasi
ticiin zoruri vo kafi sort x;,%,,...,x,, dilylinlorini

b

| p(x) @, (x)q(x)dx =0

a
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sortini odoyon @, (x)=(x —x;)...(x —x,) c¢oxhodlisinin koklori olma-
sidir. Burada q(x) doracasi (2 —1) -don boylik olmayan ixtiyari ¢coxhad-
lidir.

Bu faktin isbati, ¢; amsallarinin vo qaliq haddinin tapilmast Qauss

disturunun  ¢ixarilisginda  oldugu kimidir. Mosslon, a=-1,b=1,

p(x)=—1
wll—x2

1 .
[ F(x) =—ZF(cos2“17z)+ L__FeME) (-1<£<))
Sl -2 io 2n 2n)2"!
oldugunu alariq. Bu diistura Ermit diisturu deyirler.
Nohayot, qeyd edok ki, sonsuz intervalda da inteqrallari toqribi
hesablamaq {i¢iin kvadratura diisturlarin1 vermok olar. Masolon, isbat
etmok olar ki,

gobul etsak:

Tx“efo(x)dx =iciF(xi) MF(M)(?) (0= & <),
0 i=

(2n)!
burada x; Cebisev-Lagerra ¢oxhadlisinin:
L (x) ( l)nx—a X d - (xa+ne—x)

kokleridir. ¢; ise asagidaki diisturla tayin olunur:

n(a +n)[Ly_;(x;)1’ 0
Yenos do isbat etmak olar ki,

_[ e‘sz(x)dx =

2Mn-DWr & F(x;)
n S Hy (x;)

+ IVE_pen g (o< g <on)
Ton 2n)!
burada x; Cebisev-Ermit ¢oxhadlisinin
2
X
H,(x)=(-1)"e" 2d% "
X

kokleridir.
Bu vo bu tipli diisturlarin isbati, dersliyin axirindaki adobiyyatda -
N.S. Berezin va N.P. Jidkovun kitabinda verilmisdir.
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4.Cebisev diisturu. indi iso Qauss diisturunun bir xiisusi halina baxaq.
Forz edok ki, (2.12) diisturunda f(x;)-nin omsallar1 eynidir. Elo

X[,X5,...,%, diyinlorini vo %k ododini tapaq ki, dorocasi kafi goder
boyiik olan ixtiyari f(x) ¢oxhadlisi ligiin

1 n
[ f(x)dx = Kzl f(x;)+R, (2.20)
-1 1=

diisturu daqiq olsun, yoni R, =0 olsun. (2.20)-do
f(x)=ag+ax +a,x% +..+a,x"
gotiirsok, R, =0 olar. Onda

K, =2,
K(xi+xy+...+x,)=0,

K(xt +x35 +..+x2)=2/3,

1+ (="

Kl +x}+..+x") =
( 1 2 n) n+1

oldugunu alariq. Buradan

Vo

a3 ead <L,
2.21)
X'+ x5+t =[1+(—1)n]2(nn+1).

Aldigimiz sistem qeyri-xattidir vo onu hall etmok homigo miimkiin deyil.
Biz elo @, (x) ¢oxhadlisini tapacagiq ki, onun kokleri bu sistemi ddasin.

Tutaq ki,
w,(x)=x" +bx" +..+b, x+b,.
Askardir ki,
: T ©n (%)
=)y -t 2.22
w0 = (222)
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Vo
o (%) =nx + (n—-1)bx" 2 +(n—2)byx" > +..+b, . (2.23)
Digor torafdon
Z}”—(;C) = x4 (b + )X+ (by +byx; +x )T L+
Y

+(by g +by ox; +.. A b+ a7

oldugundan (2.21) va (2.22)-don
o} (x) = nx" " +nbx"? + (nb, +%)xn_3 ot

D" n 1D
2 n-l 2

+[bn_ln+bn_3%+...+bl (2.24)

oldugunu alariq. (2.23) vo (2.24) barabarliklorinds x -in doracalorine gora
omsallar1 miiqayiso etsok asagidaki sistemi alariq:

(n - 1)bl = nbl,
(n—2)b, =nb, +%,

1+(-)"2 pn . 1+ (="
2 n—1 2
Bu sistemdon ardicil olaraq b,b,.,...,b,_; omsallarin1 tapmaq olar. b,

b, . :bn,1n+bn,3%+...+b1

omsalini tapmagq {igiin
o, (%) + 0, (X)) +...+ ©,(x,,)
coming baxaq. @, (x;)=0 (i=1,2,...,n) oldugundan
w, (x)+ @, (%) +...+ v, (x,)=0

olar. Digor torofdon ), (x)-in ifadesindon istifado edib bu comi he-
sablasaq:

1+(-D" n 1+ (™!

7 el 0T

alariq. Buradan b,, -ni tapmagq olar.

1+(-D)"2% n
2 n-1

+b, +..+nb, =0

Beloliklo, elo @, (x) ¢oxhaodlisini tapdiq ki, onun koklori (2.21) sis-
temini 6doyir.
5.Kvadratura prosesinin yigilmasi. Asagidaki masaloys baxaq:
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b

[ Fx)dx

a
inteqrali ii¢lin

Lo(f) = 3™ fx™)
1=1

inteqral comlori ardicilligina baxaq, burada cgn) -lor asagidaki sonsuz
iicbucaq matrisindon
O]
G
01(2),052)

c1(3),c§3)’c§3)’

x1(2)’x§2)

x1(3),x§3)’x§3),

segilir.

cl(n) Vo xl(n) -lar {lizorins hansi gortlori qoymaq lazimdir ki, [a,b]-do

toyin olunmus ixtiyari f(x) t¢iin

b
lim L, (f) = [ f(x)dx (2.25)

6donsin.

Bu suala asagidaki teoremlo cavab vermok olar.

Teorem 2.1. Ogor ixtiyari ¢oxhadli iigiin (2.25 ) 6donirsa va ixtiyari
n tgtin

i‘c,&")‘ <M
k=1

olarsa, onda ixtiyari kasilmoz f(x)(x€la,b]) funksiyast ticiin (2.25)
odanor.
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Isbati. Riyazi analiz kursundan molumdur ki, (Veyyerstras teoremi)
ixtiyari kosilmoz f(x) (x €[a,b]) funksiyasi vo ixtiyari &£>0 tgiin elo

P, (x) ¢oxhadlisi tapmaq olar ki, ixtiyari x €[a,b] ti¢iin
|f(x)=P,(x)|<e (2.26)

Odonsin.
Asagidaki forqe baxaq:

b b
[ Feo)dx - Ly, (F) =[[f (%) - P, (x)1dx +

+ |:_TPn (x)dx - L, (Pn):| —L,(f - Py).
(2.26) bsrabarsizliyi(;dsn
]2|f(x) —-P,(x)|dx <e(b-a),
teoremin birinci sertin(zlgn 189

b
IPn (x)dx—-L,(P,)|<¢

oldugunu aliriq. Digar torofden:
Ln(f ~P)= e if) - Potel)
oldugundan, teoremin ikinci sar;ine osason:
a(F - Pl Sl - By < bt
Belolikla, i

b
[f@)dx — L, (f)|<e(b-a+1+M).

Teorem isbat olundu.

Qeyd edok ki, isbat etdiyimiz teoremin torsi do dogrudur.

6.Qaliq haddini qiymatlondirmak iiciin Runqe iisulu. Inteqrali
toqribi hesablamaq ii¢iin yuxarida verdiyimiz kvadratura diisturlarinda
qaliq haddinin

R(f)=Ch* f*D (&)
soklindo oldugunu gérdiik. Inteqralin doqiq qiymotini I, toqribi qiymatini
iso o ilo isars etsok:
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I=dJ+ChifED (),
Integrallama pargasini iki barabar hissoys bdlok. Hor parga iiciin bu
diisturu totbiq edib comlasak:

AE e AE -
=g+ (2] 10 0@+ (2 140
oldugunu alariq. Burada </, inteqralin taqribi qiymatidir.
Ogor f (k-1 (x) inteqrallama pargasinda azaciq doyisirso,
FEDE =@ ="M ©=M

gotiirmok olar. Onda

R(P)=CHHf ) =

Inteqralin toqribi qiymatini iso

Jy=d + ﬂ

diisturu ilo tapmaq olar.
§3. 9n yaxs1 qahq hadli kvadratura diisturu

Elo kvadratura diisturu tapaq ki, bunun qaliq haddinin miitloq qiy-
matinin yuxart sorhadi, basqa kvadratura diisturlarinin qaliq hadlorinin
miitloq qiymatlorinin yuxari sarhadlorindon kigik olsun.

Bu masalonin hallini konkret fozada verak.

Ovvalco C'(M) funksiyalar sinfino baxaq. C'(M)-birtortibli t5-
romasilo  [0,]] par¢asinda kesilmoz olan vo |f'(x)|< MM >1)
barabarsizliyini 6deyan funksiyalar ¢oxlugudur.

n
[fde =3 cifxi)+ Ry () (" e D) (2.27)
0 k=1
kvadratura diisturuna baxaq. Forz edocayik ki,
n
(n) _
c; =1

Yuxarida gqoydugumuz masaloni CI(M )-do hall etmok {igiin elo
kvadratura diisturu tapmalry1q ki,

sup If(x)dx Zc(n)f(x};l))

c'(m)| 0

j f(x)dox Zc“)f(x};"))

=inf sup
C'(M)| 0
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sorti 6densin. Askardir ki,
1 n 1/x
R, (f)= I frdz =3 fi") =] ( [ f'(t)dt]dx -
= 0\ 0

() 171

n 1
Zc“” I fe)dt = (j f’(t)dedt—zc;m [FOGEM, vt
t k=1 0

burada

(n),
GG )= ,0<t <yl
0, x,(e") t<1.

Onda
1 n 1
R,®)=] f’(t)[l ~t- Zcé”’G(x;’”,t)}dt = [F oK@,
0 k=1 0
burada
n
K@t)=1-t-YcVG(x,1).
hol
Sarta gora
1
IR, ()] < M[|K(@)dt.
0
Isbat edoak ki,

sup |B, (/)] =M I K ().
c' (M)

n
Bunun iigiin kifayotdir ki, elo x]g") €(0,1) va c;e”)(kZlc;e”) :lj secok ki,

1

[IK@)dt
0
on kigik qiymat alsin.
Askardir ki,
1 (n)12 ) (n)\2 &
E3 ] n—=1 *pii (1-2x)
[IK@®)ldt = + X e -t s ——— &=2q""
0 x(" i=1
Digor torofden

69



(n)
X0 (n)y _,.(n)\2
fle, —dde > Sl =% )
xl(en)

(x(n) _ x(n))z

Belo ki, &, :% olduqda
(n)
X1 (x(n) (n))
.”‘fk —t|dt =k+1f
xiﬁ")

Demali,
j |K(t)|dt > {2(%(”)) + z(x,(;fl—x}j’)2+2(1—x,(j))2}

Borabarsizliyin sag torafi 0 < xln) < xén) <..<x®<1

sorti daxilinde minimum qiymatini

m__1 (n) (n) _1

X, =5 X~ =2x = (k=12,...,n-1),
1

1—x,§”)_x1(")

2n
olduqda alir vo bu qiymaot % odadins barabordir.

Demoli,
1
1
>
J(;|K(t)|dt 2
£ (n)

(n) _2k—1 £y = Xp T Xp k RO
on kT 2 €k

olur vo boraborlik isarosini x

=& — & :% olduqda alir.

Beloalikla, C! (M) sinfinds «on yaxsi» kvadratura diisturu

1 n
1 2k -1
[ fx)dx = ;kzl f(’;—nj +R), (2.28)
0 =
olar va
M
|R,|< e

Basqa siniflords do «on yaxsi» kvadratura diisturlarin1 tapmaq olar.
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Masalan, Cé(M ) sinfindo do (2.27) soklinde «on yaxsi» kvadratura

diisturu (2.28) olar. Bu halda qaliq haddi
Ral s 522
203

borabarsizliyini 6doyir. Burada C2 (M) - [0,1] pargasinda téromasi
kvadrati ilo comlonon f(x) funksiyalar sinfidir:

1
[If @ de < M.
0

§4. Kvadratura diisturunun daqiqliyinin artirilmasi

Biz ovvellor Nyuton-Kotes diisturunun xiisusi hallarina baxdiqda
kvadratura diisturunun dogqigliyini artirmaq tigiin verilmis inteqrallama
pargasini kigik hissolora bdldiilk. Bu kvadratura diisturlarinin  qaliq
hadlorinds inteqrallama pargast uzunlugunun miixtalif doracolori istirak
edirlor. Ona goéro do parcami kigik hissalora boliib vo bu hisselorde
kvadratura diisturlarin1 totbiq etmoklo qaliq hoddini doqiqlosdirmis
olurugq.

Bu paraqrafda kvadratura diisturunun doaqiqliyini artirmaq iigiin basqa
bir tisul verilir. Verilmis kvadratura diisturunun doqiqliyini artirmaq ii¢lin
bu disturun galiq haddindon miioyyon ifadoni kvadratura comino daxil
etmok lazimdir. Belo ki, alinan yeni kvadratura diisturu ovvalkine
nisbaton doqiq olmalidir vo kvadratura cominin hesablanmasi oslavo
cotinliklor torotmomolidir. Belo ola biler ki, bu qaydani bir dofa totbiq
etmoklo lazimi doqiqgliys nail olmaq olmur, onda bu prosesi davam
etdirmak lazimdir.

Indi iso bu iisulu bir konkret kvadratura diisturu — trapeslor diisturu
ticlin totbiq edok.

Trapeslor diisturunu gotiirok:

? f(x)dx =222
Bu diisturun qaliq hoddini bizo lazim olan soklo salmag iigiin
Fx) = Fla) + (@) —a) + [ £(t)x — D)t =

 fla) + (@) - @) + 7(x).

Burada
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1t<Lx,
0t>x

f(x) funksiyasinin xotti hissosi kvadratura diisturu ilo doqiq hesa-

b
r(x) = [f@)x-)E(x-t)dt, E(x—t)= {

blandigindan
R(f)=R(r).
Digor torofdon

b
R(r)=[r(x)dx - b 3 9r(a) +r(d)],

b b b
[r(x)dx =[dx[f"(t)(x —t)E(x —t)dt =

b b b b
= [f"@)dt [ (x —t)E(x —t)dx = [ f(t)dt [ (x —t)dt =
a a a t

b (b—1)2 b
= [f"&)=="=dt. r(@)=0.7(b) = [ ") (b -t)dt

oldugundan

R(p=R)= | f”(t)(b 0 gy b= J Fr)b-tydt =

. % [F1OIb-1) - (b-a)b-t)dt =- % [ -t)-aydt.
t=a+(b-a)u (0<u<1) ovozlomosini aparsaq:
R(f)=-= a) j f'la + (b - a)ulu(l - w)du.

Bu iso trapeslor dﬁsturunun bizo lazim olan formada qaliq hoddidir.
Indi iso

1
J = ff”[a +(b-a)ulu(l-u)du
0

inteqralindan lazim olan haddi ayiragq.
Asagidaki isaralomolori aparaq:
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pw)=f"la+ulb-a)], Kow)=ul-u),
1
Co =_[K0(u)du =%.
0

Askardir ki, Ky(v) (0<u<1) funksiyasmin giymetlari ¢, otrafinda

olacaqg. Ona goro do
Ky(u)=co+[Ko(w)—cy]
gotiiriib inteqrali ayiraq:

1 1 1
I = [ Ko = o[ ptdu—] puicy - Ko(wldu =
0

6(b ARG j¢(u) co ~ Kow)du.

Hissoa-hissa 1nteqrallama diisturunu tstblq etsok:
1

1
[p@)lcy - Ko)du = p) K, (w)
0

1
- [ K, (wdu =
o O

1
=-(b-a)[f"la+(b-a)ulK,(w)du,
0

Ki(w) = ,(g[co - K, (®)ldt =%(u3 —%uz + éu)

oldugunu alariq.
i i (3 3., 1
¢ = | K (w)du= —(t -=t"+ —tjdt =0,
0 0 3 2 2

2 2

isaromolarini aparsaq eyni qayda ilo

K (s 3,01 _ 1 4 3.2
2(u)—f _Et -t +=t dt——ﬁ(u —2u” +u”)
0

1
(b-a)[f"la+(b-aue, - K, (w)ldu =
0

1
=—(b-a)*[fPla+(b-a)ulK,w)du
0

oldugunu alarq. Belsliklo,
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1
R ARG @) la- (b~ ik du -

:6(b S ®) (@)= b~ a)jf"’[a+(b ayu]x

x[e - K (w)]du [F'(0) - f'(a)]+

6(b a)
1
+(b-a)*[fPa+b-aulK,w)du
0
olar. Demali,
R(f)=-L= “)

Qaliq haddinin yeni ifadesindoki birinci hsdd asanligla hesablandigindan
onu kvadratura comins daxil etmok olar vo alinan yeni galiq hadd, b—a
kicik olduqda, avvalkina nisbaton daha kigik olacaqdir.

Bu prosesi davam etdirmoklo galiq hadds (b — a) -nin doracasini ar-

176 £y - = “) If(4>[a+(b @K, (wdu.

tirmagq olar.

Nohayat, qeyd edok ki, ager b—a kigik deyilss, onda [a,b] pargasini
kicik hissolora boliib sonra isa har kicik hisso ii¢lin yuxaridaki diisturu
totbiq etmak olar.

85. Coxqat inteqrallarin taqribi hesablanmasi haqqinda

Biz sadolik {i¢iin ikiqat inteqrallarin adoadi hesablanmasindan séhbot
acacagiqg. Eyni qayda ilo ¢oxqat inteqrallar1 da hesablamagq olar. Tutaq ki,

J = [ [ f(x,y)dxdy (2.29)
G

ikiqat inteqrali hesablamagq talab edilir. Burada
G={a<x<b, c<y<d}.

1.Kvadratura diisturunun tatbigi.
Inteqrali asagidaki sokilds yazaq:

b d b d
J = [dx[f(x.y)dy = [Fx)dx, F(x)=[f(x.y)dy.

ovvalca
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b
IF (x)dx

inteqrali hesablayaq. Bu inteqrali miixtalif kvadratura diisturlarini totbiq
etmoklo hesablamaq olar. Biz Simpson diisturunu totbiq edok:

J=b= G[F( )+4F(a+b)+F(b)}+R(F)
_ (b=a¥ FY@) _ (b-a) {5* ()
- {255) T G- e,
=_(b—a)5(d—c)0”4f(§,n) (a<é<b,c<n<d).
25.90 act ’
Indi iso

d
F(x)= [ f(x,y)dy
Cc
inteqralini hesablamaq iiclin Simpson diisturunu totbiq edok:

P = L2 fxoy+ 4f{ 2. 5o fe.d) + Ry ()

d\J (y_d)f(x’y’c’c;d’C;d’d\de.

Ry ()= (y—c)[
Belalikla,
J = w{f(a o)+f(a,d)+f(b,c)+f(b,d)+

Ao 50 550 25 2320

+16f(a+b C;dj}+R(f), (2.30)
d
R(H=R(E)+ 22 [(y o - ) (- d)x
[f(a y.c ’c+d5c+d,d)+4f(a;rb’y’c’c;d’c;d,d}L

+f0.3.0552, 2 a) oy
R(f) -1 sadologdirmak iigiin
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b
If(x,y,c,c+d c+d,d)dx
a

2 02
inteqrali liclin Simpson diisturunu yazagq:
b-a c+d c+d c+d c+d
6 [f(a’y5caTa 2 j 4f( ) 5 c, 2 ) 2 5d)+
b
c+d c+d c+d
+f(b5yaca 2 jj‘ (J; ( X, ¥, C,——, 2 d)d -
J’ a+b
—|(x—a) x— > (x-b)x

a+b a+bd c+d c+d
<f( 2.0, 250 02 by 5L L a )y
Bu barabarliyi R(f) -do nozars alib, orta qiymat haqda teoremdon istifads
etsak:

R(P) = RE)+ {7,052 22 d )

d 2

b o d)dy(b
<Jo-ofy- 5] o-ddr6-a)-

_f(gaaea;bea;bzb’ﬁac:c;dac;dﬂdjx

xf(y—c)(

]Z(x a)(x— )( —b)dx.

R(F)-in gqiymatini nozars alib inteqrallar1 hesablasaq
0-a)’@d-0 2*fEn _Gb-ad-o® *fE.m) _
2°.90 o’ 2°.90 oy*
_(b-a)’(d-0) 3 f(Eam)
210902 6x46y4
Belaliklo (2.29) inteqralini hesablamaq tiglin (2.30) diisturunu almig
olurug; bels ki, qaliq haddi (2.31) diisturu ilo hesablanir.

2 Inteqralalti funksiyani interpolyasiya ¢oxhadlisi ilo avaz etmak.
Ikidayisenli funksiya {igiin interpolyasiya ¢oxhadlisini

] (- d)dyx

R(f)=-

(a<é;<b, c<n;<d, i=12). (2.31)
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L (x.y)= ﬁlf(xi,yi)wx,y)

soklinds gostormok olar. Burada
Li=j,
Qi(xj’yj):{o, i
Bu diisturdan istifads etsok:

J =~ [[ L, (x,y)dxdy =ilcif(xi,yi), (2.32)
G i=
¢; = [[Q; (x,y)dxdy.
G

Konkret interpolyasiya ¢oxhadlisini gotiirmoklo ¢; omsallarini asan-

ligla hesablamaq olar. (2.32) diisturunun qaliq haddi do interpolyasiya
¢oxhadlisinin se¢ilmasila hesablanilir.

86. Qeyri-miidyyan inteqrallarin taqribi hesablanmasi

Tutaq ki, [a,b] parcasinda toyin olunmus f(x) funksiyasmin
x;=xo+th (=0,1...,n; x, = a, x, =b) noqtolorinde giymotlori verilmis
\E)

X
y@) =yo + [f(O)dt (2.33)
X0
geyri-miioyyan inteqrali hesablamagq tolob olunur.
Forz edok ki, y(xq), y(x1),....,y(xy) (k< n) adadlorinin taqribi qiy-

motlori  yg,¥;,...,y, hor hanst isulla tapilmusdir. y(xp,1),...,¥(x,)
ododlerinin toqribi qiymetlorini yp,4,...,¥,, masalon, asagidaki diisturla
hesablamagq olar:

k k
Yivl = Z()A]yl—] + hZE)B]f(xl_]) (l = k,k + 1,...,71 - 1) (234)
J= J=

Burada A;,B; sabitlori milayyan sortlori 6dayir (bu sartlor asagida
gostarilocokdir).

Bu diisturu (2.33) inteqralinin toqribi qiymstini hesablamaq {i¢iin
totbiq etdikda, buraxilan xotan1 hesablayaq.

(2.34) kvadratura diisturunda y; ovezino doqiq y(x;) qiymetini

yazsaq, barabarlik miloyyan r; xatast ilo 6donacak:
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k k
Y(xi) = Z;,)Ajy(xi—j)+hz;,)ij(xi—j)+ri- (2.35)
Jj= Jj=

(2.34) va (2.35)-don ¢; =y(x;)—y; isarolomoni aparmaqla xata tonliyini
alariq:

k
5j+1:zAj5i—j+’"j- (236)
j=0

Bu, &;-yo nozoron k+1 tortibli xotti sonlu- forglor tonliyidir. (2.36)
tonliyindon goriiniir ki, j =% qabul etsok &}, -1 tapmis olariq; j=/k+1
qobul etsok &, -ni vo saira, j=n—1 gobul etsok &, -i tapmus olariq. Bu
o demokdir ki, &;-lor yegano surstde toyin olunurlar. Sonlu- forqler
tonliklori noazoriyyaesindon istifado etmoklo do (2.36) tonliyinin hallini
tapmagq olar [8]. &; -lorin tapilmus ifadasi r;-lardon asili olacaqdir. Bu o
demokdir ki, xotam1 qiymotlondirmek {igiin 7;-lori qiymsetlondirmok
lazimdir.

Teorem 2.2. Tutaq ki, max|g;| — 0 (h—0) va %h)—>0 (h—0)

(r(h) = max|r;(h)|). Onda lim max|e;| =0.
i h—>0 I

Bu teoremi isbat etmok ii¢lin (2.36) sonlu farqler tonliyinin hoallini
giymotlondirmok kifaystdir (bax, moasolon, darsliyin axirinda verilon
odobiyyatda V.I. Krilov vo basqalarr).

Bu teoremdon goriiniir ki, inteqralin taqribi qiymatini tapdiqda ba-
slangic sortlorinin (¥, ¥;,-»Y,) Vo qaliq haddinin r;(h) xotant
giymoatlondirdikds bdyiik tosiri olur. Buna gora do (2.34) hesablama diis-
turunun dayanigligi mosalosi meydana ¢ixir.

Torif. Ogor 1;=0 oldugda elo M >0 ododi varsa ki, |i|<E
(i=0,,....kR) baraborsizliklorindon

le;|<ME (i=0,12,...,n)
barabarsizliklorinin dogru oldugu alinsin, onda deyirlor ki, (2.34) diisturu
baslangic sartlora nazoran dayaniglidir.

Asanligla isbat etmok olar ki, (2.34) diisturunun baslangic sortlora
nozoran dayaniqli olmasi {i¢iin zoruri vo kafi gort

k
=0

1=
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tonliyinin koklorinin vahid radiuslu dairays daxil olmasidir (belo ki,
modulca vahids barabar olan koklor tokrarlana bilmaz).
Torif. Ogor & =0(i=0,l,...,k) oldugda elo M, >0 adadi varsa ki,

’"Th) <G, r(h)=max|r,(h),
13

barabarsizliyindan
|8i| < MIG (l = k+1,...,n)
barabarsizliklori alinsin, onda deyirlor ki, (2.34) diisturu r,(h) xatasina

nazaran dayaniqlidir.
Nohayat, (2.34) diisturunun bir neg¢a xiisusi hallarina baxagq.
(2.34) diisturunun an ¢ox iglonon goklini

0 k
[F(x)dx ~hY B;F(-jh)
—-ph Jj=0

kvadratura diisturu vasitesilo almaq olar. Burada F(x)=y'(x; +x)
gotiirsak:

0 k
[F(x)dx = y(x;) = y(x;_p) = h;)B '),
Burada y'(x) = f(x) oldugunu nozors alsaq:

k
()= y(xi_p) ~ h_z:,)ij(xi—j)
J:
oldugunu alariq. Buna uygun sonlu-forglor tonliyi
k
Yi=Yip T hz(:)ij(xi—j) (2.37)
]:

soklinds olar. Bu isa (2.34) sonlu-farglar tonliyinin xiisusi halidir.
Indi iso (2.37) tonliyinin xiisusi hallarini nazorden kegirok.
Ovvalca trapeslor diisturuna baxaq:

0
J Feodz =210+ f (-}
“h

Bu halda

¥y = Vit M) + f )

Simpson diisturunu gotiirsok:
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0

J s =2470)+4f b+ f-2m),
-2h

sonlu-forglor tonliyi

¥ = Vi )+ 4 ) + )

Nohayat, diizbucaglilar diisturunu gotiirsak:
0
[ fayds ~ hf(—ﬁj.
“h 2

Bu halda alinan sonlu-forqlar tonliyi (2.37) soklinds olmayacaq. Lakin A -
1 2h ilo avoz etsok:

0
[ f(x)dx = 2hf (~h)
-2h
olar vo uygun tonlik
Yi=Yj—+2hf(x;)
soklinds alinar.
Nohayat geyd edok ki, kvadratura diisturlarinin qaliq hadlori melum
oldugundan bu xiisusi hallar ii¢iin &; -lor asanliqla qiymotlondirilir.
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IIHiSSO

COBRIN TOQRIiBi USULLARI

111 FOSIL

XOTTi TONLIKLOR SIiSTEMININ TOQRIiBI
USULLARLA HOLLI

Asagidaki kimi xatti cabri tonliklor sistemins baxaq:
QX + Q%o .o+ A%, = by
ay1X1 + Ay Xy +...+ ArpnXy = b2

............................................. 3.1)

A% + Q%o + oo+ QppX, =b,
Bu sistemi
Ax=b 3.2)
soklinds do yazmagq olar. Burada
A=(ay); i,
X1 by
x=| | b=|:
xn bn
(3.1) sisteminin hallini tapmaq iiglin adaton, cobr kursundan molum olan
Kramer qaydasi totbiq olunur. Bu gayda totbiq olunduqda cox bdyiik
sayda hesab omollori aparildigindan (xiisuson tonliklorin say1 ¢ox oldu-
gda) bu iisul somorali sayilmir. Ona goro do (3.1) sistemini holl etmok

liclin miixtolif toqribi iisullar toklif olunur. Bu fasildo bels {isullardan bir
negasi verilir.

81. Yoxetma iisulu

Bu iisulun osas ideyasi (3.1) sistemini ona ekvivalent «iigbucaq
sisteminoy» gotirmokdon ibaratdir.
Forz edak ki, a;; #0. Onda (3.1) sisteminin birinci tonliyindon

X1 +b12x2 +...+b1nxn Zbr (33)

oldugunu alariq. ©gor a;; =0 olarsa, onda birinci tonlik avezine x;-in
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omsal1 sifirdan forqli olan tonliyi gétiirmok lazimdir. (3.3) tenliyini ardicil
olaraq a,;,as;,...,a,; odadlorind vurub, (3.1) sisteminin ikinci, tiglinci,
., axirinet tonliklorindon ¢ixsaq:
agz)xz +a§13)x +.. +a§2 = b(l)
...................................................... 34

(gxz +a(13)x +.. +a(1) = b,(LD
sistemini almis olariq. (3.4) sistemi n—1 mschullu n—1 sayda tonliklor

sistemidir (bu sistemin omsallarini @;

agz) #0 oldugunu forz edib, (3.4) sistemindon x,-ni yox etsok,

;j vasitosilo yazmaq asandr).

n—2 sayda tonliklor sistemi almig olariq. Bu prosesi davam etdirmoklo
x,, -1 tapmaq {igiin bir tonlik almaq olar.
Beloliklo, (3.1) sistemini «iigbucaq sistemino»
*
X+ bl2x2 + bl3x3 +...+ blnxn = bl ,
Xy + b23.’X:3 +...+ bznxn = bz,

*

Xpot +0p 10Xy =bpy,

sk

n=by
gotirmis olurug. Bu sistemin omsallar1 vo sorboast hadlori (3.1) sis-
temindoki verilonlor vasitasilo asanligla hesablanir. Bu sistemin axirinci

tonliyinden tapdigimz x,, -1 axirdan ikinci tonlikde yerino yazib x,,_; -i

tapiriq. Bu qayda ilo biitiin x;-lori tapmus olariq. Bu iisula adabiyyatda

Qauss tisulu da deyirler.

Qeyd edok ki, agor machullar1 yox etdikdas, yox etdiyimiz mochulun
omsali kicik adad olarsa, onda hesab omollari apardiqda buraxilan xota
bdyiiya bilor. Belo olmasin deys hor bir tonlikds elo moachulu yox etmok
lazimdir ki, onun omsali miitloq qiymotco tonliyin yerds qalan
omsallariin miitloq giymatlarinin an bdyiiyii olsun.

Bir do onu geyd edak ki, (3.1) sistemini hall etdikds buraxilan xatani
nozarat altinda saxlamaq lazimdir. Bunun tigiin

n
§; = Zaij +bi (L = 1,2,...,n)
Jj=1
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adadloarini ds hesablamaq lazimdir.

Bu s; -lori b; -lorin yaninda yazmaq vo (3.1) sisteminin hor bir tonliyi
tizorindo amoliyyat apardiqda b; -lor iizerindo aparilan omaliyyati s; -lar
iizorinds do aparmaq lazimdir. Nozarat ondan ibaratdir ki, har bir yeni
alinan tonliyin omsallar1 comi ilo serbast haddin comi, yeni alinan s; ilo
ist-listo diismolidir.

Odobiyyatda yuxarida sorh etdiyimiz iisulun miixtolif —modifika-
siyalart molumdur (bu barodo dorsliyin axirinda verilon odobiyyatda
V.V.Voyevodinin kitabina baxin).

82. Parcalanma iisulu

Forz edok ki, (3.1) sisteminin matrisini agagidaki sokilde gostormok
olar:

A =BC, (3.5)
burada B - asag1 iicbucaq matrisi:
By 0 -+ 0
P Pn - O
B=| - . ... .|
ﬂnl ﬂnz e ﬂnn
C iso yuxari ligbucaq matrisidir:
w72 0 Yn
0 722 - 7o
C=| - e e
0 0 - ¥y,

Onda
b=Ax=BCx =By, y=Cx.
Belaliklo, (3.2) sistemi asagidaki kimi iki ligcbucaq sistemina par-
calamis olurugq:

By=b,
Cx = y}
Bu sistemi hoall etmok asandir:
By=5b

ticbucaq sistemini hall edib y -i tapiriq, bundan sonra
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Cx=y
iicbucaq sistemini hall edib x -i tapiriq.
Indi isbat edok ki, agor

aip Qi - Ay
a a a a L 02
ay =0, | W T2|x0,., [T 72 0 (3.6)
a21 a22 . . . . . .
Ap1 Qpp - - Ay

sorti 6donirss, onda A matrisini hamiss (3.5) soklindo gostormak olar.
(3.6) diisturunun dogrulugunu isbat etmak {i¢iin, (3.5) barabarliyinden

istifado edorok solda vo sagda dayanan elementlori miiqayiso edok:
min(i,j)

Z,lﬁik?’kj =a; (i,j=12,.,n). (3.7)
Isbat edok ki, (3.6) sartlari daxilinda (3.7)-don Bij vo y;j-lori tapmaq

olar. (3.7)-do i = j =1 qobul etsok:

B =an-

Mochullarin birini malum qgabul edib, digorini buradan tapiriq. Digor
torafdon @y #0 oldugundan f)y;; #0. i=2, j=1 va i=1, j=2
gabul edak. Onda uygun olaraq

Boyii = a1, Puria =
Buradan yy, va f,; tapilir. i = j =2 gotiirsok:
Paaran + Paria = ax.
727 -ni mdlum gobul edib (sifirdan forqli) buradan /3, -ni tapirq.
Indi gostorok ki, 72, #0. Onda asanlhqla digor omsallar1 da

tapmagq olar.
Asagidaki determinantlara baxaq:

a1 A A O 711 712
4 @ axnl B, Bar Pl “=[o 72l
Askardir ki,
Bzczzﬂn?/n Puna .
Lot Ptz + Born
Digor torofden
A, =B,C,
oldugundan

Ay = BiriPnran-
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A, #0 oldugundan, buradan f,,7,, #0 oldugunu alariq.

(3.7) sistemini hall etdikde gordiik ki, bu sistemin halli birqiymatli
toyin olunmur. Lakin B vs ya C matrislorinin har hansi birinin diagonal

elementlori verilorsa, f;; vo y;;-lar birqiymatli toyin edilar.

Nohayat qeyd edok ki, agor A matrisi simmetrik matrisdirse, onda
A=BB
gOtiirmok olar. Burada B’ matrisi, B -nin transponiro olunmusdur va
asagi iicbucaq matrisidir. Bu halda
By=b
sistemindon y tapilir vo sonra
Bx=y
sistemindon x -i tapiriq.

§3. Ortoqonallagdirma iisulu

Yeno do (3.2) sistemino baxaq vo forz edok ki, A simmetrik
(Ax,y) = (x,Ay)
vo miisbot-miioyyon
(Ax,x) > 72 (x,x)
matrisdir.
Elo

x® = (xl(l),xg),...,xf})),
x® = (xl(z),xéz),....,x,gz)),
x™ = (xl(n),xgn),...,x}l”))
vektorlar sistemini gotiirak ki,
(Ax® xDy=0 (k=1 k1=12,..,n) (3.8)
sorti 6donsin. Burada (x,y) adadi
X=(X1,%0,-%y),

¥=1525Yn)
vektorlarin skalyar hasilidir:

n
(x,5) =D %;y;.
=1

Ovvalca (3.8) sartlorini 6dayan vektorlarin qurulma qaydasini verak.
Asagidaki kimi vektorlar sistemino baxaq:

85



vy =(1,0,0,...,0),
y@ =(0,1,0,...,0),

y™ =(0,0,0,....1).
x® = y(l) gobul edok vo x® -ni asagidaki gokilds axtaraq:
x@ =y@ +ﬂ§2)x(l).
1}2) parametrini ela segak ki,
(x(z),Ax(l)) =0
olsun. Askardir ki, bu halda
o (', AxM)
1 (x(l),Ax(l)) '
indiiss x©® vektorunu asagidaki gokilds axtaraq:
x® =y® +ﬂq(3)x(1) +/1(23)x(2).
Askardir ki,
@__ P4 5 o9 4x?)
(x(l),Ax(l)) 2 (x(z),Ax(z))
gotiirsok:
(x(3),Ax(1)) _ (x(3),Ax(2)) 0.

Bu qgayda ilo digor vektorlar1 da qurmaq olar. Indi iso (3.2) sisteminin
hollini

n
x =Y apx® (3.9)
k=1

soklinds axtaraq; burada x(l),...,x(") (3.8) sortini 6doyan vektorlardir.

(3.2) sisteminin hor torofini x® vektoruna skalyar vuraq:
(Ax,xDy=(b,xD) (1=12,.,n).
x -in yerina (3.9) ifadasini yazsaq:

n
(Ax,x D) =Y o, (Ax P 2Dy = (,2D) (1=12,..,n)
k=1

voya
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l
3 (Ax® x Dy, = 0,6D) (1=12....n).
k=1

A matrisi simmetrik oldugundan :
(Ax(k) ,x(l)) _ (x(k),Ax(l)) _ (Ax(l),x(k)),

yoni
(Ax(k)’x(l))zo (I#k; Lk=12,..n).
Onda
(k)
(R) ,.(k)y _ (k) :(b,x—)
ap (Ax™, 2y = (0,2™), oy, (Ax® By’

Tapdigimiz o -lar1 (3.9)-da yerino yazsaq, alman x-i (3.2) sis-
teminin toqribi halli kimi gabul etmak olar.

84. iterasiya iisullari

Bu paraqrafda (3.2) sistemini toqribi hoall etmak iicilin adi iterasiya vo
Zeydel tisullar verilir.
Ovvalca bozi kdmokei anlayislar verok.
Il
ool
X
vektorunun normasi agagidaki adodlordon birine deyilir:

n n

2

el =maeil, ey = 2 il el =\/lein :
1= 1=

Molumdur ki, bu normalar ekvivalent normalardir. A = (a;;) mat-

i,j=ln

risinin normasi asagidaki adadlorden biri ilo toyin edilir:
n n
[ Ally = max 2fail Al =max 2 o], [lAl; = V.
R= 1=

burada A; adodi A’A matrisinin on boyiik moxsusi odedidir, A" iso A -

nin transponiro olunmus matrisidir. Molumdur ki, bu normalar da bir-
birile ekvivalentdirlor.

Asagidaki norma indekssiz yazilsa, bu {i¢ normadan ixtiyari birini
gbtiirmak olar.

1. Adi iterasiya iisulu. (3.2) sistemini asagidaki ekvivalent sistem ilo
ovaz edok:
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x =Bx+c, (3.10)
burada
c=Cb, B=1-CA,
C — ixtiyari geyri-moxsusi matris, I iso vahid matrisdir.
(3.10) sistemini toqribi hall etmok iiclin asagidaki ardicil yaxinlag-
malart quraq:

2™ = Bym-D 4 ¢ (m=12,..), (3.11)

0)

burada x ixtiyari verilmis vektordur. Buradan

m-1 .

x (™ :Bmx(0)+(z B‘]c. (3.12)
=0

Teorem 3.1. Ogor B matrisinin biitiin maxsusi adadlarinin modulu

vahiddan kigikdirsa, onda iimumi haddi (3.12) diisturu ilo tayin olunan
{x(m)} ardicilligi (3.2) sisteminin hallina y1gilir.

Isbati. Askardir ki, {x(m)} ardicilliginin yigildigini isbat etmoklo
teoremi isbat etmis oluruq. Bunun ii¢iin (3.11) baraberliklorinde m — o«
limito kegmok kifayotdir. {x(m)} ardicilliginin yigildigini isbat etmok
uglin

I+B+B*+..+B*+.. (3.13)

sirasina baxaq. Xotti cobr kursundan molum fakta osason B matrisinin
moxsusi adodlori modulca vahiddon kigik oldugundan, (3.13) yigilir.
Buradan

lim B"x® =0

m—0
\

(I +B+ B? +...+Bk+...)c

stirast yigilir. Onda (3.12)-don {x(m)} yigildigin1 alariq. Teorem isbat

olundu.
Xotti cobr kursundan malumdur ki,
max| ] < |B.

burada A, B matrisinin moxsusi adodloridir. Ona goéro

n
Yo <1 (@=12,..n), (3.14)
=
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n
Z|bij|<1 (J=12,..,n), (3.15)
=1
n
)y b <1 (3.16)

i,j=1
barabarsizliklorinden hor biri 6dondikde B matrisinin biitiin moxsusi
adadlari modulca vahiddan kigik olar; burada b;; adadlori B matrisinin
elementloridir.
(3.14) vo (3.15) borabarsizliklori 6dondikda, uygun olaraq
IBll, <1, Bl <1

borabarsizliklorinin ddonmosi, normalarin torifinden ¢ixir. Isbat edok ki,
(3.16) barabarsizliyindon

IBll; <1
oldugu alinir.

B'B matrisinin moxsusi adadlori monfi olmadigindan
WS+ +..+4,.
(Burada forz edirik ki, 4; moxsusi odadlorinin on boyiiyiidiir.) Diger
torafdon malumdur ki, B'B matrisinin izi asagidaki coms borabordir:
n
2

2. bj.

1,j=1
Buradan

1

n 2
2
1Bll; =4 S(Z bij) <1
1,j=1
oldugunu alariq.
Teorem 3.2. Ogar
|Bll<1

sarti ddonirsa, onda (3.12) ardicilligi asagidaki siiratls (3.2) sisteminin
hallina x™ yigilir:

-

SHx(O) —x*

IBI™
va ya

Il ym
<———=|BJ".
2Lk

Isbati. (3.11) yaxinlagsmalaridan vo

i
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=Bx" +c
eyniliyindon
-

< B - &

vo ya
[ -

< Bl [+ -

oldugunu alariq.
(3.11) yaxinlagsmalarindan va (3.12) - don alinan

127

x*{zwﬂw
=m

diisturundan

) -

voya
= -] <

ngn

oldugunu alariq. Teorem isbat olundu.

do alinir. Dogrudan da forz edok ki, sistemin iki holli var:
Onda
x=Bx+b, y=By+b.
e = A <11 Bl = |
Buradan x =y oldugu alinir.
Indi iss a; ;j ~lorin Uizarina eld sartlor qoyaq ki, (3.14), (3.15) va (3.16)
barabarsizliklori 6donilsin.

D ils els diaqonal matrisi isara edsk ki, onun diaqonal elementlori
A matrisinin diaqonal elementlari ilo {ist-iisto diissiin.

(3.10)- da C = D! gobul edok. Onda (3.10) avozino

a; Qi a1

X: =———X1 — XA —rrr———X: —
1 1 2 -1
ag;; a;; a;;
CGin o Gn b
Xt Xn
a;: a a

122
sistemini almig olariq. Buradan goriiniir ki,
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n
Z|aij|<|aii| (=12,.,n), (3.17)
n .
) 1 (=12,0m), (3.18)
(31)
n
Z ZI%I <1 (3.19)
j=1 a~ i=1

)

borabarsizliklori édondikde uygun olaraq (3.14), (3.15) vo (3.16) bora-
barsizliklori do 6donar. Belsliklo agagidaki teoremi isbat etmis oluruq.
Teorem 3.3. Tutaq ki, (3.1) sisteminin a; amsallart (3.17), (3.18) va

(3.19) barabarsizliklarindan birini odayir. Onda (3.1) sisteminin yegana
halli var va

(m) _ %1 _(m-1) _ @iz (m-1) Qi -1
g —"%W"—%ﬂﬁ S -
all all all
a;; 1
Ity A 1’+ (m=12,.) (3.20)
12 122

ardicil yaximlasmalar: bu hallo yigilr.
Yigilma siirati, masalon, asagidak: diisturlarla tayin olunur:

Hx(m)—x* 1£Hx(0)—x* 1;1'”, (3.21)
Z|au| b
U= max(]w) va ya Hx(m)—x* Smiax diil m.
| nl 1 l—pu

2. Zeydel usulu Indi iso (3.1) sisteminin toqribi hallini tapmagq iigiin
ardicil yaxinlagmalar asagldakl qayda ils quraq:

m _ _5 i o) @ij (m-1) , Oi
x == + . (3.22)
' ;au J ]ZL;{-] ] aii
Forz edok ki, a; omsallart (3.17), (3.18) va (3.19) borabarsizliklorinden

birini 6doyir. Bu o demokdir ki, adi ardicil yaxinlagsmalar, yoni (3.20)
yaxinlagmalar1 (3.1) sisteminin hollino yigilir vo yigilma siirati (3.21)
diisturu ile toyin olunur.

Isbat edok ki, Zeydel yaxinlasmalar1 da, yoni (3.22) yaxinlagmalari
da, (3.1) sisteminin hallina y1gilir. Yigilma siirotini toyin edok. (3.22) vo
(3.1)-don
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(m) _ * *
xi —X;

>

< ﬂiux(m) —-x

+7; Hx(m_l) -x

-1

a;;i nola;;
— J _ y
ﬁi - Z — Vi= z .
j=1 27 j=i+l 27
voya
* —] _ * x|| —m
“x(m)—x 1SﬂHx(m Vox ISHx(O)—x Tl
- Vi
=max .
i 1=

Isbat edok ki, 7z < u. Bu o demokdir ki, Zeydel yaxinlagmalar1 (3.1)
sisteminin hollins adi iterasiyalardan siiratle yigilir.

Loy vi  Bid=Bi-7)
—=B+y; <u<l vo Bi+y;- = >0
jzzl o R B 1-5;
o)
oldugundan

p=max(f; +y;) = mgxl_y—fgi =U.

Forz edok ki, A= (aij)isz—n matrisi simmetrik, miisbat-miioyyandir.

Asagidaki iki deracali ¢oxhadliys baxaq
F(x)=(Ax,x)-2(b,x) = i @;x;x ;= 2§: bx;,
ij=1 i=1

burada b, n — 6l¢iilii vektordur.

A matrisi miisbot oldugundan F'(x) -in yegans minimumu olar.

Asagidaki teoremi isbat edok.

Teorem 3.4. Ogor n - 6l¢iilii Evklid fozasimn — E™ hor hansi bir

x* =(x1,...,%,) néqtasinds F(x) ¢oxhadlisi minimum alirsa, onda bu
vektorun koordinatlart —(xy ,...,x,) (3.1) sisteminin halli olar.

Isbati. Tutaq ki, x* =(x,...,x,)e E™ noqtosi F(x) goxhadlisino
minimum verir. Bu vektora AAx artim verib F(x)-in artimini

AF =F(x" + AAx)— F(x") hesablayaq. Burada Ax<E" ixtiyari vektor,
A iso ododi parametrdir. Ovvolco F(x* + A1Ax) - i hesablayaq:
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F(x" + AAx) = (Ax™ + AAx,x™ + AAx) = 2(b,x" + AAx) =
=(Ax",x") + A(Ax", Ax) + A(AAx,x") +
+ 22 (AAx, Ax) = 2(b,x™) = 24(b, Ax).
Digor torafdon
(AAx,x*) = (Ax,Ax*) = (Ax*,Ax)
oldugundan
F(x" +AAx) = F(x" )+ 2A(Ax" —b,Ax) + 2 (AAx, Ax).
Buradan
AF =21(Ax" —b,Ax) + 2> (AAx, Ax) > 0.
Tutaq ki, 4 > 0. Onda
2(Ax” = b,Ax) + A(AAx, Ax) > 0.
Burada 4 — 0+ gotiirsok:
(Ax" —b,Ax)>0. (3.23)
Indiiso A <0 gotiirok. Onda
2(Ax" = b, Ax) + A(AAx, Ax) < 0.
Burada 4 — 0 — gdtiirsok:
(Ax" —b,Ax)<0. (3.24)
(3.23) va (3.24)-don
(Ax" —b,Ax)=0.
vo buradan
Ax" =b
oldugunu alariq (Ax # 0). Teorem isbat olundu.
Bu teoremdan goriiniir ki, (3.1) sisteminin hoallini tapmagq tigiin F'(x)

coxhadlisine minimum veran ndqtoni tapmaq kifayatdir.
Asagida belo ndqtoni tapmaq tigiin tisullar verilir.
1.Koordinatlar iizra enma. F(x) goxhadlisino minimum veran ndqto

ticiin sifirinc1 yaxinlagsmani ixtiyari x© = (xl(o),...,xﬁlo)) vektoru gotiirak.

x, doyisonine nozeron birdoyisonli F (xl,xg yeees xﬁlo)) funksiyasina
baxaq vo onun minimumunu tapaqg. Bunun {i¢iin
0
oxy
tonliyini holl etmok kifayatdir.

F(x, ,xgo),...,xflo)) =2(a 1% +a12x§0) et alnxfbo) -b)=0
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Bu tonliyin hallini xl(l) ilo isaro edib, x, doyisonine nozeron

birdayisonli F (xl(l),xz,xgo),...,xﬁlo)) funksiyasina baxaq vo onun

minimumunu tapaqg. Bunun ti¢iin

oF 0 1
M(xl( ),x2,x§ ),...,x,(,bo)) =2(y 1x1( )4+ AyyXy + .ot aznxflo) -b,)=0

tonliyini holl etmok kifayotdir. Bu tonliyin hallini xgl) ilo igaro edib,

xgl) -1, tapmagq olar. Bu prosesi davam etdirib xfll) -ds tapmagq olar.

Ikinci yaxinlagmalar1 qurmaq {igiin (xl(l),xg),...,xg))—dan baslayib

yuxaridaki qaydani totbiq etmak lazimdir.
Bu qayda ile digor yaxinlasmalar da qurulur.

2.Siiratlo enma. Ixtiyari x(o)z(xl(o),...,x,(lo)) vektorunu, F'(x)-o

minimum veran ndqtoni tapmagq lciin, sifirinci yaxinlagma kimi qobul
edok vo birinci yaxinlagsmani asagidaki diisturla toyin edok:

2 = +a0r(0), 7O _p_ Ax©
o adadini els segok ki, F' [x(o) + ar(o)] = @®(@) minimum qiymsat alsin.

Bunun {i¢iin

—dig{a) = —Z(r(o), r(o)) + 2a(r(0) , Ar(o)) =0

tonliyini hoall etmok lazimdir. Buradan
0) .(0)
G
(r(O),Ar(O))
oldugunu aliriq. Bundan sonra r® =p— Ax® gobul edib, ikinci yaxin-

lagmant x@ =20 4 r® disturu ilo toyin edok.
%(x(l) +arP)=0
tonliyini hall etsok:

SR

ERPRURRON

oldugunu alariq.
Bu qayda ilo
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x (M) = 5 (m=1) +am—1r(m_1), p(m=1 :b—Ax(m_l),
(r(m—l)’r(m—l))

a =
(D Ap0n-T)y

m-—1

yaxinlagsmalarini qurmagq olar.
Isbat edok ki, bu qayda ilo qurulmus {x(m )} ardicilhigr F(x) -2
minimum veran x* ndqtesine yigilir.
Xotti cobr kursundan molumdur ki, simmetrik, miisbat-miioyyon
Amatrisi iigiin elo M« >0, M~ >0 adadlori tapmagq olar ki,
Mi(x,x) < (Ax,x) < M*(x,x)

borabarsizliyi 6danilir.
Asgkardir ki,

FxD)-Fx®)=(Ax"D,xM)-2(xD ) - (Ax D x©) - 2(x,b) =
= (Ax @, x9) 4 20 (Ax D r Oy £ o2 (AF O r O -
~2(x©,6) 20y (r'?,5) — (Ax D, x @) + 2(x? ) =
= ad (ArY r Oy 12000, Ax D) = 20, (r?,b) =

0 (0))2
= a3 (Ar®, 1) + 20 (4r®, 1) = Lo 0 ""—3 ;
(7‘( )’ Arl ))
(0) ,(0)y2
F)-Fa®y=-C )
(r(o)’ Ar(O))

Digor torofdon
Fx®)= Fx") = (Ax®,x©) =25, x @) — (Ax", x°) + 2(b, x") =
= (Ax?,x@) - (Ax @, 2*) - (Ax*, 2 D) + (Ax"x") =
=(AEO -6 —xt) = (A0, O)
oldugundan

My _ 0 (0) ..(0)y2
Fa)-Fa®) o000 g
FxO-F*)  9,4r0)@Aa 1O 0
A matrisinin moxsusi adadlarini
M2 224,>0

vo uygun ortonormal moxsusi vektorlart z;,2,,...,2,, ilo isaro edok.
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r© vektorunu 21,25,...,2, vektorlar1 lizro ayiraq: F (x(o)) F (x(l))

=q (0<g<l),
r® = yiz1 + 722+ + Ve e ( \/7}
Onda \ M
Ar® — 1Az +yyAzy +-+y, Az, = buradan iso
=nhz1+ 722+ + VA2, FaxW)-F@") = F@x) - F(x)+[Fx@)- F(x"))<
AT = AT 1A 2 by, AT, = <—qIF ()= P+ [F(x©)-F(x")]=
-1 -1 -1 *
 mnh ATk Bt A 2 =(-QF@")-F@")]=(1-q)ec
Bu boraborlikleri n?oz)sre( ;lsaq: , , ) alinar. Burada ¢ = F(x©) - F(x").
(Ar )=V e Yy, Bu prosesi tokraron davam etdirmaklo
(A7 Oy 2 L o 221 Fx™)-F@x*)<Cl-q)"
Onda (3.25)-don alariq. Nohayat, isulun xotasini qiymatlondirsok:
0 1
F(x® - Fx) - Hx(m) e < (™ —x* 2™ — %) SL(A(x(m) —x"),x™ —x*) =
F(x(o))—F(x*) 3 1 M.
(7/12+722+"'+7r21)2 =M(Ax(m)—b,x(’")—x*)=

) 2 2 2,1 2,1 2 -1
TAh+rio+ )il ik o+ rady)

— L orax™ 2 My o £ My Ax* 1t 1=
oldugunu alariq. Burada M. [(Ax™™, ) =2(b,x™™) = (Ax", x) +2(b,x )] =

2 n
Vi * 2m
=0; |0;20,) ;=1 C (M -M.
R ( & J lF )= FEOI <3 0-0)" M(Wj
isaralomosini aparsagq: "

FE®)-Fe®) 1 (3.26) =, S\/ML(W]

Fx)-F(x") noo * + M.
Zi@'/li Zié‘ili oldugunu alariq ki, bu barabarsizlik do enms {isulunun yigilma siirotini
= = toyin edir.

Elementar c¢evrilmalor vasitosilo asanligla isbat etmok olar ki, agor
O0<M:<A;<M* (i=12,...,n) is9, onda ixtiyari hoqiqi §6. Adi iterasiyanin yigilmasini
N siiratlondirmak iisullar:

81,09,...,0, | 8; >0, 25 =1| vo 4 >0 ododlori iigiin

Yeno do (3.1) sisteminas baxaq va bu sistemi (3.10) soklinds yazagq:

E R )

B=1-CA, c=Cb.

C ixtiyari geyri-moxsusi matrisdir.

borabarsizliyi dogru olar. (Bu faktin isbat1 oxuculara tapsirilir).
Bu faktdan istifads edorok (3.26)-dan
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Tutaq ki, (3.10) sistemini toqribi hall etmak ii¢lin har hansi x@ _dan
baslayaraq adi iterasiya lisulu ilo x® ™ yaxinlagmalari
x® =Bx D 4
qurulmusdur. Elo y vektoru quraq ki, bu vektor (3.2) sisteminin hallino
(M) yektoruna nisbaton daha yaxin olsun.
Forz edok ki, B matrisinin moxsusi adadleri 4;,4,,...,4, haqiqidir

X

va
|4 <1 (E=12,...,n).
Bu moxsusi adadlere uygun ortonormal moxsusi vektorlan z(,z,,...,2,

ilo isars edoak.
1. Qavurin iisulu. Asagidaki kimi

¥ =X+ (X =X0) +or+ Uy (X =Xy 1)
vektora baxaq. «,a,...,a,,_; parametrlorini elo seg¢ok ki, y vektoru
(3.2) sisteminin hollino kafi qodor yaxin olsun. x; —x, vektorunu
21,27,...,2, sistemino gors ayiraq:

X1 — X =C12q +C222 +"‘+Cn2n.

Onda
Xy —x) = B(x) —xg) =¢;Bz; +¢,Bz, ++--+ ¢, Bz,
Xy =X =142 + a2y + -+ 2,

Bu qayda ilo

X =X = AT 2 e A 2 e, A 2 (3.28)
oldugunu alariq.
B matrisinin moxsusi adadlori miitloaq qiymetca vahidden kigik
olduglarindan iralide isbat etmisdik ki, (3.2) sisteminin holli asagidaki
y1gilan sira ilo toyin edilir:

x=xg+ Y (x; — ;).
=1
Burada (3.28)-1 nazors alsaq:

© . . .
X =xq+ Z(clﬂi_lzl + czl‘{lzz oot cnlﬁflzn) =
i=1

=xp+ 01(211‘1}21 + Cz(z %_1]22 +eo +cn(2%‘l}zn,
i = 4
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9c=xo+lf—1/llzl+lf—2/1222+~-+1_c”/1 z,. (3.29)
n

(3.28) diisturundan istifade edorak toqribi hall ii¢lin asagidaki diisturu
alariq:
y=Yo+ay(c1z1 +c325 +--+C,2,) + ar (i 412 + A2, +
+ot Az, ) et gy, (clx‘tfn_lzl + clegn_lzz +
+---+cn/1;"712n) =yo +c (o +ay 4y +---+am_1/1{”71)21 +
+02(a1 +0!2/12 +"'+am_1ﬂ.5n_1)22 +-ot+
+e,(a +ayd, +---+am_1/1;”’1)zn.
Asagidaki isarslomeni
P, (D) =a;+ayd+-+ay, A"
aparsaq:
Y=Y+ clpm—l(ll) + C2Pm—1(/12) +-e +can—1(ln)~ (3-30)
(3.29) va (3.30)-dan

n 1
x-y= Zci[—l_l. _Pm—l(ﬂ'i)}zi
=1 1

oldugunu alirg. Tutaq ki,
M =max{|1;|} <1.
Elo P,_;(4) ¢oxhadlisini tapmaq lazimdir ki, [-M, M parcasinda

1_1 7 funksiyasini an yaxs1 approksimasiya edon ¢oxhadlisi olsun.
Isbat edilir ki, [2] belo ¢oxhadli
2a™ 1 A A
——\T,| == |-2aT,,| ==
(1-a?)? /‘t—l[ ’”(Mj “ m‘l(Mj+

op (AN, _a 1 [T
+a Tm_l(M)}ri—l’a_M i 1
soklinds olar. Burada T, (1) Cebigev ¢oxhadlisidir.

Ogor tapilan y vektoru bizi qane etmirso, onda bu vektoru da

0 x® . 2™

tapmaq lazimdir.
2. Lyusternik iisulu. Tutaq ki, B matrisinin moxsusi adadlorinin

Pm—l (l) =

x¢

vektorlarina qosub, bu gayda ilo yeni y vektorunu

miitloq qiymoatca on bdyiiyiiniin taqribi qiymeti —4; molumdur. Sonraki
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paraqrafda moxsusi adadlorin toqribi qiymatlorinin tapilma {isullar
verilocokdir.
Qavurin tisulunda oldugu kimi
X| —Xg=C2] +Cy2y + - +Cp2y
gotiirok. Onda

Xy — Xyl =CI/1{”_121 +czl’2n_122 4+ +cn/lg_lzn,

0
X=Xp1 = kZ(mee = Xppif-1) =
=0

m—1 m—1 m~1
_A 2 + 4 CrZy +ooo A CnZn-
-4 1-2, 1-4, "
Bu diisturlardan kafi qoder boyiik m -lar {i¢iin
A
X=Xy ® 12, (3.31)
m 1-4
Xy — X, ~ AV 01z (3.32)

oldugunu alariq. Buradan goriiniir ki,
1
Y =Xm- +—*(xm - xm—l)
M
vektoru (3.2) sisteminin doqiq holline x,, - don daha yaxindir.

Bunu isbat etmak {igiin x —y vo x —x,, forqlorini hesablayaq.

o)

4

m~—1
Forz edok ki, 4 —/4 =5=0[ J Burada 4, moxsusi odadi

basqa moxsusi odedlorin ( 4; -don basqa) miitloq qiymotcas on bdyliyiidiir.
Asagidaki isaralomani qabul edak:

B=—_(B-2D).
1-4
Askardir ki,
B=(x—-x,_1)=x-Yy
Dogrudan da:
= 1 1
B(x_xm—l) = " B(x_xm—l)_ - (x_xm—1)+
1-4 -4
1 1
(X —xy)=(x-—x,)+ *(Bx_x)_ >k(‘me—l_xm—l):
-4 1-4
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= (0= )+ b+ (b= ) + 2] =

4
1
=(x—-x,)- (X — X)) =x— .
1-4
Digor torafdon:
B(x_xm—l): B(x_xm—l)_ 1*(x_xm—l):

*
- M -M

1| A" s p s
121 + Cr2y +-o-+ Ch2n | —

IEPR e 1- 1, -1,
- A ﬂinil c2 + Zi CpZy +-- ,ﬂ—l Ch2, | =
-4 |1-4 1 1=2, 272 1-2, """
1 ﬂm—l . ﬁ’m—l .
= T L—ﬂl (4 =A)ez +1E—22(/12 — A1)z +
/l’,?_l - 1| A e
+ot A, —A)ez, | = cz +
1_/7% n 1)*n“n l—ﬂiﬁ 1_/11 11
m—1 m-1
* 2’ *
+lﬂf—/12(/12—/11)6’222 +"'+1f/1n (/12—/11)%24
oldugundan
1 ﬂ{n_lg %n—l *
xX—y= ¢z + A —A)Cr2y +-++
1_/1,;[1_/1111 I /12(1 1)€222
ﬂm—l . |
+ 1_”/1 (An =4 )cnzn} x—y=05").
n

(3.31) va (3.32)-don alirq ki,
x—x, =~ 04",
|| >|4,| oldugundan, bu axirmer iki diisturu miigayiso etdikdo y -in

X, - @ nozaron doqiq halle x -o daha yaxin oldugunu aliriq.

§7. Matrisin moaxsusi adadlari va vektorlarinin
taqribi iisullarla tapilmasi
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Bu paraqrafda A parametrinin els qiymatlori axtarilir ki,
Ax =x
xotti bircinsli tonliklor sisteminin sifirdan farqli halli olsun. A-nmn bu
giymatina A matrisinin moxsusi adadi, uygun sifirdan forqli hallo iso

moxsusi vektoru deyilir. Burada A =(q;;), j=in kvadrat matris, x is9

n— Olgilii vektordur.
Askardir ki, 4 matrisinin moxsusi odadlari
D(A)=|A= 20| = ()" (A" = p A" = pp A" == pp A= p,) =0
tonliyinin koklori olacaqdir (I vahid matrisdir). Bu tonliys A4 matrisinin
xarakteristik tonliyi, D(1)-ya iso xarakteristik ¢oxhadlisi deyirlor.

Bu paraqrafda A matrisinin moxsusi oadadlari vo vektorlarini tapmagq
ti¢lin toqribi {isullar sarh olunur.

1. Kriov iisulu. Ovvolco A matrisinin moxsusi odadlorini tapagq.
Bunun {i¢iin pq, py,..., p, omsallarin1 tapmaq kifaystdir. (Coxhadlinin
toqribi koklarini tapmagq tigiin IV fosildo miixtalif tisullar verilocak.)
ogar

P(A)=agA" + A" 44, T=0
olarsa, onda
p(A)=agA™ + A"+ v a,
¢oxhadlisino A matrisini sifra ¢eviron ¢oxhadli deyirlor.

Xotti cobr kursundan molumdur ki, (Hamilton-Keli teoremi) A
matrisinin xarakteristik ¢oxhadlisi, A vo A’ matrislorini (A matrisi A -
nin transponira edilmis matrisidir) sifra geviron goxhadlidir, yoni

D(A)=0, D(A")=0.
A matrisini sifra ¢eviron ¢oxhadlilor igorisinds on kigik daracesi olan va
yiiksok doracoli hoddin omsali vahid olan yegano coxhadli var. Bu
coxhadliys A matrisinin minimal ¢oxhadlisi deyilir.

Asagidaki kimi vektorlar sistemino baxaq:

c® = ActD = (cl(i),cgi),...,cg)) i=12,...,n),
burada ¢© = (cl(o) ,...,cg) ixtiyari gotiiriilmiis vektordur.
Buradan askardir ki,
c®=4" G=1.2,...n).
Hamilton-Keli teoremina asason
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DA =0
olar, yani:
Ae© _plAn—1c(0) _pzAn—zc(O) —---—p,HAC(O) —pnc(o) =0,
plc(”‘l) +pzc(”_2) +-'-+pn710(1) +pn0(0) =™, (3.33)
Belolikla, p;,ps,..., P, mochullarmi tapmagq {iglin bircins olmayan xatti

cobri tonliklor sistemini almis oluruq.
Tutaq ki, bu sistemin determinant: sifirdan forglidir,

yoni ¢©,e® ™D yektorlan xotti asili deyildir. Onda (3.33)
sistemindon p;, p,,..., P, yegans olaraq tapilir.

Indi tutaq ki, c(o),c(l),...,c(”_l) vektorlar sistemi xotti asilidir vo

0) .M

c’,c ,...,c(m) (m < n) bu sistemdon gotiiriilmiis maksimal sayda xatti
asili olmayan vektorlardir. Bu halda D(A), ¢oxhadlisinin omsallari
avazina minimal ¢oxhadlinin
yA)=A" - A"~ —a, A —a,
omsallar1 tapilir.
Bu halda agkardir ki, (3.33) avazine
OCpy_q + O9Cppyn ++++ 1€ + A, Co =Cy,

sistemini almis olurugq. Bu sistemin determinant1 sifirdan forqli
oldugundan ¢,a,,...,a,, yegano olaraq tapilir, yoni w(4) yegano

olaraq tapilir. Bu ¢oxhadlinin koklori A matrisinin moxsusi adodloridir.
Indi iso matrisin moxsusi vektorlarini tapaq.

Forz edok ki, C(O),c(]),...,c(n_l) xotti asili deyillor (oks halda xatti
asilt  olmayan c©® ,c(l),...,c(m) (m<n-1) vektorlarint g&tiirmok
lazimdir). A matrisinin A; moxsusi adodine uygun x; moxsusi vektoru

x; = 7" 495D gy O
soklinds axtaraq.
AxW = 2,20 W = AU (j=12,...,n)
diisturlarindan
7e® + 72"V et W = 27 4 D 1,00 (334)
oldugunu aliriq. Digar torafden

D(A)® =™ — p D _p D D p (0

oldugundan (3.34) avozina
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1"V + pyc” P oot py 1D 4 preP 4 e 4
+ 7nC(l) = /11'[710(”71) + 72C(n72) Tt 7nC(O)],
buradan da
(101 =4 +72)¢ "D+ 1y = 4y +73)e D 44
+(N1Pnt = 421 + 700D + (rapy = A7) =
c(o),c( ),---,c(n D vektorlari xatti asilt olmadigindan
np1 =4y +72 =0,
NP2 =4iy2 +73 =0,
7P~ 4iVn1+7n =0,
VP = 4i¥n = 0.
Bu sistemde y; #0 odadini ixtiyari gotiirib qalan y; -leri tapmaq

olar. Bu o demokdir ki, x; -ni tapmis olurugq.

2. Danilevski iisulu. Frobenius matrisini:
000---00 p
100---00 p,
p_ 010---00 ps
000---01 p,
vo bu matrisin xarakteristik ¢oxhadlisini
n .
|P - A1) =(-1)A" +(Zpi2f—1j
j=0
gotiirak.
Verilmis A matrisini oxsar matrislor vasitosilo P matrisino gatirok.

Xotti cobr kursundan molumdur ki, oxsar matrislorin xarakteristik
¢oxhadlilori eynidir. Ona gors do

n .
|A-A1)= (—1)”(,1”2 piz”j.
=1
Demoli, A matrisinin moxsusi odadlorinin tapilmast mesalesi  py,
Py,..., P, 9dodlerinin tapilmasina gatirilir.
A matrisini sagdan
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00---00 ap

010---00 as, o
a- e
000---10a,,,

000---01 a,,
matrising, soldan isa onun tarsine

_aﬂlo...oo
An
_Zi()l...()o r
1n iy -1
cll=| .= Ii .
-—= 0
aﬂOO--‘Ol
A
Loo...oo
A

vuraq; burada I,,_; matrisi n —1 tortibli vahid matrisdir.
Asanligla yoxlamaq olur ki,

) ) @ D
ay  ay cccoap ., 0oap,
P () R O Y
AV =c'Ac, = .

i 1 i 1
211“0 : fzn20alen
B ) R {1 B () N (1
nl n2 nn 2 Ann

Burada a!! i ) sdodlori a;; -lar vasitasils tapilir.

Bundan sonra A" matrisini sagdan
000---00 a

100---00al 0 40
L, i)

G=lo10---00a 0
-

000---01a0

. . . —1
matriso, soldan iss onun tarsing - C5 " -0 vuraq. Onda
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aiy ay o oaply 00 a)
afy af - af)ly 00 of)
A® =c'AV¢c, =| L ) S
afi)n aﬁ)lz T aﬁzz—)ln—3 10 aﬁ)ln
a ay) - oagy 01 af)

Bu prosesi davam etdirmaklo

000---00a"™"
100---00a"™"
ArD_[010---00a""|_p

000---01a%™"D
matrisini alariq. Beloliklo,

P=ACY -1 A 2Dc  =clcl,AdIe, ,C, =
-...=CcLcl, .. .C'AC,...C,_,C,y ).

Bu da tolob olunan isbatdur.
Indi iso moxsusi vektorlar tapaq. Asagidaki isarolomani aparaq:
C=CG,...C,_,.
Onda
P=C"AC.

Tutaq ki, y vektoru P matrisinin A moxsusi odadino uygun

maxsusi vektorudur:
Py=2y.
Onda
C'ACy=Py=21y, ACy=ACy,

yoni x =S8y vektoru A matrisinin 4 moxsusi adodino uygun moxsusi

vektordur.
Beloliklo, A matrisinin moxsusi vektorunu tapmaq {glin P
matrisinin moxsusi vektorunu tapmaq kifayetdir.
Tutaq ki, y vektoru P matrisinin A moxsusi odadino uygun
maxsusi vektorudur:
Py=y.
Buradan
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P1yn =1
N+ DaYn = A2,
Y2+ P3Yn = A3,
Y1+ Ppn1¥n = W1,
Yn-1+Ppn = n
oldugunu alariq. Burada y,,y,,...y, odadlori y vektorunun koordinat-

laridir. Bu sistemi hall edib y vektorunun koordinatlarini tapiriq.

3. Fwrlanma iisulu. Tutaq ki, A matrisi simmetrik matrisdir. Xotti cobr
kursundan moalumdur ki, belo matrislor {igiin elo ortoqonal U matrisi var
ki,

UAU=D
diisturu dogrudur. Burada U’ matrisi U -nun transponira olunmus

matrisi, D iso diaqonal matrisdir. U" =U"" oldugundan D matrisi A -
ya oxsar matrisdir. Ona goro do bunlarin moxsusi odadlori eynidir.
Diagonal matrisin moxsusi adadlori onun diaqonal elementlori
oldugundan, U matrisini bilmoklo, A matrisinin moxsusi adodlorini
tapmis oluruq. Bu halda A matrisinin moxsusi vektorlar1 da asanligla
tapilir. Dogrudan da, agar 4; adedi D diaqonal matrisinin i -ci diagonal

elementidirss, onda ona uygun moxsusi vektor

soklindo olar, yani

U'AUei =liei, AUei =/1iUei.
Bu o demoakdir ki, x, =Ue, vektoru A matrisinin A, moxsusi adodine
uygun moxsusi vektorudur.

Beloliklo, isbat etdik ki, simmetrik A matrisinin moxsusi adadlarini
va vektorlarini tapmaq {iglin, A matrisini diaqonal matrise gatiran
ortoqonal U matrisini tapmaq kifayotdir.

Indi iso U matrisini quraq. Tutaq ki, A matrisinin elementlorinin
miitloq qiymotca an boyiyil a; ; (g < jo)-
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Asagidaki kimi ortoqonal matriso baxaq (yazilmayan elementlor
stfirlardir):

Iy Jo
1 0
1
COS @y —sing, Iy
1
U= -
1
sin g COs Py Jo
1
1
¢, firlanma bucagim elo segok ki,
AV =U AU, = (a));
i,j= ln

matrisinin aEl)j elementi sifira ¢evrilsin. Bunun tgiin avvalca AU,

0-/0
sonra isa Uy, 1AUO matrisini hesablayib ag}o elementini tapmaq
lazimdir. Asanliqla hesablamaq olur ki,

(1) _ . .
a i = (=0, »SIn @y +a;  j COsPy)cosPy +(—a;, ; singy +

. 1
+a; i COS ) sin gy =§(aj°’j° a;, 10)s1n2g00 +a; cos2¢.
a. =0 sartindon
to>Jo

2a

19> J

tg2¢o=#(|2¢o|< )
LORL) Jo>Jo

oldugunu alirq.

Sy vo s ilo uygun olaraqg A vo AY matrislorinin diagonaldan
konarda olan elementlorinin kvadratlar1 comini isaro edok. sy —s; forqini
hesablayaq. A vo A®Y matrislori bir-birinden yalmiz i, va j, sotr va
stitun elementlori ilo forqlondiklorindon

1 e e e
al(J) =a;; (L#1y,Jo3] #19.Jo)-
Digor torofdon molumdur ki, A matrisini soldan ortoqonal matriso
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vursag, satir elementlarinin kvadratlar1 comi doyismaz. Ona gors do

1 Ce .
ai, +af, =[al) T +al) T G+, o),
2
lo]

Axirinci ti¢ baraborliklari nozors alsaq:

Sp—8 = Zalj+2a]]+ ) a”o+ > aUO

1 1
+aj ; —[a” ] +[a“ (Jj # o> Jo)-

J#l J#Jo i#ly,Jjo i#lpJo
1 1 1 1
- Y1 - Y @07 - ¥ @DP- Y (e =
J#t J#Jo J#losJo i#lyjo

v a? — (gD —d? +ql >0
=y j, * @i ( ioJo ] [ Jolo D= @iy jo + Ajoiy = n(n-1) :
Buradan da

e R Gy B

(k-1)

oldugunu aliriq. Forz edok ki, bu gayda ilo A matrisini  do
qurmusug, belo ki,
2qk~2)
Y]
tg2(pk_2 (k 2) k_2 k(]z 2) ’ Sk—l quk—2'

lk 262 Jh-2Jr-2

a(kil) = 0’

Ue—1Jk-1

Burada s;_, ve sj_; ilo uygun olaraq, A*D 5 A®D matrislorinin
diaqonaldan konarda olan elementlorinin kvadratlari comi isars edilib.
Uygun xassolora malik olan A® matrisini qurmagq ii¢lin, bu matrisin

miitloq qiymatco on boylik elementini —ai(fl_j?l (p_1<Jjp_y) tapirq.

Bundan sonra agagidaki kimi ortoqonal matrisi qururuq (yazilmayan
elementlar sifirlardir):
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Th Tk
1 0
1
COS @y, —singy,_ Lp1
1
kal = ’ .
1
singy,_ COS Py, Jr-1
1
1

Burada ¢j,_; firlanma bucagini elo segirik ki,
(B _
Biprinr 0
olsun, yoni
2a*D
Ue-1Jk-1

tg 2y =
Q® D _ oD

VAR Y
Yuxaridaki kimi isbat olunur ki,
SL<QSp_1,

burada s; matrisi A* -nin diaqonaldan kenar elementlorinin kvadratlar1
comidir.

Beloliklo, elo {A™} k=02, matrislor ardicilligini qurmus oluruq ki,

Sp<qSp_; <+ < qkso

barabarsizliklori 6danilir. Bu barabarsizliklordon

lim s, =0
—o
oldugunu aliriq. Isbat edok ki,
lim A® = D,
k—o

burada D elo diaqonal matrisdir ki, onun elementlori homin matrisin
moxsusi adodloridir.
Asagidaki kimi diaqonal matriso baxaq:
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ap 0
(k)
D, = o))
0 ag;)
Bu matrisin moxsusi adadlari al(ik ) , moxsusi vektorlari iso
0
0
e;=|1]i
0
0

A® matrisi ti¢iin elo ortoqonal V' matrisi tapmagq olar ki,
va®y =p,
olsun. Burada D), elo diaqonal matrisdir ki, onun diaqonal elementlori
A matrisinin moxsusi odadloridir. Isaralomalors goro
Dye; = al(ik)ei, (Dy, —A(k))ei = (al(ik)I—A(k))ei.

Ogor age)l —A® moxsusi matrisdirso, onda a}ik) ododlori AP
matrisinin moxsusi adedlaridir, yani al(ik ) = A;. Ogar ai(ik - AP geyri-
moxsusi matrisdirse, onda:

e; =(@P1-AM) (D, -AP)e;=(aP1-VD, V') (D, - A®)e; =
=[V(aPI-D VT (D ~AP)e;=V[a® T-D, 1" V(D) ~AP)e;.
Buradan
/| k - ’ k
leills < V71 | taff = D7, IVl [De = A%l
leills =1, VI =[V7ll; =1
oldugundan: 1< H [al(ik)I—Dk]_l‘L”Dk —Agl;
Molumdur ki,

H [ai(f)I -D,1" H3 = mj@lxm.

Tutaq ki,
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1 1

max =
j (k) (k)
! ‘aii ‘ﬁj‘ a4
Onda
k k [
al(i ) —/18 SHDk —A( )H3 < Sp .
Burada
li =0
hyo K
oldugunu nozars alsaq:
lim A® =D
k—o©

oldugunu alariq.

4. Moxsusi adadlarin qisman tapilmasi. Tutaq ki, A matrisi haqiqi
vo simmetrik matrisdir. Bu matrisin moxsusi odadlorini asagidaki qaydada
diizok:

|| 2| 2p| 2+ 2|4, .
Bu moxsusi odadlere uygun ortonormal moxsusi vektorlart z;,2,,...,2,
ilo igaro edok.

Yuxarida verdiyimiz Gsullarda moxsusi adadler vo vektorlarin hamisi
birdon tapilirdi. Indi veracoyimiz {isulda bu mosolo gismen hall olunur,
yani birincini (miitloq qiymatco an bdyiiyiinii) tapdigdan sonra digarini,
0zii do basqga iisulla, tapmaq olur.

Ixtiyari v© vektoru gotiirlib onu z;,2,,...,2, vektorlar iizro ayiraq

U(O) =02tz + -+ ay2,.

Bu vektoru sifirinci yaxinlagma qobul edib digor yaxinlagmalar1 asagidaki
qayda ils quraq:
o™ = AR = alﬂle + azﬂgzz et an/lﬁzn .

ovvalco forz edok ki, /11 sado moxsusi adaddir. Onda

Y A
o® = 2F a2, +(—2) + a2, +~-~+a(—") Zp,
A A

(k)

diisturundan goérsonir ki, kafi qodor boyik k& tg¢in o Vo z

vektorlarmin  istigamotlori  bir-birine  yaxin  olacaqdir  (gilinki

E k
(i—z) ,,(i—") kafi qodor kigik olacaqlar). z,,z,,...,z, vektorlar
1 1

ortonormal sistem togkil etdiklorindon z; moxsusi vektorunun toqribi
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qiymati
L

b,

*
21 =

diisturu ile tayin olunur.
()

zZ; Vo U vektorlarinin e, e,,...,e, bazis vektorlarna nozoron
koordinatlarin1 uygun olaraq z;1,2;7,...,2;, Vo Ul(k),uék),...uflk) ilo isaro
etsok
U;k) = 0!12]'11{{ + azzjzié" +--+ Oanjnﬂ,]fL
olar. Onda
) k+1 k+1
k+1 4 L == et .|
U; +1) » 12 azzﬂ(}qj anzm(llj _/1 (12 ;,J
=4 =4 +0 = |
(k) k k A
Uj 12 ﬂ,n 1
a12j1+a22j2 71 +"‘+an2jn 71
Kafi qodor boyiik £ -lar {igiin
(_k+l)
*_
4 P
bj
Belo ki,
ﬂ/ k
A =2+0 |22 |
1

Indi forz edok ki, 4; moxsusi ododi r — qat tokrarlanandir, yoni

ﬂ’l =/12 ="'=ﬂr Va
M’ll ="'=Mr| >|ﬂ“r+1| Z|ﬂ'r+2| 2"'Zlﬂ'nl'
Bu halda
(k+1) k
Uj = /Il + 0 M
uﬁ.k) 4

Indi ikinci moxsusi odadi tapmaq qaydasini verok:

o®)

k k k
] =alzj1/7,1 +a22j2/12 +"‘+an2jnln

disturunu
(k) _ k k k _
Uj _bjl/?’l +bj2/12 +"'+bjn/1n, bji—alzji
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soklinds yazaq.
Tutaq ki,
[l > 2] > [45] 2 - 2 |2,
Asagidaki determinanta baxaq:
k k
o _| v o
rs U,Ek_'-l) U§k+l)

Asanligla yoxlamagq olar ki,

k
k) _ ok ok A
= {(bﬂbsl =b,105))(A4 = Ap) + O( /1—3 H
Buradan
k k+1
r(sH):ﬂ]/iz-f—O(&j ﬂzziﬂr(;).
50 Al 20
ogor
h=Ay==Alpyy="= ﬂ'rer‘
M’ll > M’r+1| > |ﬂ“r+p+1| 2 2|ﬁ“n|
iso onda
(k+1) y) k
rs =ﬂ,ﬂ, 0 7'+p+1 i
ﬂ,(,f) 17Yr+1 + [ ﬂ'r-*—]

Bu qayda ilo digoer maxsusi adadlari do tapmagq olar.
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IV FOSIL

QEYRIi-XOTTi TONLIKLORIN TOQRIBI
USULLARLA HOLLI

Bu fasildo geyri-xatti tonliklorin toqribi hollorini tapmaq {igiin
miixtalif Gisullar verilir.

§1. Sixilmus inikas prinsipi

Qeyri-xatti tonliklorin toqribi hollorini tapmaq ii¢lin qurulmus yaxin-
lagmalarm y1g1ldigim isbat etdikdo, funksional analiz kursundan molum
sixilmig inikas prinsipindon tez-tez istifado edilir. Ona goéro do bu
paraqrafda sixilmis inikas prinsipi va onun bazi naticalari verilir.

Tutaq ki, R — tam metrik foza, A(x) iso bu fozada toyin olunmus
operatordur. R fozasmna daxil olan, morkozi x* vo radiusu r olan kiironi
S(x*,r)ilo isaro edok:

S(x*,r)={x e R; p(x,x") < p},
burada p(x”,x)ilo x* vo x noqtolori arasindaki mosafo isara edilmisdir.

Ogor ixtiyari xeR (xeS(x",r)) iigiin A(x)eR (A(x)eS(x",r))
olarsa, onda deyirlor ki, A(x) operatoru R fazasinda (S(x",r) kii-
rosindo) tasir edir.

Ogor ixtiyari x,y e R(x,y e S(x",x)) iiciin

P(A(x), A(y) < ap(x,y), a <l
sorti ddenorsa, onda deyirlor ki, A(x) operatoru R fazasinda (S(x”*,7)

kiirasinda)sixan operatordur.
Teorem 4.1 (sixilmis inikas prinsipi).

Tutaq ki, A(x) operatoru R fozasinda (S(x*,r) kiiresindo) tosir edir vo
sixan operatordur. Onda

x=A(x) 4.1)
operator tonliyinin R fozasinda (S(x”,7) -do) yegana halli var, bu hall
x® = Ay (k=12,..), (4.2)

burada x@ e R(x(o) € S(x*,r) ixtiyari elementidir), ardicil yaxinlagsma-
larinin limitidir ve y1gilma siirati agagidaki diisturla toyin olunur
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k
pax®, x)< Tp® .,

burada x (4.1) tonliyinin hallidir.

Isbat1. ©vvalco isbat edok ki, {x(k)} ardicillig1 fundamental ardicilliq
toskil edir.
Tutaq ki, m > k. Onda

p(x™ x®) = pAE™ D), A(xF DY) < gpx ™Dk ED),
px™ D 2By < gp(xm=2) xB=2)y,

(™D 20y < (B ()
buradan
P £ 0y < gF p(mh) O
Digor torofden
p(x(m_k),x(o)) < p(x(o),x(l))+p(x(l),x(z))+---+
+ p(xmhD (m_k)) <px@ N 1+a+a’+---+

m—k- 1)< ©) O

+a p(x

oldugundan

p(x(m) (k))< p(x(o) (1)) (4.3)

Bu barabarsizlikden {x( )} ard101111g1n1n fundamental oldugunu almis
olurug. R fozasi tam oldugundan

lim x® =%
k—wo
alariq.
PAE®),A®) < ap(x™ %)
barabarsizliyindon

lim p(A(x®),A(x)) =0, lim Ax®)=AX).
k—o k—o
Nohayat, (4.2)-don

X=X

olar. Demali, {x(k)} ardicilligi (4.1) tonliyinin hallins y1&ilir.
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(4.3) borabarsizliyindo k — oo gétiirsok {x(k)} ardicilliginin hollo

yigilma siiratini toyin edon barabarsizliyi alariq.
Isbat edok ki, (4.1) tonliyinin halli yeganadir. Tutaq ki, bu tonliyin iki
halli var:

x=Ax), y=A).
Onda
p(x,y) = p(A(x), A(y)) < ap(x, y).
Burada a <1 oldugundan, bu barabarsizlik yalniz x = y olduqda 6donar,
yani (4.1) tonliyinin hoalli yeganadir.

Nohayat, qeyd edok ki, agor foza avozina kiironi gotiirsak teoremin
isbat1 eyni qayda ilo aparilir. Bu halda S kiirosino eyni metrika ilo tam
faza kimi baxilir. (4.1) tanliyinin hallinin S kiirasina daxil oldugu

p(x(k),x*) <r
barabarsizliyinden almir. Dogrudan da,
pE.x") = p(lim x ¥,
k—w
Teorem tamamilos isbat olundu.
Sixilmig inikas prinsipinin basqa sokline baxagq.

x*)= lim p(x® x*)<r.
k—o

Teorem 4.2. Tutaq ki, A(x) operatoru S(x*,r) kiirosindo toyin
olunub va sixan operatordur. Olavs forz edok ki,
P(A(x™),x" )< (1-a)r.
Onda (4.1) operator tonliyinin S(x*,r)-do yegano halli var vo bu hall

(4.1) ardicil yaxinlagsmalarinin limitidir vo yi1gilma siirati teorem 4.1-do
oldugu kimi galir.

Teoremi isbat etmok iigiin A(x) operatorunun S(x*,r)-do tosir
etdiyini gostormak kifayatdir (teorem 4.1-3 asason).
Tutaq ki, p(x,x")<r. Onda
PAX),x7) < p(A(x), A(x™)) + p(A(x"),x") <

<ap(x,x)+(l-a)yr<ar+(-a)yr=r.

117



§ 2. Ardicil yaxinlagsma iisullari

1. Adi iterasiya iisulu. Asagidaki kimi geyri-xatti tonliys baxaq:
x =@(x). (4.4)
Bu tonliyin toqribi hellini tapmaq ligiin asagidaki qayda ilo ardicil
yaxinlagmalar quraq
B =px* Dy (k=12,..) (4.5)

0)

burada x ixtiyari adoddir.

*

Teorem 4.3. Tutaq ki, x
funksiyasi

adadi (4.4) tonliyinin kokiidir vo ¢@(x)

S(x*,r)=1{x;|x—x"|<r}
pargasinda Lipsits sortini:
|p(x) = ()] < afx = y|(x, y € S(x7, 7))
Odayir, belo ki a <1.
Onda ixtiyari x@ e S(x*,r) iigiin (4.5) diisturu ilo toyin olunan
{x(k)} ardicillign x™ hoalline y1gilir vo yigilma siiroti
‘x(k) —x"

*

< ak‘x(o) —-X

(4.6)

diisturu ils toyin olunur.
Isbati. R fozasi ovozino (teorem 4.1-do) bir 6l¢iilii Evklid fozasini
gotiirak vo moasafoni
p(x,y)=x -
diisturu ils toyin edok.
[sbat edok ki,

A(x) = p(x)
operatoru S(x",r) parcasinda sixilmus inikas prinsipinin sortlorini 6doyir.
Tutaq ki, x € S(x*, 7). Onda
PAE").2) =[p(0) ~x| = o) - p(x")| < afe 2| <7,

yoni A(x)e S(x",r) olar. Demoli, A(x) operatoru S(x*,r)-do tosir
edir.
Indi iso tutaq ki, x,y € S(x",r). Onda
PAX), A(Y)) = |p(x) — ()| < alx — ¥ = ap(x, y),
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yoni A(x) operatoru S(x",r) -do sixan operatordur.

Sixilmig inikas prinsipinin sartlori 6dondiyinden (4.4) tonliyinin halli
x* yeganadir vo (4.5) yaxinlagmalari bu hollo yigilir. Askardir ki, yigilma
stiroti

‘x(k) —x*

diisturu ilo toyin olunur. Isbat edok ki, yigilma siirati (4.6) diisturu ilo do
toyin olunar. Dogrudan da

o = x| =) - p(x”)
‘x(k) —x"| < a‘x(k_l) —x"

Teorem isbat olundu.

Biz yuxaridaki teoremds (4.4) tonliyinin hallinin varligin1 qobul edib,
adi iterasiyalarin ona y1gildigini isbat etdik.

Asagidaki teoremdo, sixilmig inikas prinsipindon istifado edarak
hollin varlig1 da isbat edilir.

SN @7

*

< a‘x(k_l) —-X

B

*

S---Sak‘x(o)—x .

< aS‘x(k_z) —-x"

Teorem 4.4. Tutaq ki, @(x) funksiyas1 S(x",r) parcasinda Lipsits
sortini 0dayir vo Lipsits sabiti —a vahidden kigikdir (a <1). Olava
olaraq forz edok ki, x asagidaki barabersizliyi 6dayir

‘x* - (/)(x*)‘ <(1-ayr.

Onda S(x",r) pargasinda (4.4) tonliyinin yegano holli var, bu holl

(4.5) disturu ilo toyin olunan {x(k)} ardicilligimin limitidir. Yigilma

stirati (4.7) diisturu ils toyin olunur.
Isbati. Teoremi isbat etmok iiglin sixilmug inikas prinsipinde R

fazas1 avozine bir dlciilii Evklid fozasini, kiire avozino S(x*,r) parcasini,
A(x) operatoru ovozino ¢@(x) funksiyasii gotiiriilb, bu prinsipin
sortlarini yoxlamagq kifayatdir.

Tutaq ki, x € S(x", 7). Onda

PIAE),x") =|p(x) = 27| <|p(x) - pla")| +|p(a") — 27| <
Sa‘x—x*‘+(l—a)rs ar+(-a)r=r,

yoni A(x) = ¢(x) operatoru S(x",r)-do tosir edir.

Indi tutaq ki, x,y e S(x",r). Onda
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P(A(x), A(y)) = |o(x) - ()| < afx - ¥] = ap(x, ),
yoni A(x)=¢(x) operatoru S(x",r)-do sixan operatordur. Teorem isbat

oldu.
2. Adi iterasiya iisulunun basqa formalari. Tocriibado bazon elo olur
ki, (4.4) tonliyinin daqiq hallini tapmaq olmur, lakin ¢ funksiyasini

p(x) = D(x,x)
soklindos yazdiqda ixtiyari qeyd edilmis y iigiin
x=d(x,y)
tonliyinin doqiq hellini tapmaq olur. Bu halda (4.4) tonliyi iiciin (4.5)
yaxinlagmalari avozina
P =oE® z*Dy (R=12,..)
yaxinlagmalarini qurmagq olverisli olur.
Tutaq ki, ®(x,y) funksiyasi 6z toyin oblastinda hor iki doyisona gora
Lipsits sortini 6dayir:
|D(x, y) — DX, y)| < o] — X| + |y - |
vo oy +a, <1
Askardir ki,
E® 7= joE®, 2 * D) - o3| < ) [f® 7|+ ayfg ¥ - 5|,
[f ) x| < lf‘—il\i(’f*l) -3
Burada x (4.4) tonliyinin hallidir.
(4.4) tonliyi ti¢ilin adi iterasiya {isulunu yazagq:
x® — q)(x(k—l)’x(k—l))_
Onda
‘x(k) - 9?‘ <(a+ay )‘x(k_l) - 9?‘

oldugunu alargq.

<o ta
1-0{1 ! 2

oldugundan {E(k)} ardicilligl (4.4) tonliyinin hollino adi iterasiyaya

nisbaton daha tez yigilir.
Adi iterasiya iisulunun daha bir basqa formasini verak. (4.4) tonliyi

ticiin iki {x(k)} ) {y(k)} ardicilligini quragq:
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2@ 2 3O 2O _ 30 _ ()

k
kD) y(k*l) ~ (y(k+l) _y( ))(y(k+1) —x(k))
k_ b
(y(k+1) - y(k)) - (x(k) —x 1))

(k=23,...,).
Isbat etmok olar ki, bu qayda ilo qurulmus, {x(k)} ardicilligr (4.4) ton-

liyinin halline adi iterasiya iisuluna nisboton daha tez yigilir. Bundan
basqa isbat etmok olar ki, ¢(x) funksiyasimin Lipsits sabiti vahidden

bdyiik oldugda da bu ardicilliq y1gilir.

3. Yiiksok tortibli iterasiya iisullari. Indi iso iterasiyanmn tortibi
anlayism verak vo yiiksok tortibli iterasiyalarin yigilma siirotini toyin
edok.

(4.4) tonliyinin hoallini x ilo isars edok. Ogor

P@=¢'@==¢g" @) =0p" @ =0
sorti 6donarsa, onda deyirlar ki, (4.5) yaxinlagsmalarinin tortibi m oadadine
barabardir.
Forz edok ki, (4.5) yaxinlagsmalarinin tortibi m -dir vo bu yaxin-
lagsmalarin y1g1lma siiratini toyin edok.
@(x) funksiyasi ti¢iin (X noqtesi otrafinda) Teylor diisturunu yazaq:

—2
_ _ gy, — X—X ", ,—
o)~ = (- D) @) + T @) oot
=) = (x=X)™
S e @+ S,
Buradan
- (x_-’?)m m
¢(x)—x=T¢ (&)
vo yaxud x = x D gobul etsok:
(k=1)  —ym
- (x -
R e LI

m!
oldugunu alariq.

M, = max‘(p(m)(x)‘
X

ilo igara edok. Burada maxsimum X -nin yaxin otrafindaki noqtolor {igiin
gotiiriilir. Onda
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e | < e g,

yaxud
‘x(k) _E‘ B (%)l+m+m2 foermf ‘x(o) ) _‘mk _
ns k
{2
m* -1 m —om”k 41
_ (% £© _ED MU e
ogor
@ <1 Zm 0 g <1
olarsa,

mk -1
‘x(k) —3?‘ <g m-l

oldugunu alariq. Bu da {x(k)} ardicilliginin hoallo y1g1lma siirstini toyin

edir.
4. Yiiksak tortibli iterasiya qurmagq iiciin Eytken iisulu. Yuxarida
gordiik ki, x =¢@(x) tonliyi iiciin x,, =@(x,_;) (n=12,...) iterasiyalari,

x, (sifirmer yaxinlasma) daqiq holle- x* yaxin oldugda vo ‘@'(x*)‘ <1

sorti 6dondikdo, asagidaki xassolora malikdir:
lim x, =x",8, =x, —x" =[p'(x")];, .
n—ow

Demoli,

x, xx" +£0q",q=0'(x"),
X, -nin y18ilma siiratini giiclondiron ¢evirmani tapmagq tiglin
S, =S+Aq"(q|<;n=0,,...)
iistlii funksiyaya baxaq. Askardir ki,
S, -S S-S
5,.,-5-%8. -5 ¢
n—-1"— n

Onda
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(St =8)(Sp1=8)=(S, - 5)*.
SnHSn—l _Si )
Sn+1 - 2Sn + Sn—l
Aldigmmiz bu ¢evirmo S,, ardicilligint o,, ardicilligina cevirir:
o, = SnHSn—l — SrzL )
" Sn+1 _2Sn +Sn—1

Bu ¢evirmays Eytken gevirmasi deyirlor. S, =S+ Aq" ardicilligina bu

S =

cevirmeni totbiq etsok, ixtiyari n ig¢in o, =S = lim S,, olar. Ogor S,
n—»w

ardicilligr  istlii funksiyaya yaxin qaydada yigilsa, onda Eytken
cevirmasini totbiq etdikde alman yeni ardicillq S= lim S,,-5, S,
n—0

ardicilligindan siiratlo y1gilar.

Buna gore do adi iterasiya tisulu ilo tapilan x,, -0 Eytken ¢evirmosini
totbiq etsok, yeni alinan ardicilligin yi1gilma siirati artar. Asagidaki gayda
ilo x,, vo x,, yaxinlasmalarini quragq:

Xy = (), = @) = plp(x,)].
X,,%,,%, l¢lin Eytken ¢evirmosini yazagq:

apxn —[, P xele(e)lp’(x,)

Xy =205 4%, Olo(x,)]=20(x,) + X,
oldugunu alariq. Bu yaxinlagmalara Stefenson yaxinlagmalari deyilir.
Askardir ki,

Xn+l =

2
D(x) = 2OlP®)] =" (x)
Plo(x)] = 2¢(x) +x
isaralomosini aparsaq, Stefenson yaxinlagmalarini
x =D(x)
tonliyi iiclin adi yaxinlagmalar soklinda:
xn = q)(xn—l) (n = 1,2,. . )

yazmagq olar.
Isbat etmak olur ki, [2], agor x,, =@(x,_;) yaxmnlasmalari r tortib-
lidirsa, onda Stefenson yaxinlagsmalarinin tartibi r -don boyiikdiir.

5. Vatorlor iisulu (xatti interpolyasiya iisulu). Asagidaki sokildo
tonliys baxaq:

f(x)=0. (4.8)
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Tutaq ki, f(x) hoqiqi doyisonli hogiqi funksiyadir, x iso (4.8)
tonliyinin haqiqi kokiidiir.

Tutaq ki, f(x),f(x),f"(x) funksiyalar1X ndqtesinin otrafinda
kosilmozdir vo f'(x), f'(x) funksiyalari bu otrafda 6z isarolorini
saxlayirlar. Bu o demokdir ki, f(x) funksiyasi x otrafinda isarosini
dayisir vo bu ndqta f(x) -in sads kokiidiir.

Forz edak ki, x@ elo noqtadir ki,

fEf"@*)>0
sorti 6donir.
(4.8) tonliyina ekvivalent olan

_x©® 2O ) = xf (@
X =) =x - TE o XTI )
fx)—f(x™) fx)—f(x™)
tonliyino baxaq. Askardir ki, x bu tonliyin do koki olar. (4.9) tonliyi
ticlin adi ardicil yaxinlagsmalar quraq.

Birinci yaxinlagsma olarag X noqtesinin yaxin otrafindan elo x®
noqtasi gotiirak ki,
faf ™) <0
sorti 6dansin.
Digor yaxinlagmalar agagidaki kimi qurulur:

(0) £ (B=Dy _ 4o (B=1) £,.(0)
ONE 0 € . 1) X Of(x ) (k=23..). (4.10)
fE D)~ f@®)
Ogor (x(o),f(x(o))) &) (x(k_l), f(x(k_l))) noqtalorindon kegon diiz
xottin absis oxu ilo kasismo ndqtasini tapsaq, bu tapilan ndqtenin absisi

(4.10) diisturu ilo toyin olunan x® olar (sokil 1). (x©,f(x?)) v

(x(k_l), f (x(k _1))) noqtalerinden kegon diiz xatt y = f(x) oyrisinin votari
oldugundan, bu iisula vatorlor {isulu deyirlor. Digor torofdon x(k),f (%)
funksiyasinin x(O),x(kfl) noqtalorindaki giymatlora gora qurulmus xotti

interpolyasiya ¢oxhadlisinin koki kimi tapildigindan, bu {isula xotti
interpolyasiya lisulu da deyirlor.

Isbat edok ki, (4.10) diisturu ilo toyin olunan {x(k)} ardicillig

yigilandir.
Askardir ki,
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[xVF @) - N @) - FE)] - F @ f @) - % ()] _

9'(x)= -
[f@) - f&)P
_ [N+ @ -2 Df'®)
f@©)
(f(@)<0, f"(x)>0) (f@)>0, f"(2)>0)
YA yA
N z® A7)
I \:\%\ z@ z® z® :c(z)//// ﬂ
FEENN I\\ I T I 7 /% o® x’
\\\\l | ///
y=f(z) y=f(z)
N (f(2)<0, f"(2)<0) \ (f@)>0, f'(z)<0)
A
T @ Y y=f(z) _
| \\ // |
I \\ I\\\ zz® 9%/ I// I >
o @\ [ T [ @ -
} ’ \\:N ’ l///j Aac/<3>m o
Sokil 1.

Teylor diisturuna ssason

-2
f@)= @)+ - D @ + S (@)
oldugundan
@ -5)°

fEN =@+ -D)f @ + "),

— (02
Fa®)+ @ -2 @ = T )
Onda
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') @ -y’

f(x(o)) 2 '

x©@ Kafi godar X -0 yaxin olduqda, x =x ndqtesinin strafinda
[P <a <1, |p@) -] <ax-y

olar. x® noqtesini do bu otrafda gotiirsok, teorem 4.3-0 asason (4.10)

9'(x)=

disturu ilo toyin olunan {x(k)} ardicilligr (4.8) tonliyinin halline

yigilacaq.
Nohayat, qeyd edok ki,

(k)
‘x(k)—f‘ﬁm, m= min_|f') (4.11)

m O e ®
diisturu vasitesilo hor addimda buraxilan xatanin qiymestini tapmagq olar.
(4.11) diisturunun dogrulugu

fe®) = f®) - @) = f () -x)
borabarliyindon ¢ixir. Nohayot, qeyd edok ki, vatorlor iisulu bir tortibli
iterasiya lisuludur.

6.Toxunanlar iisulu (Nyuton iisulu). Tutaq ki, [a,b] pargasinda
(4.8) tonliyinin yalniz bir halli var vo bu parcada f'(x),f"(x) kosilmozdir
va sifra ¢evrilmirlar.
Forz edak ki, x@ elo noqtadir ki,
fEf'@®)>0
sorti 0donir.
(4.8) tonliyina ekvivalent olan

f(x)
xX=p(x)=x—= (4.12)
f(x)
tonliyine baxaq. Askardir ki, X bu tonliyin do kokii olar.
(4.12) tonliyi ligiin adi ardicil yaxinlagsmalar quraq:

(k-1)
) = kD _ ]i:(_(kff))) (k=12,..). (4.13)
x
Ogor (x(k_l), f(x(k_l))) noqtesinds y = f(x) funksiyasina ¢okilmis
toxunanin absis oxu ilo kasismo ndqtesini tapsaq, bu tapilan ndqtonin

absisi (4.13) diisturu ile toyin olunan x® olar (sokil 2). Ona gors do bu
tisula toxunanlar {isulu deyirlor. Bu tisulu ilk dofs Nyuton verdiyindon,
ona Nyuton iisulu da deyirlor.
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Isbat edok ki, (4.13) diisturu ilo toyin olunan {x(k)} ardicillig

yigilandir.
Askardir ki,
¢'(x)=0.
Ona gora do X -in yaxin atrafinda
lo'(x)| < a <1.

Ogor x® noqtasinin bu otrafdan gotiirsok, onda (4.13) diisturu ils toyin
olunan {x(k)} ardicilligr (4.8) tonliyinin halline yigilar (teorem 4.3-5
9sason).

Indi iso {x(k)} ardicilliginin halls y18ilma siiratini tapaq.

Teylor diisturuna asason:

£ = F D)+ £t - B0y 4 L0 - B D)2,

(f(@)>0, f"(x)>0) (f(x)<0, f"(x)>0)
yA YA
| |
7 R
YA L \N\z g
I/ 2@ a0 z m(%(uza)\\l 5
| |
L Y=1(2) y=f(z)
(f(@)>0, f"(x)<0) (f(x)<0, f"(x)<0)
y A yA
y=f(x) | | y=f(z)
PROPROPNC) I _ I 2@ z® 7©
W& z N\ ¢
| / A
|/ \|
Sokil 2.
Buradan
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0=Ff@) =f* N+ fFe* D) -a* D)+ %f”(g(k) )& -2k D)2,
f(x(k_l)) e = 1 f”(f(k)) — (k=12
m—x —x—Em(x—x ) .

Bu diisturu (4.13)-do nozoro alsaq:
() = D) = f(x(kfl)) :lfrr(é:(k—l))
f/(x(k—l)) 2 f,(x(k—l))

X (x —x* D)2 o1

dugunu aliriq. Buradan

‘x(k) —3?‘ < % x =D —37‘2,

M= el m= minJf )

vo yaxud
k
k 0 —_IN\2
o oo (M ot (Mg -F) om
‘x( )—x‘ﬁ —2 x(O)—x‘ = L
Zml 2m1 M2
ogor
M _
= x(o)—x‘=a<1
my
olarsa,

] k2
‘x(k) _x‘ <g? M
2
alariq. Bu da {x(k)} ardicilligimin holls y1gilma siiratini toyin edir.

Nohayat qeyd edok ki, toxunanlar tisulu iki tortibli iterasiya iisuludur.
Nyuton tisulu ilo yaxinlagmalari hesablamaq liglin hor dofo f(x)

funksiyasmin tdromesini hesablamaq lazimdir. Hesablamani azaltmaq
ticlin yaxinlagmalar1 bazon asagidaki diisturlarla (Nyuton soklini doyismis
isulu)
(k)
x D = x(B) —’(fx—()) (k=0,1,2,...)
f'@®)

hesablayirlar. Bu iisulun xatasini &, = x®

FB) = fE + 2) = auf @) + S o2 @)+

disturundan istifado etsok:

—Xx hesablamagq ti¢lin
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_ f'(x) 1 [f® o
gk“_8’{1_f’(x<°’>}f’<x<°>>[ 2 g’””}
oldugunu alarq.

x(k),x(k+l) yaxinlagmalarinin X -yo yaxin oldugunu gobul etsok,

xota ticlin asagidaki diisturu almis olarq:

Epyl R {1 - f{;::o)))}ek =qé&y,.

Askardir ki, bu isulun y1gilma siirati Nyuton {isuluna nazoran zaifdir.

7. Hesablama xatasinin iterasiyanin yigilmasina tasiri. Molumdur ki,
verilmig tonliyi hall etmoak ii¢ilin taqribi lisullardan hor hansi birini totbiq
etdikdo tisulun xotasindan bagqa, hesablama xstasinm1 da nazoro almaq
lazimdir, yoni yalniz iisulun xatasin1 deyil, tam xotani ({isulun xotasi vo
hesablama xatas1) qiymatlondimok lazimdir.

Indi adi iterasiya iiciin tam xotani hesablayaq. Tutaq ki, ¢@(x)

funksiyasi S(x(o),r) parcasinda Lipsits sortini 6doyir vo Lipsits omsali
a <1-dir. ©lavs olaraq forz edok ki,
@ —pxO)<1-a)y-p
0<pg<d-a)r.
Iralido isbat etdik ki, (teorem 4.4) (4.8) tanliyinin
S(x(o),r) -da yegana holli var va (4.9) yaxinlagmalar1 bu halls yigilir:

lim x* =x.
k—ow

Indi iso asagidaki yaxinlasmalara baxaq:
i = (o(a?(k_l)) +p, 80 =xO=12,.)

burada p;, odadi (X (k _1)) hesabladiqda buraxilan xatadir.

Forz edak ki,

x| < pog” (0 < g <1).
isbat edok ki, ixtiyari k iigin ¥ € S vo
F® -2 < py@* !+ @ g v g g 414)

dogrudur. Askardir ki,
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£ —x®) = |px® + gy —x0)| <o ®) @]+
+olsA-a)yr—py+py<r,
[#0 -0 = | )+ o - o) =] p1| < o,
yoni X DeSvo k=1 olduqda (4.14) borabarsizliyi dogrudur.

Tutaq ki, ¥V € S vo (4.14) k<m iiiin dogrudur.
Onda

O]ty )0
<afg ™D 2O+ 0] 4o ®) + 20| < ar + pog" ! +

+(l=a)r=py=r+py(q" " D <r,
yoni ¥™ e S Digor torofdon
[ x| < @) — D) 4 | <
< a‘i(m_l) - x(m_l)‘ + g <apy(@™ P+ g4+

+qm—2)+poqm—1 =,00(0!m_1 +am—2q+n_+aqm—2+qm—l)'
Riyazi induksiya {isuluna oasason deys bilorik ki, ixtiyari {igiin
i®es vo (4.14) dogrudur.
Molumdur ki,

kr .

‘x(k) —3?‘ < ak‘x(o) —3?‘ <a
Onda
‘E(k) —3?‘ < ‘E(k) —x(k)‘ + ‘x(k) —3?‘ <afr+ py(a” '+
+ ak_zq 4+t aqk_z + qk_]).
Buradan q <1 oldugundan
‘i(k) - 3?‘ <a®n+kpy[max(a, ol".

Bu da adi iterasiya ii¢lin tam xatanin qiymotidir. Bu barabarsizlik onu
gostorir ki, halli istonilon daqiglikls tapmaq olar.
Qeyd edok ki, ¢ =1 olduqda

\W) —x\ < akr+1kﬂ.
-a

Bu halda hesablama xotas1 aradan qaldirilmur.
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§ 3. Lobacevski iisulu
Biz bundan ovvalki paraqrafda qeyri-xatti tonliklorin halli {igiin
miixtolif taqribi iisullar verdik. Xiisusi halda, f'(x) funksiyasi ¢oxhadli
olan halda bu {isullardan forqli bir ¢ox olavo lisullar da vardir. Belo
iisullardan biri Lobagevski tisuludur.
Asagidaki kimi cabri tonliys baxaq
apx" +ax" -+ a, x+a, =0 (4.15)
va forz edok ki, bu tenliyin kokleri x,X,,...,X, hoqiqidir vo
oy | >> |205] >> - >> x| (4.16)
sortini 6dayir. Burada ">>" kafi qodor boylikdiir isarssidir.
Cobr kursundan malumdur ki,

Q)
Xg+Xy +rt Xy, =——)\,
Qg
a)
xle +xl.’)C3 +--- +xn_1xn =—,
Qo
as
X1X0X3 + XXX g + -+ X 02X, 1 X, = o (4.17)
0

oldugunu alangq.
Sistemin ikinci tonliyindon iso

X% Xp_1X a
x1x2(1+ 173 4. 4 2ol ”j:—z
X% X1%3 Qg
) )
XXy ®R—=,Xp ®———.
Qg a
Bu prosesi davam etdirmoklo
a .
x; ~— i=12,...,n) (4.18)
Qi
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oldugunu alariq.

Demali, agor (4.15) tonliyinin koklari (4.16) sortini 6doyirss, onda bu
tonliyin koklori (4.18) diisturlar ils toyin olunur.

N.N.Lobagevski (4.15) tonliyi vasitosilo elo tonlik qurur ki, alinan
tonliyin koklori uygun olaraq avvalkinin koklorinin kvadratina barabor
olur. Koklor haqiqi vo miitlaq gqiymotco miixtalif oldugda bu prosesi
davam etdirmokls alinan yeni tonliyin koklorinin (4.16) sortini 6demasini
tomin etmak olar. (4.18) diisturlar1 vasitasilo yeni tonliyin koklarini tapib,
sonra iso (4.15) tonliyinin kdklarini tapmaq olar.

Lobagevski tisulunu tatbiq etmoak ti¢iin (4.15) tonliyini

ag(x —x)(x —x5)--- (X —2%x,) =0
soklinds yazaq. Onda
ag(x+x)(x+x5) - (x+x,)=0
tonliyinin koklari (4.15) tonliyinin koklorinin oks isarasine barabardir.
Bu axirmer iki tonlikdon

ap (x® —xf)(x? —x3) (x> —x7) =0

oldugunu alariq. Burada z = —x? gotiirsak, yeni aldigimiz tonliyin koklori

2 2 2
—X1 X250 Xy

olar. Bu tonliyi yazmaq tigiin (4.15)-1
apx” —ax" 4k (=), x+(-)"a, =0
tonliyine vuraq:

2.2n

adx® —(af —2agay)x*"?

+(a3 —2a1a3 +2a9a)x >+ +(=1)" a2 =0.

Burada z =—x? ovozlomosini aparsaq:

adz" +(af —ayar)2" ! + (a3 —2aya5 +2a0ay)2" 2+ +al =0.

oldugunu alargq.

Indi iso forz edok ki, (4.15) tonliyinin kompleks koklori do var:

%Xy = p(cosp+1sin @), x3 = p(cosp —isin ).
Forz edok ki, qalan koklor
ot > Joea| > 3| > e >+ > oy |

sortini 6dayir.

Lobacevskinin yuxarida sorh etdiyimiz tisulunu (4.15) tenliyine m
dofo tatbiq edib, alinan tonliyin koklari {igiin (4.17) asililiglarini yazaq:
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c
P A R L I
Co
c
P AR A T L VL
Co
c
N ¥ SO Y N
Co
c
xfxk..xk =1
Co
burada k=27
Forz edak ki,
xlk >>pk >>xff >> e >>xﬁ.
Onda
c
Ny
Co
k. k
XX c
2x1kpk cosko+ 1}, 4k +ooe | =22,
2x1vp CO
kE 2k _C3
x ~—,
1P c

Bu sistemi holl edib biitiin haqiqi kokleri vo kompleks koklorin

modulunu tapmaq olar. Kompleks koklorin arqumenti
X +2pcosQ+x,+--+x, =4
Qo
tonliyindon tapilir.
Nohayat, oagor (4.15) tonliyinin koklerindon bezilori bir-birine ¢ox

yaxin olduqda, mesalen, x, =~ x5 olarsa, onda

k ]
(%129%3)" 4o =—=
Co
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tonliyindon x,x5 hasilini tapiriq. x, ve x3 mochullarii tapmaq fgiin
ikinci tonlik x; + x5 = p gotiiriiliir. Burada p ododi x? - DX +%X%3
tichadlisinin f(x) -in béloni olmasi sartindon tapilir.

8. Interpolyasiya iisulu. Forz edok ki, L,(x) ¢oxhadlisi x,
Xy,...X, diyiin nogtolori vo f(x) funksiyas! ii¢lin interpolyasiya ¢ox-
hodlisidir:

n+l

f(x)—Ln(x)=%(x—xo>---<x—xn)

(4.8) tonliyinin hallini x™ ilo isaro edok:

fx")=0.
Bu halli tapmagq iigiin

L,(x)=0

cabri tonliyine baxaq ve bunun hellini x ilo isars edok. L, (x) ¢oxhadlisi
f(x) funksiyasina yaxin oldugu ligtin X -ni (4.8) tonliyinin toqribi holli

kimi gobul etmok olar. Bu halda buraxilan xota asagidaki qayda ila
qiymotlandirilir.

I & gy (E ) = )~ Lo () = () = )~ ")
(n+1)! 0 n
barabarliyinden
(n+1)
E-x ) =L S ),
. M,
X—x :me %) (X —x,)),
burada

M,, = mﬁx‘f('”l) (x)‘, my = mxin|f(x)| #0.
Burada biz forz etdik ki,
L,(x)=0
tonliyinin doqiq hollini tapmaq olar. Tacrilbbado bu homiso miimkiin
olmadigindan bu tenliyin do toqribi hallini tapirlar. Bunun iigiin L, (x)
coxhadlisinin xatti hissasini ayirib, xatti tonliyi hall edirlor:
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Ly, (x) = f(x) + (x =) (20,) + Fp () = 0,
f(xn)+(x—xn)f'(xn) =—F, (x),

=Xp = f( ) [f () + Fy, ()]

vo bundan sonra bu tenliyin toqribi hollin tapmaq iiclin iterasiya
iisullarindan birini totbiq edirlor.
§4. Qeyri-xatti tanliklor sisteminin taqribi iisullar1 haqqinda

1.Adi iterasiya iisulu. Asagidaki kimi qeyri-xatti tonliklor sistemini
nozordon kegirok:

x; =@;(x1,...,%,) (E=L12,...,n). (4.19)
Bu sistemi vektor soklinds yazaq:
x = @(x),

burada x e E" (E™ n-dl¢iilii Evklid fozasidir),
P(x) = (@ (%), P (X)).
Sixilmus inikas prinsipinde R=E",
S r)={xeE", || x-x" | jn<7)

vo A(x)=@(x) qgobul etsok (4.19) sistemi {igiin uygun teoremi s6ylomok
olar.

Teorem 4.5. Tutaq ki, ¢;(x1,%5,...,%,) (—0<xq,...,%, <o) funk-
siyalar1 Lipsits sortini 6dayirlor:

n
|(pl(xlaxzaaxn,)_(DL(yIayZa7yn,)|S Zlazj|xj _y]|
J:
Vo

o =max ) a; <1.
1<L<nz

Onda (4.19) sisteminin yegana halli var vo bu hall
x® = g (P D 2Dy (=12, (4.20)
boraborliklori ilo toyin olunan {xlgk)} (i=12,...,n) ardicilliglarinin li-
mitidir. Belo ki, y181lma siiroti asagidaki diisturla toyin olunur:

[ -], < -2,
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Teorem 4.2-don istifado etsok asagidaki teoremin dogru oldugunu
alariq.

Teorem 4.6. Tutaq ki, ¢;(x,...,x,) (Jx; —x;|[<r) funksiyalar
Lipsits sortini 6dayirlar:

n
|¢i(x1’x2a'~-sxn)_wi(ylsyZN-'ayn)l < Zlalj|x] _yj|
J:

Vo a = lrzla<x Za < 1. Bundan bagqa, forz edok ki,
1 n

@ (X1, x0)—x; | <(I—a)r (i=12,...,n).
Onda (4.19) sisteminin yegana holli var va bu hall (4.20) diisturlar ilo

toyin olunan {xl(k)} (i=12,...,n) ardicilliglarinin limitidir. Belo ki,
yi1gilma siiroti agagidaki diisturla toyin olunur:

I R R

2. Zeydel iisulu. Indi iso (4.19) sistemi {i¢iin yaxinlasmalar1 asagidaki

qayda ils quraq:
(P) — o (x(k—l) fék—l)’fék—l) ~r(lk11)’~(k 1))
k ~(k) ~(k=1) ~(k—1 ~(k=1) ~(k-
()_¢(() é l),x3( ). 7(111)’( 1))

k k k) ~(k-1 k-1) ~(k-1
7Y = &M, 2N & ’,...,x,ﬁ_l LEED,
............................................................... 4.21)

~(k ~(k) ~(k) =(k k k-1
F0 = g G0 7D 7B g® Dy

LA I’L 17

Forz edok ki, teorem 4.5-in sortlori 6donir. Bu o demokdir ki, (4.19)
sisteminin yegana halli var va

- s et =

burada x® = (xl(k),xgk),...,xﬁtk )) yaxinlagmalari (4.20) ils toyin edilirlor;

, (4.22)

1

X 1s9 (4.19) sisteminin hallidir.
Indi iso (4.21) yaxilagmalarinin (Zeydel iisulunun) y1gilma siirotini

tapagq.
Askardir ki,
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2 = g (P P B ) (=12,.0m).

L 1°
Ona gora do
x .

-1 n
k) = k) =
‘xl( )—xi‘SZaiJ-xﬁ. )—xj‘+2aljx j
j=1 j=1
1-1 n
k) (k-1)
< [ZI“UJH"( _xHI +(ZlaijJHx _x“1'
J= J=

Hx(k) a EH]

b

(k-1 _ =
J

o

Tutaq ki,

-z, [ a<ig<n).

Onda .
[ -5, s[?z“aionux<k> | +( £ e Jot o
= =1,
. J=h
> o

MR P!

1

1= 4 Piyj
j=1

Hx(k) _EHI < Qe

) EHI. (4.23)

Burada

Bu da Zeydel yaxinlagmalarinin y1g1lma siiratini toyin edir.
Askardir ki, ax < a.Ona gora do (4.22) va (4.23)-1i miiqayiso etdikda

goriiriik ki, xotti sistemlordo oldugu kimi, qeyri-xotti sistemlordo do
Zeydel yaxinlasmalari, adi ardicil yaxinlagsmalara nisboton daha siirotlo
hollo y1g1lir (teorem 4.5-in sortlori daxilinds).

Beloliklo, asagidaki teoremi isbat etmis olurug.

Teorem 4.7. Tutaq ki, ¢;(xi,...,x;,) (-0<x{,%X,,...,X, <o) funk-

siyalar1 Lipsits sortini 6doayirlor:

n
|0; (1o ) = s Y1 ) < X = y5| G=12,..,m)
p=i
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Va
n

a=max ) a;; <l.
1<z<nz

Onda (4.21) diisturlart ilo toyin olunan fi(k)(i=1,2,...,n) Zeydel

yaxinlagmalari (4.19) sisteminin yegana hollino y1gilir vo y1gilma siirati
[ -, <oV} -],

disturu ilo toyin olunur. Belo ki, Zeydel yaxinlagmalari adi ardicil
yaxinlagmalara nazoron daha siirotlo y1g1lir.
3. Nyuton iisulu. Asagidaki kimi qeyri-xotti tonliklor sistemins ba-
xaq:
fi(x),%9,...,%,)=0 (=12,...,n), (4.24)
yaxud
f(x)=0,
burada
X =(%1,%0,..,%y,),
f(x) = (h(x), ()., [ (%))
Forz edok ki, n-dlgilii Evklid fozasiin (4.24) sisteminin hollinin
daxil oldugu hor hansi qabariq G ¢oxlugunda, f(x) funksiyasi
kosilmozdir, birinci tortibindon kasilmoz téromalori var vo

Oh Oh . Oh
Ox; 0x, 0x,,
fo(x)=| 6x;, ox, ox,,
0x; 0x, ox,,

matrisi x =X noqtesindo (x ilo (4.24) sisteminin holli isara olunur)
geyri-moxsusi matrisdir. Onda agkardir ki, bu matrisin, X ndqtesinin
yaxin atrafinda, torsi var vo bu tors matrisi fx_l(x) ilo isara edak.
(4.24) sistemini asagidaki sistem ilo ovoz edok:
x=p(x)=x~f (@) (). (4.25)
Askardir ki, X eyni zamanda (4.25)-in do holli olacaq. (4.25) sistemini
hall etmoak {iciin adi iterasiya lisulunu quragq:

2P = pa* )y = *D — £ FD) By (R=12,..), (4.26)
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burada x© = (xl(o),xgo),. ..,xﬁlo)) vektoru G -0 olan ixtiyari vektordur.
(4.26) yaxinlagmalarini
MONINCO I [x(k—n]f[x(k—l)]

vo yaxud

™ of;[
z—fl A =2 = ) (=12, k=12, (427)
J=l J

soklinds do yazmagq olar.

(4.27) sistemi x](k) xg’), (k) machullarina nozoron bircinsli ol-

mayan xotti cabri tonliklor sistemidir. Bu sistemi holl etmoklo {xi(k)}
ardicilligini tapmaq olar. (4.27) ardicilligmin qurulmasima Nyuton tisulu
deyirler. {xfk)}(izl,Z,...,n) yaxinlagmalarinin  tapilma iisulundan

goriliniir ki, hor yaxinlasmani tapmaq {igiin xatti cobri tonliklor sistemini

holl etmok lazimdir. Tocrilbbado bu ¢otinlik torotdiyindon {x(k)}

yaxinlagsmalarini agsagidaki tonliklar sistemindon tapirlar:

n ofix ] ) et k-1 ,
,Zlej[xﬁ' Pl = PN (=12, m5 R=12,.0). (428)
Tabiidir ki, (4.28) sistemindon tapilmis yaxinlasmalarin halls y1gi1lma
stirati (4.27) sistemindon tapilmig yaxinlagsmalara nisbaton daha zaifdir.
(4.27) vo (4.28) yaxinlasmalarin1 (4.24) sisteminin hollino yi1gilmasi
iclin kafi sortlorin tapilmasi vo bu yaxinlagsmalarin yigilma siiratlorinin
giymatlondirilmasi L.V. Kantorovi¢ vo Q.P. Akilovun, darsliyin axirinda
verilmis adobiyyatdaki kitabda genig gorh edilmigdir.
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I HiSSO

DIFERENSIAL VO INTEQRAL
TONLIKLORIN TOQRIBi USULLARI

V FOSIL

ADI DIFERENSIAL TONLIKLORIN
ODODIi USULLARI

Molumdur ki, diferensial tonliklorin daqiq hellini ¢ox vaxt tapmaq
miimkiin olmur (xiisuson qeyri-xatti diferensial tonliklorin). Buna goro do
belo tonliklori hall etmok {iglin miixtalif toqribi tisullar vardir. Diferensial
tonliklori holl etmoak tigiin verilmis toqribi {isullan iki qrupa ayirmaq olar:
analitik vo odadi iisullar. Analitik toqribi {isullarda axtarilan hsllo yaxin
funksiya tapilir va bu funksiyani diferensial tonliyin toqribi halli kimi gabul
edirlor. ©dadi toqribi tlisullarda isa hallin verilon ndqtelerds daqiq qiymatlori
avazina taqribi qiymatlori tapilir.

Biz bu fosilde asason adadi iisullar veracoyik. Analitik iisullar hag-
ginda genis malumati, masalon, doarsliyin axirinda verilmis adobiyyatda
gostorilon Y.C. Mammadovun kitabindan almaq olar.

§ 1. Analitik taqribi iisullar
Tutaq ki,
¥ =f(x,y) (5.1)
bir tortibli geyri-xatti diferensial tonliyin elo hallini tapmaq toalob olunur
ki, agagidaki baslangic sartini 6dasin:
Y(x0) = Yo- (5.2)
1.Adi iterasiya iisulu. (5.1),(5.2) masalasinin toqribi hallini tapmaq
ticlin agagidaki qayda ilo yaxinlagsmalar1 quraq:

Ya@) =30+ [fl6.Yp@ld (=12...).  (53)

X0
Burada y,(x) sifirinct yaxmlagmast f(x,y)-in tayin oblastindan

gotliriilmiis ixtiyari funksiyadir.
Sixilmis inikas prinsipindo
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R:C[x09x0+X]s S:S(y()ar):{yally_yollc Sr}a

A(y)=yo+ [ flx, y(x)]dx

X0
gotiirsak, agsagidaki teoremin dogrulugunu almis olariq.
Teorem 5.1. Tutaq ki, f(x,y) (xg<x<xy+X,|y—yo|<r)
funksiyas1 kasilmozdir vo y -0 nozaran Lipsits sortini 6dayir:

|f (e, = f(x, )| < L]y -5].
Bundan basqa, forz olunur ki,
Xmax(L,M)<1, M= ?1a)§|f(x,y)| (5.4)
x’y

sorti do 6donir.

Onda (5.1), (5.2) masalesinin [x(,xy+X] pargasinda toyin olunan
yegana halli var, bu hall (5.3) yaxinlagmalarinin limitidir ve y1gilma siirati
asagidaki diisturla toyin olunur:

n
[ )= 30| <A E | () - 3o )

Dogrudan da (5.4) sortinden A(y) operatorunun S kiirasinds tasir
etdiyi, Lipsits gorti vo (5.4)-don iss sixan operator oldugu alinir.

Qeyd edok ki, sixilmis inikas prinsipindon istifade edib, yiiksok
tortibli diferensial tonliklorin hollini tapmaq {igiin do ardicil yaxinlagma
tsulunun y1g1ldigin isbat etmok olar. Masalon,

' =1(x,), (x0) = Yo, ¥'(%0) = o
masalasinin halli iiclin sixilmis inikas prinsipini tatbiq etmak iigiin

X
A(y) = 5o +(x —x0)yp + [(x—8)f[s, y(s)lds
X0
gotiiriib, kesilmoz funksiyalar fazasinda bu prinsipin sartlorini yoxlamaq
kifayatdir.

Nohayaet, gqeyd edak ki, (5.1), (5.2) masalasini hall etmok iigiin bazon
adi iterasiya tisulunun saklini doyisib totbiq etmok olverisli olur. Masalan,
tutaq ki,

f(x,y)=F(x,y,5)

va F(x,y,2) elofunksiyadir ki, ixtiyari qeyd edilmis 2 (x) finksiyast iiciin

¥'=Flx,y,2 ()], ¥(x0)=y0, ¥'(x0)=0
masalasinin doqiq hallini tapmaq olar. Bu halda yaxinlagsmalar1 asagidaki
sokilde qurmagq oslverislidir:
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= F(, Y0, 9n1)s Yn(%0) =0, Yn(@0) =y (n=12,..)
Isbat etmok olar ki, miioyyen sortlor daxilindo bu yaxinlagmalar,
masalonin holling adi iterasiyalara nozoron daha tez y1gilir.
2. Caphigin iisulu. Bu iisulun sorhindo diferensial borabarsizliklor
haqda asagidaki teorem asas rol oynayir [12].
Teorem 5.2. Tutaq ki, f(x,y) (xg<x<x5+X,—0<y<o) kosilmoz

funksiyadir. ©gar diferensiallanan V(x) (xq<x<xy+.X) funksiyasi
dV(x
O Sl Vel V)=
diferensial bsrabarsazhyml 0dayirse, onda
Vi) <u(x) (xg<x<xy+X)
olar. Burada u(x) (5.1), (5.2) mosalasinin hallidir.

Bu teoremdo “<” isarasini “<” isarasi ilo ovoz etsok, yeno teorem
dogrudur. Capligin iisulu ilo (5.1), (5.2) masoalosini holl etmok {igiin
yaxinlagsmalar1 quraq. Farz edok ki, f(x,y) (xg<x<xy+X,—0<y<o0)

kosilmoz funksiyadir. Yo(x) VO Yo(x) (xg<x=<xg+X) ilo elo

diferensiallanan funksiyalar1 igsare edok ki, uygun olaraq, asagidaki bo-
rabarsizliklori 6dasinlor:

dy(®)
e <152, 36 =30

dy, _ _
yc(l)ygx) > flx, Yo (x2)], Y(x0) = ¥p.

Teorem 5.2-yo 9sason
&(x) <¥o(x) (xg <x <xg+ X).
Tutaq ki,
Yo =minyo(x), Yo =maxyy(x),
Q =[x0,%9 + X]x[0,50]-
Forz edok ki, f(x,y) funksiyas1 Q diizbucaqlisinda y -0 nazaran iki dofo

kosilmoz diferensiallanandir vo bu ikinci tortib téromo 06z isarosini
saxlay1r.

yo(x) funksiyasini asag sifirinci yaxinlagma, y,(x) funksiyasini ise

yuxari sifirinct yaxinlagsma kimi qobul edok.
Ovvalca forz edok ki, fy"z (x,y)>0. birinci asag1 vo yuxarl yaxin-
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lasmalar1 uygun olaraq asagidaki xotti masalslorin holli kimi gotiirak:

dy
T _L(O)[yl] N1(%0) = Yo» (5.51)
&
119G, 510 =30 (56)

Burada
LP[y]1= f312, 50 (0)]Ly = o ()] + f122, 3 ()],

f[x»yO(x)]_f[x»&(x)]

IVy]=—"= - :
> 1] F0()~ 3(0) [y = Yo ()] + L, Yo (x)]
Askardir ki,
dyo(x)
LOLyg ()] = flx, 3o ()] > =7,
%)

LY [50(x0)] = fla. Fo(@)] < =1 =
Teorem 5.2-ni tatbiq etsok
YO <H@, F@>FHE® G

oldugunu alariq.

Digor torofden
d[y1 (%) = Yo ()] flx, 5o (x)] = fIx, Y0 (¥)] _
S N NN LR
barabarsizliyinden

Yo(x) < 5 (x)

oldugu alinir.
(5.71), (5.8)) vo £1.(x,y)>0 oldugunu nozors alsaq,

d7 f(XS’ )—f(x,y )
S = (5~ o) HE(x,y,) =

dx Yo = Yo
f(x,y0)—f(x,y,) (x5 )-f(xy,) | _ _ _
{ - = =9, —yo )+ (6,5 >1(x, 7)),
Yo = Yo Yi—=Yo -
dy, ,
cT;:fy(x,&)(&—th(x,&F
f(x,y,)—1(x,y,)
{fy'(x,yo)— *;_y = (Y, =¥o) +1(x,y,) <f(x,y,).
Yi=Yo
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dy

d__<f(x’&)’ &(‘xo):y()’ (591)
dy\ 5.10
dx <f(x ) Yi(xg) = Yo (5.101)

Sonraki yaxinlagsmalar1 asagidaki xotti mosalolorin holli kimi toyin
edak:

dy

“n+l _ 7(n) _

dx _Ll [2n+1]3 2n+1(x0)_y0= (5~5n+1)
dy _ _
d—’?l =L pals Fnir(xo) = Yo (5.6n+1)

Burada
LV 1y]= 312, 0 (0)]0y = 3 ()] + F1, 3 ()],
f[X,yn(X)] - f[xs yn(x)]

(M)ra1 = n _
Ly"[y] T2 2, ®) [y = ¥ (O1+ 12, Y, ()]
Forz edok ki,

¥, )<y (), Yp1(x) >y, (%), (5.70)
Y @) <F (), (5.8)
dy

=L < fle,y (), (50)= Yo, (5.9,
4y, (%)

=g > NI @] Jalxo) = yo. (5.10,)
Isbat edok ki, ¥ (x),¥,41(x) funksiyalari da bu xassoloro malikdirlar.
(5.94) vo (5.10,)-don
dy (x)
dx
dyn (¥)

dx
Teorem 5.2-ni totbiq etsok

Zn(x)<zn+l(x)’ yn(x)>yn+l(x) (5~7n+1)

<flx,y @1=L"y )]

> 1,5, ()] = L[, (2)].

oldugunu alariq.
Askardir ki,
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d[Vpa () =y (]  flx, ¥, ()] = flx,y (x)]
>
dx RGERE)
(1) =3 ()], =0-
Yeno do diferensial borabarsizlik haqqinda teoremi totbiq etsok:
Y ()<t (). (5.8)
Nohayoat, (5.54.1), (5.64+1) tonliklorinden fy"z (x,y)>0 oldugunu

a1 () =y (2],

nozors alsaq

dznﬂ

=iy Wy =y )+fxy )=
fle,y )-fxy )

Y2, }Q"H_Z"“
+Hfey D<flxy )
A f(xy)
dx Y=Y,
fey) -6y ) f6 V) - f(Y )
[ In— X, Ini1~ Y,

+ f(x5 yn,-%—l) > f(x5 yn-%—l)'
Buradan (teorem 5.2-ni tatbiq etsak)

(%)
Sy

d_ b p—
yr&_:;(x) > 1Y), Vpi(X0) =Y, (5.10441)

= {f;é(x, y -

1=y )+ %y )=

:|(yn+1 _Zn)"'

(X)], Zn+1(x0)=y07 (5-9n+1)

n+l

oldugunu alirq.
Belaliklo, biz isbat etdik ki, asagi yaxinlagsmalar- {zn(x)} artir vo

yuxaridan y,(x) ilo mohduddur; yuxari yaxmlagmalar {y, (x)} azalir vo

asagidan y,(x) ilo mohduddur, yoni
[Y0-Fo] 2 [0 (®). Fo ()] 2+ D [ (). Fp (@)] 5+ (5.11)
Ogor fy"z (x,y)<0 1is9, onda Capligin yaxinlagmalarini asagidaki

tonliklordon tapmaq lazimdir:
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“n+l _ 7(n)

dx _Ll [Zn+1]’ n+l( 0) Yo
AV 0~ | -

d?l =L2 [Vl Yni1(®) =0,

burada
LYV1y1= £33, (1Y = 3 )]+ f12, 3 ()]
Eyni qayda ils isbat edilir ki, bu halda da Capligin yaxinlagmalar1 (5.11)

xassaloring malikdir.
(5.11)-dan ¢ixir ki,

lim y (x) = y(x),

n—)oo_ —

lim ¥, (x) = 5(x).

n—o
(5.54+1) Vo (5.64+1) moasalalorini ekvivalent inteqral tonliklorle ovaz edib,
n —o-da limito keg¢sok Z(x) vo ¥y(x) funksiyalarimin (5.1), (5.2)

masalasinin hoalli oldugunu almis olurugq.
Teorem 5.3. Tutaq ki, f(x,y) funksiyasi Q -da kosilmoz funksiyadir,

Y -a nazaran iki tortibdon kesilmaz téromasi var v bu téroms 6z isaresini

saxlayir.

Onda agag1 vo yuxari yaxinlagsmalar miintozom olaraq (5.1), (5.2)
masoalasinin yegana holline yigilir vo yigilma siiroti asagidaki diisturla
toyin olunur:

Fa0) -y < 22, 2.12)
2

burada

v 1
yo(x)—y_o(x)sczm’ K = ue’T

A= mgX|fy @y u= mgX‘fyz (x,y)‘-
Isbat1. f;2 >0 halma baxaq ( fy”2 <0 oldugda teoremin isbati
anolojidir). Asagidaki isarolomani aparaq:
V(@)= 5@ -y (@),

Askardir ki,

L= fy 009 0=y )+ ey )+ 2@ EE -y o=y,

ze(y »on)s S€(y,,2)
Onda (5.5), (5.6)-dan alariq:
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an+1 fy(x v W, +1+f 2 (x,8)(z - Y, )i = In)s

dgx“wv 0+ V), V1 (9) =0,

Asagidaki kimi kdmokei diferensial tonliklora baxaq:
£t (%) = A 11 (X) + p18 (3),
Eni1(%0)=0 (n=0,1,2,...).
Burada &,(x) asagidaki borabarsizliyi 6dayir:
Vo (x) < gy(x) < C.
Riyazi induksiya {isulu ilo asanligla isbat edilir ki,
Vi (%) <&, (%),

(5.13)

Onda (5.13)-don
dV, . (x
Dnit® 4y, @)+ 153w, Vi (20) =0
oldugunu alarigq.
Diferensial barabarsizliklor haqqinda teoremdan istifads etsok,

Vi1 () < &40 ()

olar.
Digor torofden
X
Ep1 ()= [ eVl (s)ds,
X0
X n
&,(x) < ue’™ jgi (s)ds, ¢&,(x)< Clax)* .
X0
Burada o =

2%
Belolikls, isbat etdik ki,
V()< Clax)? 'c< - 2C

n n

yani (2.12) barabarsizliyinin dogrulugu isbat olundu. Hallin yeganaliyi bu
borabarsizlikdon ¢ixir.
Teorem tamam isbat olundu.

§2. Runqge-Kutta iisulu
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Forz edok ki, f(x,y) funksiyasimin n tortibli xiisusi téromolori var.
Bu o demokdir ki, (5.1), (5.2) mosalosinin hallinin n+1 tortibden
toromasi olar. Bu holli asagidaki sokilde yazmagq olar:

L xmxg)? (x-x)""" (e
y(x)zyo+(x—x0)yo+Tyo+“- SV o,
burada y(()i) = y(i)(xo) @=0,,....,n-1). x—x,=h isaro etsok,

2 n+l

h h (n+1)
o Yo+ (n+1)'y0 . (5.14)

Bu diistura daxil olan toromslori hesablamaq olar. Dogrudan da, (5.2)
baslangic sortini nazors alaraq (5.1) tanliyinden

Yo = f(x9,Y0) = fo.

Y(xo+h) = yo +hyo +—-

yena do (5.1) tonliyindon

u afo f() 6f0

52 2
" fo 5 fo . o o (ofo 9fo 2
0= eyt T af(a]f* l

oldugunu alariq.

Bu disturlardan goriiniir ki, tocriibade onlarin kdmokliyi ilo
toromolori hesablamaq olverigli deyil. Buna goro do, (5.1), (5.2)
masoalasinin toqribi hallini (5.14) diisturu ilo hesablamaq tocriibado
alverisli deyil.

Runge (5.14) diisturu avozinda

y(xO"rh)zyo'FPrlKl+Pr2K2+"'+PrrKr (515)
diisturunu gotlirmoayi toklif etmisdir. Burada
Kl(h) = hf(é:lanz) (L = 1,2,...,7'),
S =xo +agh,m; = yo + B K (h) + Bin Ky (h) +--- + B 1 K1 (R),
a;, Bij» P (g =0) parametrlordir.
Askardir ki, a;,f; parametrlorini bilmokls vo A addimini segmoaklo

K; (h)-lar1 tapmaq olar:
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K (h)=hf(x,¥0)
K, (h) =hf(xy + axh, 5o + B21 K)),
K5(h)=hf(xg +azh,yy + f31 K + f3n K>),

K, (h) = hf (xg + ayh, o + fr Ky + Bra Ky +-++ By 1 K y).
B,;,a;, p;; parametrlorini elo segmok lazimdir ki, kafi gadar bdyiik [
uclin
or(h) = y(xg +h) = yo = [B K (h) + Py Ky (h) +--- + P K, (h)]
funksiyasi
0,(0=9,(0)=g[(0)=-=9"(0)=0, ¢V (0)#0

sortlorini 6dasin.
Askardir ki, (5.4) diisturunun hor addimda xatas1

l+1)
R, (h) = (z 1()? B (0<E<h)
diisturu ils toyin olar.
Nohayot, qeyd edok ki, ¢,(0)=0 sorti homiso ddonir. (p,(ns) 0)=0
(s=12,...,1) sortlori isa
¥ =P K (0)+ B K (0) -+ PLKS0 (s=12,...,1)
beraberliklerme ekvivalentdir. Bu sistemdon machullar tayin etmok iiclin

Ki(s)(O) @=L2,...,r;8=12,...,1) vo y(()l) tapmaq lazimdir. y(()l) -i

tapmaq Tlsulunu yuxarida sorh etdik. Ki(l) -iso asagidaki diisturlar
vasitosilo tapilir:

Ki(h) = fy, K (h)=0(s 2 2),
Kj(h) = f(fl,m)m[ o)

, , o]
+ (B Ky + Pin Ky +-+ +ﬂii1Kil)%:| @>.

Bu iisulu Runge toklif etmis, Kutta iso tokmillogdirdiyindon, ona
Runge-Kutta {isulu deyirlor. Runge-Kutta tisulu ilo y(x + h) -1 tapdigda

yalnmiz y(x)-don istifade olundugundan bu tisula biraddimli {isul deyirler.

Indi bu iisulun bozi xiisusi hallaria baxaq:
1. r=1 gotiirok. Onda
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@1(h) = y(xo +h) = y(x9) — B 1hfy,
p1(h) = y'(xg +h) = Py fos
1(0) = yo = Pi1fo-

(p{(O) =0 tonliyindon P;; =1 oldugunu alarq.

Umumiyyatlo,
@1(0) =y #0
oldugundan toqribi halli hesablama diisturu
Y(xo +h) =¥y +hfy

soklindos olar. Bu halda xata

2
R =Ly'@) o <ésxg+h)

diisturu ilo qiymsatlondirilir. Bu diisturla (5.1), (5.2) masoalasinin toqribi
hallinin tapilma tisuluna Eyler tisulu da deyirlor.
2. r=2 gotlirok. Onda

@2 () = y(xg +h) = yo =[Py K (h) + Pp Ky ()],
02(0) = yo — [Py, K{(0) + Py K5 (0)] = fo = (i fo + Prof)-
¢5(0) =0 tonliyindon
P +Py,=1
oldugunu alariq.
02(0) = yo — [P, K{(0)+ P K3 (0)] =0
tonliyinden
2Py, =1,2P, Py =1
oldugunu alargq.
Umumiyyatls, ¢5(0)# 0 oldugundan, alinan toqribi holli hesablama
diisturunun xotastnin tortibi 4> olacaq.
Beloliklo, Py, Ps,, a5, f>; machullarini tapmagq tigiin

1

Py + Py =1, Pha, =7
1

P ==

22591 >

sistemini aliriq. Askardir ki, bu sistemin sonsuz sayda holli var. Tobiidir
ki, bu hallordon elossini gotiirmok lazimdir ki, aliman hesablama diisturu

sada olsun. Masoalon, a, = f,; =1 gotiirsok, Py =P, =% olar. Onda

diistur
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1
Y(xg+h) =y +§(K1 +K,)
soklinds olar. Burada

h K
Kl = hfo, K2 = hf(xo +3,y0 +71j
3.r =3 gotiirsak, alinan toqribi holli hesablama diisturlarindan birini
asagidaki kimi tapmaq olar:
1
Y(xg+h) = ¥ +€(Kl +4K, + K3),

burada
K3 = hf(xo +h, yo _Kl +2K2).
Bu diisturun xotast

(4)
R3(h) _ (/732:5) B

diisturu ilo qiymatlondirilir.
4. Nohayot, r=4 gotirsok, tocriibado on ¢ox istifado olunan
diisturlardan biri asagidaki sokilds olar:

y(xO +h) I~ yo +%(K1 +2K2 + 2.[23 +K4),

burada
=5 h K2
K3—hf(3€0+2,y0+ 2 ja
K4=hf(x0+h,y0+K3).

Bu diisturun xatasi

(5)
2 (S) s
Rt == h
soklindos olar.
§ 3. Adams iisulu

Runge-Kutta tisulunun asas ndgsani ondan ibarotdir ki, mosalonin
hallini har yeni néqtads bu iisulla tapmaq ii¢lin diferensial tonliyin sag
torafini har dofs bir ne¢o noqtads hesablamaq lazim golir. Bu tocriibado
alverisli deyil (xlisuson tonliyin sag torofi miirokkob olduqda). Asagida
verilon farglar isulunda bu néqsan aradan qaldirilir.

Forz edok ki, (5.1), (5.2) mosalasinin hallinin taqribi giymatlori
XpsXpptseesXmep (X =%, —th, h-addimdir) ndqtalerinds hor
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hans1 bir iisulla, masalon, Runge-Kutta iisulu vo yaxud analitik {isullarla
tapilmigdir. Tutaq ki, y(x) funksiyasi (5.1), (5.2) masalasinin hallidir vo

asagidaki isarolomoalari aparaq
Yi =¥(x;)s fi =1 (%, 9;)
o(x) = flx,y(x)] funksiyasini f,,,fr,_1s---sfm_p qiymatlorine goro
L,, 1. (x) ¢oxhadlisi ilo approksimasiya edok:

k
Ly 1. () = ;)fm_iPi (x).

Burada Pi(x) (i=0,1l,...,k) funksiyalar1 f;-don asili deyiller.
x =x,, —th isarolomosini aparsaq
P(x)=Q(0).
Belo ki, ;(¢) k —daracali coxhadlidir vo A m -don asili deyil. Onda

Xm+l
Ym+1=Ym- ]+ _[Lmk(x)dx Ym- ]+h2ﬂzfm i (5 16)

X

Bi = I Q;(t)dt
-J
olar. Burada j-lori va L, p(x) c¢oxhadlisini mixtolif qayda ilo
gotiirmakla (5.1), (5.2) masolosinin hollinin toqribi qiymetini tapmaq
ticlin, miixtalif diisturlar almis olariq.
(5.16)-ya ekstrapolyasiya diisturu deyilir.
(5.5) diisturunu almagq ii¢iin interpolyasiya ¢oxhadlisini qurduqda biza
molum olmayan f,,,;-don dos istifado etmok olar. Bu halda alinan

diisturun
Ym+1 = Ym- ]+hz7/lfm i (5'17)
1=-1
sag torofino do mochul y,,,; daxil olacaq. Alinan bu geyri-xatti tonliyi
bizo molum disullarin biri ilo holl edib y,,. -1 tapmaq olar. (5.17)

diisturuna interpolyasiya diisturu deyirlar.
Nohayat, qeyd edok ki, bu diisturlar vasitesile y,,,; -i tapdiqdan sonra

frnitsFmse- s fm—p qlymotlarine gora interpolyasiya ¢oxhadlisini qurub,
Ymio-ni tapmagq iglin (5.16) va ya (5.17)-y2 uygun diistur tapilir. Bu

prosesi davam etdirmokls ixtiyari néqtads (5.1), (5.2) mosalasinin hallinin
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toqribi qiymatini tapmaq olar.
1. Ekstropolyasiya diisturu. Forz edok ki, j=0. L,, (x) ¢ox-

hadlisinin avazine Nyutonun geriys interpolyasiya diisturunu gotiirok:

Ly i () = fo 4 f 1ot + £ 1t(t;l) ift LE+1)- k('Hk D

Onda

Xm+1
Yms1 =Im+ | Ly p(x)dx =y, +hij L (x,, +th)dt =

Xm

=Ym +h.|.|:fm +fl 1t+fm 17 5

t(t+1) +fk tt+1)---(t+k- 1)
1

2 ' m-1 k! E

2
Ym+1=Vm +h(fm +01fm—1/2 +agfmo o +akfm—k/2)-
Burada

1
ai:%jt(t+l)~-(t+i—l)dt (i=12,....k).
0

Bu omsallar1 hesablayib, yuxaridaki diisturda yerins yazsaq
Ym+1 = Ym + h(fm + l_fn11—1/2 + %fﬁq + i/‘3273/2 +

L 251
5

5.18
T30 Im-2 * 288f’"5/2+ j (>.18)

oldugunu aliriq.

(5.18) diisturuna Adamsin ekstropolyasiya diisturu deyirlor.

2. Interpolyasiya diisturu. Forz edok ki, j=0. L, r(x) inter-
polyasiya ¢oxhadlisi avazina Nyutonun geriys interpolyasiya ¢oxhadlisini
gotiirok (baslangic noqte- x,, avozine x,,,; noqtesi gotiiriiliir):

f2 t(t+1) +fk tE+D)---t+k— 1)

1
mi’(x) fm+1+f lt m+l—§ k!
J =0 gotiirsok
Xm+l
2t(t+1)

IYm+1=Ym t j [fm+1+fm+1/2t+f
xm

tE+1)---(t+k-1

GRS LS
m+1—§
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0
3 1 5 t(t+1) B tE+1D---t+k-1)
—Im +hi[1{fm+l +fm+%t *fin +fm+1—§ k! L

Y1 = Ym + At +blfr}1+1/2 +b2frrzz +"'erkkarl k)
malk
2

Burada
0
=%J‘t(t+1)---(t+i—1)dt (i=1,2,...,k).
i

Bu omsallar1 hesablayib yuxaridaki diisturda yerine yazsaq,

1 A 1
ym+1=ym+h(fm+1—§fm+1/2 12f 24fm /2~

19 /4 9 /5
_mfm—l_mfm—NZ) (5.19)
oldugunu aliriq.

(5.19) disturuna Adamsin interpolyasiya diisturu deyirlor.

Interpolyasiya nozeoriyyssindon molumdur ki, verilmis funksiyani
approksimasiya etdikdo interpolyasiya diiyiinlorinin say1r artdigca
interpolyasiya ¢oxhaodlisi verilmis funksiyaya daha yaxin olur. Buna goro
do (5.19) diisturu (5.18) diisturuna nozoron daha doqiqdir.

Lakin, (5.19) tenliyi y,,.1-9 nozoron qeyri-xotti oldugundan,
tacriibads y,,,; -1 tapmaq alverisli olmur. (5.19) diisturu vasitasila (5.18)-
don tapilan y,,,;-1 deqiqlosdirmok olar. Bunun {igiin (5.18) vasitosilo
Ym+1 -1 tapib (5.19) diisturunun sag torefinds yazsaq yeni aldigimiz y,, 4

ovvalking nisbaton doqiq olar.

3. Xotamn qiymatlandirilmasi. Ovvalca ekstropolyasiya diisturu iigiin
xatan1 qiymatlondirak.

(5.1), (5.2) mosalosinin hollinin X; ndqtesindoki doqiq qiymatini y;

Adams tisulu ils tapilan taqribi qiymatini iso Y ilo isars edok.
Adamsin ekstropolyasiya diisturunu asagidak: sokilds yazaq

ym+l :ym +hz(:)aifm—i5
1=
burada
k. 1 1
a;=(-1)' Y Cay, @, = ftt+1)(t+v-Dadt
v=i 0

Askardir ki,
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X+l
€l = ?mﬂ Yo = ?mﬂ “VYm J.f[S, y(S)]dS,

Xm

k ~
€ = Ep +h2ai(fm_i —f_ )+, (5.20)

—hZoc f Tf[s,y(s)]ds

l,, qaliq haddini giymotlondirek. Bunun ti¢iin f[s,y(s)] funksiyasini

Nyutonun geriys interpolyasiya ¢oxhadlisi ils ovaz edok
tt+1)---(t+k-1) N

FI8. 5= fru + fno1sat 4ot k2

k!
|y LD+ k) A s y(9))
(R+1)! dsk! |S=§.
Onda
l :_hk+2it(t+l)---(t+k) d"Msye|
mn (R+1)! ds"! ’
s=¢
Vi | N0 }t(tﬂ) t+R) G
dsk*! |S )0 (R+1)!
dk+1 x, y(x
|| <1 h* ap My, My =max CZ;E;H?}( )

oldugunu alargq.
Forz edok ki, f(x,y) funksiyasi y doyisonino nazoron Lipsits sortini

Odoyir. Lipsits sabitini L ilo isaro edok. Onda (5.20)-don
k
|gm+1| < |5m| +hL Z(:)lai”‘gm—il +1
1=

alariq.
Asagidaki forgler tenliyine baxagq:

k
E, . =E, + hL;} \a;|E i +1. (5.21)
1=

E, -lor iiciin baglangic giymotlari elo segok ki,
E; >|g| G=0,1,...,k-1)
barabarsizliyi 6donsin. Onda ixtiyari m {igiin
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E,>le,| (522) diisturu ilo qiymotlondirilir.
Qeyd edok ki, eyni gayda ilo Adamsin interpolyasiya diisturunun

Asanligla yoxlamagq olar ki, ) |
xotasini da qiymatlondirmok olar.

1 k
E, =czl' ———, A= ;
(5.21) forgler tonliyinin hellidir. Burada z« (5.21) forqlor tenliyine uygun
xarakteristik tonliyin

k .
CAETL Y ) 3 PAPLaL T}
1=0

I1<z«<1+hLA sortini 6doyan kokidiir.
¢ parametrini elo secok ki,

E;<&e= max ¢
0<i<k-1

Odansin. Bunun ii¢iin

C‘=€+hLA

secmoak kifayotdir.
Belaliklo,

o om l m
Em—{;'Z* +—hLA (2* 1)

E, -in bu qiymatini (5.22)-do nazors alsaq

~ k l ko
[V — V| < 25 +_hLA (2 = 1),
l

[V — ¥m| < e +hRLA)™ + PTA

[(1+ALA)™ -1]
olar.

Xy — X 5
h==_=0 sldugunu vo
m

barabarsizliyini nozars alsaq

AL(x,,—%) + AL(x,, —%x) _1]

~ [

— < —_
oldugunu aliriq.

Nohayet, Adams diisturunun (ekstropolyasiya) xotas1

~ AL(x,, - ap My o ALx,, - k1
[T — | < gm0 4 SRS [ AR 0
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) § 4. Styormer iisulu
Indi iso ikitertibli diferensial tonlik ii¢lin Kosi masalasine baxaq:
¥ =, 5,5, }
¥(x9) = Yo, ¥' (%) = ¥0-
Molumdur ki, (5.23) mosalosini iki birtortibli diferensial tonliklor
sistemi iiclin Kosi mosolosine gatirmak olar vo bu mosalo ii¢lin Adams
diisturlarim asanliqla yazmaq olar. Lakin (5.23) mosalosini sistemo
gotirmayib bilavasits holl etdikdo hesablama ii¢iin daha sados diistur almaq
olur.
Adams iisulu ilo (5.1), (5.2) masalasini hall etdikds totbiq etdiyimiz
sxemi (5.23) masalasinin do hallins tatbiq edoak.
Forz edok ki, y(x) vo y'(x) funksiyalarinin x,,,%,_1,-. %, p

(5.23)

noqtalarinds taqribi qiymatlori har hansi bir iisulla, masalon, adi iterasiya
tsulu ilo tapilmisdir. f,,,f,_1,- > fm—p Qqiymetlorine gére Nyutonun
geriys interpolyasiya diisturunu yazaq:
¢ t+l +D---t+k-1
R A A
mT

Bu diisturu (5.23)-ds nazars alib, har torafi [0,£] (—1< & <1) parcasinda
t -0 nozoran inteqrallasaq

y(x +§h) ym+hj|:fm+fm 1/2t+fm1

te+) |
2

+fr§_k/2 el ,S,Hk 1)} (5.24)

Burada & =1 gobul etsok,

' ' 2 k
i1 = Yo + Ao + W fpary2 + Qafpyy ++++ Cpf_gy2) (5:25)
oldugunu alariq. Burada a; -lor Adamsin ekstropolyasiya diisturundaki

omsallardir.
(5.24) diisturunu [0,1] parcasinda & -5 nazoron inteqrallasaq

it +1
ym+1_ym+hym+h2jdgjl[fm 1/2t fml (2 )

3 tit+1 t+k-1
+fm—k/2 ( ) k(' )}dt’

Y1 =Y + 1y + 12 (@0, +051f;_l +afm +"'+05kfn]j_@)= (5.26)
2 2
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:}dgjft(t+l)---i'(t+i—l)dt
0 !
oldugunu alms olariq.

(5.25) vo (5.26) diisturlar1 vasitosilo  y,,,; Vo Yy, ododlorini
tapdigdan  sonra, interpolyasiya  ¢oxhadlisini [, 1, ise-es fnek
qiymotlorine gdro qurub, y,,., VO Y., ododlorini tapmaq {igiin
diisturlar alariq. Bu prosesi davam etdirmoklo y(x) vo y'(x)
funksiyalarinin ixtiyari ndoqtods qiymatlorini tapmis olariq.

Qeyd etmok lazimdir ki, bu {isulda hor dofo y'(x) funksiyasmin
giymatlorini hesablamaq zorurati (5.23) diferensial tonliyin sag torofindo
¥'(x) -in olmasi ila olaqadardir. Ogar, xiisusi halda,

fa,y,9)=f(x,y)
olarsa, onda hesablamani aparmagq tigiin (5.25) diisturuna ehtiyac galmur,
yoni y'(x) funksiyasinin giymotlorini hesablamaq lazim deyil. Bu halda
(5.26) diisturunda y,,-i yox etmoklo yalmz y(x) funksiyasinin
giymatlari hesablanir.

(5.26) diisturunda y;, -i yox etmok iigiin (5.24) diisturunun hor
torofini [-1,0] parcasinda & -o nozoron inteqrallayaraq

t+1
IYm = Ym- 1"'h’ym+h2 J.dé:_"[fm"'fm 1/2t+fm 1 (; )+
1

oy, UEED: k('t+k 1)}
I =Imot + Wy Bof + AL} 1+ Baly +o4 Bl 1), (5.27)
2 2

J-dé:-.'t(t—i-l) (t+i- l)dt
-1
(5.26) barabarliyindon (5.27) ¢ixsaq:

2 1 2 k
ym+1:2ym_ym—l+h (70fm+71f 1+7/2fm—1+"'+7kf k)
m—z m-=
oldugunu alariq. Burada
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1 § “ee '_
Vi =ei—pi :fdégft(tﬂ) i!(tﬂ D gs -

1Lo¢
Idfjt(tJrl) t+i- l)dt Idé‘ft(t+1)"'(t+i_1)dt'
i Yoo 4

v smsallarlm hesablasaq:

h?( .2 3 19 4
Ym+1 =2Ym = Ym—1 +§(fm—1 +fm-1/2 +2_0fm—2 +

863 ]

disturunu almig olarig. Bu diistur vasitasilo  (5.23) maosalesinin
(f(x,y,5) = f(x,y) oldugda) hallini ixtiyari ndqtods tapmagq olar. (5.28)
diisturuna Styérmer diisturu deyirler.

Styérmer tisulu da Adams iisulu kimi forqlor tisuludur.

§5.Sonlu-forqlar iisulu
(5.1), (5.2) mosalasinin adoadi halli {iclin oan ¢ox totbiq edilon vo
kifayot qodor timumi olan sxemlordon biri

k k
2.aYii =hY b if(xj i ¥j) (5.29)
i=0 =0

diisturu ilo toyin olunur. Buna sonlu-forqlor {isulu vs ya sonlu -forqler
sxemi deyirlar. (5.29)-a ¢oxaddimli sxem do deyirlar.
Ogar ap #0, by =0 olarsa, onda (5.29) diisturuna asgkar va ya

ekstrapolyasiya, a(=0,by#0 oldugda iso qeyri-askar vo ya
interpolyasiya diisturlar1 deyirlor. Biz forz edoycoyik ki, ay =0. Nohayat,

qeyd edok ki, a_; vo b_;-ni mixtolif qayda ilo se¢mokls, (5.29)

it
diisturundan miixtalif diisturlar almaq olar. Masalan,
a1 =1, a,=-1, a;=0 (i=34,...k)
gotiirsok, Adams diisturunu almis olariq.
(5.1), (5.2) mosolosini (5.29) sxemi ilo approksimasiya etdikdo
buraxilan xata
rj = %%xﬁ) —Lzob—if [ i, y(x ;)]

diisturu ilo toyin olunur. Burada y(x;) doqiq hallin x;

; noqtasindd

160

qiymstidir.
ogor
lim max _[r;|=0
h—0 xg<x;<xg+X
iso onda deyirlar ki, (5.29) sxemi (5.1), (5.2) mosalasini approksimasiya
edir.

k hei
Sa =0 (5.30)

tonliyino (5.29) forqlor sxeminin xarakteristik tonliyi deyirlor.

Indi iso sonlu farqlor iisulunun xotasini hesablayaq.

Forz edok ki, (5.30) tonliyinin koklorini hamisi vahid radiuslu dairoyo
daxildir vo bu dairanin sorhadinds tokrar koklor yoxdur.

Bundan basqa, forz edok ki,

|f;(x,y)| < L(xg<x<xy+X).

Nohayat, A addimim elo segok ki,
|hbyL| < @
olsun. Onda agkardir ki,
|0
> VI
| —hbyl; | 2=

burada
l] :fy(xjagj)
&j odadi y; ilo y(x;) arasinda yerlosir. &;=y;—y(x;) isarslomosini

aparsaq xota iiclin agagidaki forglor sxemini almis olariq:
k k
Z a_igj_i = hz b—ibj—i + hrJ
1=0 1=0

Buradan

k—a_j+hb_l;_; hr;
é‘j —igl O—hbol] Sj_i+a0_hb0lj. (531)

Asagidaki isaralomoni aparsaq:

—a_; +hb_l; —a_:
S 9y
_hb()lj Q

onda

161



_bjaglj —a_ibgl; 5 [biao| +la_ibol

s (ag —hbylj)ay |Uij| - |ao|
oldugunu alirq.
Zi= (gj—i)i=m siitun vektorunu gotiirsak, (5.31)-1 asagidaki kimi
yaza bilorik:
Z] :AZj—l +Vij_1 +W', (532)
burada
I e e (o R
Qo Qo Qo Qo
A= 1 0 - 0 0 |
0 J R 0 0
0 0o - 1 0
hrj
U . e U .
(l)f ’5] ag — hbyl;
Vi=| D0 0 Wis] o
0 - 0 :
0

A matrisinin xarakteristik goxhedlisini hesablasaq:
1
A a1 = C0 ) z a_i

oldugunu alariq. Bu o demakdir k1, A matrisinin xarakteristik ¢oxhadlisi
(5.29) forglor sxeminin xarakteristik g¢oxhadlisinden sabit vurugla
forglonir. Onda sorto gbra, A matrisinin xarakteristik tonliyinin koklori
vahid radiuslu dairoys daxildir vo dairsnin sarhaddinds tokrar kok yoxdur.
Onda xotti cobr kursundan molum fokta osason elo C matrisi var ki,

D=C"AC va ||D||, <1.
(5.32)-ds Z; = Cz; avazlomasini aparsaq:

zj=Dz; | +hvjz;_| +o;

j (5.33)

oldugunu alariq. Burada
_ -1 _ -1
U]—C V]C,COJ—C VVJ
Vj matrisindo sifirdan forqli iinsiirlor ancaq birinci satirde

oldugundan
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Vil < (2ZMJ oL

Vo
o7l < e Ivilhlict <ozje] it
(5.33)-don
s, < Bhlrs| + 1+ L)z,
burada
p= 2”C L =vjcpicl,.

Bu borabarsizlikdon i > k ticiin
i .. .
"21'"1 < ph 2(1 + LR |+ (1 LRzl
Jj=k

oldugunu asanliqla almaq olar. Burada
(1+yLh)"™7 <exp[yLh(i— j)] < exp(yLX)
borabarsizliyindon istifads etsok:

Jadl < exp(yLX)(hﬂer . lnlj

oldugunu alariq. Digoer torafdon agkardir ki,
leil <WZill <ICWl=ills Nerailh <7 125l = 7], maxsil
0<i<k

Ona gora do

]
1z <lcl, exp(7LX)(hﬂ %|n|+\\c-l\\l||zkl||lJ,
j:

i
l&i| < exp(yLX)[h,b’”C”] zk Irl+lchje ), max |gL|] (5.34)
]:
alariq.
Belaliklo asagidaki teoremi isbat etmis olurug.
Teorem 5.4. Tutaq ki, f(x,y) (xg<x<xy+X, |y|<R) funksiyasi
kasilmozdir vo Y dayigonine nozeron kosilmoz tdromesi var. Tutaq ki,

(5.30) tonliyinin koklorinin hamisi vahid radiuslu dairadadir vo daironin
cevrasindos tokrar kdklor yoxdur.

Onda (5.29) forqlor sxeminin xotast (5.34) disturu ilo
qiymoatlondirilir.
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§6. Sarhad masalasinin forqlor iisulu ilo halli

Tutaq ki,
¥ =fx,y) (5.35)
tonliyinin elo hallini tapmaq tolob olunur ki, asagidaki sorhod sortlori
Odonsin
(@) =Yg, ¥()=yp. (5.36)
Forz edok ki, bu mosolonin halli var; bu hallin toqribi qiymatlorini
tapaq.
[a,b] pargasini agagidaki noqtolorlo n borabor hissaya bolok:

x; =a+ih (i=0,1,2,...,n; h=b;“j.

Bu noqtaleri dilyiin ndqtslori adlandirirlar.
(5.35)-do x =x; qobul edib, téromoalori sonlu forglorle avoz etsok vo

(5.36) sortlorindon istifade etsok n+1 moachullu n+1 sayda tonliklor
sistemini almis oluruq. Bu sistemi hall edorak y; -lari tapiriq. Tapdigimiz
bu qiymatlori uygun olaraq y(x;) -lorin toqribi qiymetlori kimi gotiiriiriik.
Bu sxemi totbiq etdikdo asagidaki moasalalori hall etmok lazim galir.
1) Verilmis tonliys daxil olan tdromolori elo sonlu forglorlo ovoz
etmok lazimdir ki, xata kafi qadar kigik olsun;
2) Alman tenliklor sisteminin hoallinin varli§i vo yeganoliyini isbat
etmok v bu halli tapmagq yollari;
3) Usulun xatasmi giymatlondirmok;
4) Hesablama xotasini nozors almagq.
1.Xotti masala. Asagidaki xatti sorhad masalosine baxaq:
¥ =qx)y=f(x), } (537)
(@) =Ya> Y(b)=p.
Burada ¢(x)>0, f(x) funksiyalar1 [a,b] pargasinda kosilmoz
funksiyalardir.
Bu masaloni
1 =2y + Y, .
y”]—};‘y“l—qiyi =f;, (=12,...,n-1)
h
Yo=Ya> Yn=Jb
xotti cabri tonliklar sistemi ilo avoz edok.
Asagidaki isaralomoni aparaq:

(5.38)
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Yiel —2¥; + Vi
Z(yi):%_qiyi'

ovvoalca asagidak: komokei lemmalart isbat edok:

Lemma 5.1. Ogor hamisi eyni bir adodo borabor olmayan, ixtiyari
Yos Vs> Yy odadlori I(yy;) >0 barabarsizliyini odoyirlerse (ixtiyari i
ti¢iin), onda bu y; -larin icorisinde on bdyiik miisbat odod y, va ya y,
olacaq.

Isbati. Torsini forz edok. Tutaq ki, O<k<n vo y,=M
(M —misbat y; (i=0,l,...,n)-lordon an bdyiiyiidiir). Onda, askardir ki,
Yp_1 VO Yp,; ododlorindon he¢ olmasa biri M -don kigik olar.
Forziyyomiza goro,

(yy) = kst _2}5‘24"'3’]@—1
—qpM =-q;, M, (y)<0

—qpM <

M-2M+M
< _—
h2
oldugunu aliriq ki, bu da lemmanin sortino ziddir. Bu ziddiyst lemmani
isbat edir.
Eyni qayda ilo agagidaki lemma da isbat olunur.
Lemma 5.2. Ogor, hamisi eyni bir odods barabor olmayan ixtiyari

YosV1s--- Y, odadlori I(y;)<0 barabarsizliyini 6dayirlorse (ixtiyari i
tigiin), onda bu y; -lerin igerisinde on ki¢ik menfi aded y, vo ya y,
olacaqg.
Lemma 5.3. Ogor, hamisi eyni bir ododo berabar olmayan ixtiyari
YosVs--sVn V3 Yy, Y,..., Y, adadlori
Ly <-UY;) (=12,...,n-1)
)
|vol < Yo, |ynl <Y,
barabarsizliklorini 6dayirlorss, onda ixtiyari i iigiin
i <Y;
barabarsizliyi do dogru olar.
Isbat1. Sorto géro
I(y;~Y)20, y,-Yy<0, y,-Y, <0  (539)
\E)
l(y; +Y)<0, yo+Y, 20, y,+Y, 0. (5.40)
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(5.39) boarabarsizliklorini nozara alib, lemma 5.1-don istifads etsok,

ixtiyari i tg¢iin
5 —Y; <0

oldugunu alariq. (5.40) barabarsizliklorino lemma 5.2-ni totbiq etdikdo iso
y; + le >0

oldugu alinir.

Bu iki axirinci barabarsizliklordon lemmanin hokmiinii aliriq.

Indi isa (5.37) mosalosinin adadi hall etmoak iigiin qurdugumuz (5.38)
tonliklar sistemini todqiq edok.

Ovvalco isbat edok ki, (5.38) sisteminin yegano holli var. Cobr
kursundan molumdur ki, bircinsli olmayan xatti cobri tonliklor sisteminin
yegana hollinin olmasi ii¢lin, bu sistemo uygun bircinsli sistemin ancaq
stfir hollinin olmasidir. Demali, (5.38) sisteminin yegana hallinin varligi
uclin

1(3:)=0, =0, y,=0 (5.41)
bircins sisteminin ancaq sifir halli olmalidir.

Bu axirinci fakt iss lemma 5.1 vo lemma 5.2-don alinir. Dogrudan da,
tutaq ki, (5.41) sisteminin sifirdan forqli holli var. Bu hallin
(Y0>Y15---»yy) stfirdan forqli komponentlori icerisinde miisbotlorinin on

boyllyii vo menfilerin on kigiyi yy =y, =0 olmaldir (lemma 5.1 vo

lemma 5.2-0 asason). Bu da o demokdir ki, (5.41) sisteminin sifirdan
forqli halli ola bilmaz.

(5.38) sisteminin hallini tapmaq {iciin qovma {isulunu totbiq edok.
Tutaq ki,

¥i =i Yin + fi (=12,...,n-1)
miinasibati dogrudur va «;,4, B, parametrlorini tapmaq tigiin (5.38)-da
Yis1 =@y; + B (o =0, p=y,) gotirsk. Onda

Vi —(2+RPq; — o)y =B f, - B,

_ 1 B~ h’f;
Yi = 2 Yisr ¥ P :
2+h q; —o; 2+h q; —o;
Bu eyniliyi y; = o; 1Y, + P41 1lo miiqayiso etsok:
2
1 Bi-hfi .
a: 1:—, ﬁ 1: (l:1,2,...,n_l)
o 2+h2qi - " 2+hZQi -

oldugunu alarigq.
Belaliklo, (5.38) sisteminin hollini asagidaki diisturlar vasitasilo
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tapmagq olar:
B -t

» =0, Bi,=
" 2+h2qi—ai

o= , Bi=y, (G=12,...,n-1),

2+h2Qi -y
Yi = i1)in +ﬂi+15 Yn=DVp (i=n—l,n—2,...,l,0)
Molumdur ki, 7n -nin bdyiik qiymatlorinds (5.38) sisteminin doqiq hallini

hamigo tapmaq miimkiin olmur. Ona goro do bu sistemin toqribi hallini

tapmaq ticiin darsliyin ikinci hissasinde verilon toqribi {isullardan istifade
etmok lazimdir. Masalon, agor g >0 oldugunu qgobul etsok, adi iterasiya vo
ya Zeydel isullarinin yigilmast iigiin kafi sortlorin 6dendiyini asanligla
gostormok olar. Dogrudan da (5.38) sistemini
y=By+c
soklinds yazsaq:
Bl = max—2—<1.
. 2+h7q
(5.38) sisteminin hollini (¥g,¥;,---,¥,) Vo =Y0> Vn =Yn)» (5.37)
masolasinin  doqiq hollinin  diiylin ndqtalorinde  qiymaotlorini  iso
YosV»---»Yy 1l isare edok. Bu qiymotlori homiso tapmaq miimkiin

i

olmadigindan y; ~ y; gotiiracoyik.
Bu gayda ilo (5.37) masalasinin toqribi hallinin tapilmasina sonlu
forglor tsulu deyirlor.
Indi bu iisulun xotasini hesablayagq.
& =Y~
isarolomoasini aparaq vo |¢;| -ni qiymatlondirok.
&; Uclin xata tonliklor sistemini quraq. Aydindir ki,
Vigl —2Y; + ¥ .
%—qui =fi+r, (=12,...,n-1),
y() = yaa yn = yba

Vi =25+ ~ .
Jﬂ__i_il_%%:ﬂ(pﬂﬂqu—u

hZ
Yo=Ya> Yn=Db>
Onda
. —2¢&: + & .
l(gi)E%—qigini i=L2,...n-1),

& =0, &,=0.
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Burada qaliq hoddi r; asagidaki diisturla toyin olunur:
Yirl = 2ivy,
W=
h
Asagidaki kimi komokei xatti tonliklor sistemino baxaq:

0+
l(ni)zﬂm h7721+771—1

p _h2 _ (4
-y (%), |ri|Sr—ﬁM4, M4—a12$§b‘y (x)‘.

—q;m;=-1r (i=12,...,n-1),

Mo =1, =0.
Askardir ki,
[l =r| <r==Uny), l(e)|<-l@m) (=12,...,n-1)
€0 =To> &p =Tn-
Lemma 5.3-i totbiq etsok:
le;|<m; (E=012,...,n)
oldugunu alariq.
Daha bir kdmoakei xatti tonliklor sistemina baxag;
Zin 22 VYol 210, 1)
h2
70=7n=0.
Agkardir ki, bu sistemin halli
r .
i :E(xi —-a)b-x;) (i=0.12,...,n)

soklinds olar vo

. < M4(b_a)2 h2.

]/l 96

Digor torofden
=27 i
)| =7 = —% ==l(r)—airi <—U(r;)
oldugundan, lemma5.3-5 asason
| < 7

Demoli,

le;| <7; < M4(§6_ @) 2 (5.42)

Belaliklo, isbat etdik ki, ogor (5.37) masolosinin dordiincii tortibden
kasilmoz téromasi varsa, onda

%lg%)(yi -%)=0

olur va xata (5.42) diisturu ils qiymatlondirilir.
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Qeyd edok ki, agor q(x) vo f(x) funksiyalarnn [a,b] parcasinda
hisso-hisso kosilmoz funksiyalardirsa, onda y"(x) do hisso -hisso kesilmoz
funksiya olar. Onda kosilmo noqtosinde y"(x) funksiyasmi sonlu

forqlarls avoz etmak olmaz. Bu halda ya kasilma ndqtesinds slava sortlor
verib approksimasiya aparmaq lazimdir, ya da elo xiisusi farglor sxemi
secmak lazimdir ki, moxsusi noqtolordo do monasi olsun. Belo xiisusi
forglor sxemino odobiyyatda konservativ sxemlor deyirlor [8]. Belo
sxemlardon biri sonraki paraqrafda verilacok doqiq forqler sxemidir.

2. Qeyri-xatti masals. Indi iso daha iimumi mosaloya, (5.35), (5.36)
mosolosine  baxaq. Bu mosoloni agagidaki tonliklor sistemi ilo
approksimasiya edok:

Yir1 —2¥i +Yia
B2

=f(x;,y;) (@=12,...,n-1),

yO :ya» yn :yb'
Bu sistem n+1 moachullu n+1 sayda geyri-xotti tonliklor sistemidir.
Bu sistemi dorsliyin II hissosindo verilmis toqribi tisullarin biri ilo hall
etmok olar. Bu sistemin hollini (5.35), (5.36) mosolosinin daqiq hollinin
diiyiin ndqtalorindaki qiymatlorinin toqribi qiymatlari kimi gotiirmok olar.
Asagidaki kimi diskret funksiyaya baxaq:

Eﬁiﬂzkﬁi(k:len—hizQL”J&

(5.43)

8 = Mkn‘
~ >1.

Asgkardir ki, bu funksiya simmetrikdir, yoni
=2tz =10 FFD i ey (5.44)
Shit = “8ki T 8ki-1 =1 (k=1i) t=L2,, :
\E)
n-1 b—a 2
B S gyl <L (5.43)
k=1
8p; funksiyasinin (5.44) xassesindon istifados etsok:
n-1
2
zi=h kzlgkifk

funksiyasinin
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21 —22;,+z;_ .
Jﬂ—7ﬁ——Ll=ﬁ (i=12,...,n-1),
20=2,=0
forqlar sisteminin halli oldugunu yoxlamaq asandir.
Onda aydindir ki,
. n-1
l 2
Yi=Ya+ (Vo =Ya)+h kzgkifk
=1
funksiyasi
Vil —2Y; +¥;_ .
Jﬂ—7j——Ll=ﬁ (i=12,...,n-1),

y 0= y a’ y n= y b
forqlor sistemini 6dayir.
Bu faktdan istifado etsok (5.43) sistemini asagidaki sistemo gotirmis
oluruq:

i n-1
%= Yoty 06 =Ya) +h Tl Gh i) (5:46)
=1
Indi tisulun xotasin1 qiymotlondirok.
y; ilo (5.43) vo ya (5.46) sisteminin hollini, yoni (5.35), (5.36)
masalesinin x; (=0,l,...,n—1) noqtalorinde toqribi hallini, y; ilo
(5.35), (5.36) mosalesinin x; ndqtelarinds doqiq hallini isare edok.

& =y;—y xotasin1 qiymotlondirok. Xota tonliyi asagidaki sokildo

olar:
iv1 —26; + &y

h2 =f(xiayi)_f(xi55;i)+ri (i=1,2,...,n—1).

Burada
DI YA T 3
|ri|—f”—7 3, M —mgx‘y (x)‘-
(5.46) diisturundan istifads etsok:
n-1 n-l
& = hz};gki[f(xkayk) = f(xp, )1+ hz};gkirk
=1 =1

oldugunu alariq.
Forz edok ki, f(x,y) funksiyasi y doyisonino nozoron Lipsits sortini

odayir:
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Onda

n—1 n—1
|e;| < Ln® kzl|gki||€k| +h? kzl|gki||rk|=

n-1 n-1
o <[ Sl s+ 1Sl

(5.46) baraboarliyindon istifads etsok:

2 2
8 i 8
alariq.
Forz edok ki,
L(b-a)®<s.
Onda
2 N2
|i|<(ba—)M3 . |y-3i <ch?, c:%,
6[8—L(b-a ) ] 6[8—L(b—a)”]

§7. Xotti sarhad masalasinin daqiq forqlor
sxemi ilo holli
Yena do (5.37) xatti sorhaod masalasine baxaq:

Y =q()y=fx), @ =y4 ¥D0)=y, (5.47)
burada q(x)>0, f(x) funksiyalarn [a,b] pargasinda hissa-hissa
kasilmaz funksiyalardir.

VI (2),V3 (%) (i Sx <y, x; = %0 +ih,
@=12,...,n;xy=a, x, =b)
ilo uygun olaraq asagidaki mosoalolorin hallini isare edok:

d*V; ; dVi(x-_)
—F AW, We)=0 —rEe-L
d’v; j j dVi(x;

2 _geVi, Viep=0, R%ED_

Askardir ki, Vli (x)>0 (x;_; <x<x;,;) monoton artir. Vzi (x)>0
(x;_1 <x <x;,1) iso monoton azalir vo

Vi () = Vi @iy, Vi) = Vi o).
Asagidaki kimi komokgi operatorlara baxaq:
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Xitl
1 .
Tu= - V2 (o) u(x)dx + V3 (x)u(x)dx.
L h‘fll(xi)x;.-l hVZ(xz) 32.‘
Isbat edoak ki,
dVi(x) |, dVi(x)
PO | S (5:48)

1= ; 4 :

Vi (%) V3 (x;)

Ti[y"—q(x)y]= {y’“ y‘—yif”—l}—@yi. (5.49)
Vax;)) Vi)

Ovvalco (5.48)-1 isbat edok:

T(q)=

: iVi d : xmvi dx =
. i)Xlelmq(x) “hv;(x,.) j L (2)q(x)da

T i/ CO NN j V(0 o _
hV (%) 5y, da? RVi(x;) x,  da?
L [ava| 1 | dVie)
i@yl 9 | Vel A ]
bu da (5.48) borabarliyidir.
Indi iso (5.49) borabarliyini isbat edok:

d2 1 X . d2
Ti( y} : jw<x>d—3§dx+

dx? RV (%;) ;.
1 Xiyl d y 1 dy(x)
V3 d = -
hvz(x)le 2<x> Vi Vi(x;)
1 dydV di-—L1 Vi l)dy(x)

X -
CRVi(x) 9 dX T Vi)

1 T¥aVidy,  1dy(x)
RV3 (%) x, dx dx h dx

_Ldy(x;)
h dx

L | v ’“fdzvl

— - dx
VY (x;) T dx |

Xi1 Xj—
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1 dezi y el
WViee) " dx | 5T dx? RV (x;)

dVi (x;_
ypy )

y(x;)x

Xi+1 _le d2V21 d ~ 1

i
LAV (%) L1
dx hVY (x;)

[y@a@Vi (x)dx -— y(xm)%+

AV (%) %, AV (x;)
1 dVi(x;) |t ;

e y(x;) — Y(x)q(x)Vi (x)dx =

RVi) | dx RVix) J 2

+

i dVli(xi)+ it il
AViee) & Vi) hV3(x;)

o Vi), 1y d

L Vi olg ey ede = 1| 2 =i
hV3(x) R Vi)
_ Vi Yim |, Vi 1+dV2i(xi) L i l_dV1i(xi) N
Vi@) ] hViee) dx | Vi) dx
L| Yin =Y i~ Vi
+T;(qy) =ﬁ{y”§ i i 1}_Ti(Q)yi +T;(q).
Valx))  Vilxy)
Burdan (5.49) baraberliyini aliriq.
Ogor (5.49) disturunda y(x) funksiyasmi (5.47) mosolosinin halli
kimi gabul etsok:

+

%|:y‘z/-¢—il(xf))/l _y‘z/i(iz.—)lj|:q—iyi+fi (5'50)
2\ 1\
oldugunu aliriq. Burada }?l =T:f . Bu da daqiq forglor sxemidir.

(5.50) forglor sxemindon goriiniir ki, bu sistemi hoall etmok iiciin
Vli(x) va Vzi (x) funksiyalarini tayin etmok lazimdir. Bu funksiyalar
homise tapmaq miimkiin olmadigindan onlarin taqribi qiymatlarini tapagq.

x =x; +sh qobul etsak, [x;_;,x;,,] par¢asi [-1,1] pargasina, x; iso
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s =0 ndqtesina gevrilar.
Vi () =V} (x; +sh) = hat' (s,h),
V3 ()= V3 (x; +sh) =hp' (s.h)

isaralomasini aparagq.

L. = Ki
‘/ll
isarolomasini aparsaq:
1
i+l T
V3 (x;)

(Vli, Vzi funksiyalarinin xassalorina asasan).
Onda (5.50) daqiq farglor sxemi

1 Y . _ —
—(Kmym Yi g, yllquiyﬁfi

h h h
soklini alar. Yaxud

Ayi—Ciyi+ By =1, (5.51)
K' Ki 1 Ki-l-K' 1 _
A=yd Bt TR

Yuxaridaki isarolomolori nozoro alsaq Vli,Vzi funksiyalarini toyin

edan tonliklordon

2 1 .

dog =h2q;(s)a’ (-l<a<l),

ds i (5.52)
i _, da'(=1,h) _

a'(-Lh)=0, === =1,

2 pi ,
d—/z =h%q;(s)B" (~l1<s<l),

ds . (5.53)

' dp*(,h)

'Lh)=0, Lt—>—+=-1
piam=o0, L
oldugunu alariq. Burada g;(s) =q(x; +sh).

(5.52) vo (5.53) mosololorindon goriiniir ki, ai(s,h) Vo ,Bi (s,h)

funksiyalari h? parametrina nozaron analitik funksiyalardir. Ona gora do

di(sh) = Saleh*, =S AR (5.54)
k=0 k=0
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Burada a;i (s) va ﬁ}e (s) asagidaki rekurent diisturlardan toyin olunur;

. S t . .
aj,(s) = [ [ap_1(A)q;(DdAdt, aj(s)=s+1,
—1-1

. 1 1 . .
Bi.(s) = [ | Br_1(A)g;(A)dAdt, Bi(s)=1-s.
0t
Ogor (5.54)-do sonlu sayda hadlar gotiirsok:
ans.h)= 2 al @O, k)= LA
=0 =0

vo (5.51)-ds al o ,Bi -ni uygun olaraq, a,in Vo ,B,in ilo ovaz etsok
(tobiidir ki, burada istifads etdiyimiz biitiin diisturlarda)
AP - CM P+ B <

+1 =
oldugunu alariq. Bu sistemin holli, (5.47) mosolesinin xg,%y,...,%,
noqtalorinds taqribi qiymatlori kimi gtiiriiliir.
Isbat etmok olur ki,

§ 8. Xotti sarhad mosslasinin baslangic
masalalors gatirilmasi
Yeno do

¥ =q(x)y+f(x) (5.55)
(@) =g, ¥(b)=p (5.56)

xatti sorhod mosalasini nozordon kegirok.
Bu paraqrafda sorhod masalasinin hoallini baslangic masalalorin

holline gatirilma qaydalar1 verilir.
1. (5.55), (5.56) masalasinin hallini

y=cu+v (5.57)
soklinds axtaraq. Burada v =u(x) funksiyasi
u =q(x)u

tonliyinin sifirdan forqli hallidir, v =v(x) iso

V" =q(x)v+f(x)
tonliyinin hor hansi bir hollidir. Askardir ki, (5.57) diisturu ilo toyin
olunan y(x) funksiyasi ixtiyari ¢ Ugiin (5.55), (5.56) masalasinin halli

olar. Ixtiyari ¢ iigiin bu y(x) funksiyasmin y(a)=y, sortini, yoni
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cu(a) +v(a) = yq,
O0domosi li¢iin
w@)=0, v(a)=y,
sartlori 6donmalidir.
Askardir ki, agor u(x) vo v(x) funksiyalarini uygun olaraq
u'=q(x)u, wa)=0, u'(a)=1 (5.58)
\)

V' =q(x)+f(x), v(@)=y,, v(a)=0 (5.59)
masalalorinin  halli kimi gotiirsak, (5.57) funksiyas: ixtiyari ¢ {giin
(5.55) tonliyini vo y(a) =y, sortini 6doyar.

Indi ¢ parametrini elo segak ki, (5.57) funksiyasi y(b) =y, sortini do
Odasin:
Yp —0(b)
cu(d)y+vb)=y,, c :bu(—b)'
Burada u(b) # 0 oldugu farz olunur.

Belalikla, (5.55), (5.56) sorhaod masslasini iki baslangic mosalays -
(5.58) va (5.59) - gotirdik. Baglangic masalolorin halli iigiin avvalki
paraqgraflarda verdiyimiz odoadi iisullardan istifado edib, u(x) vo v(x)
funksiyalarinin ixtiyari ndqtade toaqribi qiymetlorini tapdiqdan sonra
Yp —v(b)

u(b)

disturunun kémoayi ilo y(x) funksiyasinin da toqribi qiymeotlorini tapmis

y(x) = —u(x) +v(x)

olariq.
u(b) odadi kigik oldugda bu iisulu tocriibado totbiq etmok somarsli

olmur. Bu da tisulun asas ndgsanidir.
Indi agagidaki kimi xiisusi masaloys baxaq:

Y =qx)y+f(x), (5.60)
y'(@) = apy(a)+ay, (5.61)
y'(b) = foy(b)+ f. (5.62)

Bu masalonin halli {igiin yuxarida gorh etdiyimiz iisulu totbiq etsok,
masalonin halli
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y=cu+uv,
u'=qx)u, uw@)=1, u'(a)=ay,
v =qxv+f(x), v(@)=0, v'(a)=a,
_ S =V’ (D) + fou(b)
u'(b) - fou(b)

diisturlari ils tayin olunar. Buradan gériiniir ki, u'(b)— S,u(b) kafi qader

kicik oldugda bu {isulu tatbiq etmok olverisli deyil.

Belalikla, gostordik ki, yuxarida sorh etdiyimiz {isulu, istor (5.55),
(5.56) va istarsa da (5.60)-(5.62) masalasinin hallins tatbiq etdikds, uygun
olaraq u(b) va u'(b)— Byu(b) adadlari kigik olduqda, slverisli olmur. Bu

halda bagqa bir iisul, qovma {isulunu, tatbiq etmoak alverisli olur.
2.(5.60)-(5.62) mosalosini holl etmok iiglin qovma iisulunu totbiq
edok. Elo bir tortibli xotti diferensial tonlik:

¥ = ap(x)y + (@) (5.63)
axtaraq ki, y =cu+v bu tonliyin hallar ailesins daxil olsun.
(5.63)-do x =a goabul etsok (5.61) sortini aliriq.
Onda
ap(@)=ay, a(a)=a.
y =cu+v funksiyasi (5.63) tonliyini 6dediyinden
u'=ay(x)x, v'=ay(x)v+a(x).

Birinci eyniliyi diferensiallayib, ©" = q(x)u eyniliyindon istifado etsok:

o (0) + & (1) = q ()

oldugunu alariq. likinci eyniliyi diferensiallayib, v"=q(x)+ f(x)
eyniliyinden istifads etsok:

i () + ot () () = £ (x)
oldugunu alariq.

Bu axirmer bir tortibli diferensial tonliklor sistemini hall edib g (x)

va q(x) tapdiqdan sonra (5.63)-don

¥'(b) = (D) y(b) + 2 (b)
oldugunu aliriq ki, bu tonliyi (5.62) ilo birgs hall edib, y(b) va y'(b)-ni
tapiriq. Belaliklo (5.60) tonliyini hall etmak ii¢iin sag ucda Kosi sortlorini
tapmig oluruq. Bu Kosi masalasini hall etmoklo qoyulmus serhad

masalasini do hall etmis olurug. Bu {isula qovma iisulu deyirlor (serhad
sorti bir ucdan o birisina qovulur).
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Nohayat, qeyd edok ki, qovma {iisulunu (5.55), (5.56) masalasine
tatbiq etmok olverigli olmur. Bu halda ¢ (x),;(x) funksiyalarini tapmaq

ticlin geyri-xatti diferensial tonliklor sistemi aliriq.

§9.0perator tanliklar ii¢iin variasiya iisulu
Golocokdo diferensial tonliklor {iglin qoyulmus sorhad masalalorini
hall etmok ligiin avvealco daha iimumi tenliklor-operator tonliklor ii¢lin
variasiya tisulunu totbiq edok.
Tutaq ki, H — haqiqi hilbert fazasidir. A ils, tayin oblastt H 4 < H
olan, xotti operatoru isars edok. Forz olunur ki, H, ¢oxlugu H

fazasmda har yerdo sixdir. Ogor ixtiyari y e H 4 ticiin

2
(4,520, Ay, =7 ol* (7>0)
olarsa, A operatoruna uygun olaraq miisbat vo miisbat-miloyyan operator

deyirlor.
Ogor ixtiyari y,z € H 4 lgiin
(Ay,2)=(y,A2)
olarsa, A operatoruna simmetrik operator deyirlar.
Asagidaki kimi operator tonliys baxaq:
Ay=f, (5.64)
burada f € H verilmis element, y e H 4 iso axtarilan elementdir.

Teorem 5.5. Tutaq ki, xotti A operatoru miisbot vo simmetrikdir.
Onda

J()=(Ay,y)-2(f,y)

funksionalina minimum veran iinsiir (5.64) tonliyinin halli olar.

Isbati. Tutaq ki, y* € H finsiirii J(y) funksionalia minimum verir.
Ixtiyari z e H 4 vo hoqiqi A parametrini gétiirok. Onda y'+izeH A4 Vo
J( +2)2J(y")

olar. Askardir ki,
J(* +22) = (A +22),y +22)=2f,y +A2)=
=(Ay",y )+ AUAY",2)+ A(Az,y" ) + 12 (Az,2) -
—2f,y )= 24(F,2) =J () + 2A(Ay ,2) + 2 (Az,2) -
—20(f,2) = J (¥ )+ 2UAY" ~ f,2)— 1 (Az,2),
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2UAY" ~f.2)- P(Az.2)=d (¥ +A2)-J () 20,
2A(AY" —f,2) - *(Az,2)>0.
Buradan
2Ay" —f,2)- A(Az,2) > 0(1 > 0),
2Ay" —f,2)— A(Az,2) < 0(A < 0).
Birinci barabarsizlikde A — 0+, ikincids isa 4 — 0 — gotiirsek, uygun

olaraq
(Ay"~f.2)20
(Ay"~f,2)<0
oldugunu aliriq. Buradan
(Ay"~f,2)=0.
H ;4 ¢oxlugu H fozasinda har yerdos six oldugundan
Ay* =f.

Teorem isbat olundu.
Bu teorem onu gostorir ki, (5.64) tonliyinin hsllini tapmaq {igiin,
J(y) funksionalina minimum veran elementi tapmagq kifayatdir.

Indi iso J(y) funksionalna minimum veron ndqtonin taqribi
giymeatini tapmagq tisulunun ideyasim gorh edok.
H 4 -nin els alt fozalarin

Hg) CHX) C-"CHXL) c--cHy
secok ki, J(y) funksionalina bu alt fozalarda minimum veran noqtalori
tapmaq asan olsun. H XL) -do funksionala minimum veron noqtoni y,, ilo

isaro edok. Bu noqts, J(y) funksionalina H 4-da minimum veran

noqtonin toqribi qiymati kimi gotiiriiliir.
Askardir ki,

J(yoch(yz)z---ZJ(yn>z---zm=r§TJ(y>=J(y*),

buradan da
lim J(y,)=M2=2m
n—ow
oldugunu alirq.
ng) alt fozasi elo segilmolidir ki, M =m olsun. Belo {y,} ar-

dicilligina funksionali minimumlagdiran ardicilliq deyirlar.
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Aydindir ki, funksionali minimumlasdiran ardicilliq y”* -ya y1gilmaya

da bilor. Asagidaki teorem lim y, =y* olmasi iigiin kafi sortlori verir vo
n—o

bu yi1gilmanin siiratini do miiayyan edir.
Teorem 5.6. Tutaq ki, xotti A operatoru simmetrik vo miisbat
miiayyondir. Onda
lim y, = y*

n—o0

s%\/J(m —JT().
Isbat1. y* noqtesi J(y) funksionalina minimum verdiyindon
Ay =f
olar (teorem 5.5-9 asason). Onda
J () = () =AY ¥n) = 2(¥n. ) = (AY",5") +
+2(,5") = (An n) = 2000, AY ) + (AY", %) =
=(AWn =Y 0n) = =5 A ) = (AW =), V)~
~(AG, )Y = (A =)0 32 -

Buradan

\

| ="

lim J(y,)=m=dJ(y")
n—o0
oldugundan
lim y, = y*
n—>0
oldugunu alirig. Yigilma siiratini miioyyonlagdiran barabarsizlik do
* * 2
J@n)=J )2 7 |vn -

barabarsizliyindon alinir. Teorem isbat olundu.
Beloliklo, (5.64) tonliyinin toqribi hollini tapmaq tglin J(y)

funksionalint minimumlagdiran ardicilligi tapmaq kifayatdir. Konkret
masalalar {igiin bels ardicilliglarin qurulmasina galacokds baxacagiq.

§10. Rits iisulu
Xatti diferensial tonlik {igiin qoyulmus sorhod masalasine baxaq:

Y'=q@)y+f(x), y@)=y0b)=0 (555
Burada sadslik ii¢lin bircinsli sorhad sortlori gotiiriilmiisdiir. ©ks halda
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xatti avazloma vasitasilo hamiss bircinsli sorhad sortlorine gatirmak olar.

Forz olunur ki, q(x)2¢qy>0 vo f(x) (a<x<b) kosilmoz
funksiyalardir. Tutaq ki,

H=1L,[a,b], Ay=-y"+q(x)y
va bu operatorun toyin oblasti —H 4 iki dofo kosilmoz téromalori olan vo
y(a)=y(b)=0 sortini ddoyon funksiyalar ¢oxlugudur. Onda (5.65)
masalosini
Ay=-f (5.66)

operator tonliyi soklinde yazmagq olar.

Isbat edok ki, A operatoru H 4 ¢oxlugunda simmetrik vo miisbot -

miloyyondir. Forz edok ki, y,ze€ H 4. Onda

b b b
(Ay.2) = [(-y"+qy)zdx =—[y"zdx + [ qyzdx =
a a a

b b b
= —2y'|z + Iy'z'dx + Iayzdx = y2'|z — _f 2"dx +
a a a

b b
+ fqyzdx = j(—z" +q2)ydx =(y, Az).
a a

Demali, A operatoru simmetrikdir.
Indi iso A operatorunun miisbat miioyyaenliyini isbat edok. Tutaq ki,
yeH,. Onda

b b b b
(A, = [(~y" +qy)ydx =—[y"ydx + [qy>dx == y's[ + [y ?dx +
a a a a

b b b b
+ quzdx = Iy'zdx + qojyzdx > qojyzdx = qol*
a a a a

(Ay, )= qololl*.
Buda A operatorunun miisbat-miioyyan olmasini gostarir.

A operatoru simmetrik vo miisbat-miioyyon oldugundan teorem 5.5-5
asasan, (5.56) tonliyinin hallini tapmaq ticlin /() funksionala minimum
veran noqtoni tapmaq lazimdir. Ona gora do avvalca (5.65) mosoalasi ligiin
J(y) funksionalini hesablayaq:
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b b b
J() = (A, 9)+2(3.f) = [ (=" +qy)ydx + 2| yfdx = [ y"ydx +
b : a b b X ba : a
+[(qy* +2yf)dx ==y'y|, + [y dx + [ (qy* +2yf)dx =
Z a a
= [y +qy? +2fy)dx,
a

b
J() = [ +qy* +2fy)dx. (5.67)

Teorem 5.6-ya osason bu funksionala minimum veron ndqtonin
“toqribi giymatini” tapmaq li¢lin minimumlasdiran ardicilligi qurmaq
kifayatdir.

Belo ardicillig1 qurmagq iigiin avvalco asagidaki lemmani isbat edok.

Lemma 5.4. 1) Hor bir M adadi {igiin elo R adadi olmallidir ki,

y(@)=y(b)=0
sorhad sortlorini

b b
J() = [f(x,3.9)dx =[(y* +qy* +2fy)dx < M

barabarsizliyini 6doyen ixtiyari y(x) funksiyasi
ly(x)|<R (a<x<b)

borabarsizliyini do 6domolidir.
2) Hor bir R odadi tigiin elo d, p >1 adadlori segmok olar ki, ixtiyari

x €[a,b], |y|< R, ze(—w,x) igiin

f(x,y,2) 22| +d
borabarsizliyi dogru olur.
Isbat1. Tutaq ki, J/(y)< M. Onda

b b

Iy'zdx < 2j|f(x)||y|dx +M,

a a
b b
fy'zdx < (2j'|f(x)|dxj max |y(x)|+ M,
" " a<x<b

y(x) = [y (t)dt
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eyniliyinden
b
max |y(x)|<vb-a _[|y'|2dx
asx<b 5

oldugu alinir
Bu axirinci barabarsizliklordon

b
r?a§b|y(x)| <Jb —a‘/M + [2_[|f(x)|dx] r?a§b|y(x)| ,

b
Jgfi‘bl y@)|<20b-a)[|f(x)|dx=R.

Lemmanin birinci hissasi isbat olundu.
ogor
p=2, d=1-2R max|f(x)|
a<x<b

gobul etsok lemmanin ikinci hissesinin dogrulugu bir basa f(x,y,2)

funksiyasinin ifadosindon alinir.
Indi funksionali minimumlasdiran ardicilliq quraq. [a,b] parcasinda

toyin olan vo asagidaki sortlori 6doyen ixtiyari kesilmoz diferensiallanan
?1(x), 92(x),...,9,(x) funksiyalar sistemine baxaq:
D) ¢(@)=¢;(b)=0 (i=12,..,n)
2) {pi(x)} (i=12,...,n) xatti asili olmayan sistemdir;
3) [a,b] pargasinda kosilmoz olan ixtiyari ®(x) funksiyasi vo ixtiyari
& >0 tgiin el
D, (%) = @] (x) ++ + Ay (%)
imumilosmis ¢oxhadlini tapmaq olar ki,
|D(x)-D, (x)| <& (xela,b])
barabarsizliyi ddonsin.
Bu sortlori 6doyon ¢;(x) funksiyalari ovozino

pi(x)=(x—a)'(b-x)
voya
x—a
b-a

@;(x)=sinirz

funksiyalarin1 gotlirmak olar.
Minimallagdiran ardicilligin iimumi haddini
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Yn(x) = Ziai%'(x)

soklindo axtaraq.
Askardir ki, ixtiyari n ve q; TUglin bu funksiya sorhod sortlorini

odayir:
Yn(@)=y,(0)=0
Bu funksiya tigiin JJ(y) funksionalin1 hesablasaq
n n
J(yp) = D Ajaa;+23 A,
=1

i,j=1
oldugunu alariq. Burada
b

Ajj = [0} ()9 (%) + q(x)p; (%)@ ()]dxc (0, =1.2,...,n),

b
A; = [@0)f(x)dx (i=12,...,n).

Isbat edok ki, J(y,)=®(q,...,a,) funksiyasi dziiniin minimumunu
a; -lorin sonlu giymetlorinde alir. Bunun {iglin @; -lordon hor hansi bir
* % % . e e
a;,a,...,a, sistemini gotiirak vo
®(af,a;,...,a,)=M
isarolomasini aparaq. Askardir ki, bize a@; -lorin elo qiymotlorino baxmaq
lazimdir ki,
®(ay,ay,...,a,) <M
boraborsizliyi 6donsin. Lemma 5.4-{in birinci hékmiino osason elo R
tapmagq olar ki,
ly(@)|<R (a<x<b)
borabarsizliyi 6densin. Onda hamin lemmanin hokmiine asason is9

b D b
sz[
a

!

aro

’

p
appp | dx<M-db-a)=M,,

M=

+d ldx, j

a

il el

k=1

kS

bl n 1/p
{J. > ay, dx} <M.
k=1
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n
A, =ay / ‘figl aiz isaralomasini aparsaq:

1/p
> af _[ > wer| dx SMll/p
izl a k=l
oldugunu alarq. Askardir ki,
n
2
LR
1=1
Ona gors do
bl n p 1/p
l//(%ﬁa,--.,ﬂn):{f sztk(/’i’e dx]
al k=1

n
kosilmoz funksiyasi, vahid sferada (2/12 zlJ Oziinlin on kigik
=1

J —qiymatini alir. Onda

1/p
& 2 M,

Zai < 5
i=1

Belolikla, isbat etdik ki,
D(ay,ay,...,a,) <M
borabarsizliyini 6deyon a; -lor ¢oxlugu, n-6l¢iilii Evklid fozasinda
mohdud qapali ¢oxluq toskil edir. Buradan ¢ixir ki, elo q,a,,...,q,
odadleri var ki, ®(ay,q,,...,a,) funksiyasi 6ziiniin on kicik qiymetini

alir.
Nohayat, isbat edok ki,

lim J(y,)=J(y").
n—o
@, (x) funksiyasinin 3-cii xassesino osason ixtiyari & >0 vo ixtiyari

kasilmoz-diferensiallanan y(x) funksiyasi {iglin elo n va q; -lor tapmaq
olar ki,

n
‘ yr(x) - Zakgo;e (%)< mil’l(go,b%j
k=1 a

O0donsin. Onda
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< <e,

[ [y'(x) —}gla% (x)} dx

R=

‘ () - kflak(pk )

buradan

0<J(y,)=J(¥) <7
oldugunu aliriq. Burada 7 kafi qodoer kigik adoddir. Ela buna goro do

lim J(y,)=J(y").
n—
Belolikls, biz isbat etdik ki, a;-lorin elo sonlu qiymotlorini tapmaq
olar ki,

Yn(x)= ;ai(ai(x)

funksiyalar ardicillig1 minimumlasdiran ardicilliq olar.
Teorem 5.6-ya asason bu funksiyami JJ(y) funksionalina minimum

veran ndqtonin toqribi qiymati kimi, yoni (5.65) masalasinin toqribi halli
kimi gotiirmak olar (teorem 5.5).
Biz y,(x) funksiyasin1 minimumlasdiran ardicilligin iimumi haddino

geviron q; -lorin varhigm isbat etdik. indi onlarin tapilmasi qaydasm

verak.
a; -lori tapmagq liglin asagidak: xotti tonliklor sistemini aliriq:

10J(yn)
2 ﬁak
Isbat edok ki, bu sistemin yegano holli var. Bunun ii¢iin uygun

bircinsli tonliklor sisteminin
n

n
=Ap+Y Aya; =0 (k=12,...,n). (5.68)
i=1

Aikai =0 (k = l,2,...,n)
i=1
yalniz sifir halli oldugunu isbat etmak kifayotdir.

Tutaq ki, ay,...,a, bircinsli sistemin sifirdan farqli hollidir.
n
Y Apa; =0 (k=12,...,n).
i=1
n

W, = 2.Q;¢; isaralomasini aparaq. Buradan
=1
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b
[Wnor+qv,e)dx =0
a

oldugunu alariq. Dogrudan da,

n n b
0= Apa; =), [ [ [0} ()0} (%) + q(x)2; (%), (x)]dx]% =

i=1 i=1\a

1=

br/ n "
= I[( 1a_i§0£ (x)jfﬂ}g (x)+ q(ﬂC)(Zi a;p; (x)]gok (x)}dx =

b
= [l (@)pp (%) + q(x)y,, (%) gy, (x) dx,

b
[y (@)1 () + (0w, ()@ (2)]dx (k=1.2,....n).

a
Bu barabarliyin har torafini aj, -ya vurub 1-don n -dok comloasak:

b
[{wn (T +q(@)[y, (x)]*}dx =0

oldugunu alariq. Buradan
W (x)=0
vaya

n
> @;p;(x)=0.
i=1

Bu o demokdir ki, {¢;(x)} xatti asili sistemdir. Bu iss sorta ziddir.

Belaliklo asagidaki teoremi isbat etmis olurug.

Teorem 5.7. Tutaq ki, q(x)>0 va f(x) (a<x<b) funksiyalan

kosilmozdir.
Onda {y, (x)},

o) = ilami(x)

(burada a; -lor (5.68)-don toyin olunur) ardicilligi (5.67) funksionalini

minimumlasdiran ardicilligdir vo
lim y, (x) = y" (%),
n—o0

bels ki, yigilma siiroti asagidak: diisturla toyin edilir:
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@)=y @, S%JJ(yn)—J(y*) .
0
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§11. Uygunsuzluqlarin minimumlasdirilmasi
usullar1 haqqinda

Yuxarida oldugu kimi yena do xatti diferensial tonlik {i¢iin sorhad
masalasing baxaq:

Y'=q@)y+f(x), ¥(@)=yq Y(0)=yp (5.69)
Asagidaki kimi xotti-asili olmayan va [a,b] pargasinda toyin olunan
funksiyalar sistemini nozardon kegirak:

¢O(x)>¢l(x)a-- :(on(x)
vo forz edak ki,
Po(@)=Yq, Po(0)=p, ¢;(@)=¢;(b)=0 (I=12,..,n)
sortlorini 6dayir.
(5.69) masaloasinin taqribi hollini

Y () = @ () + Zlci(pi(x)

soklinds axtaraq. Bu funksiyanin sarhad sortlorini 6dadiyi askardir.
R(x,Cl,Cz,...,Cn) = y;,l _q(x)yn _f(x) = (ﬂg(x)_

—q(x)go (x) = f(x) + ;Ci[(ﬂﬁ'(x) —q(x)p;(x)]

funksiyasina (5.69) moasolosinin uygunsuzlugu (nevyazkasi) deyirler.
Askardir ki, ogor elo cf ,c;,...,c; sabitlori tapmaq olarsa ki,
uygunsuzluglar sifra ¢evrilsin:
R(x,c{,¢5,...,cp) =0,

onda
Y (%) = o () + ;cZ‘ @; (%) (5.70)

funksiyast (5.69) mosolosinin doqiq holli olardi. Tocriibado belo
¢; (i=12,...,n) tapmaq miimkiin olmadigindan elo ¢;-lor segilir ki,
R(x,c;,cy,...,c,) kafi qadar kigik olsun.

Bunun ii¢lin miixtalif iisullar totbiq edilir.

1. Kollokasiya iisulu. c; (i=1.2,...,n) sabitlorini elo se¢ok ki, kafi

godar bir-birina yaxin olan x,x,,...,x, (x; €[a,b],i=1,2,...,n) noqte-
lorinds uygunsuzluq sifra gevrilsin:
R(x;,c(,¢5,...,¢,)=0 (i=12,...,n),
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yaxud
Zl[%"'(xi) —q(x;)0; (x;)]e;j =90 (x;) —q(x)po () ~f (;) ((=12,...,n).
iz

Bu sistemi holl edib (ogor holli varsa) cl* ,c;,...,c*

, tapdiqdan sonra,

(5.70) funksiyasi (5.69) masslosinin taqribi halli kimi gotiiriiliir.
2. Onkigik kvadratlar iisulu. Bu tsulda c; (i=1,2,...,n) parametr-

lorini elo segirlor ki,
b
J:_[Rz(x,cl,cz,...,cn)dx
a

on kicik qiymat alsin. Bunun ii¢lin
b
1 0J OR .
——=|R—dx=0 (i=12,...
2 6ci (Jl. aCi X (l 7 ,n)

va yaxud

n (b
)} {f (97 (%) = q(x)@; (2)][@} (%) — q(x); (x)]dx}c =

j=1
b
= [0 (%) = q(2)g; ()L (%) — 5 (x) + q(x) g2 (x) 1dax

sistemini hall etmok lazimdir.
Bu sistemi holl edib (ogor holli varsa) c;,c5,...,c, ododlorini tap-

digdan sonra, (5.70) funksiyasi (5.69) masalasinin taqribi halli kimi gabul
edilir.
Qeyd edok ki, bazon </ inteqralinin avazina
N
Jn =D R(x;,¢1,65,...,Cp)

i=1
funksiyasinin minimum almasi sortinden do ¢;,¢5,...,c,, tapilir. Burada
X1,%X5,...,%, (x; €[a,b],i=12,...) noqtalori bir-birina yaxin gotiiriiliir.

3. Qalyerkin iisulu. Tutaq ki, {@;(x)};—, . funksiyalar sistemi tam

v ortoqonaldir.
Molumdur ki, agor kesilmaz f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda ¢;(x)

funksiyalarina ortoqonaldirsa, yoni
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b
[f@)p;(x)dx =0 (i=12,...),
a
onda
f(x)=0 (a<x<b).
Bundan bagqa, molumdur ki, kosilmoz f(x) funksiyasi sonlu
@, 0,...,¢, (kafi goder bdyilik n -lor iiglin) funksiyalarina [a,b] par-
casinda ortoqonaldirsa, onda f(x) funksiyasi [a,b] par¢asinda kafi qodar
kicik olacaqdir. Qalyerkin {isulu bu fakta asaslanir.
¢; 1=12,...,n) parametrlori elo secilir ki, uygunsuzluq R, [a,b]
parcasinda @;(x),...,¢,(x) funksiyalarina ortoqonal olsun. Onda qeyd
etdiyimiz kimi uygunsuzluq kafi qadar kigik olacaqdir (kafi gadar bdyiik

n -lar ii¢iin).
Belalikls, ¢; (i =1,2,...,n)-lori tapmaq U¢iin agsagidaki sistemi aliriq:
b
[@;(@)R(x,¢1.¢5.....¢,)dx =0 (i=12,....n)
a

voya

n(b
Zl(f 9, (0)[@; (x) - q(x)p; (x)]deCj =
J=\a

b
= [ 01 ()0 (%) — g(x)@p (x) - f(x)]dx.
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VI FOSIL

XUSUSi TOROMOLI DIFERENSIAL TONLIKLORIN TOQRIBi
USULLARLA HOLLI

Adi diferensial tonliklorde oldugu kimi, xiisusi toromsli diferensial
tonliklarin do doaqiq hallini ¢ox az hallarda tapmaq olur. Buna gora do belo
tonliklorin holli {igiin miixtalif toqribi iisullar toklif edilmisdir (hom
analitik vo ham do odadi tisullar). Bu fasilde bels iisullardan bir negasi
sorh olunur. Burada asason adadi iisullar verilir.

Sadolik xatirine, baxilan tonliklor iki doyisenli funksiyalar {i¢iin
gotliriilir. Eyni qayda ilo coxdoyisonli xiisusi toromoli diferensial
tonliklara do baxmagq olar.

) §1. Sabaka iisulu
Usulun ideyasit ondan ibarotdir ki, diferensial tonliys daxil olan
funksiyalarin tayin oblastini
x=x; =x¢+ih (I=0£1%2,...),
y=yj=yo+jl (j=0£1%2,..)
paralel diiz xotlorlo sobokalora boliib oblasti bu diiz xotlorin kosigmo
noqgtolori ¢oxlugu ilo ovoz etmok lazimdir. Bundan sonra diferensial
tonlikdo (x,y) noqtesini (x;,y;) diyiin ndqtesilo vo bu ndqtalords

toromolori uygun sonlu forqlorlo avoz edib, cabri tonliklor sistemi aliriq.
Bu sistemin halli masalonin hallinin diiyiin ndqtalarinds toqribi qiymatlori
kimi gotiiriiliir.

Asagida bu tisul miixtolif mosalalors totbiq edilir. Baxilan mosalalorin
hallorinin varlig1 vo yeganoliyi forz edilir.

1. Elliptik tanliklor iigiin. Elliptik tonliklor liclin asagidaki sorhad
masalasine baxaq:

2 2
Luzaa—g+ba—g ca—u+da—u+gu=f (6.1)
ox oy Ox oy

tonliyinin elo u(x,y) hallini tapmagq tolob olunur ki,
u|r =@ (6.2)
sorhad sartini 6dosin. Burada a,b,c,d,g,f funksiyalart x vo y-don asili

olub, sorhadi T" olan sonlu G oblastinda toyin olunub. Forz edacayik ki,
bu funksiyalar (G +T')-da kesilmozdir, @ vo b funksiyalarnn (G +T')-da

miisbatdir, g iso orada miisbat deyil. ¢ funksiyas: I'-ds toyin olunub va
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kasilmazdir.
Indi iso G + T oblastin1 sobokalars bolok. Bunun iigiin, yuxarida qeyd
etdiyimiz kimi,
x=x0+th (@=0,£1%2,..),
Yo=Y +Jjl (j=0%£L%2,..)
paralel diiz xotlor ¢okok. Bu diiz xatlorin kosisma ndqtalorine diiyiin
noqtalori deyilir vo (i,j) ilo isaro edirlor. Biz yalmz G +I' oblastina
daxil olan diiyiin ndqtalorine baxacagiq. Iki diiyiin ndqtosine o vaxt qonsu
noqgtolor deyirlor ki, onlarin biri-birindon mosafasi x vo ya y oxu
istiqgamatinds gobokonin addimi1 (2 va ya [ ) qadar olsun. Ogoar (i, j) -nin
gonsu diiylin ndqtalorinin dordii do G+T oblastina daxildirse, onda bu
noqtayes daxili dilylin ndqtesi deyirlor. Daxili diiyiin
noqtolori coxlugunu G* ilo isaro  yA
edok. Ogor (i,j)-nin qonsu noqtalo-

|

rindon heg olmasa biri G* oblastina )
daxil deyilsa, onda bu ndqtoys sorhad
diiylin noqtasi deyirlor. Sorhad diiyiin .

noqtolori coxlugunu T ilo isaro
edok. 3-cii sokildo daxili noqte -7, )
sorhod noqtesi iso “*” goklindo
gostorilmigdir.

(6.1) tonliyinds (x,y) ndqtesinin
yerind (i,J), Sokil 3.

|Y

yani (xg+1ih,yy+jl) noqtesini yazib, bu ndqtods téromalori asagidaki
sonlu forglar diisturlar ila

Ou CUivLj T U%i-Lj Oul Wi — Wi
) 2 @lag) 2
DPu| Ui~ 2w+

2 = 2 ’
ox” (i, j) h
DPu| Wi~ 2w+

2 = 2 ’
g !

burada w;; =u(xy +1h, Yy + jl), avoz etsok
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Iy = g il ~ 2w + Uiy Uijjpy = 25 + Uy
uij =ai]~ h2 +bi' lz +
Uiv1j — Ui Ujjr1 — Uil
+cij h +dij 2] +gijuij = f;«] (63)
oldugunu alariq. Burada a;;,b;,¢;5,d;5,8;5,f;; (6.1) tonliyinin omsalla-

rinin (Z,j) diiylin néqtesinda qiymotloridir.
(6.3) sisteminin hor bir daxili diiylin ndqtasi tiglin yazilist aydindir.

Ogar (i,J) sorhad ndqtosidirss, onda w;; ovozine bu dilyiin

yA noqtosine I'-daki an yaxin néqtados
@-nin qiymotini gotlirmak lazimdir.

Sorhod sortini bu ciir approksimasiya
etmok cox vaxt boyiikk xotaya sobab
/6: 1 olur. Ona goro do asagidaki qayda ilo

B approksimasiya maslohot goriiliir (Kol-
/ lats tisulu). Hor bir A sorhad diiyiin
( noqtesinde  (sokil 4) funksiyanin
giymatini

_Sauc+hop
Upg = W (64)

diisturu ilo toyin edirlor. Bu diistur
gostorir ki, u,-nin qiymeti, uc vo up = @p-nin qiymotlorinin xotti

]y

Sokil 4.

interpolyasiyas1 kimi alinir. Bu halda xota h? tortibden olacaqg.
Belalikla, (6.3) xotti cobri tonliklor sistemini almis oluruq. Bu
sistemdo mochullarin- u;; say1 tonliklorin saymna (daxili diyiin noqte-

lorinin sayia) barabordir. Bu sistemi hall edib w;; -lori tapdigdan sonra
u(x;,y;) =
qobul edirik. Burada wu(x;,y;) (6.1) mesalonin doqiq hallinin (7, /)
diiyiin ndqtesinda qiymatidir.
Burada asagidaki suallar ortaya ¢ixir.

1) (6.3) sisteminin holli varmi1? Ogar varsa hansi iisullarla tapmaq
olar?

, h va [ -in hansi tortibindon sifra

2) Usulun xotas1 — |u(xi, ¥i) -

yigilir? Usulun xotast dedikdo hom tonliyi vo hom do sorhad sortlorini
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approksimasiya etdikds buraxilan xata nazords tutulur.
Asagida bu suallara cavab verilir.
Ovvalca (6.3) sistemini asagidak: sokilds yazaq:
lu Aul+1]+B iU 1]+C uu+1+D ij— 1—Eijuij=ﬁj, (65)

burada
A Gij CJ i.:ﬂ_ﬁ, i,:bJ dij
th 2n° T8 T2 2n T
bij dl] _ 2aij 2bl]

ij=l_2_2_la ij—h—2+ 2 — 8ij-
Askardir ki, kafi qader kigik A vo [ iigiin AL],BU,CU,DU,E
miisbotdirlor vo
Ajj+B;j+Cij+ Dy —Ej; = g;;.
1.1 Asagidaki komakcgi lemmalart isbat edak.
Lemma 6.1. Tutaq ki, sobokonin diiyiin ndqtalorinds, hamisi eyni bir

adado berabar olmayan v;; — qiymotlor sistemi verilmigdir vo bunlar

daxili dityiin noqtslari liglin

lv;; 20

sortini O0dayirlor. Onda v;; daxili diiylin noqtolorinde 6ziiniin miisbat

ij
maksimumunu ala bilmoz.
Isbat. Forz edok ki, v

maksimumunu alir:

;j daxili diiylin noqtesindd 6ziiniin miisbot

v; ;= max v; =M >0.
t0Jo Guj)e G ]

Askardir ki, (iy,jp) dilyiin ndqtesine qonsu olan dilyiin ndqtalordo
vjj -lor M -don bdyiik deyildir vo he¢ olmasa bunlardan biri M -don

kicikdir. Ona gora do

lvlo]o = Aioio lo+Ljo +Blo]o io—Ljo +Ciojo lgJo+1 +Diojo Vigjo-1~
_ )= L. <
Elo]o loJo < M(Alojo +Blo]o +Clo]o +Dlo]o loJo) Mglo]o - O’
LvinO <0, (lo,]o)GG .

Bu iso lemmanin sorting ziddir.
Lemma 6.2. Tutaq ki, sobokonin diiyiin ndqtslorinds hamist eyni bir

adads borabar olmayan v; — qiymetlor sistemi verilmisdir vo bunlar

daxili diiyiin néqtalori {igiin
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lv; <0

sortini ddayir. Onda v;; daxili diylin noqtelorinds oziinitin  monfi
minimumunu ala bilmaz.

Bu lemmanin isbat1 yuxaridaki lemmanin isbatina analojidir.

Lemma 6.3. Tutaq ki, sobokonin dilylin ndqtalorindo hamisi eyni bir
adada borabar olmayan v;; va V;; qiymatlor sistemi verilmisdir vo bunlar
daxili diiyiin néqtsleri {igiin

| Loy| <1V
sortini 6dayirlar. Sorhad diiyiin ndqtalorinds iso
[0l < V:
Onda ixtiyari diiyiin ndqtasi {igiin
[0l < V:
Isban. Askardir ki,

(v + Vi) <0, (i,j)eG:a (6.6)
N
l _V 207 ', ] G*,
i - Vi) (LJ)e ) (6.7)
‘/l] SO (L,J)EF :

(6.6) va (6.7) berabersmhklsrlne uygun olaraq lemma 6.1 vo lemma 6.2-ni
totbiq etsok:

v; +V; 20, (i.j)eG

Vo
-Vii20, (i, HeG”

oldugunu alariq. Bu berabersmhklsrden lemmanin hékmiiniin dogru
oldugunu alirq.

1.2. (6.5) sisteminin hallinin varlig1 va yeganaliyinin isbati. Bundan
olavo isbat edok ki, adi iterasiya tisulu ilo qurulan ardicil yaxinlagsmalar bu
sistemin halline y181lir.

Xatti cobr kursundan moalumdur ki, (6.5) sisteminin hoallinin varligi vo
yeganaliyini isbat etmok {i¢iin uygun bircins sistemin ancaq sifir hallinin
oldugunu isbat etmok kifayotdir. Bircins sistemin ancaq sifir hollinin
varlig1 iso lemma 6.1 vo lemma 6.2-don ¢ixir. Dogrudan da, agor bircins
sistemin sifirdan forqli halli olarsa, onda bu hoallin miisbot komponentlori

194



6ziinlin on bdyiik vo monfi komponentlori 6ziiniin an kicik giymstlorini

I'"-da alar. Bu da miimkiin deyil. Ciinki bircins sistemin halli I -da
stfirdir.

Isbat edok ki, (6.5) sistemi iiciin ((6.4) tonliyi nozora alinmagq sortilo)
qurulmus adi iterasiyalar bu sistemin halline yigilacaq. Bunun fi¢iin forz
edok ki, g <0 vo (6.5) sistemini asagidak: sokilds yazsaq:

u=ﬁu +ﬁu -+Cij +Dij fij
ij Eij 1+1j Eij 1-1j E] l]+1 E] L] 1~ Eij >
Sauc +hop
Uy =—"———.
h+ 5A
Askardir ki, bu sistemi
u=Au+b
soklinds yazsaq:

|4l = max{ 551 7 A+ Bi];jcij + D },
S4<h vo
Ajj+ B +Cij + Dj; < Ej;
oldugundan
lAll, <1.

Onda sixilmis inikas prinsipine 9sason hokm edirik ki,

u(.’”)=Aij (m~ Byj Gij um- 1)+D (m-1) _ fij
4] Eij 1+1j Eij i— 1] E'j l]+1 E] l]l Eij’

m) _ é‘AuC +h(oB
u =
h+64

yaxinlagmalar1 (6.5) sisteminin hollino yigilir. Yigilma siiroti | Al|; ododi

(m=12..)

ilo toyin edilir. Qeyd edok ki, g=0 oldugda da adi ardicil
yaxinlagmalarin y1g1ldigini isbat etmok olar [2].

1.3. Diferensial tonliyi approksimasiya etdikda buraxilan xatani
qiymatlandirak. Forz edok ki, (6.1), (6.2) mosolosinin hallinin doérd
tortibdon kasilmoz téromasi var. Onda askardir ki,

w +hyp) —u —hy) ou| 2 Ouy))
2h ox G.J) 6 ox

(xi—hﬁﬁ?i Sxi+h)
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u(i, vy + D@,y =0 _ou| 12 Ol ¥))
21 ay G.J) 6 5y3 ’
(vj-I<yj<y;+D),
u(x; +h,y;) = 2u(x;, ;) +u(x; —h,y;) 82u| +ﬁ64u(§,yj)
h2 ax2 |(L,]) 12 5x4

(xi—h£§i S.’Xli+h),

(g, yj +1) =2y, y) + ul, ;= 1) 0%yl +ﬁ o*u(x;,5;)
I’ oy’ |(i,j) 12 gt
(y] —lgyj Sy] +l)
Bu borabarliklori nazors alsaq:

_ o*u o’u  ou ou
luj=|la—F+b—+c——+d——+gu +
Ox Oy ox 0Oy i)

4 =
i hzai-a u(xiayj)+lszj a u(xzayj)+
ox? 6y4

O u(x:,y: o u(x;,
+2h%c;; % +20%d;; % =(Lu); j + Ry,
ox oy
luij = (LU)(l’]) + Ri‘,
burada
4 =
1, oGy o, dtuxy))
o= {h aij#Jrl bu+
dy

O3u(®;, y;) a3u<xi,§,~>}

2
3 +21 dl]

+2h%c;;
v ox oy

3

[ =ah qobul etsok:
2 o*u 3%-, ; o*u x-,:~
h "¥+azbg¥+
ox oy
o’ u(xl,yj)
8y3

Bi=1

a3u(§i,yj)
4

2
cij ax3 20 dlj

196



Buradan da

h?
| Ryl < T3 l(ay + o) My + 2| cjl +o? |dg DM5), (6.8)
3 3, 4 4,
M3:max(a3,a } M4—ma>{a4,a ]
ox 6y ox 8y

oldugunu alirq.
Belolikls,

luij - fl] = (Lu - f)(l,]) + R RU’
luij = fU +RL >, Ui = u(xi,y]).

Demali, tonliyin approksimasiya tortibi h? -dur.
Yuxarida qeyd etmisdik ki, sorhod sortini (6.4) diisturu il
approksimasiya etdikdo do xotanin tortibi h? olur.

1.4. Nahayat, sabaka iisulunun xatasin giymatlondirak. Forz edok ki,

G oblastinin har bir ndqtosindo
i + i — M — M >0

p2 q2 D q

barabersizliyi 6denir. Burada p ve ¢, morkezi ixtiyari (xg,Yq)

noqtesinds olan vo (G oblastim tamamilo oziindo saxlayan ellipsin
koordinat oxlarina paralel olan yarim oxlardir.
Diiyiin noqtalarinds (6.1), (6.2) mosslasinin toqribi hallini ;;

Zﬁl] = fl] ((l:]) € G )’
j =0y (G.J)el),

L]

doqiq hallini iso w;; :

luj=f;+R; (G,))e G*),}
wi=gj+r;  (@j)el)
ilo isara edok. Onda xata ligiin asagidaki tonliklor sistemini almis olariq:
leyj =Ry ((J)e G*»}
gi=r (@Gj)el).
Burada R;; tonliyi approksimasiya etdikdo buraxilan xatadir vo (6.8)

(6.9)

borabarsizliyi ilo qiymotlondirilir. 7.

;j 19 sorhad sortini approksimasiya
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etdikdo buraxilan xotadir. Sorhod néqtesinde u;; ovozine bu dilyiin

]
noqtasing I -doki on yaxin ndqtads ¢ -nin qiymatini gotiirok. Bu halda

gu 8_u} 6 =max(h,l)

lni1<2My0, M, = max{ 2
olar. Dogrudan da, agor (i*,j*) el isova

G

YA
B - bu noqtoys yaxin I -doki ndqtadirsa |
(sokil 5), onda sonlu forqlor diisturunu \\ b 1657
totbiq etsok: B % b
ou(x;,y;) . oulXx;,y;) ~
= 5 L5

ox 1 oy 2 _

olar. Buradan da z
‘ri*j* | <20M, Sokil 5.

oldugunu alirq.
Usulun xatasini — &;; qiymatlondirmak tigiin (6.9) sisteminin hallini

&5 = Gij T10jj
soklinds axtaraq. Burada &;; vo 7; uygun olaraq asagidak: sistemlorin
holloridir:
;=0 (i.j)e G*,}
mj=r; (.j)el’,
& =Ry (.j)e G*,}
&=0  (@Gjel.
Lemma 6.1-5 asason |’7ij| an boyiik qiymatini I'"-da alir. Ona gora do
|77ij| <2M,o

olar.
&;j-ni giymatlondirmak tiglin

(x-%0)* _(y-0)’
W= ﬂ{l - >~ >
p q
funksiyasina baxaq. Burada A >0 halslik ixtiyari adoddir.

luij = (Lu)(w) + RU
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diisturundan istifado etsok
lwij = (Lw) i j) + By = (Lw), j)

oldugunu alariq (w iki daracali ¢oxhadli oldugundan vo qaliq haddins bu
funksiyanin ii¢ vo ondan yiiksok tortibden téromslori daxil oldugundan

R;; =0 olar). Buradan

a; b x —x
lwij:—ZA{i+—‘]+ L 0.+

Yi—=Yo

p ¢ p

2

p q

oldugunu alariq. A parametrini els se¢ok ki,

olsun. Bunun ii¢lin

A=

_ﬁ{l_ =)’ ) —Zyofﬂg_m[

i 53— dij
| by |
p ¢
by Ll @J i.j)eC’
q

52 m(a;lx[(a +a2b)M4 +2(|c| o’ |d|)M;]

24 . [ a b
min
G \p* ¢

gotiirmak kifayatdir.

Belaliklo,

oldugunu alirq.

c
a b el

p

lwy; < -|Ry| =&y,

y

|Z§U| < —lwij (l,]) € C;’l<

Lemma 6.3-1i totbiq etsok:

|5 <wy

{1

:

q

32 rnéix[(a +a’b)M +2(d| + a?|d|)) M5

i~ 24
min(az+b2—|cl—u|]
G\p q P q
2
(i —xp)” (=) <
p’ q’
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2 mélx[(a +a’b)M +2(|c| + o?|d]) M5

<

T 24
min[az+b2—|cl—ulj
G\p~ ¢ p q

oldugunu alariq.
Demoli,

2 mélx[(a +a’b)M +2(|d| + a?|d|) M5

24 (a b | MJ

[ei] <[l + [ < 2016 +
min| — +————
G\p* ¢* P 4
Qeyd edok ki, Kollats iisulu ilo sorhod sortini approksimasiya
etsaydik:

2 2 2
|rij|£3h2M2, M, :max{|6 L26|,| 0w |,|8 L2t|}
o[ |y | oy |
olardi. Onda {isulun xatas1 ii¢lin yuxarida aldigimiz boraborsizliyin sag
torafindoki birinci haddin yerina 32 M 5 oldugunu alardiq.

2. Hiperbolik tanliklor iiciin. Hiperbolik tonliklor iiclin asagidaki iki
masoaloya baxagq.
Sadslik ticlin asagidak: hiperbolik tanliys baxaq.

o*u o*u ou ou

R Ly, ey 1
P b6y2 oo +d8y +gu=f, (6.10)
burada a,b,c,d,g,f x vo y-don asili kosilmoz funksiyalardir vo
a,b>0.

1) (6.10) tonliyinin G ={-0<x<oo;y>0} oblastindan toyin

Lu=a

olunmus els hallini tapmaq talob edilir ki,

u(x,0) _

u(x,0) = p(x), e v(x) (—o<x<w) (6.11)

baslangic sortlorini 6dosin.

(6.10), (6.11) masalasine Kosi masalasi deyirlar.

2) (6.10) tonliyinin G ={xy<x<x,+X;y>0} oblastinda toyin
olunmus els hollini tapmaq tolab edilir ki, [x(,xy + X ] parcasinda (6.11)
baslangic sortlorini vo

u(xg,y) = P(y), wlxg+X,y)=0y(y) (y=0) (6.12)

sorhad sortlorini 6dasin. Bu masaloya garisiq masals deyirlor.
2.1. Kosi masalasinin halli iiciin saboka iisulunun tatbiqi (Qarisiq
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masalo digiin da eyni qayda ilo totbiq edilir). G ={—w<x <o0;y>0}
oblastini sobakalara bélok. Bunun ii¢iin

x=x;=th (=011%2,..)),

y=yj=jl (j=012,..)
paralel diiz xotlori ¢okok. Saobokolorin (diizbucaqlilarin) (sokil 6) tops
noqtalaring dityilin noqtalori deyirler va (Z,j) kimi isarslomo aparirlar. x
oxu lizarinds olan dilyiin ndqtalorins sorhad diiyiinlori, galin ndqtalors iso
daxili diiyiinlori deyirlor.

Daxili ditylinlor ii¢lin (6.10) tonliyinin approksimasiya edon forqlor
tonliyini yazaq. Bunun ii¢iin (x,y) ndqtesini (i,j) (yeni (x;, ¥i))
diiylinii ilo bu noqtods tonliyo daxil olan tdromalori sonlu forglorlo avoz
etsok:

YA
(G,9)
1
& z
Sakil 6.
I Ujylj — 2u; j Ui _b Ujj1 — 2u;; j U1
LL a] 2 ij 5
h l
Ujp1j — Ui Ujj1 — Ujj-1
+cij L ]Zh L ]+dij Y 2] Y +gijuij=fij
vaya
lu; = Ajjugipg + Bijugi + Gy + Dyjuy_yj + g = fi; (6.13)
oldugunu alarlq. Burada
gy i b_ d oo oy 6
21 J 2 2 T2 “on
R
ioop? 2h Y p2 P2

Askardir ki, kafi gador kigik A vo [ {igiin Aij <0, Bij <0, Cij >0,
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Dij >0 vo
Aij +Bij +Cij +Dij + El] = gl.]
Elliptik tonliklords oldugu kimi, burada da
luj = fij + Byj, wij =u(x;y;).
Bels ki, tonliyin approksimasiya xotast
Byl <35
barabarsizliyi ilo qiymotlondirilir.

Indi iso (6.11) baslangic sortlorini approksimasiya edok. Biz ancaq
ou(x,0)

[(al,+azb DM, +2(c;j| +a” |dy ) M;]

toromasini approksimasiya etmsliyik. Bunu iki ciir etmok olar.

0y
Ovvalca
ou(x,0) _u;—uy
oy l
approksimasiyani gotiirok. Bu halda baslangic sortlor
tig = plih) = g, 2 =y (ih) =y,
Vo ya
Ujo = @i Uy =9 +1ly; (6.14)
diisturlari ilo svez olunur.
Indi iso
ou(x,0) Ui —Uiy
oy 21
approksimasiyan1 gotiirak. Bu halda baslangic sortlor
Ui — Ui
Uio =P — 1  ~Vi

diisturlart ilo ovez olunur. u;-i tapmaq tliclin forglor tonliyini (i,0)
diylinii Giglin yazaq vo oradan u; _;-1 yox edok:

Ajout + Biou; 1 + Ciot 1,0 + Dyl 10 + Eolti o = fios

(Ajo + Bjoui + Cioltji10 + Diglti_10 + Ejouio = fio + 2IBiy;

(Ajo + Bio)wi1 = fio + 2IB;oy; — Cio@is1 — Diopi_1 Eiopi-
Buradan
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_ 2
Hio = > | 6.15) Wjj = Uiy joy = Uiy joy ~ Ui j2 =P o
uj = m(fio +2IBioy; — Cio@i1 — Diowi 1 — Ejopi) Wi = @y, Uy = %(—hzfio +2hy; + Qg + @)

oldugunu alirq. Buradan
(6.15) approksimasiyasi formaca miirokkob olsa da, tacriibads ondan

istifads etmok ¢ox vaxt olverisli olur.

Ciinki bu halda approksimasiya xatasi

rj=0(R*) (I=h),

disturu ila toyin edilir. Birinci halda isa approksimasiya xatasi 2
M PP Y Wil jo1 —Wit2,j—2 =Uji—j431 —Uimjrap — P Zfi vl jov—2>
r = Oth) (I=h)

diisturu ilo toyin edilit.

2
Wij —Ujsyjo) =Ui1jo — Ui jp —h fl] 1— =

Ui—j+11 U ]+20_h ZfL i,j—v-1»

Belaliklo (6.10), (6.11) baslangic mesalasini (6.13) va (6.14) (va ya Uijp — Ui jo11 =Uitrj-32 —Uitj-20 —hzfiﬂ;z,l.
(6.15)) sonlu forglor sistemi ilo avoz etmis oluruq. Bu sistemi holl edib, Bu barabarliklori hadba-hadd comloasak:
w;j -lari tapdiqdan sonra jl2-1 jl2-2 22—k
u(xi’yj) 7 Ujj :V=§/L42i+2v+l,l v—%: 2u1+2v+2 0~ h kzo ZfL v+k,j-k—-v-1- (6.17)
qobul edirik. (6. 16) mosalosinin dilyiin ndqtelords doaqiq hollinin giymatini u;; ilo
Hiperbolik tenliklor t¢in w(x;,y;)—u; forqini kafi gader kigik _f 4R
etmok U¢iin, [ vo h arasinda miinasibot (yoni « ) ixtiyari gotiiriilo Y v 5
bilmoz. isbat edilir ki, elo & var ki, onun ficiin iisulun xotasi1 kafi qodar Ujo =P, Uj1 23(—h fio +2hy+ @i+ @)+,
kigik edils bilmaz. taqribi hall; "
Asagidaki konkret masslo {igiin goboks {isulunun xotasini giymot- Vo togribi hollini iso ul] 1o
landirak. luy; = f;j
2.2. Bircinsli olmayan dalga tanliyi iiciin Kogi masalasi. N 1 )
2u u Ujo = @;» Uj 25(—}1 fio+2hy; + @i +0;1)
P a oy =fx.y) (>0, —o<x <o), 6.16) isars edok. Burada
ou(x,0) _ M,
w(x.0)= p(x), —=—=p(x) (-0 <x<®). |RU| M4, |r|_ M3 >
Kvadrat soboka (h=1[) iigiin, (6.16) masaloesine uygun forqlor tonliyi Sobaks tisulunun xatasmni &;; = -j—u-- ilo isaro etsak:
asagidaki gokilds olar: I &j = _R.
ij>
Zuij _ uin 2u2 + ul] 1 i+1] 2u2 +u;_ 1j fy’ o = =0, g = _ri}
hl h oldugunu alariq. (6.17) diisturundan istifado etsak'
2 .
i0 = Pi> Uiy =5 (=R fio + 2hy; + @i + 9 1), jr2-1 jl2-2 o2 jea-k
2 ij Z"i+2v+l.l Zgz+2v+2 0 +h Z ZRL+V+k i—k-v-1
v=—j/2 v=—j/2 k=0 v=0

oldugunu alariq. Buradan
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gij = O(hz)

h? M\ | jy-1
o ¢ (o + 23 K7

oldugunu alirq.

3. Parabolik tonliklar iigiin. Parabolik tonliklar ii¢lin do iki masaloya
baxmaq olar (Kosi mosalesi vo qarisig moesals). Biz yalmiz Kosi
masalasini nazarden keciracayik.

Asagidaki parabolik tonliys baxaq:

ou %u , ou
L =2%2_g2 % pZ% _cu= 6.18
(=f-a=R-bZt-cu=f. (6.18)
burada a,b,c,f (—o0 <x <) kosilmoz funksiyalardir vo a > 0.

(6.18) tonliyinin G = {—o0 < x <o0;f > 0} oblastinda elo hollini tapmaq

tolob edilir ki,
u(x,0)=@(x) (-0 <x <o) (6.19)
baslangic sorti 6donsin.

G ={—0<x <o0;t>0} oblastini gobokalars bolak.

Bunun tigiin
x=x;=th (=0£1%2,...),
t=t;=jl (j=012,..)
paralel diiz xotlori ¢okok. Aldigimiz sobokoni dilylin noqtelori ii¢lin

(6.18), (6.19) mosolasine uygun forqler sistemini yazag. Ju toromasi

ot
(i,j) noqtesindo miixtalif tisullarla sonlu forqlorlo ovoz edildiyindon,
alman forgler sistemi do miixtolifdir:

j0y, B Ty Wiy~ 2 Uy
1y l 12 hz
Uir1j — Ui
—bijT—cijulj —ﬁj, (620)
(@, = i~ i Ujp1j =25+ Uy
ij = ~ajj -
l K2
Uip1j ~ Ui
—byj 5~ cyjttij = fijs (6.21)
[B), 2 M TMr o Wiej— 2uii
Uj=—"77 ij 72
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Uir1i — U5
_bijwjz—hl]_cijuij = ﬁ] . (622)
(6.20) vo (6.22) forglor sxemino agkar, (6.21)-0 iso geyri-askar sxemlor
deyirlor.

Asanligla yoxlamagq olar ki,

k),  _ (k)
l uij = flj + RU ,

ujj = u(x;,t;)
Vo
R =0(1+n*), RY =0(+h%), R =01 +h).

(6.14) baglangic sarti sabakenin sarhad néqtaleri tigiin (j =0),

U =pih)y=¢;, ((=0,x1£2,..) (6.23)
soklinds olar. Askardir ki, baslangic sorti soboka noqtalori {igiin yazdiqda
heg bir xataya yol verilmir.

(6.20), (6.22) tonliklor sisteminin hor birino (6.23)-ii qosub hall
etdikdo tapilan wu;; odadlorini (6.18), (6.19) moasalasinin hallinin ditylin
noqtalorinds toqribi qiymatlori kimi gotiiriirlor.

Yuxarida qurdugumuz sxemlordon birini, (6.20) sxemini,

u_ou
0t py?
tonliyi {i¢iin yazib, alinan sxemin doqiq halls y1g1ldigini isbat edok.

(6.24)

[ =ah? gitiiriib (6.20) sxeminin (6.24) tenliyi iigiin yazsaq
Ujjpr = (1= 200w + (U + Uy 5)
oldugunu alariq. Askardir ki, o =1/2 goétiirsok sado

Uiryi Uy
Ui :% (6.25)

sxemini alariq.
Yuxar1 yarim miistovide ixtiyari (x,%;) noqtesini gotiirok, belo ki,

ty=2nl= nh?,
burada tam n ododi elo secilir ki, (xg,%;) sobokenin diiyilin ndqtosi
olsun. x=xq+th, t=jl xotlorinin kesismo noqtolerine daxil olan
diiytinlori (7, j) ilo isaro edok. Onda (x,f,) noqtasi (0,2n) diiyiinii

olar. Belo soboko ti¢lin (yoni bu qayda ilo secilmis A vo [ f{igiin)
qurulmus (6.25) va (6.23) sxemindon
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1
02 =2—2((P_2 +2¢0 +¢,),

1
04 = 2—4((P—4 +40_5 + 60y +40, + ¢y),

1 n+l
Uoon = 5, Con 0
2% i=Th

oldugunu alarig. to =nh? oldugundan
1 & Vo (2n)!

n
1 1
= C"+ 2h=
u02n Z 2l 2 [to = 2211 (n+l)'(n/ Z)' 2!

-2h.
i 22 2R "

Burada ¢,; = ¢(xq +2ih).
Asagidaki ifadoye baxaq:
g _dn__amt
" (n+i)(n—-1)!
Riyazi analiz kursundan malum Stirlinq diisturundan
Om

m _~m_
m!=~/27rm(%) el2m (0<@, <1),

istifads etsok, g,,; ti¢lin asagidaki ifadoni alariq:

92 n

~am (h)zn e24n
_dn_ ¢

ni—

22n

nﬂ H,H

92n 9n+i gn—i

| n p24n 12(n+i) 12(n=0)

Jz n2_2 (1 . nJmi(l - ijni :

n

n=x¢+2ih ilo isaro edok. A-1 o qodor kigildok ki, x=7=const
diiyiin xatti olsun. Onda
._11—Xg _bo 1 =%,
TR T W T T

Buna gora do g,,; funksiyasi 77 vo h-dan asili olar. Onu gy, (77) ilo isaro

edok vo h — 0 -da limitini tapaq:
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n 24n 12(n+i) 12(n—i) 1)

gh(m_\/_h—w\/iz(IJr )nﬂ(l_ijn—i
n

n

= — 1 l. =
Tz o0 [ nove ;
1- *) [l_lj (1+Lj
n n2 n
g
[1— N—Xop | 2h (n-x0)
1 li 2t0 | 1 4t
=— 11m =——¢e
T n—o 5 l% n-% Jr
1[0 ) p2 M) L X0 g | 2R
2t, 2t,
Onda
" 1 xg+2nh
uffy), = ng(pzﬂh ~——= [gnmpdn =

24ty i 5 Vio vy “anh

xo o o (77—960)2
4t
[ gn(mp(m)dn o= f O p()dn.
2\/_ 2t oo
“h
Belolikla,
(7=x0)°

um 4t
}11 b Upon = ‘/— J.¢(77)e ¢ dn.
Riyazi fizika tonliklori kursundan malumdur ki, (6.24), (6.19) masalasinin
daqiq halli
- (77—960)2
u(xo.tp) = j p(me * dpy
2\/ ty

diisturu ile toyin olunur. Ona gore da

limu(h) =u(xq,tp).
Him 144 5, = u(%.t)

5. Dayisan istigamatlar iisulu. Bu isulu istilik kecirmo tonliyi ii¢lin
goyulmus qaris1q mosalaya totbiq edok (eyni qayda ilo digar mosalolora do
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baxmagq olar):
2 2
Ju —=Au+ f(x1,%5,1), Auza—L2t+a—u,
ot axl a.')C2
u(xl,xz,()) = (ﬂ(xl,xZ) (0 < xi < Xi’ Z = 1,2),
u(x),29,t) = p(x1,%5,8) ((x1,%)el, 0<t<T),
burada 5:[0, X;]1x[0,X,] oblastinin serhadi T ils isars edilmisdir.

G oblastinda sobokoni asagidaki qayda ilo quragq:

G i ) o X
G ={(x1(”),xg2)); x](;k) =ihy,, i, =0,1,...,np, hy =n—k, k=1,2}.
k

Bu sabokanin sarhaddi
Fn = {(ilshlsi2=h2); il = Ovnlso < i2 < n, i2 = 03”’290 < il < nl}
¢oxlugu ilo toyin olunur.

[0,T] pargasimi ¢;=j7 (rz%,jzo,l,...,n) noqtalori ilo n

barabar hissoya bolok.
o*u o*u .
— Vo — operatorlarina uygun sonlu - forglor operatorlarini
8x1 6x2

asagidaki kimi gotiirok:
o2y . w o-2ul. +ul

~ Alu'] I +1l2 lllz 2] *1i2
2 i,y >
OXT | (0 () 4 ) e
J _9yd J
82u ~A u] u1112+1 2u iy +ui1i2—1
a 2 2 1, - h 2
X7 (x(ll) (lz)t ) 2
J o _ (11) (lz)
U =u(x, ;).

Baxdigimiz mosolo {iglin miixtalif istiqamatlor {lizra forqlor-sxemi

quraq (kémake¢i U LJI ;’21/2 qiymatini daxil etmokls):
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j+1/2 Uj
il hia _ A pitl2 j
—1=2 e JTV2 4 A
/2 ™, lllz flllz

(il :1,2,-..,7’L1 _13 i2 =1,2,...n2 —1),

j+1/2
Uiliz

=i, (1=0,m),
Uj+1 _rrj+l/2
ijiy ijip = Ay U]+1/2 LA, Uit 4 f]
/2 i1y iy

(il :1,2,-..,7’L1 _13 i2 :1,2,...712—1),

Jj+l _ ]+1
U11Z2 lllz (12 = 0 nz)

0 . .
Uii, =05, 4=0L...n5 1, =01...,n,).

Burada
. ) - . .
fi{,iz =f(x1(”) (Lz)’t ), V/z];z =l//(x1(l1),xg2),tj+1),
J j+l
. . w!. +yl
— (@) G2y _Thty Thhb g
Piiy = P27, Wi,y _f_ (‘//zlzz _‘//zlzz)

Buradan Ui{ ;“21/ 2, Uijl. ;;1 machullarini tapmagq ii¢iin agsagidaki farqlor
sxemini yazmaq olar:

AU]+1/2 U]+1/2 F] Uj+1/2=l/7i1i2 (i=0,n1),

iy Uiy iy’ iy
T J+l i+l _ j+§ JH+ i+l e
MUy ~Ui, ==Fi, ™ Uiy =i, 2=0.0N2).
Burada
Jo_77i J
F‘iliz - Ulll +5 (A2 lllz féliz )’

1
1 J+ 1/2
Fi -U’ 24-2( AUT2 4 fi )

Yz Ui Ui
Bu sistemi hall etmok tiglin avvalco qovma iisulunu i, =1,2,...,

n, —1 satri, sonra iss i; =1,2,...,n; —1 siitunu iizrs tatbiq etmok lazimdir.

Tapdigimiz UL{ i qiymotlorini U LJI i -nin  toqribi  qiymotlori  kimi
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gotiiriiliir.
Asanligla yoxlamaq olar ki, masalonin approksimasiyasi 2 +h?
tortibdondir.

§ 2. Farqlar sxeminin dayanmiqhig va yigilmasi
Tutaq ki, G,n-dl¢ili Evklid fozasinda sorhadi I'={I}},_i— olan

oblastdir. I' sorhodi, I3,I5,...,I,, xotlordon ibarotdir vo bu xatlorin

imumi hissalori da ola biler, hatta bu xatlor {ist-iisto do diige biler. Tutaq
ki,

Lw=f (6.26)
diferensial tonliyinin G oblastinda tayin olan elo halli axtarilir ki,
Lw=¢; (=12,...,m) (6.27)

sortlori Odonsin. Burada [ funksiyas1 G-do ¢; iso T;-do verilmis
funksiyalardir; L vo [; - diferensial operatorlardir.

Qapali G +T oblastinda, hor bir 2~ (0<h < hy) iigiin ¢oxluq toyin
edok, onu soboks adlandiraq vo Gy, ilo isaro edok. L diferensial
operatoruna qarsi, L farqlor operatorunu qoyaq. R;, operatoru, Gy, -da
toyin olunmus u; funksiyasini, G;? c Gy, -da toyin olunmus Rpuy,
funksiyasina gevirir. Forz edacayik ki, ixtiyari P € G noqtasinin otrafinda
kafi godor kigik A tgln, Gy, vo G;? -a daxil olan noqtalar tapilar.

(6.26) tonliyinos gars1

Lyuy, =f4, (6.28)
forglor tonliyini qoyaq. Burada f, funksiyasi G} -da tayin olunub vo Gj -
da f ilo tist-iisto diigiir. (6.27) sorhad sortlorine garsi

Lyup, =@, @=12,...,m) (6.29)
sorhod forqlor sortlorini qoyaq. Burada [;; operatoru Gy -dan
gotiiriilmiisdiir, I;;, ¢oxluglarinda toyin olunub ve uy, €I, funksiyasimm
FZ% cTj, coxlugunda toyin olunan [;u; funksiyasma cevirir. @,
funksiyasi FZ% -da toyin olunub vo miioyyen qayda ilo ¢; funksiyasina
qarsi qoyulub. Bu qarsi-qoymalar I -doki serhod sortlorinin [, -a

kogiiriilmasindan asilidir.
(6.28) forqlar tonliyi va (6.29) forqlor-sarhad sortlorineg birlikds (6.26),
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(6.27) masalasine uygun forglar sxemi deyirlar.
Forz olunur ki, ¢;;, funksiyalar: arasinda uzlasma sortlori 6donir, yoni

ayri-ayrt dilylin ndqtoleri ¢;;, funksiyalarini bir-birino baglayan elo

sortlorin 6dondiyi gobul olunur ki, onlar (6.29) sortlorinin he¢ olmasa bir
uy, funksiyasinin 6denmasi liglin zoruri vo kafi sortlor olsun.

G oblastinda toyin olunan funksiyalar ¢oxlugunu U vo F.T;
(#=12,...,m) -lards toyin olunan funksiyalar ¢oxlugunu iso @, ils isaro
edok, belo ki, L(u) operatoru U -dan F -9, [;(u) iso U -dan @; - tosir
edir. Forz edak ki, bu ¢oxluglarin hor birinde norma toyin edilib vo bu
normalart ]l |f] > lillg, ilo isars edacayik.

Tutaq ki, Gj,-da toyin olunan u; funksiyasi G¢iin ||uh||Uh,G2 -da
toyin olunan fj, funksiyasi iiciin |fy,|| F, Vo nohayat, FJ9) -da toyin olunan

@;p, funksiyasi tigiin ||g0ih||(bih normalarini tayin edok.

Forz edocayik ki, |||, . ||l - [Ily, normalart elo toyin edilib ki,
ixtiyari u eU,f € F' vo @; € ®; funksiyalar ti¢iin A — 0 -da

e, = lellers Wz, =W les Neinlo, =leille, @=12,....m)
sartlari 6donsin.

[£;(w)], ilo sorhad sortlorinin T;-don T, -a koglirma operatorunu

U:»

isara edok.
Torif. ixtiyari ueU figiin
Jm|L(w) = Ly @), =0, Jim I @)l = lip @), =0
sortalri 6donirsa, onda deyirlor ki, U ¢oxlugunda (6.28) farqlar tonliyi vo
(6.29) forgler sorhad sortlori (6.26) diferensial tonliyini vo (6.27) sorhod
sortlorini approksimasiya edir.
Ogor ixtiyari ueU vo 0<h < hy ligiin

IL@) - Ly ) g, <h*M,
2 @)1, _lih(u)”cbih ShkMi (@=12,...,m), M, =const

barabarsizliklori ddanirss, onda deyirlor ki, approksimasiyanin tortibi %
adadins barabardir.

1. Forqlor sxeminin dayaniqhgi.
Torif. Ogor asagidaki sortlor 6donisa, onda deyirlor ki, (6.28), (6.29)
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forglor sxemi korrektdir.
1) Kafi qodor kicik A addimi, ixtiyari f;, vo uzlagsma sortlorini

6dayon ixtiyari @y, ((=12,...,n) Ucilin (6.28), (6.29) forqler sxeminin

holli var;
2) ixtiyari £>0 {iglin elo 6 =05(¢)>0 var ki, (6.26), (6.27) farqlor

tonliyinin wu;, halli, ixtiyari @y, :
LhLNLh = fh, llh(ﬁh) = 5ih (l = 1,2,...,m)
vo biitiin A (0 < A < hy) -lar tigiin
Hf—fHFh <0, lein =il <o
olduqda
ey, —nlly, <&
borabarsizliyi 6donir.
Bu o demokdir ki, (6.28), (6.29) forglor sisteminin holli- w,, tonliyin

vo sorhad sartlorinin sag toroflorindon A -a nozoron miintozom olaraq,
kasilmaz asilidir.

Tutaq ki, (6.28), (6.29) forqlor sxemi xattidir, onda agor bu sxemin
holli varsa vo ixtiyari f;, vo @;;, Ugiin

m
lenlly, < Nlfallg, + 2. Nileinllo,,
1=1 !
borabarsizliyi 0denirse, onda deyirlor ki, (6.28), (6.29) forqlor sxemi
korrektdir.
Ogor (6.28), (6.29) forglor sxeminin hoalli varsa vo ”f —f”F <9,
h

oin, =@ (1=12,...,m) olduqda
ler, = @y, <&
olursa, onda deyirlar ki, bu sxem sag torafs noezaron dayaniqhidir.
Ogoar (6.28), (6.29) forglor sxeminin halli varsa va 7 =f
@in =@, (=p+l,....m),
|2 = Pinlle,, <6 (@=12.....p)
olduqda,
ler, = nllys, <&

olursa, onda deyirlor ki, bu sxem sorhad gartlorine nazoran dayaniqlidir.
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Ogor forqlor sxemindo sorhod sortlori ovezino baglangic sortlor
verilibss, onda eyni qayda ilo baglangic sortloro nazeron dayanigligin
torifi do verilir. Nohayat, qeyd edsk ki, agor forqlor sxemi hom tonliyin
sag torafine vo hom do sorhad sortlorinin hamisina nazeron dayaniqlidirsa,
onda sxem korrekt olar.

2. Forqlor sxeminin yigilmasi. Asagidaki teorem forqlor sxeminin
korrektliyi il y1gilmasi arasindaki slagoni verir.

Teorem 6.1. Forz edok ki, (6.26), (6.27) masalasinin halli var vo bu
hall —u e U. Bundan basqa, forz edok ki, (6.28), (6.29) forqlor sxemi
(6.26), (6.27) mosolesini U ¢oxlugunda approksimasiya edir vo
korrektdir. Onda (6.28), (6.27) forqlor sxeminin halli —u;,,U ¢oxlugunda

h — 0 -da (6.26), (6.27) masoalasinin hsllins yigilir, yani,
li - =0.
tim o,

(6.26), (6.27) mosalosi xotti olan halda approksimasiya tortibi k&
odadina borabar olarsa, onda yigilma siiroti asagidaki diisturla toyin
olunar:

m
e = wnlly, < hk(NM + ZlMiNi}
1=
bels ki,

m
ledler < NAlLe + 2 Nilleilo, -
1=

Isban. Tutaq ki, ueU va
Lw=f, LWw)=g¢.
Digor torafdon
[L(W)]p = Ly (w) + Ry (w),
[ (@)]in = lip (W) + 15, (W),
Jim 1By @)l g, =0, Jim [l ()

Dy, 0
oldugundan

Ly(w)=fy - Rh(u),}

Lin(w) = @i — 1 (W),

fh=Ih—Br@), &pn=¢in—Tin
isaralomolorini aparsaq:
Ly@)=fp, Lipw) =g

oldugunu alariq.
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Askardir ki,

}}i_f)r})ufh - thFh = lim|[R, @, =0,

fim @i = @inllo,, = limlrale,, =0
Demoli, kafi godor kigik A ii¢iin

I _thFh <0, |ein - ol <9
(6.28), (6.29) forglor sxemi korrekt oldugundan:

lun —ully, <é,
yoni
tim o~ 5, =0

Teoremin birinci hokmii isbat olundu.
Indi tutaq ki, (6.26), (6.27) mosalasi, demali hom do (6.28), (6.29)
forglor sxemi, xattidir.

&y, = Uy, —u isarolomasini aparaq. Onda (6.28), (6.29) vo (6.30) -dan
Ly, (up) = Ly (W) = fr, = >
Lin(up) = bin W) =95, — o,
vo yaxud
Ly(en) =Ry (W), Lp(en)=rin(w)
oldugunu alariq. Masalonin approksimasiya tortibi %2 ododino borabar
oldugundan

ILa (e, <BFME, (e, <h*M; (=12.....,m). (6.30)
Forgler sxemi korrekt oldugundan:
m
lenlls, < NILp p)lg, + Z;,N illlin @i, -
1=
(6.30) barabarsizliklorini burada nozors alsaq:

m
e —wplly, < hk(MN+ ZIML-Ni]
1=

oldugunu alarigq.
Nohayat,

ledlr, <lee=unlls, +lenller, <le=wnll, +

m
+N|Lp wp)| s, + Z:lNi”lih @p)lo,,
1=
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barabarsizliyinde A — 0 -da limits kegsak:

m
[l = N + 2 Nilloil,
1=

Teorem tamamilo isbat olundu.

Bu teoremdon goriiniir ki, (6.28), (6.29) forqlor sxeminin y181ldigini
gostormak ti¢lin bu sxemin korrektliyini gdstormok kifayotdir.

Nohayat, onu da qeyd edok ki, agor masalonin saorhad sortlori xatasiz
approksimasiya olursa, onda sxemin y1gildigini gostormak {igiin sag torofa
nazaron dayaniqligim gostormok kifayatdir. Ogor sarhad sortlorinin bazisi
xotasiz approksimasiya olunursa, onda sxemin dayaniqligini sag torafs vo
yerds galan sorhad sortlorine gors isbat etmok kifayatdir.

3. Misal. Yuxarida isbat etdiyimiz teoremdon istifado edib, asagidaki
masals ticlin qurulmus forqlor sxeminin yi1gildigini isbat edok:

2 2
Lwy=2% T fix ),
ot ox
u@0) =gy, e @) 0<x<h, (631)

w0,0)= 0y (1), u(lt)=p3(t) (0<t<T).
Askardir ki, bu masals ligiin
G={0<x<1,0<t<T}, T'={l;};743s
I ={0<x<1,t=0}, I7={0<x<L, ¢t=T},
IL={x=0,0<¢t<T}, T3={x=1,0<¢<T}
Gh ilo (xlt]) (xi Zih,tj Zjl;i20,1,...,M,j=0,1,...,N);
1
M’
isaro edok. Gy ilo (ih,jl) G=12,...M~1;j=12,...,N-1),Ty, il
(@h,0) (i=01....M), Iy, ilo (ih,0), (@A) @E=0L...,M), Iy, il
0,j) (j=0,1,...,N) vo nohayet, T3y, ilo (L,jl) (j=0,L,...,N) ndq-
tolori ¢oxlugunu isars edok.
Askardir ki,

0 0 0 0
Lon =Tons Tin =Ton> Top =Top, I3p =15,
Indi iso forglor operatorlarini toyin edok:

h= l=ah, a =const, IN <T <I(N+1) noqgtolor ¢oxlugunu
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_ up, (x,t+1)—2uy, (x,t) +up (x,t = 1) ~
= 5

up (x+h,t)—2uy (x,0) +up (x — h,t)
_ 3
ZOh (uh) =Up (x,O) ((x,O) € F()h )s

L () =22 (r.) ; Up(@0) ((x,t) € Typ),

bp(up)=up(0,t)  ((0,1) €lyp),
Lp(up) =up(Lt)  ((LOI5).
Asagidaki isarslomslori aparaq:
fn(xistj) = f@h, jD), @op(x;) = @ (ih),
(%) =@ Gh) (=0,,...,M);
P t) =02(JD), 3,@) =3(j1) (j=0.1...,N).
(0,0) noqtasi Ty, vo Ty, (0,1) noqtesiise Iy, ve Iy, ¢oxlug-

Lyuy,

((x,t) e G,

larma daxil olduqlarindan, uy -in giymetlorini bu noqtolorde miixtolif
iisullarla hesablamaq olar:

up(0,0) = 9o (0), 1y (0,0) = 25(0),

up(0,0) = op (0) +1g,, (0), uy(0,0) = (D).
Buradan

P01 (0) = 21,(0), 905,(0)+ 11, (0) = @21, (1)

oldugunu alariq. Bu olagolondirms sortloridir. Eyni qayda ilo diger
olagolondirma sortlorini do almaq olar:

Pon (D) = @31,(0), 205 () + Ly, (1) = 35, (D).
U coxlugu ovozino gapali G oblastinda iki tortibdon kesilmoz
téromoalari olan funksiyalar kiilliisiinii gétiirok. F avazine G -do toyin
olunmus kosilmoz funksiyalar vo nohayot, ®; ovozino [;-do toyin

olunmus kosilmoz funksiyalart gotiirok. Bu c¢oxlugqlarda normalari
asagidaki kimi toyin edak:

lelly = maxfu, [ = max|fl, il = max|ei
Asgkardir ki, A — 0 -da
lells, = leelley> WA, = WAz Meidinle, = 1o,
|~ Ly @l g, =0, [l ~ln @, >0 (=0.1.23)

Ogor U ovozina dord tortibdon kosilmaz funksiyalar kiilliistini
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gotiirsak:
h2
IL@) - Ly @), <750 +a”)My,

I @in = lin @, =0 (@=0.1,2.3),
ah
It @i = lin @, <=M
Belolikla, isbat etdik ki,
Lypup = s lp(W) =i, (1=0,1,2.3)

forglor sxemi (6.31) masalasinin U -da approksimasiya edir. Bu vo daha
imumi farglor sxemlarinin dayanigligini isbat etmak {isullar1 haqqinda [7]
adabiyyata bax.

§3. Diiz xatlar iisulu

Soboks {isulunu xiisusi téramoli diferensial tonliklor {igiin qoyulmus
masalalorin hallinag tatbiq etdikde masalays daxil olan toromslari (hom x -
9, hom do y -0 nozaron) sonlu forqlorlo ovaz edib, cabri tonliklor sistemi
aldiq va bu sistemin hallini masalonin doqiq hallinin dilylin néqtelordes
toqribi qiymatlori kimi gotiirdiik. Diiz xatlor {isulunda, saboks iisulundan
forqli olaraq, bir dayisona nozoran téramsleri sonlu forglorle avez edib,
adi diferensial tonliklor sistemi alirlar vo alinan sistemin hallini (ogor onu
tapmaq miimkiinss) maosalonin xotlor {izorindo toqribi holli kimi
gotiiriirlor.

Bu paragrafda diiz xotlor {isulu Puasson tonliyi iiglin Dirixle
masolasing, simin rags tonliyi vo istilikkecirma tonliyi {igiin qoyulmus
qar1s1q mosalonin halling totbiq edilir. Bu {isulu daha timumi masalslarin
hallina do totbiq etmoak olar.

1.Puasson tanliyi iigiin. Puasson tonliyi liglin Dirixle mosslosino
baxaq. Tutaq ki, G={xy<x<xy+X, yo<y<y,+Y} oblastinda

2 2
O T8 fix, ) (6.12)
ox* oy
tonliyin els hallini tapmagq tolob edilir ki,
u(x, ) = @o(x), u(x,yo+Y)=g¢(x) (xo<x<x+X),
u(xg, )=o), uxg+X,9)=y1(y) (o <y<yo+Y),
sortlari 6densin. Burada ¢;(x), w;(y) (i=0,1) verilmis funksiyalardir.

(6.13)

[¥0,¥0 +Y] parcasinda y,=y,+kh (k =0,1,2,...,n; h:%) noqto-
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lorini gotiirsak, y=y, (k=12,...,n) diz xotlorini ¢oksok, (6.12)
tonliyindo y =y, (k=1.2,...,n) qobul etsok vo nohayat,

o%u 1
~ ~ — [, Y1) = 20, i) + (%, Vi 1))
0" |y=y,

diisturundan istifada etsok:

Up () + hiz[UkH @) - 203 () + Upy ()] = fy(x), (614

Up(x) = @p(x), Upyi(x) = gy(x),
Ur(x0) =wo(¥r), Up(xg +X) =y1(yr) (6.16)
masolasini almig olarig. Agkardir ki, (6.14)-(6.16) masalosi (6.12)-(6.13)

mosalosini A% tortibdon approksimasiya edir.
Ovvalca (6.14), (6.15) diferensial tonliklar sistemina uygun bircinsli
sistema baxaq:

U;é(x)"‘#[Ukﬂ(x)_zUk(x)"'Uk—l(x)]=0 (k=12 | 617y
Up(x)=Up 4 (x)=0.

(6.17) sisteminin hallini
Uy, (x) = y(R)v(x)
soklindo axtarsaq:

y(R)V"(x) +h—lzv(x)[y(k +1)=2y(k)+y(k—1]=0 (k=12,...,n),
y(0)=y(n+1)=0

vaya
v (x) = y(k+1)=2y(R) +y(k—1) = 5% =const (k=12,...,n)
v(x) ~h?y(k)
oldugunu alariq. Buradan
v"(x) - 8%v(x) =0, (6.18)
y(k+1)—(2-h*5%)y(k)+ y(k—1) =0, (6.19)
7(0)=y(n+1)=0. (6.20)
(6.19) tonliyinin imumi hallini
y(k) = 01/1{e + czﬂé” (6.21)

soklindo axtaraq, burada A4;,4, asagidaki kvadrat tonliyin kokloridir:
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2 -2-h*5H1+1=0.
(6.20) sortlorindon
7(0)=ci+c =0, ¢, =—cy,
yn+) = i e 5 = (7 - 25 =0,

[_1j _1, o s en G =JIT,1=0,1,...,n)

Z Z
27l
225 =1 oldugundan A7 =e"*! vo
L
ll =— —en+l

olar. 4, va A, -ni tapdiqdan sonra J-ni1 da tapmaq olar. Dogrudan da,

kvadrat tonliyin koklorinin xassasina asasan,

o _ml ﬂ'l
2-h*6* = A+ Ay =e™ +e " =2cos
n

+1
Buradan da
24 .o 4 . 27y —Yo)
== = Zsin? 22200 (1o,
0] 2 sin D) 72 sin 7 (1=0,1,...,n)

oldugunu alirq.

Tapdigimiz bu qiymatlori (6.21)-ds nozars alsaq

dlk  _mh 7y — o)
71(R)=c/| entl —e ntl | yfk)zcsin%, (1=12,...,n).

Askardir ki, (6.18) tonliyinin holli
vy (x) = A% + Bje O
soklindo olar.

Belalikla, (6.17) masolosinin # xatti asili olmayan xiisusi hallorini
tapmis olurug.

U1 (%) = (A% + Ble‘ﬁl")sinw (1=12,...,n).

Askardir ki, bu hollorin xotti kombinasiyasi, (6.17) masoslosinin
iimumi halli olar:

n o
Ui = Ysin 2L (3 - o) (A" + B ),
=1

burada A; vo B, ixtiyari sabitlordir.
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Diferensial tonliklor kursundan mslum olan sabitin variasiya iisulunu
totbiq edib, bircinsli olmayan (6.14), (6.15) masalasinin hallini ds tapmaq
olar. Bels ki, bu halls daxil olan sabitlari (6.16) sartlorindan istifads edib
tapmagq olar.

2. Simin raqs tanliyi. Asagidaki kimi qarisiq mosaloys baxaq,
G={0<x<X,0<t<ow} oblastinda

82
U _TU _ fixp) (6.22)
ot~ Ox
tonliyinin elo hallini tapmaq tolob olunur ki,
ou(x,0)
u(x0) = 91(®), —5 =) O<x<X)l o

w(0,0) =y (@), wX,t)=y,(@) (0<t<o),
burada ¢;(x),y;(t) (=1,2) verilon funksiyalardir.

[0,X] pargasinda xp, =kh (k=0,l,...n+1; h=X/(n+1)) noqtalori
gotiirsok, x=x; diiz xotlorini ¢oksok, (6.22) tonliyindo x=x
(k=12,...,n+1) gobul etsok vo nohayat,

u
ox?
diisturundan istifado etsok:

U (@) —#[Ukﬂ(t) 22U, (1) +Up D] =f (&) (R=12,....n),

Up@®) =y 1(®), Uppi(®) =y, (0),
Ur(0) = ¢y (x1) = @11 (6.25)
Ur(0) =y (xp) = ppp, (R=12,...,n)

masoalasinin, (6.22), (6.23) masalasini h? tortibdon approksimasiya
etdiyini almis olarq.

Qeyd etmok lazimdir ki, istor Puasson tonliyini vo istorse do simin
rags tonliyini approksimasiya etdikdo, alian sistemi
miirokkablogdirmoklo approksimasiya tortibini artirmaq olar. Dogrudan
da,

o Ly ) - 2 )+ uly 0] (624)

X=X

(g 1,8) = 200 ) + Uy 1) =

_5h? Pulxy.t) B | Pulepant) | 0Puy.t)
2 1 2

6 ox 12 ox ox?

+O(h%)
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barabarliyinden va (6.22) tonliyindan aldigimiz

02 o2 )
L;(;zk’t): ua(fzk’t)_f(xkat)=uk(t)—fk(t)

borabarliyindon istifado etsok:

5 n 1 4 n
guk(t)+§[uk+l(t)+uk 1<t)]— (21 (8) = 203, 8) +

+up ()] = fk O+15 fk+1<t) + 1 (0] + O™

\e) buradan da

U;; )+ [UIZH &) +Up )]~ 2 [Uk+1 (&) =200+ Up_1 ()] =

=—fk()+ Fen @+ fra O] (R=12,....m),  (6.26)

Uy@)=y1@), U@ =w,(0),
U,(0) = (x) =01, Up(0)=0s(x) =0y, (R=12,...,n)

oldugunu alariq. Askardir ki, bu sistemin approksimasiya tortibi h* -
barabordir.

Birinci bonddo totbiq etdiyimiz qayda ilo (6.25) vo (6.26)
masalalorinin iimumi hollorini tapmaq olar. Bu masslalors uygun bircinsli
masololorin  timumi hollori, uygun olaraq asagidaki diisturlarla toyin
olunarlar

n
Uy(t) =) sin ”Z;;k (A;cosdjt + BysinSit), (k=1.2,...,n),

\&l

U,@t)= z sin (Al cosdjt + Bysinjt) (k=1,2,...,n),

2 "X
57 _ 245sin> X

] =~
h2(5+cos7§?j

3. Istilikkecirma tanliyi iiciin. Asagidaki qarisiq mosoloys baxaq.
G={0<x<X,t>0} oblastinda
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ou o*u

tonliyinin els hollini tapmagq talob olunur ki,

u(x,0)=p(x) (0<x<X),

w(0,) =y (@), w(X,0) =y, (t)}
sortlori 6donsin; burada ¢(x), y;(t) (i =1,2) verilmis funksiyalardir.

[0,X] parcasinda x;, =kh (k=0,1,...,n+1;hA=X/n+1) noqtalorini

gotiirsok, x=xj; diiz xotlorini ¢oksok, (6.27) tonliyinde x=x,
k=12,...,n+1) qobul etsok vo nohayst, (6.24) diisturundan istifado
etsok

(6.28)

U (t) —h1—2[Uk+1<t) ~2U, () + Uy (O] = f (0),
Uk 0)=p(xp) =0 (k=12,...,n), (6.29)
Uy@) =y (t), U, @)=w,(1)

mosoalosinin, (6.27), (6.28) masolasinin h? tortibdon approksimasiya
etdiyini almig olariq (ikinci bondds oldugu kimi, burada da
approksimasiya tortibini artirmaq olar).

(6.29) masalasine uygun bircinsli masalonin xiisusi hallini

Up(@) = y(R)(t)
soklindo axtarsaq, y(k)-n1 tapmagq ligiin agagidaki farqlor tonliyini
y(k+1)=(2-8"A)y(k)+y(k=1)= o,}
7(0)=y(n+1)=0,
v(?) -ni tapmagq {ligiin iso
v'(t) =-5%0(t)

tonliyini almig olariq. Bu halda (6.29) maosslesine uygun bircins
masalasinin imumi hallinin

n l 2
vp(t) = ¢;sin Tk e~ (R =12,...,n),
iz X
4sin2%
St =——=2& (1=12,...,n)
h2

soklindo oldugu almir. (6.27), (6.28) mosalosinin hollini iso sabitin

223

variasiya lisulunu totbiq etmoklo tapmagq olar.

4. Xotamin giymatlandirilmasi. indi iso (6.27), (6.28) mosolosine diiz
xotlor tisulunu totbiq etdikds alinan xotani qiymatlondirak. Eyni qayda ilo
(6.12), (6.13) va (6.22), (6.23) mosalalari liclin do diiz xatlor iisulunun
xotasini qiymatlondirmak olar.

Forz edok ki, (6.27), (6.28) mosalasinin halli var va bu hallin x -9
nozaoron dordiincii tortibdon kasilmoz téromasi var. Onda

wy (t) —h—g[uml(t) = QU (8 + g (B)) = o (8) + Ry (2),
up(0)=¢p (k=12,...,n), (6.30)
uy(@) =y (), Uy @)=y, (0).

Burada u,(t)=u(xp,t) vo Ry(t)= O(h?). e =u@)-U,®)
isarolomasini aparsaq (6.29) va (6.30)-dan
' 1
&x(t) —h—2[5k+1 (@) =2¢p, () + 51 (D] = Ry, (2),

e (0)=0 (k=12,...,n), &#)=0, &,,,)=0
oldugunu alargq.

Biz hisso-hisso inteqrallama diisturuna analoji olan hissa-hisso
comloms diisturundan

(6.31)

n-1 n-1
Y EAS, == SpnAsy
k=1 k=0

istifade edacoyik. Burada Agy, =&, — €.

Bu diisturun dogrulugunu isbat etmok ii¢lin asagidaki agkar diisturdan
istifade edok:

SkAé‘k = A(8k5k) - 5k+lA‘9k'
Buradan

n n n
D EpAS, = Y A(60p) = D Op i1 Acy,
=0 =0 o

n

n
kZO ERASE = 5410041 = €000 — }Z(kaAgk'

&y = €p41 =0 oldugundan

n-1 n-1

2 €Ay, == O 1y
=1 =1
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Oy, =Agy,_; gotiirsok

n-1 ) n-1 )
ZEkA ER_1 :—Z(Agk) . (632)
k=1 k=1

Bu diisturdan istifads edib xatani qiymstlondirak.

(6.31) tonliklor sisteminin har torafini &, (¢) -9 vuragq:

2
N or -2 0,0 = R0y

vo k-ya l-don (n—1)-0 godor giymotlor verib, alinan boraborliklori
comloyak:

1 n—1 P ' 1 n—1 D) n—1
5[ > €k (t)} ——5 2 e e (6) =Y Ry (Ve ().
k=1 h* k=1 k=1
(6.32) diisturunu burada nozoro alsaq
1 n—1 b ! 1 n—1 5 n—1
5{ P (t)} +— 2 [Aep]" =2 Ry (e (?)
k=1 h* k=1 k=1
oldugunu alariq. Buradan

n—1 ! n—1 _
{Z_‘,Siﬁ(t)} Szz_:Rk(t)Ek(t)s [Zlgk(t):| }Z_:Rk(t)+ Zlé‘k(t)

dE (t) <E@)+R, E0)=0, E(t)= ng ®). R=max ZRk ®).

Bu barabsrsmllyl hall edok. Bunun iigiin barabsrsmhyln har torafini
e! funksiyasina vursaq:

-t
(@—E) < Ret, U¢ EO pot,
dt dt
e'Et)<R(-e"), E{t)<R(' -1)

oldugunu alariq.

Beloliklo, iisulun xatasi1 asagidaki diisturla qiymstlondirilir:

n-1 n-1
> er(t)< (el —1) > max Ri(t)<c(e! =1h>, c¢=const.
k=1 k=1

Nohayat, geyd edok ki, diiz xatlor iisulunu xiisusi toromali diferensial
tonliklors totbiq etdikdo hansi doyigono nozoron bu iisulu totbiq etmays
xtisusi digqget yetirmok lazimdir. Diiz xatlor iisulu o arqumento nazoron
totbiq edilir ki, alinan diferensial tonliklor sistemi ya doaqiq hall edilsin, ya
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da, he¢ olmasa, sado sokil alsin. Bu paraqgrafin birinci bondinds hansi
doyigena nazaran iisulu totbiq etmayin monasi yoxdur. Ciinki har iki halda
eyni moasalo alinir. Ikinci vo iigiincii bandlords iso monasi var. Simin rags
tonliyino x -0 noazoron totbiq etdikde iki tortibli diferensial tonliklor
sistemi liciin Kosi mosalasi aldiq, y -9 nezaoron totbiq etsoydik sorhod
masolasi alardiq. Malumdur ki, birinci halda mosslo nisboton asan hall
edilir. Istilikkegirmo tonliyinda ise x -0 nozeron diiz xotlor iisulunu totbiq
etdikdo bir tortibli tonliklor sistemi aldiq. ©gor ¢ -o nozoron totbiq
etsoydik iki tortibli diferensial tonliklor sistemi {i¢iin sorhod mosalosi
alardiq.

Ogor diiz xotlor iisulunu totbiq etdikdon sonra alinan diferensial
tonliklor sistemi doqiq holl edilmirso, onda bu sistemo V fasildo
verdiyimiz toqribi {isullardan birini totbiq etmok olar.

5. Inteqral miinasibatlori iisulu. Asagidaki kimi Qursa mosalosing

baxaq:
Fu oo
ox 0y ox oy

u(x,0)=@(x), u(0,y)=w(y) 0<x<X,0<y<Y).

+cu+f, (6.33)

y=yj=Jjh, hz%, j=L12,...,n—1 diiz xatlori vasitesilo [0,X]x[0,Y]

diizbucaqlisint n zolaga bdlorak, (6.33) tenliyini her zolaq boyunca
inteqrallasaq vo nohayat, u(x,y) funksiyasini har bir zolagin sorhadi iizra

xotti interpolyasiya ilo avoz etsak, (6.33) mosalasinin u; toqribi hollini

J
tapmaq Ugiin adi diferensial tonliklor sistemi {i¢iin asagidaki masaloni
almus olariq:

41 () = Bt () =7 41,0 (%) + S () + frog ((=0,1,...,n — 1),}
ui(x) =(x), u;(0)=y(y;), @=0L...n).
Burada  &;,,5:,741,9;,f;;1 omsallart  a,b,c,f  funksiyalarindan
asilidirlar.
Askardir ki, (6.33) masalasinin approksimasiyasi h* tortibdon olar.
Ogor (6.33) mosaloesine diiz xatlor {isulunu (y -2 nozoron) totbiq etmis

olsaydiq, masalonin approksimasiyasi h? tortibden olardi. Lakin geyd
etmok lazimdir ki, diiz xatlor iisulun totbiq dairasi daha genisdir.

§ 4. Rits iisulu
Sorhadi ' olan sonlu G oblastinda
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Lw=-2(p%)-L(p% frau=r 39

tonliyino baxaq. Burada p funksiyasi G +T oblastinda kasilmaz
diferensiallanan misbot funksiyadir; gve [ funksiyalari (G +T)-do

kosilmoazdirlor vo g > 0.
(6.34) tonliyinin els hallini tapmaq tslob olunur ki,
ul-=0 (6.35)

sorhad sorti 6donsin. Biz burada iimumiliyi pozmadan sorhad sortini sifir
gotiirmiisiik. Oks halda avazloma vasitasilo buna nail olmagq olar.

(6.34), (6.35) masalasine Rits tisulunu totbiq etmok {igiin V fosildo
operator tonlikler {igiin isbat etdiyimiz teoremdon istifade etmok lazimdir.

H=I*(G) vo A(u)=L(u) gitiirok. A operatorunun toyin oblasti
-H, elo u(x,y)e LZ(G) funksiyalar ¢oxlugudur ki, bu funksiyalarin

ikinci tortibdon téromolori var, bu téromalor I? (G) fozasma daxildir vo
(6.35) sortini ddayirlar.

Isbat edok ki, A(u) operatoru H4-da simmetrik vo miisbot-
miloyyondir.

Tutaq ki, wu(x,y),v(x,y)e H,4. Onda (6.35) sortini nezora almaqla
Qrin diisturunu totbiq etsok:

(Au,v) = ”vAudxdy——”[ ( gz)+aay(pguﬂxdxdy+
_pfpfoudy, dudv
+£Iquvdxdy— éjp(éx oz oy ay)d dy +
+ ”quv dxdy = ”uAvdxdy =(u,Av)
G G

oldugunu alariq ki, bu da A operatorunun H 4 -da simmetrik operator

oldugunu gostarir.
Indi iso isbat edok ki, A(x) operatoru miisbot-miioyyondir. Tutaq ki,

u(x,y)e H 4. Onda, (6.35) sortini nozars almagla, Qrin diisturunu tatbiq
etsak:
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() = | [ududdy =~ ”[ (s g;‘)+%(pg—;‘ﬂdxdy+

2
+ [faasas H{ (G o (5 | aut i
> ”qu dxdy > qOHu dxdy =qq(u,u)
G G

oldugunu alariq ki, bu da A operatorunun miisbat-miisyyan oldugunu
gostorir, ¢linki
qo =ming(x,y)>0.
A(uw) = L(u) operatoru {igiin
J(Ww)=(Au,u)-2(f,u)
funksionalin1 hesablasaq:

J(u) = ”{ [(5“) +(g—;‘ﬂ+qu2—2fu}dxdy

oldugunu alariq.

Teorem 5.5-0 asason (6.34), (6.35) masoalasinin hollini tapmaq ii¢iin
bu funksionala minimum veran ndqteni tapmaq lazimdir. Teorem 5.6-ya
asasan isa bu funksionali minimumlasdiran ardicilligi qurmagq kifayatdir.

Belalikla, (6.34), (6.35) masalosinin toqribi hollini tapmaq tigiin
minimumlasgdiran ardicillig1 quraqg.

Asagidaki sortlori 6doyon ¢(x,y),¢,(x,y),...,¢,(x,y) funksiyalar
sistemino baxaq:

1) ¢;(x,y) funksiyalarmn G+T oblastinda ikinci tortibdon
kosilmoz téromolari var;

2) ¢;(x,y) funksiyalari (6.35) sorhad sortini ddoyir;

3) {@;(x,y)} funksiyalar sisteminin ixtiyari sonlu saydaki xatti asili
deyil;

4) ixtiyari u € L,(G) va ¢ >0 {giin eld by,b,,...,b,, tapmaq olar ki,

m 2
”[u - ZbiL((pi)} dxdy<eg
G 1=1
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barabarsizliyi 6densin.
Minimallagdiran ardicilligin n -ci haddini

n
Un (%,5) = @;;(%,y)
i=1

soklinds axtaraq. @; (1=1,2,...,n) parametrlorini elo se¢ak ki,

0J (u,) .
= =12,...,n).
aaj 0 (] b b 5n)
Onda:
ZAU j BJ- (j=12,...,n). (6.36)
Burada

o( 00\ o 0p;
A= H{qcoj ax( a—;}—a—y(pa—y’}%dxdy,

B, = Hf(pidxdy @i,j=12,...,n).
G

{@i};_i;, — xetti asili olmayan sistem togkil etdiyindon, (6.36) sisteminin

yegana holli var. @; -lorin tapilan bu giymatlorini

n
Up (%,5) = 2 a;0;(x,)
1=1

diisturunda yerino yazsaq, minimumlasdiran ardicilligini tapmis olurug.
Teorem 5.6-ya asason bu u,,(x,y) funksiyasini (6.34), (6.35) masalosinin

toqribi hoalli kimi g6tlirmak olar.

§5. Kvazixatti hiperbolik tipli tonliklor iiciin
xarakteristika iisulu

1. Tanliklor sisteminin hallina uygun xarakteristika. Asagidaki kimi
n sayda birtortibli xiisusi toromali diferensial tonliklar sisteming baxaq:

jz=1 U o ot ij 8 =¢; (i=12,..,n). (6.37)

¢; funksiyalart x,y,u;,u,,...,u, doyisonlorinden asilidir

l]’ bl]’c

Burada a;;,b;;,

vo bu doyisonloro nozoron kosilmoz diferensiallanandirlar. a;

229

funksiyalar1 namelum u;,u,,...,u, funksiyalarindan da qeyri-xotti asili

olduglarindan, bu sistema kvazixatti sistem deyirlar.
Tutaq ki, (x,y) mistovisinin G  oblastinda kosilmaz

diferensiallanan  u;(x,y),...,u4,(x,y) funksiyalar1 (6.37) sisteminin

hollidir. C ilo G oblastina daxil olan va tokrar noqtolari olmayan hamar
ayrini isara edok.
Asagidaki mosaloys baxaq: (6.37) sistemindon vo u(x,y),...,

U, (x,y) hallinin C oyrisi tizorindoki qiymatindon istifado edorak,
p, = Ol X
x| e

xiisusi toromoalarini tapmali.
Askardir ki,

Zl(al]pj + bqu]) =¢ (l = 1,2,. .. ,n) (x,y) S (C), (638)
j=

i=

burada amsallar C ayrisi tizra hesablanir va
pidx+q,dy=du; (=12,.,n), (6.39)
burada diferensial C ayrisi boyunca gotiiriiliir.
Belaliklo, p;,q; (i=1,2,...,n) mochullarmi tapmaq li¢lin 2n sayda
xotti tonliklor sistemi almis olurug.
Forz edok ki, C oyrisi iizorindo baxdigimiz néqtado dx # 0. Onda
(6.39)-dan
dy du;
P =-q; 5~ dx dx
olar. Bu giymatlori (6.38)-do nozoro alsaq:

n n
Zl(bljdx - al]dy)qj = cidx - Zlal]du] (l = 1,2,...,71) (641)
j= j=

(i=12,...,n)  (6.40)

oldugunu alargq.

Ogor bu sistemdon g; -lori tapmaq miimkiin olsa, onda (6.40)-dan p; -
lari do tapmaq olar.

dx =0 olsa, dy =0 olar. Onda (6.39)-dan

dx
q; =— ld

).
Bu qiymatloari (6.38)-do nozora alsaq.
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n n
Zl(aijdy ~b;jdx)p; = c;dy - Zlbijduf @=12,...,n)
= =

oldugunu alariq. Bu sistemin determinanti (6.41) sisteminin determinan-
tindan yalniz isars ilo forqlons biler.
(6.41) sisteminin determinantin1 A ils isars edok, onda
bl 1dx —Qq 1dy blzdx - alzdy e blndx - alndy
A= b21dx - a21dy bzzdx - azzdy . bzndx - azndy )

b,dx—a, dy b,,dx—a,,dy ... b,,dx—a,,dy
Asagidaki hallara baxaq:
1) C oyrisinin heg bir négtasinds A sifir ola bilmoaz.
2) C oyrisinin biitiin néqgtolorindo A sifira borabordir.
Birinci halda (6.41) sisteminin yegans halli var. Demoali, C oyrisi
iizra (6.37) sisteminin halli malum olsa, bu ayri iizra hallin téromslarini
ds birgiymatli tapmagq olar.
Tutaq ki, A=0. (6.37) diferensial tonliklor sisteminin halli
oldugundan (6.41) sisteminin ds hoalli olmalidir.
A determinant: sifir oldugundan bu sistemin sonsuz sayda holli olar.
Beloliklo, ikinci halda p; vo g;-leri birqiymetli tapmaq olmaz. Bu halda
C oyrisino (6.37) sisteminin verilmis hallino uygun xarakteristikasi
deyirlor.
C oyrisino toxunanla x oxu arasindaki bucagin tangensi A =dy/dx
asagidaki tonliyi 6dayir:
by —Aay bp—Aap ... by, —Aay,
by = Ay by —Aay ... by, —Aay,| _ 0. (6.42)
b, —Aa, b,,—a,, ... b, —1a,,

Qeyd olunmus (x,y,4,...,u,) noqtesindas bu tonlik.

A -ya nazaran n doracali tonlikdir. Ogar (6.42) tonliyinin y ndqtads
n miixtolif kokii varsa, onda (6.37) sistemins hiperbolik sistem deyirlar.

(6.42) tonliyinin koklorini Ay, 4,,...,4, ilo isaro edok. (6.37)
sisteminin  #(x,y),..., 4, (x,y) holli lglin A;-lor x vo y-don asili
funksiyalardir. Beloliklo, asagidaki diferensial tonliklori almig olariq:

dy=2;(x,y)dx (i=12,...,n) (6.43)
(6.37) sisteminin har bir holli {igiin (6.43) diferensial tonliklor sistemini
holl edib n xarakteristika tapmis olariq.
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G oblastinin hor bir néqtesindon yalmiz vo yalniz bir xarakteristika
kegacokdir.

Tutaq ki, C oyrisi (6.37) sisteminin u;(x,y),...,u4,(x,y) hallino
uygun xarakteristikadir.

C oyrisi tizorindo A=0 vo (6.41) sistemi birgo oldugundan, A
determinantinin % -ninci siitun tnsirlorini uygun olaraq bu sistemin sag
torofindoki {iinsiirlorlo ovoz etsok, almman determinant - Ay-da sifra
¢evrilmolidir:

A=A =A,=---=A, =0. (6.44)
(6.37) sistemi hiperbolik oldugundan, C oyrisinin ndqtolorinda

b—Aa; by —4ay ... by, -Aa,
bzl—lazl bzz—/lazz bzn—ﬂazn

b, —Aa, b,,—1a,, ... b,,—1a,,
matrisinin ranqi n—1 olar. Bu halda, bu matrisin siitunlarindan birini,
(6.37) sisteminin sag torafinin ilinsiirlori ilo ovoz etdikde alinan matrisin
ranqir da n—1 olar. Tutaq ki, bu matris Ay, -dir. Onda
A=0, Ap=0 (6.45)
sortlorindan (6.44)-lin qalan sortlori alinar.

Demoli, C xarakteristikasi izorindo (%, y),...,u, (x,y) halli (6.45)
sortlori ilo baghdir. Bu sortloro xarakteristik tonliklor deyirlor. Bu
sortlordon birincisina xarakteristikanin istiqamati tonliyi, ikincisine iso
xarakteristika {izorinds diferensial miinasibat deyirlor.

Indi iso iki xiisusi hala baxaq.

n=1. Bu halda (6.37) sistemi

a au +b ou
ox oy
soklindo, xarakteristikanin istigamatinin tonliyi
bdx —ady=0
soklinda, vo nohayat, diferensial miinasibat
cdx—adu=0
soklindo olar.
n=2. Bu halda (6.37) sistemi
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ou ou ou ou
ana—xl+ 12 6x2 +blla_yl blza—; ¢
(6.46)
ou ou, ou, ou,
azngfazzW”’zl@”)zzE 2
soklinds olar.
Xarakteristikanin istiqamatlori asagidaki tonliklorls tayin edilir:
dy-4dx=0 (i=1.22),
burada A,
by —Aay by —Aay
=0 (6.47)
by —Aay by —Aay
tonliyinin kokloridir.
Xarakteristika tizorinda diferensial miinasibot
cdx —ayduy —apduy by — a1 _
codx —ayduy —aynduy by —Aay
voya
(LA + B)du, +cdu, + Mdx+ Ndy=0 (6.48)
soklindos olar. Burada
A=|%1 Q2 . B= by ay . C= by alz’
Q1 Ay by ay by ay
(6.49)
M= by N =|%2 G|
¢y by ay €

2. Iki tortibli tanlik iiciin xarakteristika. indi iki tortibli xiisusi
toromoli diferensial tonliys baxaq:

o’u o%u o’u
2 =f. .
2 + b@x@y +c 6y2 f (6.50)
ou ou

,—-don asili olub, kosilmoz

"ox’ Oy
diferensiallanandirlar. (6.50) tonliyine kvazixatti tonlik deyirlor.
Tutaq ki, (x,y) miistovisinin G oblastinda iki tortibdon kasilmoz

Burada a,b,c,f funksiyalarn x,y,u

téromolori olan u(x,y) funksiyasi (6.50) tonliyinin hsllidir. C ilo G

oblastina daxil olan va tokrar noqtolori olmayan hamar ayrini isare edok.
Asagidaki mossloys baxaq: (6.50) tonliyindon vo u(x,y) hallinin,

g—z,g—;‘ toromoalorinin C oyrisi tizarindoki qiymstindan istifads edorak,

233

oxc2 C’ 0x0y C’ ay? c
xlisusi toramalorini tapmali.
Askardir ki,
ar+2bs+ct=f,
rdx+sdy=dp, (6.51)

sdx+tdy=dq,

burada omsallar C oyrisi iizro hesablanir vo diferensiallar bu oyri
boyunca gotiiriiliir. (6.51) sistemi r,s,f mochullarina nozoron xatti
bircinsli olmayan sistemdir. Bu sistemin determinanti

a 2b ¢

A=ldx dy 0 =0L(dy)2 —2bolxdy+c(dx)2

0 dx dy

diisturu ilo hesablanir.
A|C # 0 olduqda r,s,t (6.51) sistemindon birqiymatli toyin olunurlar.

A|C =0 halma baxaq. (6.50) tonliyinin halli oldugundan, (6.51)
sisteminin do halli olmalidir. A|C =0 oldugundan bu sistemin sonsuz
sayda holli olar.

Dembali, A|C =0 olduqda r,s,t machullarmi birqiymotli tapmaq

olmaz. Bu halda C oyrisino (6.50) tonliyinin hallinin xarakteristikasi
deyirlor.
Ogoar C oayrisi (6.50) tonliyinin halli ti¢iin xarakteristikadirsa, onda
a(dy)2 —2bdxdy + c(dac)2 =0
vaya
Y _pdy . _
a(&xj 2b ar +c=0 (6.52)

olar. Bu tonliyi hall etsak,

dy _btv b2 —ac

dx a '
Ogor b? —ac >0 iso, onda iki birtortibli adi diferensial tonliklor aliriq. Bu
tonliklor inteqral oyrilori ailesi toskil edir. Bu oyrilor ailslorini (6.50)
tonliyinin hollino uygun xarakteristikalar1 ailosi adlandirirlar. G

oblastinin her bir ndqtesindon bu ailolorin hor birindon ancaq bir
xarakteristika kegir.
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Ogor (6.52) tonliyinin (x y,u gu g ) noqtosindo %—e nozaoran iki
miixtolif kokii varsa, onda (6.50) tonliyine hiperbolik tonlik deyirlor.
Tutaq ki, C verilmis wu(x,y) holli ligiin xarakteristikasidir. Onda
(6.51) sistemi birgs oldugundan
a 2b ¢ f
dx dy 0 dp
0 dx dy agq
matrisinin t¢ tortibli determinantlarinin hamisi C oyrisi {izorinds sifra
cevrilir:
2b ¢ f
A =|dy 0 dp|=c(dpdx—dqdy)—2bdpdy+f(dy)> =0,
dx dy dg
a ¢ f
Ay =|dx 0 dp|=-cdgdx—adpdy+fdxdy=0,
0 dy dq
a 2b f
As =|dx dy dp|=a(dgdy—-dpdx)-2bdqdx +f(dx)* =0
0 dx dg
Bu tonliklordon va (6.52)-don

(adp-fdx)(btVb® —ac)+acdg=0

oldugunu alirq.
Beloliklo

ady—(bir\/b2 —ac)dx =0,

(adp-fdx)btVb* —ac)+acdg =0,
du=pdx+qdy
tonliklorini almis oluruq. Bu tonliklors xarakteristik tonliklor deyirlor. Bu

tonliklordon birinci ikisino xarakteristikanin istigamot tonliklori, axirinci
ikisine iso xarakteristika boyunca diferensial miinasibatlori deyirlor.

b-vb? —ac b+vb? —ac

hETg o R

isarolomolorini aparsaq, xarakteristik tonliklori agagidaki kimi yazmaq
olar.
Birinci ails tiglin:
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dy—-A4dx =0, a(dp+A,dq)-fdx=0,
du = pdx + qdy.
Ikinci ails tigiin:
dy—,dx =0, a(dp+A4dq)-fdx =0,
du = pdx +qdy.
3. Tonliklor sistemi iiciin Masso iisulu. Sadolik {i¢iin iki machullu
kvazixotti hiperbolik tonliklor sistemina (6.46) baxaq:

a aqub . a aU+0L ov =c
g, tongy 8y 125, Y0257 oy 1>
ou ov ov

217, +bzla tan o +byy = oy =C3.

Bu sistem iiclin qoyulmus masalalorin toqribi hallorini tapmaq ligiin
Masso tisulunu totbiq edak.

Ovvalca (x,y) miistovisinde bir-birina yaxin iki A (xy,¥)),
A, (x4,y,) ndqtalerini gotiirak. Tutaq ki, bu ndqtelerds verilmis sistemin
halli malumdur. Xiisusi qayda ilo secilmis tigiincli A5(x3,y;) noqtesindo
sistemin toqribi hollini tapmaq tsulunu verok. A; ndqtesindsn birinci
ailonin xarakteristikalarinin istiqamotinds, A, ndqtesindon ise ikinci

ailonin xarakteristikalarinin istigamotindo diiz xotlor kegirok. (6.48)
sistemi hiperbolik oldugundan bu diiz xatlor hor hansi bir As;(xs3,y3)

noqtasinda kasigacoklor. Bu ndqtenin koordinatlar asagidaki sistemden

tapilar:
o =
(1) M (D (6.53)
=Y =45 (x37 —x,).
Burada /1{11) — birinci ailonin xarakteristikasina A; noqtesinds toxunanin

bucaq omsali, /192) iso ikinci ailonin xarakteristikasina A, nodqtesindo

toxunanin bucaq smsalidir. Zﬂ) v (12) adadlori A; va A, ndqtalarinda
(6.47) tonliyinin uygun kokloridir. (6.48) diferensial miinasibatlorine daxil
olan diferensiallar1 sonlu forqlorle avaz etsak, u(xgl), y31)) v(xgl), ygl))

machullarini tapmagq ii¢ilin agsagidaki tonliklor sistemini almis olariq:
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ATAD + B, ) = uey, y)1+
+ 0l ) v 1+ M @) )+ NP GE - ) =0,
(143" + By y7) — (. y,)] +
+ CP o, y) = vy, 3201+ M () = x2) + NP (05 - 3,) = 0.
Burada Ai(l) , Bi(l) , Ci(l), M L.(l) ,N i(l) (i=L12) (6.49) determinantlarinin A;

ndqtolorinds  qiymotloridir. Bu sistemi holl edib, u(x{",y") vo

v(xgl), ygl)) tapmus olariq.

Tapdigimiz u(xgl), ygl)) v(xgl), ygl)) (6.50) sisteminin hollinin
(x3,y3) ndqtesinds toqribi qiymetini tapmagq ii¢lin birinci yaxinlagmadir.
Ciinki, A; va A, noqtalorindon ¢ixan xarakteristikalar1 diiz xatlarls avoz

etdiyimizdon, tapdigimiz bu qiymst hallin doqiq qiymetindon ¢ox uzaq
ola bilor. Bu qiymatlori doqiqlosdirmak iigiin birinci vo ikinci ailolorin

xarakteristikalarim1 A3 ndqtesinds qiymatlorini- ﬂgl), (13) bilorakden,
asagidaki qiymatlori hesablamaq lazimdir:

AP = %(ﬂq(ll) +A)), A5 = %(/1(212) + ),

AP =L(a® A, B =LB0 B0

o =L ey, M@ =L,
N® = %(NL.(I) +NOY (i=12).

Burada Aél),Bgl),Cg),Mg),Ngl) odadlori A,B,C,M,N funksiyalari-

nin (xg), yg),ug),vgl)) noqtesinda qiymatloridir.

Bu hesablamalardan sonra ikinci yaxinlagmalar asagidaki diisturla
tapilar:

A =y =27 @ -y, }

2 2
2 Dy,

2
¥ =y, =2 (x
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2) 42 2 2) (2
(A7 A + B,y —ulxy, y)1+
2 2) (2 2) .2 2),.2
+CP o, y§) =0y, 31+ M (8 —2)+ NP (58 - 1) =0,
2) 4 (2 2 2) (2
(255 A + B, 987 g, )1 +
2 2) (2 2),..(2 2) .2
+CP Mo, ) ~v(xy, 7)1+ MY (157 —0) + N3P (357 ~ ) =0.
Bu sistemi hsll edib, masalonin hallinin A3 ndqtasinds taqribi qiymatini
tapmaq {c¢iin ikinci yaxinlagmani - u(xgz)’y§2))’ v(xgz), ygz)) tapmis
olariq. Bu qayda ils hallin giymatine daha yaxin yaxinlagsmalari tapmaq
olar.

Indi iso yuxarida sorh etdiyimiz
iisulu (6.50) sistemi ii¢lin qoyulmus
masalonin halling tatbiq edak.

Ovvalco Kosi masalasine baxagq.
Forz edok ki, C hamar oyrisinin
noqtolorindo xarakteristik istigamot
yoxdur.

(6.50) sisteminin elo hollini —
(u,v) tapmagq tolob olunur ki, C ay-

Y4

risinin  hor hanst bir qdvsindo
verilmis funksiyaya borabor olsun.
Bu Kosi masalasini Masso lisulu ila Sokil 7.
hall edok. Oyrinin qdvsiinds bir-birins kafi qader yaxin ndqteler gotliirmek
lazimdir (sokil 7). 1-ci va 2-ci noqtolordo hollin  giymotlorini
bildiyimizdon Masso {isulunu totbiq edib, 8-ci ndqtads holli tapmaq olar.
2-ci vo 3-cii noqtolords hollin giymatlori molum oldugundan yens do
Masso tlisulunu totbiq edib, 9-cu néqteds hallin qiymatini tapmaq olar. Bu
qayda ilo 10, 11, 12 vo 13-cii noqtelords do hallin giymatlorini tapmaq
olar. Bundan sonra 8, 9, 10, 11, 12, 13 ndqtalorini ilkin noqtelor kimi
gobul edib, Masso iisulu ilo 14, 15, 16, 17, 18-ci noqtolorde hallin
qiymatlorini tapmis olariq. Bu qayda ilo MNP «ayri-xatli iigbucaga»
daxil olan biitiin noqtalords hallin giymotlorini tapmaq olar. MP simiq
xatlordon diizoldilmis «oyri» birinci ailonin xarakteristikasina, MN iso
ikinci ailonin xarakteristikasina yaxin olan «oyrilordir». Eyni qayda ilo
MN qOvsiniin asag1 hissesindoki noqtalorde do  hollin  toqribi
giymatlorini tapmagq olar.

Indi iso Qursa mosolosine baxaq. (6.50) sisteminin elo hallini —(u,v)

tapmaq tolob olunur ki, M nogtesindon ¢ixan MP vo MN
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xarakteristikalarinda verilmis funksiyalarla {ist-iista diigsiin. Bels ki, bu
funksiyalarin M ndqtesindo qiymotlori bir-birino borabar olmalidirlar.
Bu masoloys Qursa masalasi deyirlor. Masso iisulu ilo bu masalani hall
etmok tigin MP vo MN qévslori tizerinds bir-birino kafi godor yaxin
olan noqtolor gotiiriiliir (sokil 8). Bu ndqtolords hallin qiymatlori
verilmigdir. Yuxarida verdiyimiz qayda ise, 4 vo 5 noqtelorindo hollin
qiymatlarini bilorakdon 10 ndqtesinds da tapiriq. Bu qayda ila 3 vo 10
noqtalorindan istifado edib 11 ndqtesinda; 2 vo 11 ndqtalorindon istifado
edib 12 noqtesinds, vo nohayat, 1 vo 12 noqtesinden istifade edib 13
noqtesindo hollin giymsatlorini tapmis olurug. 5, 10, 11, 12, 13 vo 6
noqtalarindan istifads edib, 14, 15, 16, 17 ndqtalerinds hallin qiymatlarini
tapiriq. Bu qayda ilo MNQP «dordbucaqlisniny» digar noqgtalorindon do
hallin qiymsotlorini tapa bilerik. Bu «dérdbucaqlininy iki torafi (MN vo
MP ) verilmis xarakteristikalarin qovslaridir, digar iki toroflori isa, N va
P noqtelorindon ¢ixan ikinci ailonin xarakteristikalarina yaxin olan
«oyrilardiry.

Nohayet, qarisiq mosolosinin holline baxaq. (6.50) sisteminin elo
hallini tapmaq tolob olunur ki, M noqtesindon ¢ixan xarakteristikani
MN qo6vsiinds vo homin néqtadan ¢ixan, he¢ bir noqtodo xarakteristik
istigamati olmayan oyrinin MP qovsiindo, ovvoalcodon verilmis
funksiyalarla iist-listo diigsiin. Forz edilir ki, verilmis funksiyalar ortaq
M noqtesindo bir-biri ilo uzlasirlar vo ikinci ailonin xarakteristikasi
PMN «bucagiminy daxilinds galir (sokil 9).

YA N
yA

o
]Y

Sokil 8. Sokil 9.

Bu mosolonin halli Kosi vo Qursa masalolorin hoallino gatirilir.
Dogrudan da, avvalcsa (6.50) sisteminin els hollini tapaq ki, MN qovsi
iizorindo ovvolcadon verilmis funksiya ilo {ist-listo diigsiin  (Kosi
mosalosi). Bu mosoloni yuxarida Masso {isulu ilo holl edib, ikinci
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xarakteristikaya yaxin «oyrini» (M@) tapa bilorik. Bundan sonra (6.50)
sisteminin elo hollini tapiriq ki, MP vo M@ xarakteristikalar1 da
avvalcadon iist-listo diissiin (Qursa masalasi). Bu masaloni hoall etmokls
qarisiq masaloni hall etmis olurug.
4. Iki tartibli tonliklar iiciin Masso iisulu. Yenidon (6.50) tonliyino
baxaq:
2 2 2
0 “ +2b Ou +ca “_r.
Oox? ox0y 6y2
Yuxarida isbat etdik ki, bu tonlik {igiin xarakteristika tonliklori
asagidaki gokilds olar:

I ailo {igiin IT ailo tigiin
dy—4dx=0, dy—,dx =0,
a(dp+,dq)—fdx=0, a(dp+A4dq)—fdx=0,
du = pdx +qdy, du = pdx +qdy.

Forz edok ki, iki A;(x;,y;) vo A,(x,,y,) noqtalorinds u,p va q -
niin qiymatlari molumdur. A; ndqtesinden, birinci ailonin bu ndqtaden
cixan xarakteristikanin istigamatinde diiz xatt ¢okok. A, ndqtesinden,

ikinci ailonin bu noqtaden ¢ixan xarakteristikanin istiqgamatindo diiz xatt
cokok. Bu diiz xatlorin kosismo ndqtesinin (tonlik hiperbolik tipli
oldugundan bu diiz xotlor hdkmon bir ndqtedo kosismolidirlor)

koordinatlarini (xgl), ygl)) ilo isaro edok. Askardir ki, bu koordinatlar
asagidaki sistemdon toyin olunur:

A =y =y (5 ),

W =3y = A () - x,).
Burada 4;; odadi 4; -nin (x;,y;) noqtesindon qiymatidir.

Diferensial miinasibotlori har iki xarakteristika ii¢lin, sonlu farqlarlo
ovaz edib vo onlarin comlorinin yarisini gotiirsak:

a][(p§” -p)+ 221(‘19) -q)l-h (x§” -x)=0,

1 1 1
ay[(PS" — py) + 42(a@ — @)1 - Fo (" —x7) =0,
nH U tu 1 1 1
u§)—%=5[p1(x§)—x1)+q1(y§)—y1)]+

1
+5[P2 (xgl) —X3)+q; (yél’ -¥3)]
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oldugunu alariq. Burada a;,f; ododlori a,f funksiyalarinin (x;,y;)
noqtalorindoki giymatloridir. Bu sistemi holl edib, ugl),pgl),qgl) tapmis
olariq. Tapdigimiz bu qiymatlor u5, p3,q3 Tglin birinci yaxinlagmalardir.

3-cii bandds verdiyimiz lisulla diger yaxinlagsmalari1 da tapmaq olar.
Nohayat, qeyd edok ki, (6.50) tonliyi {i¢iin Kosi, Qursa vo qarisiq
masalalori do yuxarida gostordiyimiz iisulla hoall etmok olar.
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VII FOSIL

INTEQRAL TONLIKLORIN TOQRIBI
USULLARLA HOLLI

Inteqral tonliklor nozoriyyesindo todqiq edilon osas xotti inteqral
tonliklor asagidakilardir:
I n6v Fredholm inteqral tonliyi

zlfK(x,sw(s)ds = f(x),
II név Fredholm intequ;l tonliyi
@)~ ATK(m)y(s)ds = f(x),
I n6v Volter inteqral tenli;i
[ K(x,8)y(e)ds = f),
nohayat, Il név Volter inthral tonliyi
y(x)— igfc K(x,8)y(s)ds = f(x).
a

Burada f(x), K(x,s) (a<x,s<b) verilmis funksiyalar, y(x) (a<x<b)
mochul funksiya, A iso parametrdir. f(x) funksiyasina inteqral tonliyin
sorbast haddi, K(x,s) -9 isa inteqral tonliyin niivasi deyirlor. Askardir ki,
~ K(x,s)a<s<x
K — b b
(.5) {0 x<s<b

komokgi funksiyasini gotiirsok, Volter tonliklorini Fredholm tonliklorino
gotirmok olar:

b ~
A[ K(x,8)y(s)ds = f(x),

b ~
y(x)— A[ K(x,5)y(s)ds = f ().

Bu onu gosterir ki, Fredholm inteqral tonliklori {i¢iin alinmus faktlari

uygun olaraq Volter inteqral tonliklori tigtin do almagq olar (o sortlo ki, K
nivesi K -nin iizerina qoyulan sortlori 6dssin). Lakin galacokda
goracayik ki, Volter tonliklori {igiin elo faktlar almaq olar ki, Fredholm
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tonliklari {igiin bu faktlar dogru olmasin.

§1. inteqrah inteqral comi ilo ovoz etmoak iisulu

II n6v Fredholm inteqral tonliyina baxaq:
b
y(x) = A[ K(x,8)y(s)ds + [ (x). (7.1)
a

Forz edok ki, K(x,s) va f(x) (a<x,s<b) kosilmoz funksiyalardir.
1. Asagidaki kimi kvadratura diisturunu gétiirak

TF(x)dx =§:1AjF(xj) +R(F). (7.2)
a J=

Burada x;€[a,b](i=1,2,...,n), A;(i=12,...,n) sabitlori F(x) funk-
siyasinin secilmoasindon asili deyillor vo R(F') — kvadratura diisturunun

qaliq hoddidir. x; vo A;-lori konkret se¢gmoklo konkret kvadratura

diisturlart almig olariq. Masalon, agor (7.2) kvadratura diisturu oavozinoe
imumilogmis trapeslor diisturunu goétiirsok, onda
Xy =a,Xy=a+h,....x,=a+(n-1)h=>b,
h
A =4, :E’Az =A3==A, =h

oldugunu alariq.
(7.1) tonliyinds x =x; (=1,2,...,n) gotiirak:

b
y(x;) = A[ K(x;,8)y(s)ds + f(x;) (0 =1.2,...,n).
a
Inteqral1 (7.2) kvadratura diisturu ilo ovoz edok:
n
Y(x;)) = A AjK (x;,x)y(x;) = f(x;) + AR;, (7.3)
j=1

R; =[K(x;,s),y(s)]-
AR; hoddini atsaq

n
Y, =AY AKY; =f (i=12,...,n). (7.4)
=

Burada K = K(x;,y;j), f; =/f(x;). Bu sistemi hall edib ¥},Y,,...,Y,
ododlorini tapiriq. Tapilan bu ododlori (7.1) tenliyinin hellinin x;
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(i=1,2,...,n) noqtalorinds toqribi qiymatlori kimi gotiiriiriik:
y(x;)~Y;.
(7.1) tonliyinin [a,b] pargasinda toqribi halli kimi

Y(x)zf(x)+/1iAjK(x,x~)Yj (7.5)
=

funksiyasmi gotiirmek olar. Askardir ki, bu funksiyanin x,x,,...,%,
noqtalorinds qiymeatlori, uygun olaraq, Y,Y,,...,Y,, ils ist-listo disiirlor.

I nov Fredholm tenliyi iiclin bu iisulu totbiq etsoydik (7.4) sistemi
ovozing

n
AZA]KLJYJ = ﬁ (l 21,2,,7’L)
j=1

oldugunu alardiq.

Ogor (7.1) tonliyi bircinsli olsaydi, yoni f(x)=0 olsaydi, onda (7.4)
sistemi bircinsli sistem olardi. Bu sistemin iso o vaxt holli olardi ki,
determinanti sifir olsun. Belsliklo, (7.4) sistemins uygun bircinsli sistemin
hollini tapmaq tgiin A -ya nozoron n -dorocali cobri tonliyi hall edib,
A, Ag,..., Ay, -lori tapmaq lazimdir. Bundan sonra (7.4)-o uygun bircinsli
sistemi holl edib Y,,Y,,...,Y, ododlerini tapmaq lazimdir. Tapilan bu
odadlor (7.1) tenliyinin (f(x)=0 olduqda) x; (I=12,...,n)
noqtalorinda toqribi qiymatlori olar.

Onu da geyd edok ki, I-ndv Fredholm tonliyi {igiin bu iisulu totbiq
etsoydik, (7.3) sistemi avozino

n
AZIA]KUY] :fi (i:1,2,...,n)
j=

oldugunu alardiq.
2. Usulun xotasmi qiymotlondirok. &; = y(x;)—Y; isarolomosini
aparsaq, (7.3) va (7.4) sistemlorindon

n
& ZJZAL'KL‘]‘(‘?]'-FZRL' (i=1,2,...,n) (75)
Jj=1

oldugunu alariq.
(7.5) vo yaxud (7.4) sistemlorinin determinantim1 D(A) ilo vo bu
determinantin cabri tamamlayicilarini iso Dij(l) ilo isara etsok, (7.5)

sisteminin hoallini
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=

i 1)(1) 2: U j
soklinds aliriq. Buradan:
;| <|A|Br, (7.6)

|D(/1)| I<in ZIDUI r= max B, R=RK(xs),5s).

Digor torafdon (7.5) Vo
y(x)= ﬁilAjK(x,x Dy(x;)+ AR
disturlarindan istifado etsek,]i
e(x)=y(x)-Y(x)= ﬁiAjK(x,x )Ej+ AR
Burada (7.6)-n1 nozars alsaq, .

le(x)] < |/1|il|Aj||K(x,xj)||€j| +|Ar,
j=

n
|e(x)] < |/1|2K0(Z|Aj|jrB +|Ar,
=
K,= K
0 = g [K (s

oldugunu alariq.
Beloliklo isbat etdik ki,

y@) =Y ()| <Cr, C=|AK,Y|A;|+B+|4. (1.7
j=1

Burada r -i hesablamaq tli¢lin kvadratura diisturunu konkret gotiirmok
lazimdir. Masolon, agor iimumilogmis trapeslor diisturunu gotiirsok

b-a "
R(F) -9
12(n-1)*
olar (burada forz edirik ki, K(x,s)vo f(x) funksiyalar1 iki tortibdon

diferensiallanandirlar). Bu hal {igiin 7 -i hesablayaq.
(7.1) tenliyinden

ZIGK(x ,S)

X

¥y (x) = y(s)ds +fi(x) (i=12),
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|y @) <|AlK; (- a)Ng + By (i=12),
N; <|AK;(b-a)Ny+P: (i=12). (7.8)
Burada i =0,1,2 {igiin
i i
K; = max {|6 K(af,s)|’ |8 K(J.C’S)|},
a<x,s<b | oxt st

N = max]y O], £ = maxl/ ()

a<x<b

Askardir ki, f(s)=K(s,s)y(s), funksiyasmin toéromolori agagidaki
diisturla hesablanir:

F'(5) =222 3 4 Ks.5)0s),
2
1) = T2 y00) + 255 0 (o) K00,
Buradan

|F'(S)| < KIN() + KoNl, |F”(S)| < KZNO + 2K1N1 + KoNz.
(7.8) diisturlarin1 burada nazars alsaq,
|F"(s)| < K,N + 2K, [|A| K (b—a)Ny + P+
+ Ko[|A|K,(b—a)Ny + Py ]1=[K, + 2K |2|(b—a) +
+KOK2|/1|(b a) NO +2K1l)1 +KOP2,
|F"(s)| < C\Ny +C,,C; =const (i=12)
oldugunu alariq. Demali,
|R(F) < “’—‘”(QNO 0y re = oNy 10y
12(n— ) 12(n— 1)
(7.7) diisturundan Y, = max |Y(x)| ilo isaro etsok,
asx<b
|y <|y(x) =Y (x)|+|Y (x)| < Cr+Y, <
< (}.ﬁél:izli_

CNy+C,)+Y,,
12(n—1)2(1 0+C)+ Y

N, <CC, (b—a)NOJ,CC (b—a)
12(n—1)2 12(n—1)2

246



cc, M Y,
N, < 12(n-1)°
1-C*
Burada forz edilir ki,
2
oo ot Gl ) S
12(n—1)
Nohayat,
c, M +Y,
. _(b-a) C 12(n—1)? .c, |
12(n 1)? 1-C"

§2. Niivoni, cirlasmis niiva ils avoz etmak iisulu

1. ©goar inteqral tanliyin niivasini asagidaki sokildo gdstoarmak olarsa
n
K, (x,8) =2, A;(x)B;(s),
i=1
onda deyirlor ki, niive cirlasandir. Burada {4;(x)},_1 vo {B;(x)},_i,
funksiyalar sistemi [a,b] pargasinda xatti asili olmayan sistemlordir.

Asagidaki kimi cirlasan niiveli II név Fredholm inteqral tonliyino
baxaq:

b
() = A[ K, (%,8)y, (8)ds + (). (7.9)
Bu tonliyin doqiq hsllini tapaq. (7.9) tonliyini
(%)= AZ[I B (s)yn<s>dsjA @)+ f(x)

lla

soklinde yazmaq miimkiin oldugundan bu tonliyinin hoallini asgidaki
sokilds axtarmaq tobiidir:

n
Vn () =22 CiA;(x) + f(x). (7.10)
i=1
Burada C; (i=1,2,...,n) — sabitlordir. Hallin bu ifadosini (7.9)-da nozors

alsaq
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n b n n
23 CiAj(x) + f(x) =A[ 3, A;(x)B; (S){ﬂz CiA;(s)+f (S)}ds +/ (%),
i=1 ai=l i=i

ZCA(x)—ﬂj[i (B, (s)j(z ,-(s)st+

1=1

S

+ (Z (x)B; (s)] f(s)ds,

=1

i=1

ZCA (x) = /IZA (x)ZC UB (9)A; (s)dsJ—

- Z A;(x )(I B;(s)f (S)dSJ-
i=1 a
Al(x),. e A,(Lx) funksiyalar sistemi xatti asili olmadiglarindan

C; - lZal] i=p (=12,...,n), (7.11)

b
;= I Bi(s)A;(s)ds, f3; = [B;i(s)f(s)ds

oldugunu alariq.
Forz edok ki, (7.11) sisteminin determinanti D(A)#0. Onda

molumdur ki, bu sistemin yegana holli var. Tapdigimiz C; -lari (7.10)
diisturunda yerine yazsaq (7.9) tonliyinin hallini tapmis oluruq.
Molumdur ki, (7.11) sisteminin halli

Ci=% (i=12,...,n)

soklindos olar. Burada
an QG o Qy ajp B o
D=l - . ... .| D=
Apl Cpy = 0 " Opy 127 R 2 | /Bn Qui+v1 * " Cup

D;; ilo D; determinantinin (Z,j) elementinin cabri tamalayicisini

isara etsak:
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n
Di = ZIDU'BJ
J:
Onda
n Dn..
Ci=>—-p; (i=12,...n)
=g
tapdigimiz bu qiymatlori (7.10)-da yerins yazsaq,

yn<x>=zilA,-<x>i1 B, = ().
i= j=

D

n D.. b
Y (2)= A,ZIAL- @)y [ Bj(&)f (s)ds+ [ (x).
L,J= a

b n D..
In(@)=2] ( > - Ai()B; (s)jf(s)ds +f(x),

2\ij=1
b
(%) = A[ R, (x5 D)f (s)ds+ f(x) (7.12)

oldugunu alariq. Burada

1 n
R, (x,5,) =7 _ZlDiin (¥)B;(s)
I,j=
funksiyasina K, (x,s) niivasinin rezolventi deyirlor.
2. (7.1) inteqral tonliyino baxaq. Forz edok ki, K(x,s) niivasini
{K,, (x,8)} -1 2. cirlasan niivalar ardicillig ils aproksimasiya etmak olar,

yoni
K(x,s)=K,(x,8)+5,(x,s), lim max|5,(x,s)|=0.
n—o (x,8)

(7.1) tanliyinds niivenin bu ifadesindon istifads etsok

b b
Y(x) = A[ K, (x,9)y(s)ds+ A[ 5, (x,8)y(s)ds + f(x)  (7.13)

oldugunu alariq. Kafi qoder boyiik 7 -ler iiciin J,,(x,s) kicik oldugundan
tonliyin sag torafindaki ikinci inteqrali atmaq olar. Onda

b
@) = A[ K, (x,8)y, (s)ds + (). (7.14)

(7.12) cirlasan niivali inteqral tonlik oldugundan onun daqiq hallini -
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¥, (x) tapmaq olar. Tapilan bu holli 7 -in kafi qodor bdyiik qiymotlori
ticiin (7.1) tonliyinin toqribi holli kimi gétiirmk olar. Bu halda buraxilan
xotani qiymotlondirak.

e, (X)=y(x)—y,(x) isarolomosini aparsaq, (7.13) vo (7.14)
tonliklorindon

b b
£,(x) = A[ K, (x,8)6, (s)ds + A[ 5, (x,5) y(s)ds

oldugunu alariq. Bu cirlasmamus niivoli I név Fredholm inteqral tonliyidir.
Bu tonliyin halli ii¢lin (7.12) diisturundan istifado etsok:

b b b
£, (%)= A[ 5, (x,9)y(s)ds + A[ R, (x,s){ﬂ [8,(5.7) y(r)dr}ds

oldugunu alariq. Buradan
&, (2)] <|A|8, Ny (b —a) + 2 R,5, Ny (b—a)?,
| ()| < |AI(b = @)1 + |4 R, (b= @)INo S, (7.15)

k
O = max |0, (x.s), No= max|y(x), B, = max |F,(x.s),

Indiisos N -1 qiymatlondirok. Askardir ki,

b b
¥(x) = A[ K, (x,8)y(s)ds + f(x) = [ K, (x,5) - K (x,8)]y(s)ds,

b
¥(x) = A[ K, (x,8)y(s)ds + F(x), (7.16)
b
F(x)= f(x)—i_f[Kn(x,s)—K(x,s)ly(s)ds. (7.17)

(7.16) tonliyinin halli ii¢lin (7.12) diisturundan istifads etsok:
b
¥(x) = F(x)+ A[ R, (x,5)F(s)ds (7.18)
a
oldugunu alariq. (7.17)-don
|F(x)| < By +|4|5,,(b—a)N,
oldugunu (7.18)-da noazars alsaq:
|y(x)| < Py +|A|8,, (b —a) Ny + | ARy, (b~ a)[ Py + |45, (b — a) Ny ],
Ny < Ry[1+]2| R, (0~ @)1 +]2|5, (b - a)[1+[2|R,, (0 - a)INo.
Forz edak ki,
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|18, (b—a)[1+|A R, (b—a)]<1.
Onda

Ny <P, 1+|&|Rn(b—a)* '
1216, (G-l + AR, (b—a)]
Bu qiymoatlondirmani (7.15)-do nozoro alsaq, xota ligiin agagidaki

diisturu almis olariq:

1+(4 R* b—a 2
ly(x) = 3, @) <|2|(B - )P, [1+[A| Ry ( ) y
1-|28, (b —a)[1+| AR, (b-a)]

3. Bu paraqrafin axirinda K (x,s) niivosini approksimasiya edon cir-

lagmis K, (x,s) niivesinin qurulmasi iigiin bir tisul (Betmen tisulu) verak.

K, (x,s) niivesini agagidaki barabarlikden toyin edok:

Kn(x7s) K(xvsl) K(x!SZ) K(x7sn)
K(x;,s) K(x1,81) K(x1,83) - K(x1,8,)

KE . . . . . :O’

K(xy,,8) K(x,,81) K(x,,85) -+ K(x,,8,)
burada x|,%,,...,X,; $1,53,...S, — [@,b] par¢asima daxil olan ndqtolordir.
K determinantinin  birinci  slitununun  dnsirlerini K, (x,s)+0,
0+ K(x,s),0+ K(x,,0),...,0+ K(x,,s) soklindo yazib, bu determinanti

iki determinantin comi kimi yazdiqdan sonra K =0 baraborliyindon
0 K(x,s8) ... K(x,s,)
K(xy,8) K(xy,81) -+ K(xy,8,)

K(xnas) K(xrwsl) K(xn’sn)
K(x),8) K(x,8,) === K(x,8,)
K(xy,81) K(x3,8;) ++ K(x,,8,)

K, (x,s)=

K(xn’sl) K(xnasz) K(xnzsn)
oldugunu alariq. K, (x,s) -in bu ifadesindon gorsenir ki, bu niive cirla-

sandir. K, (x,s) -in asagidaki sokilde do yazmaq olar:
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0 K(x,s)) --- K(x,s,)
K(x,8) K(xp,8) -+ K(x1,8,)
_ _ K(xnvs) K(erSI) i K(xnﬂsn) _
Kn(x.8)=K(x.5) K(x),8) K(x1,8,) -+ K(xy,8,)
K(x,,s)) K(x,,8,) -+ K(x;,8,)
K(xnasl) K(xnas2) K('xnasn)
K(xy,81) K(x),85) -+ K(x1,8,)
K(xy,8) K(xp,8) -+ K(x3,8,)
K(xn’sl) K(xn’SZ) K(xn’sn) _
TR Kns) - Kes,)| 9=
K(xy,8) K(x3,8,) -+ K(x3,8,)
K(xrusl) K(xrwsZ) K(xrwsn)
K(x,s) K(x,s) -+ K(x,s,)
K(x),s) K(x;,8) - K(x,8,)
K(xnas) K(xn’sl) K(xn’sn)

=K e R — Kas,)|”

K(x;,8) K(x,8,) -+ K(x;,85)
K(xnasl) K(xnas2) K(xnasn)
Buradan goriiniir ki, K,,(x,s) funksiyasi x=x;,s=s; (i=1,2,...,n) diz
xotlorindo K (x,s) ilo ist-listo diisiir.
Qeyd edok ki, K(x,s) niivesini qiivvat vo triqonometrik siralara

ayirib, onlarin xiisusi comlorini do K, (x,s) avazins gétiirmak olar.

§3. Adi iterasiya iisulu
1. II nov Fredholm inteqral tanliyi iiciin. Yenidon Il név Fredholm
inteqral tonliyino baxaq:

b
y(x) = A[ K(x,9)y(s)ds + f (x). (7.19)

Forz edok ki, K(x,s),f(x) (a<x,s<b) kosilmoz funksiyalardir.
(7.1) tonliyinin toqribi hallini tapmagq {i¢iin asagidaki qayda ilo ardicil
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yaxinlagmalar quraq:
b
Yn(X) = A[ K(%,8)y,_1(s)ds + f(x) (n=12,...). (7.20)
a

Burada y)(x) (@ <x <b) ixtiyari kesilmoz funksiyadir. H =Cla,b]
fazasinda ([a,b] parg¢asinda kosilmoaz funksiyalar fozas1 Cla,b] ilo igars
edilmisdir)

b
A(y)=A[K(x,8)y(s)ds+ [ (x)

operatorunu toyin edok. Onda (7.1) tonliyini
y=A(®) (7.19"
(7.2) ardicil yaxinlagmalarini iso
Yn =AWp-1) (n=12,..) (7-201)
soklinds yazmaq olar.
(7.20") diisturlar ilo toyin olan ¥, Yyaxinlagsmalarinin (7. 19') ton-

liyinin hollina y1g1ldigini isbat etmok ii¢lin sixilmis inikas prinsipindon
istifado edok.
Forz edok ki,
1

W<ty M= K

Onda A(y) operatoru H =C[a,b] fozasinda tosir edir vo sixan ope-
ratordur. K(x,s),f(x) funksiyalar1 kosilmoz olduglarindan A(y)
operatoru C[a,b]-do tosir edor. A(Y)operatorunun sixan olmasi iso
asagidaki barabarsizlikden ¢ixir:

b
|A() - A@)| < || K (x.9)]ly(s)~ ¥(s)|ds <

a
<| UM (b—a) max|y(s)=¥(s)| =AM G -a)ly =T
1A -A@c <elly=Hc.a =AM B -a)<1.
Sixilmis inikas prinsipini (7.19') tenliyine H =Cl[a,b] fozasinda
totbiq etsok, asagidaki teoremin dogrulugunu almis olariq.
Teorem 7.1. Tutaq ki, K(x,s) vo f(x) (a<x,s<b) funksiyalar
kasilmozdir va
a=[M®-a)<l.
Onda (7.19) tonliyinin kesilmoz funksiyalar fozasinda yegano halli
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var, bu hall (7.20) yaxinlagsmalarinin limitine borabardir vo y18ilma siirati
asagidaki diisturla tayin olunur:

n
3 ) = y@ e < 7= = ol

(7.20) yaxinlagmalarimi basqa formada da yazmaq olar. Bunun ii¢iin
asagidaki isarslomolori aparaq:

b
K, (x,5)=A[K(x, 1)K, _(r,9)dr(n=12,...),

a
Ky(x,5)=1K(x,s).
(7.20)-do n=1 gobul etdikds

b
y1(x) = [ Ko(x,8)50(8)ds +  (x).
n=2 gotiirsok

b b
yo(x)= 2| K(x, r){IKo(r,s)yo (s)ds}d T+f(x),
b[ b
@) =] {/1 | K(x,T)KO(r,s)dz} Yo(8)ds + f(x),

b
¥2(%) = [ Ki(x,8)yo(s)ds + f (x)

oldugunu alariq.
Forz edok ki,

b
Yn (%)= [ K1 (x,8) 50 (s)ds +  (x).
Onda (7.20)-don

b
Va1 () = A K(x,8)y, (s)ds + [ (x),

b b
Yt @) =] K(x,n[ [ Kn_m,s)yo(s)}dr (),

a a

bl b
Pt (@)= P [ K(x,r)Kn_lw,s)dr}o (s)ds+ f (),
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b
Yns1 (@) = [ K, (x,8)yo(s)ds.

Riyazi induksiya tisulunu totbiq etsak, ixtiyari n igiin
b

Yn (@)= [ K1 (x,8)y0(s)ds + f(x)
a

oldugunu aliriq.

2. II-név Volter inteqral tanliyi iiciin. Biz faslin girisinds geyd etdik
ki, Volter tonliyi {igiin elo fakt isbat etmoak olar ki, o fakt Fredholm tonliyi
{iciin dogru olmasin. Indi belo bir fakt1 isbat edok.

II név Volter tonliyine baxaq:

y(x) = A[ K(x,8)y(s)ds + f (). (7.21)

Forz edok ki, K(x,s),f(x) (a <x,s<b) funksiyalar1 kasilmozdir.
(7.21) tonliyinin toqribi hollini tapmaq ti¢lin asagidaki gqayda ilo
ardicil yaxinlagmalar1 quragq:

Yo (@) = A[ K (x,8)y, 1 ()ds+ f(x), (n=12,..). (7.22)

Burada da yy(x) (@ <x <b) ixtiyari kasilmoz funksiyadir.

Isbat edok ki, ixtiyari A ii¢iin (7.22) diisturlar1 ilo toyin olunan
¥, (x) funksiyalar1 (7.21) tenliyinin yegano halline yigilir. Asagidaki
funksional siran1 nozardon kegirak:

Yo (®) + [ (%) = Yo ()] +- - + [, (X) = Y ()] +--- (7.23)
funksional sirasina baxaq.

Askardir ki,

Vi1 () = ¥ ()] < IAM [|3;(5) - yiy (S)lds (i=1.2,...)

Buradan

|y, (%) = ()] <A MCEZL

, C= 8) — yo(s),
anglggblyl( )= Yo(s)|

|33 (%) = 32(x)| < |2 M [|2MC(s - a)ds,
2
35 - 3@ < (P 2
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oldugunu alariq.
Forz edok ki,

) !
13 (0) =y (0] < (AIM)'C (x(i =] :

Onda
T a(s-a)!
i1 (0= 23 < UM [ QAIM)™ O ds,
a
i~(x—a
i) 0] =1y € B
olar.
Riyazi induksiya iisulunu totbiq etsok, ixtiyari ¢ =0,1,2,... ii¢iin

i) -3, < AM O

oldugunu alarigq.
Buradan alariq ki,
[I/IIM (b Q)

€2

adadi sirast (7.23) funks10nal siras1 liglin majorant siradir. Bu adadi sira
ixtiyari A tglin yigildigindan (7.23) funksional sirasi ixtiyari x €[a,b]

tiglin y1g1lan olar. y,, (x) (7.23) sirasinin xiisusi comi oldugundan
lim y,, (x) = y"(x)
n—o0
olar. (7.22)-do n— oo sortindo limito kegsok y”*(x) funksiyasinn (7.21)

tonliyinin halli oldugunu almis olariq.

Indi iso ‘ ¥, () =" (x)‘ forqini qiymatlondirak:
X
(@) = 5" )| < AM [y 1(9) - " (s)ds
a
borabarsizliyindon

[0 (0) - 5" @) gw(
n!

max[3o -3 6] 729
oldugunu alariq. Bu diistur {y,(x)} ardicilhigmm y*(x) funksiyasina

y1gilma siiratini toyin edir.
(7.24) diisturu (7.21) tonliyinin ixtiyari halli {i¢iin dogru oldugundan,
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ogor bu tonliyin ikinci y™*(x) helli do olsaydi, onda

(A M©G-a)]*

)l (afggéy\yo(s) - y*(s)D (7.25)

[ () = 5 ()] <
oldugunu alardiq.
Onda (7.24) va (7.25)-don
Y @)=y @) <[y ©) = 3 @)+ [y ) -y @) <
M-

n!

L@gﬁ) \yo (8)-vy (S)\ + max \yo (8)-vy (S)H'
olar. Burada n — oo -da limito kegsak,

¥ (x)=y" (%)
oldugunu alariq. Bu o demoakdir ki, (7.21) tonliyinin halli yeganadir.

Belaliklo, agagidak: teoremi isbat etmis olurug.
Teorem 7.2. Tutaq ki, K(x,s),f(x) (a<x,s<b) funksiyalarn kosil-

moazdirlor. Onda, ixtiyari A {igiin, (7.21) tenliyinin kosilmaz funksiyalar
fozasinda yegano holli var, bu holl (7.22) yaxinlagmalarinin limitine
borabardir va yigilma siirati (7.24) diisturu ils toyin edilir.
3. Qeyri-xatti inteqral tonliklor iiciin. Indi iso gdstorok ki, adi
iterasiya lisulunu geyri-xatti inteqral tonliklora doa totbiq etmok olar.
Ovvalca geyri-xatti Fredholm tipli inteqral tonliys baxagq:

b
y(x) =ZIK[x,s;y(s)]ds+f(x), (7.26)

burada K(x,s;y) (a<x,s<b,—o0<y<o) vo [f(x)(a<x<b) verilmis
kasilmaz funksiyalardir.
(7.26) inteqral tonliyinin toqribi hallini tapmaq t¢iin asagidaki qayda
ils ardic1l yaxinlagmalar quraq:
b

Yu(x) = A[K[x, 8.5, (9)lds + f(x) (n=123,..), (7.27)

burada y,(x) (a < x <b) ixtiyari kasilmoz funksiyadir.
Forz edok ki, K(x,s;y) (a<x,s<b,—o0<y<o) funksiyasi y-o
nozaran Lipsits sortini 6dayir:
|K (x,8;9)~ K (x,8,5)| < Ly 3]
¥, (x) yaxmlagmalarinin (7.26) tenliyinin holline yigildigini isbat
etmok {iglin sixilmig inikas prinsipindon istifado edok. Bunun {igiin
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H =C(Ja,b],

b
A(y)= A[ K[x,5;5(s)]ds + f (x)

gotiirok. Askardir ki, A(y) operatoru C[a,b]-ds tosir edir (K va f

kosilmoz funksiyalar oldugundan).
Tutaq ki, y(x),y(x)e C[a,b]. Onda

b
|A(y) - A@)| <|A[|K[x,5:5(5)] - K[,5: ¥(5)]ds <

b
<|AUL[1y(s) - ¥()ds <|AL®B - a)lly = Vi

lA) = AD)| e <aly-5]
oldugunu alargq.
Ogor a <1 oldugunu forz etsok, onda A(y) operatorunun Cla,b] -

o a=|A|Lb-a)

do sixan operator oldugunu almis olariq.

Belaliklo, sixilmis inikas prinsipindon istifado etsok agagidaki
teoremin dogrulugunu almis olurug.

Teorem 7.3. Tutaq ki, K(x,s;y), [f(x)(a<x,8<b,—0<y <o)
funksiyalar1 kesilmoazdir vo K(x,s;y) funksiyasi y-o nozeron Lipsits
sortini 6dayir. ©gor

a=|ALb-a)<1 (7.28)
sorti 6denarss, onda (7.26) tonliyinin kosilmoz funksiyalar fozasinda
yegano halli var, bu hall (7.27) yaxmlagmalarinin limitidir vo, nshayat,
yigilma siirati

n
9 () = y(x)|| < ﬁ—a”yl ~Yolle

diisturu ils toyin edilir.
Qeyd edok ki, K(x,s;y) funksiyasi y-o nozoron Lipsits sortini

(-o0,0) intervalinda deyil, [-r,r] pargasinda Odoyirss, onda A(y)
operatoru |||, <7 kiirasindo sixan operator olacaqdir. Ogor olava olaraq
Ifllc +1AM @b -a)<r, M= max |K(x,s;y)|

a<x,s<b
|yl<r
oldugunu forz etsok, A(y) operatorunun ||y||o <r kiirosinds tosir etdiyini

almis olariq. Onda sixilmug inikas prinsipini S ={y e C[a,b]; ||y|.<7}
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kiirasinda
y=A()
operator tonliyina totbiq etsak, (7.26) tonliyinin S kiirasindo yegano holli
oldugunu, (7.27) yaxinlagmalarin bu hollo yigildigmi almis olarig.
Yigilma siirati (7.28) diisturu ils toyin olar.
Nohayat, bu paragrafin axirinda qeyri-xatti Volter tonliyins baxaq:

X
(@)= A[ K[x,5:y(s)Ms + f(x). (7.29)
a
Isbat edok ki, (7.29) tanliyinin taqribi hallini tapmagq {i¢iin qurulan
X
Yo (%)= A[K[x,5: 7, (s +f(x) (n=12,...) (7.30)
a

yaxinlagmalari, ixtiyari A4 t¢ilin ((7.28) sorti 6donmadan) (7.29) tenliyinin
hallins y1g1lir (xatti tonliklards oldugu kimi).

Teorem 7.4. Tutaq ki, K(x,s;y), f(x) (a<x,8<b,—0<y<0)
funksiyalar1 kosilmozdir vo K(x,s;y) funksiyasi y-o nozoron Lipsits
sortini 6dayir.

Onda (7.29) tonliyinin yegans halli var, (7.30) yaxinlagsmalari1 bu hallo
yigilir vo y1gilma siirati agagidaki diisturla toyin edilir:

[[A] L(b

IALO=aT gl (7.31)

lyn =3le <=

Isbat1. (7.30)-dan
X
|Y41(0) = ¥, O < [AL [ 13, (8) = ¥n_1 (8)]ds,
a

AILb-a)]"
)= 3, @) LEEOZ I ) 3o
oldugunu alariq. Buradan ¢ixir ki,
& (14| L~ a)]
Iy, =l 3 PAEG=L

1=0
y1gilan odadi sira

Yo(x)+ ;)(ym(x) — i (%))

funksional sirasi {i¢lin majorant sira olar.
Ona goro do bu axirinct sira, yoni y,,(x) ardicilligt yigilan olar.

(7.30)-da limite kegsok (n—oo-da) y,(x)-in (7.29) tonliyinin
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hallins y181ldigin1 alariq.

(7.31) borabarsizliyi xotti tonliklorde oldugu kimi isbat olunur. Bu
borabarsizlik ixtiyari hall {igiin dogru oldugundan hsllin yeganaliyi do
isbat olunur.

§4. Requlyarlasdirma iisulu
Bu paragrafda birinci ndv Fredholm inteqral tonliyinin

b
A(y) = [ K(x,9)y(s)ds = f(x) (7.32)

toqribi hellini tapmagq tigiin A.N. Tixinovun toklif etdiyi requlyarlagdirma
Usulunun sxemi verilir. Forz olunur ki, K(x,s) (a<s<bd), (c<x<d)

niivasi kosilmoz funksiyadir.
1. Forz edok ki, A(y) operatoru tam metrik Y funksional fozasindan,

tam metrik F' funksional fozasna kasilmoz tosir edir. Tutaq ki, har bir
f(x)e F igiin Y -do (7.32) tonliyinin yegans holli y= R(f) toyin
olunub.

Tarif 1. Ogor ixtiyari £ >0 adadi {igiin elo 5(¢) >0 tapmaq olarsa
ki, pr (fi,f,)<5(¢) barabarsizliyindon py (y;,y,)<¢& borabarsizliyinin
dogru oldugu alinsin, burada

n=R(), y,=R(). h.LeF, y.y, €Y,
onda deyirlor ki, v = R(f) hslli dayamqlidir.
Torif 2. 1) Ogor ixtiyari f € F' ligiin (7.32) tonliyinin Y -do yegano
halli varsa va 2) bu hall dayaniqhidirsa, onda deyirlar ki, (7.32) tonliyinin

hollinin tapilmas1 mosalasi korrektdir.
Bu sortlor 6donilmirsa, onda deyirlor ki, moasalo korrekt deyil.

isbat edok ki, Y =C[a,b] vo F =I*[a,b] gétiirsak (7.32) tonliyinin
hollini tapmaq masalasi korrekt deyildir.
Askardir ki, (7.32) tonliyinin hollini y(x) ilo isaro etsok, y*(x)=
=y(x)+ Nsinwx funksiyasi
AW =1 (x)

tonliyinin halli olar. Burada
b
f(x)= N_[ K(x,s)sin wsds.
a

Askardir ki, ixtiyari N ododi vo @ -nin kafi qodor kigik giymotlorindo
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1/2

d['b 2
PF(f,f*) _ |N|['[{[K(x,s)sin wsds} dx}
cLa
kafi gadar kicik edils bildiyi halda
py(3,y)=IN|
sabit adoddir. Bu da o demoakdir ki, (7.32) tonliyi korrekt deyil.
Qeyd edok ki, Y = I*[a,b] olduqda da

PY(y,y*)=|N|\/b_Ta—isinw(b—a)sina)(b+a)

kafi qodoar kigildilo bilmaz, yoni bu halda da (7.32) tenliyi korrekt deyil.
I nov Fredholm inteqral tonliyinin bu xassasi onun todqiqini, I ndv
Fredholm inteqral tonliyino nozoron, ¢atinlogdirir.

2. Tutaq ki, y“(x) funksiyast1 A(y)=f«(x) tonliyinin hollidir.
Adaton, fi(x) funksiyast ovozine pg(fs,f.) <O borabarsizliyini 6doyen
fs(x) funksiyasi vo 0 adodi molum olur. Verilmis f5,A,d lgilinelo yg

hoallini tapmaq talob olunur ki, bu hall f5 -ya nozaren dayaniqli olsun.

O parametri (7.32) tonliyinin sag torofini xotasimi xarakterizo edir.
Buna goro do ys(x)-i 0 parametrindon asili olan operator vasitosilo
toyin etmok lazimdir, belo ki, bu operatorunu elo se¢gmok lazimdir ki,
0 —>0-davs f5 > f« oldugda ys — y« olsun.

Torif 3. F' -don Y -o tosir edon R(f,d) operatoru agsagidaki sortlori
0dayirsae, onda bu operatora (7.32) tonliyi {li¢iin requlyarlasdiran operator
deyirlar:

1) elo 6, >0 odadi var ki, R(f,5) operatoru ixtiyari & €[0,6;] vo
fs € F igiin

pr(ffs)<o
Odoanir;

2) ixtiyari £ >0 tgiin elo &) = (¢, f5) < O varki,

pr(fs. ) <6<6

barabarsizliyindon
PY (y§ > y*) <&
oldugu alinir. Burada
¥s = R(f5,9).
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Askardir ki, (7.32) tonliyi liglin requlyarlagdiran operator, bu tonliyin
sag torofino nozoron dayaniqli holli toyin edir. Buna goro do R(fs,95)
operatoru (7.32) tonliyi i¢iin requlyarlasdiran operatordursa, onda
ys = R(fs,0) -ya bu tonliyin requlyarlasdirilmis halli deyirlor.

Ogar pp(fs,fx)<J ise, onda & — 0-da requlyarlasdirilmis holl-
ys = R(f5,8) (7.32) tonliyinin doqiq hallino y* yigilar, yoni
li 5,57 )=0.
Jim py (¥5.5")

Belalikls, (7.32) tonliyinin sag torofo nozeron dayaniqli hollini tapmaq
ticlin requlyarlagdiran operatoru tapmagq kifaystdir. Sorh olunan bu sxemo
requlyarlagdirma iisulu deyirlor.

3. [a,b] pargasinda kosilmoz vo bu parcada kvadrati ilo comlonon

toromasi olan funksiyalar coxlugunu Y ils isars edak.
Forz edok ki, (7.32) tonliyinin sag torofi doqgiq funksiya f =

= fi(x) e L*[a,b] olduqda Y, ¢oxlugunda yegano halli var. Tutaq ki,
f«(x) ovozino asagidaki sorti 6doyon fg(x)eLz[a,b] funksiyasi

verilmisdir:
d
’DL2 (ﬁ“sfﬁ) < 5552 < J.fbg(x)dx
C
Belaliklo,
A(y) = fx
tonliyi ovozino
AW =T1s
tonliyino baxacagiq.
Qé‘ ila
P2 (AW).fs) <6

barabarsizliyini 6doyan kasilmoz funksiyalar ¢oxlugunu isars edok vo
toqribi halli

Y5 =QsNY
¢oxlugunda axtaraq.

Bu c¢oxluga daxil olan elo funksiya- «toqribi hall» var ki, sag torafo
nozoron dayaniqli olmur. Buna gore do bu ¢oxlugdan gétiiriilmiis ixtiyari
funksiyan1 «toqribi holl» kimi gotiirmok olmaz. Bu c¢oxluqdan elo
funksiya se¢moliyik ki, sag torofo nazoron dayanigl olsun.
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Bunun iiciin Y;-o daxil olan y(s) funksiyalar ii¢iin asagidaki
funksionali toyin edok:

b 2
Q) =| {q(s)yz(s) + (s %) }ds,

burada q(s), p(s) elo monfi olmayan kasilmoz funksiyalardir ki,
se[a,b] iigiin ¢*(s)+ p>(s) =0, p(s) > Dpo > 0.
Q(y) monfi olmayan funksional oldugundan Yl,5 ¢oxlugunda asagi

doaqiq sarhadini alir, yani
Qy= inf Q(y).
yel s

Axtarilan tagribi halli- ys(s) €Y 5 elo segmoliyik ki, Q(y) funksiona-
lina minimum qiymat versin. Bu funksiyam
y5(s) = R(f5.6)

soklindo gotiirsak, isbat etmok olar ki, (bax: dorsliyin axirinda verilmis
adobiyyatda A.N. Tixinov vo V.A. Arsenin kitabina) E(fg,é‘) operatoru
asagidaki sortlori 6doyir:

1) INi’(f(;,ﬁ) operatoru L?[¢,d]-don Y, -o tosir edir:

2) INi’(fg,é') operatoru (7.32) tonliyi ii¢lin requlyarlasdiran opera-

tordur.
4. Nohayat,

AW =Ts (7.33)
tonliyinin toqribi hollini tapmaq ti¢lin asagidaki variasiya masalosini hall
edok:

Y, coxluguna daxil olan vo P2 (A(y),fs) <5 barabarsizliyini
6dayon y(s) funksiyalarindan elo ys5(s) funksiyasini tapmaq lazim
dir ki, Q(y) funksionalina Y] 5 ¢oxlugunda minimum versin.

Bunun {i¢iin avvalco asagidaki lemmani isbat edok.
Lemma. Q(y) funksionali Y} s ¢oxlugunda Oziiniin dagiq asag

sorhadini
p2(AWs).f5)=6
sortini 6dayan ys5(s) € Y] funksiyasinda alir.
Isbat1. Forz edok ki, Q(y) funksionali Y, s ¢oxlugunda ziiniin daqiq
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asagi sorhadi, yoni inf Q(y)
yelis

P12 (A(ys),fs)=p<0o
sortini 6dayan ys(s) €Y; funksiyasinda alir. Sarto gors,
d
52 < _[f52 (x)dx
C

va Q(0) =0 oldugundan ys(s)#0 olar. A(y) operatoru kosilmoz oldu-

gundan ys(s) funksiyasinin Y;-o daxil olan elo S otrafi var ki, orada

P (AW) A <252

borabarsizliyi 6denar. Bu otrafdan gotiiriilmils ixtiyari y(s) funksiyasi

tgiin
P2 (AW f5) < P2 (A, A(Ys)) + pr, (A(ys)s fs) <
<§;ﬂ+ﬂ:5;ﬂ<5

olar.

Bu borabarsizlikden ¢ixir ki, S otrafina daxil olan funksiyalar Qg
coxluguna daxildir.

Q(y) kvadrat funksional vo ys(s)#0 oldugundan S otrafina daxil

olan ys(s) Y] s varki,

Q(¥5)<Qys)
borabarsizliyi 6denor. Bu ise Q(y) funksionalinin yg(s) funksiyasinda
Oziiniin doqiq asagi sorhodinin olmasina ziddir. Demsoli, f<J ola

bilmaz. Lemma isbat olundu.

Bu lemmadan istifado etsok, (7.33) tonliyinin toqribi hollini tapmaq
iclin asagidaki variasiya mosalosini holl etmak lazimdir.

Y, ¢oxlugundan gotiiriilmiis vo

pLZ(A(y)af5)25
sortini 0doyen y(s) funksiyalar1 igerisinde elo ys(s) funksiyasini
tapmaq lazimdir ki, Q(y) funksionalma Y] s ¢oxlugunda minimum

versin.
Bu mosalo variasiya hesabi kursundan molum «gorti minimumy
mosoalosidir vo Lagranj iisulu ils hoall olunur. Bunun tigiin
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M(y,f5) = P2 (A(). f5) +ay)

funksionalina minimum veron y,(s) funksiyasini tapmaq lazimdir.
Burada « parametri
P2 (AW ). f5)=06
sortinden tapilir: = a(9).
Yo (8) (@ =a(d)) funksiyasi (7.33) tonliyinin sag torofo nozoron
dayaniql olan toqribi hallidir.

§5. Volter-Fredholm inteqral tonliyi
Bundan gabagki paragraflarda, II nov xotti Volter vo Fredholm
inteqral tonliklorini holl etmok {igiin toqribi iisullar1 sorh etdik. Indi iso
asagidaki kimi xatti inteqral tonliys baxaq:

X b
y(x) = f(x)+ [ K(x,8)y(s)ds+ [ Ko(x,8)y(s)ds.  (7.35)

Burada Kj(x,s),K(x,s) (a<x,s<b), f(x) (a<x<b) funksiyalart ve-
rilmis kosilmoz funksiyalar, y(x) iso axtarilan funksiyadir. Machul
funksiya hom Volter vo hom do Fredholm inteqral operatorlarina daxil
oldugundan bu tanliys Volter-Fredholm inteqral tonliyi deyirlar.

Bu foslin giriginde qeyd etdiyimiz kimi, (7.35) tonliyini Fredholm
inteqral tonliyino gotirmok olar vo Fredholm inteqral tonliyi {i¢iin
verdiyimiz toqribi {lisullar bu tenlik tigiin do verilo bilor. Lakin (7.35)
tonliyi li¢iin elo toqribi iisullar verilo bilor ki, Fredholm tanliyi ii¢iin
yararli olmasin. Asagida bels bir iisul sorh edilir.

Forz edok ki, K(x,s) niivasi cirlagan niivadir, yoni

Ky(x,s)= ;ai (%)b;(8)-

(7.35) tonliyinin toqribi hallini tapmaq {iglin asagidaki kimi ardicil
yaxinlagmalar quraq:

Yo(x)=f(x),
x brm
@)=y () + [ KoYy () | [Zai (b, (s)}yn (s)ds,

ali=l

(7.36)
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X
fro1(2) = f(2) + [ K(x,5)y,,_1(s)ds
a
isarolomasini aparsaq:

bl m

Yn(X) = fr1(x)+ J-{Zai(x)bi (8) yn (s)ds (7.37)
ali=l

oldugunu alariq. Bu cirlagan niivali II név Fredholm inteqral tonliyidir.

Bu faslin ikinci paraqrafinda gostordik ki, (7.37) tonliyinin hoalli asagidaki

diisturla toyin olunar:

b
Yn (%)= fr1 () + [ R(x,8)f,, 1 (s)ds. (7.38)
a
Burada
1 m
R(x,8) =4 .ZlDijai (x)b; (s),
l,]=
1 + 0511 0!12 Ollm
. . . . . b
D =] - . . . . . , aij = —I bi (s)aj (S)dS,
. a
Oy Opy .o 1 +ay,

D;; isa D determinantinin @;; elementinin cabri tamamlayicisidir.

fr_1(x) -in ifadasini (7.38)-do nozars alsaq:

V(%)= f(x)+ [ K (x,8)y, (s)ds +

b s
+ [ R(x,5)| f(s)+ [ K(5,7)y,_1(0)d7 [ds
vo yaxud

b x
Yn () = f(x)+ [ R(x,8)f (s)ds + [ K (x,8)y,,_1(5) +

bs
+ [ [ R(x,9)K (x,8)y,_ (r)d wds. (7.39)

¥o(x)=f(x) oldugunu nozers alib, (7.39)-da n=1,2,... gobul etmoklo

{y,(x)} ardicilliginin biitiin elementlorini tapmaq olar.
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Indi isa sorh etdiyimiz disulun hollo yi1g1lma siiratini tapag. y*(x) ilo
(7.35) tonliyinin daqiq hallini:

X b
¥ (%)= f(x)+ [K(x,5)y (s)ds+ [ Ko(x,5)y (s)ds,

¥, (x) ilo toqribi hallini:
Yo (‘x) = f(x):

x b
Yn (%) = f(x) + [ K(x,8)y,_1(s)ds+ [ Ko (x,8)y,(s)ds | (7.40)

(n=12,...)
isars edok. Onda

Y (@)=Y ()= [K(x,8)[y,1(5)—y (s)lds +

+?Ko(x,s)[yn@)—y*(s)]ds. (7.41)
a
g@)=y;(x)— y; (x) (i=1,2,...) isarolomoalorini aparsaq:
&,(x)= TK(x, S)e,_1(s)ds + ?KO (x,9)e,(s)ds
oldugunu alariq. ’ ’
F, (x)= TK(x,S)gn—l(S)dS
funksiyasina malum funksiya kirrclli baxsaq'
&, (%) = Fy (%) + I Ky (x,8)&,(s)ds

cirlagan niivali II ndév Fredholm 1nteqral tonliyini almis olariq.
(7.38) diisturundan istifads etsok

En(x)=Fy (%) + ?R(x,S)Fn—1(S)dS
oldugunu alariq. Buradan ’
&,(x)= TK(x, s)e,(s)ds +? R(x,s)[K(s,7)e,_(r)lds
yaxud ) ’
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x bs
£,(x) = [ K(x,9)6,_1(s)ds+ [ [ R(x,s)K (x,8)&,_;(r)d ws.

M =max|K(x,s), R=max|R(x,s)|
(x,9) (x,5)
isaralomolorini aparsaq:

e, ()] < M I |en1(s)ds + MR I I |en1()|d ds <

aa

<M j |&,,_1(s)|ds + MR j j |61 (0)|drds = M j |&,_1(s)|ds +
b ‘ b aax ‘ b
+ MR( [len-i (r)|dr] [ds=M[|e,_i(s)|ds+ MR(b—a) ||, (s)|ds.

x b
e, ()] < M“en_] (s)lds + Ml_“sn_] (s)ds, M,=MR(b-a).
a a

Riyazi induksiya tisulunu tatbiq etssk ixtiyari n iiglin

[M®b-a [M®b-a

ME-a), ZCnml WME-al”
PN Y 25 By | il

M, Me-a™ M Mo-ar|

M (R+1)! = @+1!

Belaliklo asagidak: teoremi isbat etmis olurug.

Teorem 7.5. Forz edok ki, K(x,s), K(x,s) (a<x,s<b) funksiya-

lart kosilmozdir vo Kj(x,s) cirlasan niivadir. Ogor D #0 iso onda

e, (x)| <&

0= max e (), =
<x<

(7.35) tonliyinin taqribi hallini (7.39) diisturu il tapmaq olar vo yigilma
stirati (*) diisturu ilo toyin olunar.

Qeyd. Biz Volter-Fredholm inteqral tonliyi liglin, K (x,s) niivosi
cirlasan olduqda, adi iterasiya iisulunun bir modifikasiyasini verdik vo
tisulun yigilma siiratini qiymetlondirdik. Malumdur ki, K,(x,s) niivasi
cirlasmayan olduqda da bozi hallarda IT név Fredholm tonliyinin hoallini
tapmaq olar. Bu o demokdir ki, y,(x) yaxmlasmalarini (7.40) tonliyi
vasitasilo, K (x,s) niivasi cirlagmayan olan halda da tapmagq olar. Bu hal
ticlin tisulun y181lma siireti asagidaki qayda ile qiymetlondirilir.

M = max|K(x,s)|
(x,5)
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isaralomsini qabul etsak, (7.41)-don
x b
|en ()] < M [ |,y (s)|ds + M [|e,, (s)|ds (7.42)
a a

oldugunu alariq.
Bu bgrabarsizliyin har torofini [a,b] pargasinda inteqrallasaq:

j |en(s)|ds < M | ( [len- l(r)|dr)ds +My(b-a) j e, (s)|ds.

a\a
Forz edsk ki,
Myb-a)<l
Onda

b M b(s
(J;|<9n(8)|d3 < m£(£|€n—1 (T)|dTJdS

Bu giymatlondirmeni (7.42)-da nazoars alsaq:
X M0
e ()] < M ([Ien_l(s)|ds+m I e 1(olde |ds

¥ M M@®b
ea )] < M ] Isn_1<s)|ds+%ba) Jlé 1 (s)ds.

MyM(b-a)
1-My(b-a)

Buradan &, (x)-in (*) barabarsizliyini 6deyeni aliriq, beloki M,

x b
|en () < M [,y ()lds + M [ e,y (s)ds, M, =
a a

ovazina M, gotiirmak lazimdir.

Belalikls isbat etdik ki, ixtiyari K(x,s) niivasi ligiin (7.40) yaxin-
lagmalar, My(b—a)<1 sorti 6dondikds (7.35) tonliyinin hsllina yigilir
va y1gilma siirati (*) diisturu ilo toyin edilir, beloki M, avozine M,

gotiirmak lazimdir.
§6. Xatti sorhad masalalorinin inteqral tonliklor iisulu ils halli

1. Asagidaki kimi xatti sarhad masalasine baxaq:
¥ =q®)y+[(x), } (7.43)
¥(@) =yq, ¥(b)=p.
Darsliyin V faslinds (7.43) mosalasini hall etmoak iiglin bir nega toq-
ribi Usul vermisik. Bu paraqrafda (7.43) mosolesini Volter-Fredholm
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inteqral tonliyina gatirmoklo holl edacoyik.
Ovvalco mosaloni ekvivalent inteqral tonliys gotirak. Forz edok ki,
y(x) funksiyasi (7.43) masalasinin hallidir. Onda (7.43)-don

¥'(®) =y (@) + [[g(s)y(s) + f(s)ds,

¥(x) =34+ (@)(x—a)+ [ [[q(9)y(s)+f(s)dsdr.  (7.44)

y(b) = y;, oldugundan
br
Yo =¥ (@(b-a)+[[[q(s)y(s)+f(s)dsdr = y,,

—JYa
—-a

y(a)=
Tapdigimiz bu qiymsti (7.44)-ds nazors alsaq

=~ Ya) j j [9(9)y(s) + f(s)ldsd 7 +

y(x) = y(a) +

+ [ [la(s)y(s)+ f(s)Msds,

y(x) =Z:—2ya b yb +”f(s)dsdr— ”f(s)dsdr+

+££q(s)y(s)dsdr - z:

Molumdur ki,

Z &[iq(s)y(s)dsd 7.

XT X
”f(s)dsdr = _f(x —38)f(s)ds.
aaq a

Bu diisturdan istifado etsok:

Y =2y XLy (s ()ds -

b
+=2 — j (b—5)f(s)ds+

+ [(x—s)q(s)y(s)ds —

Asagidaki kimi isaralomolar aparaq:
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x b
F) =g va 5+ [ (e-o)f s ’g —e[6-9fds

K(x,5)=(x-5)q(s), Ky(x,5)=

asagidaki kimi Volter-Fredholm inteqral t9n11y1n1 alm1§ olariq:
X
y(x)=F(x)+ JK(x, s)y(s)ds+ IKO (x,8)y(s)ds.  (7.45)
a a

Bu tonlik xotti Volter-Fredholm inteqral tonliyidir.

Beloliklo isbat etdik ki, (7.43) masolosinin halli (7.45) inteqral
tonliyinin do halli olar. Asanliqla yoxlamaq olar ki, (7.45) tonliyinin do
halli (7.43) masolasinin hallidir. Bu o demokdir ki, (7.44) inteqral tonliyi
(7.43) mosolosino ekvivalentdir, yoni (7.43) mosalosinin hallini tapmaq
iiclin (7.45) inteqral tonliyinin hellini tapmaq kifayotdir.

Ko(x,8) = —5)q(s)

cirlagan niive oldugundan (7.45) t9n11y1n1 §5-do verilon {isulla hall etmok
olar.

Indi iso (7.45) tonliyinin toqribi hollini tapmagq iiciin asagidaki kimi
yaxinlagmalar quraq:

Yo(x) = F(x),
x b
Y (®) = Fx)+ [ K(x,9)y,_(5)ds + [ Ko(x,8)y, (s)ds | (7.46)

(n=12,..).

F, y(x)=F(x)+ [ K(x,5)y,_(s)ds

isarolomosini aparsaq, {y,(x)} ardicilligm tapmaq igiin asagidaki
cirlagan niivali II ndv Fredholm inteqral tonliyini hall etmok kifayatdir:

b
(@)= Fy (0 + [T=(b=5)a(5)3, ()ds.

Bu inteqral tonliyin hallini
x—a
yn(x): l(x)+ P Cn (747)

soklinds axtarsaq:
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Fy (@) +3—oc, = nl(x>+jb (b-5)g(s)x

X[ —1(8) + }ds
oldugunu alariq. Buradan
b b(b-s)s—a)
cp = J(b -9)q(s)F,_(s)ds+ qu(s)ds -
a a
Forz edok ki,
b
A= j%(s)ds #1.
a

Onda

S

= [0-9)a©)F, . (9)ds.

a
¢, -hin bu qiymatini (7.47)-da yerino yazsaq'

(@) =B+ 522 j(b $)q(s)F,-1(s)ds.
Indi iso F,_;(x)-in ifadosini yerino yazsaq:

)= F@) + ] e a(e)3, 1 (s  TE Ty

b s
x| (b—s)q(s){F(s) +[(s- r)q(r)yn_l(r)dr}ds,

(x-a)

b
G- | OO FEds +

Yn(x)=F(x)+
+ I(x $)q(8)yp1(s)ds + mj (b-95)q(s)x

x { Js- r)q(r)ynl(r)dr}ds'
Buradan

(%)= F(x) + [ (x = 9)q(5)y,, 1 (s)ds +
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bs
t iy ]| O 9N - D@y ()dads,  (748)

F(x)=F(x) +m j (b—s)q(s)F(s)ds.

(x
¥o(x) = f(x) oldugunu nozors alib, (7.48)-do n=1,2,... qobul etmoklo
{y,(x)} yaxinlasmalarinin biitiin elementlorini tapmagq olar.

(7.48) disturu ilo tapilan y,(x) funksiyasi1 (7.45) inteqral
tonliyinin, yoni (7.43) masalasinin, taqribi halli kimi qobul edacayik.

Indi iso v, (x) ardicilliginin (7.45) tonliyinin doqiq hollino — ¥y (x) -0
yigildigini isbat edok vo eyni zamanda yi1gilma siiratini toyin edok.

e () =y, (x)— vy (x) isarolomosini aparsaq (7.45) va (7.46)-dan

X b
£n(0)= [ (0= 8)a(8)en 1 (8)ds + [T (0= 5)a(5)e, ()ds

oldugu alinar.
Bu tonlik &, (x) -0 nozoron cirlagan niivali Fredholmun I név inteqral

tonliyidir. Bunun hollini
X
x—a
£n(%) = [ (x = 5)q(8)en1(S)ds + 3 —n
a
saklinda axtaraq. Onda

a

J (x=8)4(8)é 1 (8)ds +T—c, = j (x—$)q(s)e,_1(s)ds +

{ l (s—1)q(r)e, (r)dt +ﬁcn}ds,
b s b s—a
=[0-99@)] (s~ 0a@)e,1(Ddrds + { Jo- s)q(s)mds}cn,

bs
= [[(0-5)(s-1)q(5)q(1)&,_1 (r)d s + Ac,,.

A #1 oldugundan
bs
j [(6—9)(s-1)q(5)q(2)&, 1 (r)d ds.
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¢, -hin bu giymatin &, (x)-in ifadesindo nazoro alsaq:

& (X)= _[(x $)q(s)ép 1(S)ds+m

x ”(b —s)(s—7)q(s)q(7)e,_ ()d 7 ds.

Buradan

L j(x NSl (s + ot

x j j(b—a)(x ~ola@la@le, (s,

o0 @) < - Na@ e Sl + Ay

a

b[x
x| [ [o-a)x- r)lq(r)ﬂen_l<r>|dr}|q<s)|ds,

aLa

a0 < [ - s (s + T Al{jlq(s)lds}

a

x I (@ - Dla(D)]e, 1 (Dldr,

b 320
|gn(x)| = qO(b a)jlgn l(s)lds'k(lL),“gn l(s)lds

a0 = max o)
Nohayat,
x b
|8n (x)l < Ll “gn—l (s)ldS + L2 Ilgn—l (s)ldS,
a a

b-a 3 2
:qo(b—a), LZZ—( |1_24|q0

Buradan, yuxarida qeyd etdiyimiz kimi, asanliqla asagidaki bora-
barsizliyi ala bilarik.
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[Ly (b a)]n - [Li(b-a)]"

ZCT‘L m—1

L[ [Lob- a)]"+1 = [Li(b-a)]"!
Cr = Ll{g (E+1)! lZOC;H] arn [

Nohayat, ixtiyari n li¢iin

|en (X)] < £ » €0= max[eo(x)],

m!

[L, (b-a)]™

m!

n-1
[ ()= 5" ()] < max |yo () = 3" @)+ X Coy ()
asx<b m=0
Belaliklo, agagidak: teoremi isbat etmis oluruq.
Teorem 7.6. Tutaq ki, q(x) vo f(x) (a<x<b) funksiyalar1 kosil-

moazdir va

(b s)(s a)

A= J g(s)ds#1.

Onda (7.43) masalasinin thI‘lbl hallini y,(x) (7.48) diisturu ile tapmaq

olar va bu toqribi hall masslonin daqiq halline yi1gilma siirati (*) diisturu
il tayin edilir.

Biz yuxarida (7.43) mosoalosini ekvivalent Volter-Fredholm inteqral
tonliyina goatirib, onun halli {i¢iin toqgribi {isul verdik. Qeyd etmok lazimdir
ki, bazon (7.43) moasoalosini II ndv Fredholm inteqral tonliyine gatirib hall
edirlor.

(7.43) mosolosini Fredholm inteqral tonliyino gotirmak {igiin (7.45)
tonliyini Fredholm inteqral tonliyino gotirmok lazimdir.

(7.45) tonliyini asagidak: sokilds yazaq:

x x b
y(x)=F(x)+ _[K(x,s)y(s)ds + _[Ko (x,8)y(s)ds + _[KO (x,8)y(s)ds,

x b
y(x) = F(x) + [[K(x,8) + Ko (x,)]y(s)ds + [ Ko (x,5)y(s)ds,

Askardir ki(,l
K (x,5)+ Ko(x,) = (x = 8)q(s)~ g (0=$)a(s) =
~| 9= 322 (b= fat) =~ O g ),

Buna gors do
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b ja— p—
= Fe - | JE=DC0) gy y(syds - [E=DO= g5y 51,
b
y(x) = F(x)+ [G(x,5)q(5)y(s)ds (7.49)
olacaqdir. Burada
w a<s<x
G - _ b —-Q ’
CO Ve ab-n L,
b-a T

Bu funksiyaya Qrin funksiyast deyirlor. Diferensial tonliklor kursundan
moalumdur ki, Qrin funksiyasi mﬁsbst deyil, kasilmoazdir vo

|G(x,s)| < b- a, _HG(x s)|ds<(b a)

(7.49) tonliyinin toqribi helhnl tapmaq l¢iin adi ardicil yaxinlagsma
iisulunu totbiq edak:

yO (.’)C) = F(.’)C),
b
Yo (®) = F(x) + [G(x,8)q(8)y, 1 (s)ds  (n=12,...).

Forz edok ki,

(7.50)

(b-a)

ax =———=max|q(x)| <1.
8 x

Onda agkardir ki,
b
[1G(x.s)|g(s)ds <1.
a

Bu faslin ligiincii paraqrafinda isbat etdik ki, bu sort daxilindo (7.49)
tonliyi iiglin qurulmus adi iterasiyalar (7.50) tonliyinin doqiq hollino
yigilacaq vo y181lma siiroti asagidaki diisturla tayin olunar:

[ () = 5" ()] < el maxy () - 5" (o)} (7.51)

Belaliklo asagidaki teoremi isbat etmis olurug.
Teorem 7.7. Tutaq ki, q(x) vo f(x) (a<x<b) funksiyalan kosil-

maz funksiyalardir vo

(b-a)

ax = max|g(x)| <1.
8 x

Onda (7.50) diisturlar ils toyin olunmus funksiyalar ardicilligi, (7.43)
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masoalasinin holline yigilir vo yigilma siirati (7.51) diisturu ilo tayin
olunur.

2. Indi iso (7.43) moasalosindon forqli bagqa bir mosaloys baxaq vo
gostarok ki, bu mosaloni do Volter-Fredholm inteqral tonliyina gatirib,
yuxarida sorh etdiyimiz iisulla taqribi hallini tapmaq olar.

¥'=q)y+f(x), }
(@) =Yyq, ¥(c)=y(b) (a<c<b)
Xiisusi sarhad masalasina baxag.

Ovvalca bu masaloni ekvivalent inteqral tonliys gotirok. Forz edsk ki,
y(x) funksiyasi (7.52) masalasinin hoallidir. Onda (7.52)-don

(7.52)

y'(x)=y'(@)+ [[q(s)y(s)+ f()]ds,

¥(x) =y, +¥'(@)(x—a)+ | [ [Ta(s)y(s)+ f(s)]ds]dr. (7.53)

a\a

y(c) = y(b) sortini nozars alsaq:

Yo +y(@(c—a)+| ( [la(s)y(s)+ f(s)]dsjdr =

b(r

= Yo +y(@b-a)+] ( [Ta(s)y(s)+ f(s)]dstr

a\a
voya

clt bt
(b-0)y'(@)=| ( [la(s)y(s)+ f(s)]dsjdr - ( [la(s)x(s) + f(s)]ds}dr
oldugunu aliriq. Buradan

y(a)= j ( [las)¥(s)+ f(s)] ds]dr—

b

[q(s)y(s) + f (s)]dst 7.

aa

¥'(a) -nin bu qiymatini (7.53)-do nozars alsaq:

Y®) =y +5— ] (j [q(s)y(s)+f(s)]dst
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bt x(t
_ 3;) 2 ( [la(s)y(s)+f(9)] dstr + ( [la(s)y(s)+f ()] dstr

C

y(x)=y, +%£(£f(s)ds}dr— alc):j (J;[!lf(s)dsjdﬁL
+ I(I f(s)ds]dr + J;):Z I(jq(s)y(s)ds}dr -
b
- ’g Z I(f Q(S)y(s)dsjﬂ'f + j ( j q(s) y(s)dsjd

a\a

olar.
”f(s)dsdr = I(x —9)f(s)ds

disturundan istifado etsok:

j (c=9)f (s)ds

Y(X) =y + j (b—s)f(s)ds+

+ I(x s)f(s)ds +

J (c—5)q(s)y(s)ds -

Asagidaki isarelamalari aparsaq:

F(x)=y, +5— J (c=s)f(s)ds— “j (b—c)f (s)ds+ J (x—9)f(s)ds,

Ko (x.8) = ~3—, (0-5)4(s). Ki(x.8)="
K (x.8)= (x~5)q(s).

—(c=9)q(s),

Onda

b c
y(x)+ F(x)+ IKO (x,8)y(s)ds + IKI (x,8)y(s)ds +

+TK(x,s)y(s)ds (7.54)
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Volter-Fredholm inteqral tonliyini almis olariq. Bu inteqral tenlik (7.52) b (b—s)(s—a) (c—s)(s—a)
mosolosine ekvivalentdir. Askardir ki, Ky(x,s) vo K;(x,s) niivolori A:_I q(s)ds +I—Q(3)d3¢1-
cirlasandir. o N Onda
(7.54) tonliyini toqribi hall etmok {i¢iin ardicil yaxinlagmalar asa- b
Gudakc kimi qurag: [ 6-9)a6)F, ()5 -2 j (c=)q(s)F, 1 (s)ds,
(1

yO(x) = F(DC),

b
b . C, :—A [o- $)q(s)F (s)ds — A j (c—5)q(s)F(s)ds+
Yn(2) = F(x) + [ Ko(x,8), (s)ds + [ K (x,8)y,(s)ds + | (7.55) ¢

{ [K(s.0)y,1(0)d r}ds -

+[K(x,8)y,1(s)ds  (n=12,...). ] s
a : L Je- s)q(s){ [ K03 (T)dr}ds.
anl(x):F(x)+jK(x’s)yn—1(s)ds a a

C,, -nin qiymatini Yy, (x) -in ifadesinds yerins yazsaq:
isaralomosini gobul edib,

b c
Yn (%) = F, (%) + [ Ko (%,5)y,,(s)ds + [ K (x,8)y, (s)ds
n a b c
tonliyinden y,, (x) -i tapaq. X {I(b —8)q(s)F(s)ds —J. (c—8)q(s)F(s)ds+

() = F )+ [ K501 00— =5

Bu tonliyin heallini

b b
Yo (x)=F, |(x) —%Cn +[ (- s)q(s)DK (2,8)Yp1(7)d r}ds -
soklindo axtarsaq: CZ Z
~[(c- K(s,7)y,_(r)dt |ds?,
Fo(@)-572C, = F (1) - 222 j(b a(s)x Je S’Q“’L{ (501 T} s}
yaxud
x| F, (s)->=2C, |d r -
[ 1955 C Jis+ () = F )+ [ K 2,831 5)ls — =5
n-1(8)— ds, bs B
|: ! b } x ££(b - S)q(s)K(s,z')yn,l(r)drds + (1- Z)(Z_ c) x
C, j (b-s)q(s)F,_,(s)ds— DW (s)ds}C - bs
x [ [(c=9)q($)K(5,7)y,(7)d s, (7.56)

aa

-~ J(e=)a(s)F, 1 (5)ds + { ] Wq(s)ds}cn
Forz edok ki,

F(x)=F(x)- j (b—s)q(s)F(s)ds+

(- A)(b
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+ % I (c—s)q(s)F(s)ds,

yo(x)=F(x) oldugunu nazers alib, n=12,... gotirmakla {y,(x)}

ardicilliginin biitiin elementlorini (7.56) diisturu ils tapmagq olar.
Irolidoki bondds oldugu kimi, bu ardicilhigin (7.52) mosolosinin
holline y1g1ldigini isbat etmoak olar vo y1gilma siiratini toyin etmok olar.
Indi iso isbat edok ki, y,(x) ardicilligi (7.52) moasalasinin halline

yigilir vo yigilma siiratini tapaq. y*(x) ilo (7.52) masalasinin hollini isars
edib,

£n() =y (¥) =y (x)
isarolomasini aparag.
(7.54) va (7.55)-don

b c x
&,(x)= f K(x,s)e, (s)ds + I K, (x,s)e,(s)ds + f K(x,s)e,_1(s)ds.

Bu tonlik ¢,(x)-o nozoren cirlasan niivoli I név Fredholm inteqral
tonliyidir. Bunun hollini

X
£, () = K(x,s)gn,l(s)ds—%cn (7.57)
a
soklinda axtarsaq'

JK(x S)E,,— 1(s)ds— C IKO(x 8) %
qu(s,r)anl(r)dr —%Cn}ds+
+ TKI (x, s)ﬁ (8,7)&,_1(7)dT - b }ds + [ K(x,9)&,_(s)ds,
b
C, j(b s)q(s){jK(s )& l(r)dr— C }ds
—J(c s)q(s)[IK(s )e,(0)dT— C }ds

C, = [ [6-9)aK (5,006, (1) { [ Wq(sms}cn
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= ﬁ(c —9)q()K (s,7)¢,_1(r)drds + ﬁ%q(s)ds}qﬁ“

b _ c . _
1 O s [ masc, -

a

bs cs
=[[(b-9)q()K (5,7)&,,_1(1)d s~ [ [ (c—5)q()K (5, 7)&,,_ (r)d ds.

I(b s)(s D (s)ds + IM(S)dS 41
oldugundan,
bs
Cn :ﬁic{(b—s)q(sﬂf (8,0)¢p 1 (7)ddls ~

LA [(c-9)a(s)K (5,76, (r)d eds.

C,, -nin bu giymatini (7.57)-do nazars alsaq:

bs
[ Ko(x,9)K(s.7)e,_(r)dwds —

&p(x) = EK(X,S)Sn—l(S)dS + ﬁ(.[a

‘LAT T K, (x,8)K(s,7)e,_(r)d ds

oldugunu alariq.
Buradan

X M M bs
e (0] < M J |&n-1(5)dls +|1_°—A| [Jlen1(Dldzds +

M

|1 lAl _”-lgn I(T)ldeS

M,M®-a)®

e (0] < M I 61 (s + =

[len_i(s)ids +

M M(c—a)¥
+ G e (o)
a
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X
len @< 7 [len i (S)ds, e (0] < ¥ .
a

Burada
M= m;lx|K(x,s)|, M; = m;lx|KL- (x,8) @(@E=0,D),

M M@®b-a) N M M(c—a)

[1- Al -4

Belaliklo asagidaki teoremi isbat etmis olurug.

Teorem 7.8. Tutaq ki, q(x) vo f(x) (a<x<b) funksiyalar1 kosil-
moazdir vo y <1.

Onda (7.56) diisturlar ilo toyin olunan {y,(x)} ardicillig1 (7.52)

masolasinin holline y1gilir vo yifilma siiroti asagidaki diisturla toyin
olunur:

y=M+

[0 (@) = 5" (0] < " max|yo (x) ~ " ()]

3. Operator tanliyin taqribi halli. Biz yuxarida, bu foslin besinci
paragrafinda Volter-Fredholm tonliyinin toqribi halli ii¢iin bir {isul verdik.
Bu paraqrafda iso homin {isulu (7.43) mosolasinin toqribi hslline totbiq
etdik. Asagida bu iisulun ideyasi iimumi gokilds bir sira xotti operator
tonliklor tiglin sorh edilir.

y=Ay+Ay+f (7.58)
operator tonliyina baxaq. Forz edok ki, A; operatoru sonlu 6lgiilii, A,
operatoru iso elo operatordur ki, onun spektral radiusu ki¢ik odaddir.
Sp=1+A,+---+ A%
ilo isars edok.
Askardir ki, kafi qodor boyiik & ododi tigiin S;, operatoru I—-A,

operatorunun torsina, yoni (/ —Az)_1 operatoruna yaxindir. Buna goro
do
Sy =SpAiy+ A3y + Syf

tonliyi (7.52) tenliyina ekvivalent olacaqdir.
Bu axirme1 tonliyi

y=SpAy+ A5y + Suf (7.59)

soklinds yazaq.
A, operatorunun sonlu 6l¢iilii olmasindan S, A; operatorunun da
sonlu ol¢iilii oldugu ¢ixir. Buna gora do (7.59) tonliyinin hollini tapmaq
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iiclin agagidaki gayda ilo qurulan yaxinlagmalar
Yn+1 =SpA1Ynn +Aé€+1yn +8if  (n=0,...)
(7.58) tonliyinin da toqribi hallini tapmaq ti¢lin somarali olacaqdir.
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