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Вариасийа щесабы вя оптималлашдырма цсуллары 
 

Юн сюз 
 

Вариасийа щесабы классик рийазиййатын мцщцм 
бюлмяляриндян биридир. Бу елмин йаранма тарихи 1696-ъы илдян 
башлайыр вя брахистохрон щаггында мясялянин гойулушу иля 
баьлыдыр. Сонралар механиканын вя физиканын бир чох башга 
мясяляляри дя екстремал гойулушда верилди вя бу мясялялярин щялли 
тялябаты вариасийа щесабынын бир елм сащяси кими формалашмаьына 
чох бюйцк кюмяк етди.Щяля вариасийа щесабынын йаранмасына 
гядяр бир вя чохдяйишянли функсийанын ян бюйцк вя ян кичик 
гиймятляринин тапылмасына эятирилян хейли практик мясяля вар иди. 
Сонралар бу мясяляляр гейри-хятти програмлашдырма, габарыг 
програмлашдырма вя хятти програмлашдырма мясяляляри кими елми 
сащялярин йаранмасына сябяб олду.  

Йухарыда дедикляримиз щамысы «Вариасийа щесабы вя 
оптималлашдырма цсуллары»  адлы фянн кими тядрис олунур. 

БДУ-нун механика-рийазиййат фыкцлтясиндя тящсил алан 
тялябяляря  «Вариасийа щесабы вя оптималлашдырма цсуллары»  фянни 
ВЫЫ семестрдя тядрис олунур. Тягдим олунан програмда  
«Вариасийа щесабы вя оптималлашдырма цсуллары»  фянниня даир ясас 
бюлмяляр, бу бюлмяляря дахил олан мювзулар верилмишдир. 
Програмдан «Рийазиййат» ихтисасы цзря кадр щазырлыьы апарылдыьы 
диэяр али мяктяблярдя дя истифадя олуна биляр. 
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Ы бюлмя 
Гейри-хятти програмлашдырма мясяляси. 

 
1. Бирдяйишянли функсийанын екстремуму цчцн зярури вя кафи 

шяртляр. 
Нюгтядя функсийанын сол вя саь тюрямяляри олдугда 

функсийанын бу нюгтядя екстремум алмасы цчцн зярури шярт верилир. 
Нюгтядя функсийанын тюрямяси олдугда екстремум цчцн зярури 
шярт олан Ферма теореми исбат едилир. Функсийанын тюрямясинин сыфыр 
олдуьу нюгтялярдя, йяни стасионар нюгтялярдя вя тюрямясинин 
олмадыьы нюгтялярдя екстремум алыб-алмадыьы арашдырылыр. 
(Стасионар нюгтяляр вя тюрямянин олмадыьы нюгтяляр бющран 
нюгтяляри адланыр.) Сонра икинъи  тяртиб тюрямялярин кюмяйи иля 
екстремум цчцн зярури шярт верилир. Эюстярилир ки, нюгтядя 
функсийанын минимум (максимум) гиймят алмасы цчцн икинъи 
тяртиб тюрямя стасионар нюгтядя мянфи (мцсбят) олмамалыдыр. 
Сонра эюстярилир ки, стасионар нюгтянин сол йахын ятрафында 
тюрямянин ишаряси мянфи (мцсбят), саь йахын ятрафында тюрямянин 
ишаряси мцсбят (мянфи) ися, функсийа бахылан нюгтядя минимум 
(максимум) гиймят алыр. Эюстярилир ки, яэяр функсийанын нюгтядя 
тюрямяси сыфырдырса вя икинъи тяртиб тюрямяси мцсбят (мянфи) ися, бу 
нюгтядя функсийа минимум (максимум) гиймят алыр. 

1. Чохдяйишянли функсийанын шяртсиз екстремуму мясяляси. 
Ферма теореминин аналогу исбат едилир, йяни эюстярилир ки, 

яэяр функсийанын нюгтядя кясилмяз хцсуси тюрямяляри варса, бу 
тюрямялярин сыфра бярабярлийи екстремум цчцн зярури шяртдир. Сонра 
эюстярилир ки, функсийанын нюгтядя икинъи тяртиб тюрямяляриндян 
дцзялдилмиш матрисин мянфи (мцсбят) олмамасы минимум цчцн 
икинъи тяртиб зярури шяртдир. Яэяр нюгтядя функсийанын градийенти 
сыфра бярабярдирся вя икинъи тяртиб тюрямялярдян дцзялмиш матрис 
мцсбят-мцяййян (мянфи-мцяййян) ися, онда бу нюгтядя функсийа 
минимум (максимум) гиймят алыр.  

 
 
 
 
 



 7 

3. Бярабярлик типли мящдудиййят шяртляри дахилиндя 
чохдяйишянли функсийанын екстремуму мясяляси (Шярти екстремум 
мясяляси). 

 Яввялъя екстремум цчцн биринъи тяртиб зярури шярт, йяни 
Лагранж вуруглары гайдасы вя йа Лагранж принсипи исбат едилир. 
Эюстярилир ки, еля вуруглар вар ки, Лагранж функсийасы цчцн 
стасионарлыг шярти юдянилир. Сонра шярти екстремум мясялясиндя 
икинъи тяртиб зярури шярт верилир, йяни эюстярилир ки, яэяр нюгтя локал 
минимум нюгтясидирся, еля Лагранж вуруглары вар ки, Лагранж 
функсийасы цчцн стасионарлыг шярти вя икинъи тяртиб тюрямялярдян 
дцзялдилмиш матрисин мящдудиййят шяртляринин кюмяйи иля тяйин 
олунан щипермцстявиляр цзяриндя мянфи олмамасы шярти юдянилир.  

Яэяр нюгтядя стасионарлыг шярти юдянирся вя Лагранж 
функсийасынын икинъи тяртиб тюрямяляриндян дцзялдилмиш матрис 
мцяййян щипермцстявиляр цзяриндя мцсбят мцяййяндирся, онда бу 
нюгтя шярти екстремум мясялясинин локал минимум нюгтясидир. 

4. Бярабярлик вя бярабярсизлик типли мящдудиййят шяртляри 
дахилиндя чохдяйишянли функсийанын екстремуму мясяляси. 
 Яввялъя екстремум цчцн биринъи тяртиб зярури шярт  - 
Лагранж принсипи исбат едилир. Сонра екстремум цчцн биринъи тяртиб 
зярури шярт верилир. Эюстярилир ки, яэяр нюгтя екстремум мясялясинин 
щялли ися Лагранж функсийасы цчцн стасионарлыг шярти, мцвазинят шярти 
вя икинъи тяртиб тюрямялярдян дцзялмиш матрис мцяййян 
щипермцстявиляр цзяриндя мянфи дейил. Сонра екстремум цчцн кафи 
шярт верилир, йяни эюстярилир ки, яэяр нюгтядя стасионарлыг шярти, 
мцвазинят шярти вя Лагранж функсийасынын икинъи тяртиб 
тюрямяляриндян дцзялмиш матрис мцяййян щипермцстявиляр цзяриндя 
мцсбят-мцяййяндирся,  бу нюгтя бахылан мясялянин локал 
минимум нюгтясидир. 
 

 
Я Д Я Б И Й Й А Т 

 
1. Алексеев В.М., Галеев Э.М., Тихомиров В.М. Сборник 

задач по оптимизации. Теория. Примеры. Задачи. -  М., Наука, 
1984, 288 с. 
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2. Алексеев В.М., Тихомиров В.М., Фомин С.В. 
Оптимальное управление. М., Наука, 1979, 432 с. 

3. Габасов Р.,Кириллова Ф.М. Методы оптимизации. 
Минск, Изд-во БГУ,1981, 350 с. 

4. Галеев Э.М. Оптимизация. Теория. Примеры. Задачи. 
Москва, 2002, 302 с. 

5. Иоффе А.Д., Тихомиров В.М. Теория экстремальных 
задач. М.Наука, 1974, 479 с. 
 
 

ЫЫ бюлмя 
Габарыг програмлашдырма мясяляси. 

 
1. Габарыг чохлугларын  вя габарыг функсийаларын хассяляри. 

 Габарыг чохлуьун тярифи верилир. Сонлу юлчцлц айрылма 
теореми исбат едилир, йяни эюстярилир ки, яэяр габарыг чохлуг фязанын 
координат башланьыъыны юзцндя сахламаса, координат 
башланьыъындан кечян еля щипермцстяви вар ки, о чохлуг бу 
щипермцстявидян бир тяряфдя галыр. 
 Габарыг функсийанын тярифи Иенсен бярабярсизлийинин вя 
графикцстц чохлуьун кюмяйи иля верилир. Бунларын еквивалентлийи 
эюстярилир. Функсийанын габарыг олмасы цчцн зярури вя кафи шяртляр 
верилир. 

2.Габарыг програмлашдырманын ясас мясяляси. 
 Бурада хятти фязада габарыг чохлуг вя габарыг функсийалар 
верилир. Мцяййян габарыг функсийанын, габарыг функсийаларла 
верилмиш мящдудиййятляр шярти дахилиндя габарыг чохлугда 
минимумунун тапылмасы мясялясиня бахылыр. Бу мясялянин 
Лагранж функсийасы гурулур. Кун-Таккер теореми исбат едилир. 
Эюстярилир ки, яэяр нюгтя бахылан мясялянин щялли ися, Лагранж 
функсийасы цчцн минимум шярти, вуругларын мянфи олмамасы шярти 
вя мцвазинят шярти юдянир. Бу цч шяртин юдянмясинин мясялянин 
щялли олмасы цчцн мцяййян щалда кафилийи исбат едилир. Слейтер шярти 
верилир. 
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2. Икили мясяля. 
Слейтер шярти юдяндикдя габарыг програмлашдырманын ясас 

мясялясиня бахылыр. Икили мясяля гойулур. Ясас мясяля иля икили 
мясяля арасында ялагя юйрянилир. Эюстярилир ки, 

).,()(),()( minsup λ=ϕ≥λ=ϕ
λ

xLxxLx
x

 Бу бярабярсизлийин 

кюмяйи иля бир сыра хассяляр исбат едилир. 
 
 

Я Д Я Б И Й Й А Т 
 

1. Алексеев В.М., Галеев Э.М., Тихомиров В.М. Сборник 
задач по оптимизации. Теория. Примеры. Задачи. -  М., Наука, 
1984, 288 с. 

2. Алексеев В.М., Тихомиров В.М., Фомин С.В. 
Оптимальное управление. М., Наука, 1979, 432 с. 

3. Габасов Р., Кириллова Ф.М. Методы оптимизации. 
Минск, Изд.БГУ, 1981, 350 с. 

4. Галеев Э.М. Оптимизация. Теория. Примеры. Задачи. 
Москва, 2002, 302 с. 
 
 

ЫЫЫ бюлмя 
Хятти програмлашдырма мясяляси 

 
1.Хятти програмлашдырмайа аид практик мясяляляр. 

 Бурада няглиййат мясялясинин вя истещсалын планлашдырылмасы 
мясялясинин рийази модели гурулур. Хятти програмлашдырма 
мясялясинин кичик юлчцлц щалда щяндяси изащы верилир. 
 2. Хятти програмлашдырма мясялясинин каноник шякли. 
 Цятти програмлашдырма мясялясинин каноник шякли эятирилир. 
Эюстярилир ки, ири формада верилмиш хятти програмлашдырма 
мясялялярини каноник шякилли хятти програмлашдырма мясялясиня 
эятирмяк олар. Цятти програмлашдырманын каноник шякилли 
мясялясинин мцхтялиф йазылышлары верилир. Цятти програмлашдырма 
мясялясинин планлар чохлуьунун габарыглыьы эюстярилир. Цятти 
функсийанын планлар чохлуьунда минимум гиймят алдыьы нюгтяляр 
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арасында дайаг план адланан тяпя нюгтяляри дя вар. Планлар 
чохлуьунун тяпя нюгтялярини онун башга нюгтялярдян фяргляндирян  
яламятляр верилир. Ъырлашмайан дайаг планы цчцн оптималлыг шярти 
исбат едилир. 

3. Симплекс цсул. Дайаг планын гурулмасы вя илкин дайаг 
планын тапылмасы.  
 Дайаг планын гурулмасынын констрактив цсулу верилир. Исбат 
цсулунун щям дя дайаг планынын гурулмасы гайдасы олдуьу 
эюстярилир. Бу цсул мяшщур Симплекс цсулдур. Илкин дайаг планынын 
тапылмасы мясяляси хятти програмлашдырманын ясас мясяляляриндян 
биридир. Илкин дайаг планын тапылмасы цчцн цч гайдайа бахылыр. 
Мисаллар цзяриндя бунлар яйани эюстярилир. 
 

Я Д Я Б И Й Й А Т 
 

1. Гасс С. Линейное программирование. М.Физматиз, 
1961. 

2.К.Г.Щясянов. Оптималлашдырма цсуллары, Бакы, Бакы 
Дювлят Университети няшр., 1987. 

 
 

ЫВ бюлмя 
Вариасийа щесабы 

 
1. Вариасийа щесабынын ясас мясялясинин гойулушу. 
Вариасийа щесабынын ясас вя йа садя мясяляси адланан 

мясялянин гойулушу верилир.Эцълц вя зяиф екстремум анлайышлары 
дахил едилир, эюстярилир ки, зяиф екстремум цчцн зярури шярт щям дя 
эцълц екстремум цчцн зярури шяртдир. 

2. Функсионалын биринъи вариасийасы. 
Цмуми шякилдя верилмиш функсионалын биринъи вариасийасынын 

тярифи верилир вя исбат едилир ки, биринъи вариасийанын верилмиш елемент 
цчцн сыфра чеврилмяси бу елементин екстремум вермяси цчцн зярури 
шяртдир. Вариасийа щесабындакы функсионалын биринъи вариасийасы 
тапылыр. 
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3.Вариасийа щесабынын ясас леммалары. Ейлер-Лагранж тянлийи. 
Лагранж леммасы, Дйу-Буа-Раймонд леммасы исбат едилир 

вя онларын кюмяйи иля вариасийа щесабынын ясас мясялясиндя Ейлер-
Лагранж тянлийи чыхарылыр, онун ики тяртибли  ади диференсиал тянлик  
олдуьу эюстярилир вя бязи хцсуси щаллар цчцн бу тянлийин биринъи 
интегралы тапылыр. 

4.Брахистохрон мясяляси. 
Вариасийа щесабынын йаранмасында мцщцм ролу олан 

брахистохрон мясяляси щялл едилир. 
5. Уълары щярякят едян мясяля. Трансверсаллыг шяртляри. 
Вариасийа щесабынын ясас мясялясиндя гябул олунур ки, 

функсионалын тяйин олундуьу функсийалар чохлуьунун бцтцн 
функсийалары ейни бир парчада тяйин олунуб. Бурада ися гябул 
олунур ки, функсийалар, цмумиййятля, мцхтялиф парчаларда тяйин 
олунублар вя функсионалын биринъи вариасийасы цчцн дцстур чыхарылыр. 
Сонра ися функсийаларын уъ нюгтяляри верилмиш яйриляр цзяриндя олан 
щал цчцн трансверсаллыг шяртляри чыхарылыр. 

6. Бир нечя функсийадан асылы олан функсионал. Функсийанын 
йцксяк тяртиб тюрямяляриндян асылы олан функсионал. 

Функсионал бир нечя функсийадан асылы олан щалда 
екстремум цчцн зярури шяртляр чыхарылыр. Эюстярилир ки, верилмиш 
функсийаларын функсионала екстремум вермяси цчцн Ейлер-Лагранж 
тянликляри системинин щялли олмасы зяруридир. Сонра эюстярилир ки, 
функсионал ахтарылан функсийанын йцксяк тяртиб тюрямясиндян асылы 
олан щалда бу функсийанын, тяртиби функсионалдакы тяртибдян ики 
ляфя бюйцк олан тянлийин щялли олмасы зяруридир. 

7. Шярти екстремум мясяляси (Лагранж мясяляси). 
Практик бахымдан ящямиййятиня эюря вариасийа щесабынын 

садя мясялясинин цмумиляшмяси олан бу мясялядя екстремум цчцн 
зярури шяртляр чыхарылыр. Бунун цчцн Лагранж вуругларынын кюмяйи 
иля мясяля йени функсионалын шяртсиз екстремумунун тапылмасына 
эятирилир вя онун цчцн Ейлер-Лагранж тянликляри системи гурулур. 

8. Изопериметрик мясяля. 
Бу мясяля дя вариасийа щесабынын ясас мясялясинин 

цмумиляшмясидир. Бурада функсионалын екстремуму ялавя 
функсионал мящдудиййят шяртляри дахилиндя ахтарылыр вя йеня дя 
Лагранж вуругларынын кюмяйи иля йени функсионалын шяртсиз 
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екстремумунун тапылмасы мясялясиня эятирилир, Ейлер-Лагранж 
тянликляри системи гурулур. Эюстярилир ки, бу мясялядя Лагранж 
вуруглары сабит ядядляр олур. 

9. Вариасийа щесабынын ясас мясялясиндя зяиф вя эцълц 
екстремум цчцн кафи шяртляр. 

Мейдан анлайышы, мяркязи мейдан вя екстремаллар 
мейданы анлайышлары дахил едилир. Сонра екстремаллар аилясинин ня 
заман мейдан ямяля эятирмяси арашдырылыр, бунунла ялагядар 
гошма нюгтя анлайышы дахил едилир, Йакоби шярти чыхарылыр, 
Вейерштрас функсийасы гурулур вя онун кюмяйи иля екстремум цчцн 
кафи шяртляр алыныр. Бурадан да, хцсуси щалда, Лежандр шярти 
чыхарылыр. 
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В бюлмя 
Оптимал идаря мясяляляри 

 
1. Оптимал идаряетмянин ясас мясяляси (ян тез тясир мясяляси). 
Мцяййян хариъи гцввянин тясири алтында мадди нюгтянин 

верилмиш бир нюгтядян верилмиш диэяр нюгтяйя ян тез вахта 
эятирилмяси мясяляси цзяриндя оптимал ян тез тясир мясяляси изащ 
олунур. Сонра цмуми шякилдя ян тез тясир мясяляси гойулуб вя 
бурада мцмкцн идаря анлайышы верилир. 

2. Саь уъу сярбяст терминал оптимал идаряетмя мясяляси. 
Ади диференсиал тянликляр системи иля тясвир олунан вя 

просесин эетмя вахты гейд олунан трайекторийаларын саь уъу 
сярбяст олан щал цчцн терминал идаря мясялясинин гойулушу верилир. 
Идаряедиъилярин, трайекторийаларын артымлары анлайышы верилир вя 
онларын кюмяйи иля функсионалын артымы цчцн дцстур чыхарылыр. 
Щамилтон функсийасы дахил едилир, гошма систем гурулур. 
Идаряедиъилярин артымы ийнявари вариасийанын кюмяйи иля верилир, 
трайекторийаларын артымы вя функсионалын артымынын галыг щядди 
гиймятляндирилир. Бунларын кюмяйи иля оптималлыг цчцн 
Понтрйаэинин максимум принсипи шяклиндя зярури шярт исбат олунур. 
Максимум принсипиндян вариасийа щесабынын ясас мясялясиндяки 
Ейлер-Лагранж тянлийи алыныр. 

3. Автоном хятти системлярин идаряолунмасы. 
Бурада автоном хятти системлярин идаряолунмасы цчцн 

мейар олан – Калман теореми исбат едилир.    
4. Оптималлыг принсипи. Динамик програмлашдырма цсулу. 
Ади диференсиал тянликлярля тясвир олунан просеслярдя 

оптималлыг принсипини   тятбиг етмякля Белман тянлийи алыныр. 
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