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Variasiya hesab1 va optimallasdirma iisullarn
On soz

Variasiya  hesabi  klassik  riyaziyyatin =~ mithim
bolmolorindon biridir. Bu elmin yaranma tarixi 1696-c1 ildon
baslayir vo braxistoxron hagqinda maosolonin qoyulusu ilo
baglidir. Sonralar mexanikanin vo fizikanin bir ¢ox basqa
mosalalari do ekstremal qoyulusda verildi vo bu masalalorin halli
tolobati variasiya hesabinin bir elm sahosi kimi formalasmagina
cox boyik komok etdi.Holo variasiya hesabinin yaranmasina
godor bir vo ¢oxdayisonli funksiyanin on boyiikk vo on kigik
giymaotlorinin tapilmasina gotirilon xeyli praktik mosolo var idi.
Sonralar bu masalolor geyri-xotti proqramlasdirma, gabariq
programlasdirma vo xotti proqramlasdirma masalalori kimi elmi
saholorin yaranmasina sobab oldu.

Yuxarida dediklorimiz hamisi «Variasiya hesab1 va
optimallasdirma tisullar» adli fonn kimi tadris olunur.

BDU-nun mexanika-riyaziyyat fikiiltosindo tohsil alan
tolobolora «Variasiya hesabi1 vo optimallagdirma tisullar» fonni
VII semestrdo todris olunur. Toqdim olunan proqramda
«Variasiya hesab1 vo optimallagdirma iisullar» fonnino dair asas
bélmoalor, bu bodlmaloro daxil olan modvzular verilmisdir.
Programdan «Riyaziyyat» ixtisast iizro kadr hazirhg aparildig
digor ali moktablords do istifads oluna bilor.

I bolmo
Qeyri-xotti programlasdirma masalasi.

1. Birdoyisonli funksiyanin ekstremumu iiciin zoruri vo kafi
sortlor.

Noqtado funksiyanin sol vo sag toromoalori oldugda
funksiyanin bu néqtads ekstremum almasi tiglin zoruri sort verilir.
Noqtado funksiyanin téromasi oldugda ekstremum ii¢iin zoruri
sort olan Ferma teoremi isbat edilir. Funksiyanin téromosinin sifir
oldugu noqtalords, yoni stasionar noqtolordo vo toromosinin
olmadigi noqtolordo  ekstremum alib-almadigr  arasdirilir.
(Stasionar noqtolor vo toromonin olmadigi ndqtelor bohran
noqtolori adlanir.) Sonra ikinci tortib téromolorin komoyi ilo
ekstremum {iglin zoruri sort verilir. Gostorilir ki, noqteds
funksiyanin minimum (maksimum) qiymot almasi {igiin ikinci
tortib téromo stasionar noqtodo monfi (miisbot) olmamalidir.
Sonra gostorilir ki, stasionar ndqtonin sol yaxin otrafinda
toromonin igarasi monfi (miisbot), sag yaxin otrafinda téromonin
isarosi miisbat (monfi) isa, funksiya baxilan ndéqtoeds minimum
(maksimum) qiymoat alir. Gostarilir ki, agor funksiyanin néqtada
toromasi sifirdirsa vo ikinci tortib téromasi miisbat (monfi) iso, bu
noqtads funksiya minimum (maksimum) qiymat alir.

1. Coxdoyisonli funksiyanin sortsiz ekstremumu masalasi.

Ferma teoreminin analoqu isbat edilir, yoni gostorilir ki,
ogor funksiyanin noqtods kosilmoz xiisusi toromolori varsa, bu
toromolorin sifra barabarliyi ekstremum {igiin zoruri sortdir. Sonra
gostorilir ki, funksiyanin noqtods ikinci tortib téromolorindon
diizoldilmis matrisin monfi (miisbat) olmamasi minimum igiin
ikinci tortib zoruri sortdir. ©gor noqtods funksiyanin qradiyenti
sifra barabordirso vo ikinci tortib téromolordon diizolmis matris
miisbat-miioyyon (monfi-miioyyan) isa, onda bu noqtads funksiya
minimum (maksimum) qiymaot alir.



3. Boraborlik tipli mohdudiyyat sortlori daxilinda
coxdayisonli funksiyamin ekstremumu masalasi (Sorti ekstremum
mosalasi).

Ovvalco ekstremum iigiin birinci tortib zoruri sort, yoni
Laqranj vuruqglart gaydasit vo ya Laqranj prinsipi isbat edilir.
Gostorilir ki, elo vuruglar var ki, Laqranj funksiyasi iigiin
stasionarliq sorti Odenilir. Sonra sorti ekstremum masalosinda
ikinci tortib zoruri sort verilir, yani gostorilir ki, ogor néqte lokal
minimum noqtasidirss, elo Laqranj vuruqlan var ki, Laqranj
funksiyas: igiin stasionarliq sorti vo ikinci tortib téromolordon
diizoldilmis matrisin mohdudiyyat sortlorinin kémoyi ilo toyin
olunan hipermiistovilar iizorindo monfi olmamasi sorti 6donilir.

Ogor noqtodo stasionarliq sorti odonirso vo Laqranj
funksiyasinin ikinci tortib toéromolorindon diizoldilmis matris
miloyyon hipermiistovilor izorinds miisbaot miioyyondirss, onda bu
noqto sorti ekstremum masalosinin lokal minimum noqtasidir.

4. Boraborlik vo borabarsizlik tipli mohdudiyyat sortlori
daxilinds coxdayisonli funksiyanin ekstremumu masalasi.

Ovvolco ekstremum {iglin birinci tortib zoruri sort -
Lagranj prinsipi isbat edilir. Sonra ekstremum ii¢iin birinci tortib
zoruri sort verilir. Gostorilir ki, ogor noqte ekstremum mosolosinin
halli iso Laqranj funksiyasi ti¢iin stasionarliq sorti, miivazinat sorti
vo ikinci tortib toromolordon diizolmis matris miioyyon
hipermiistovilar tizorinde manfi deyil. Sonra ekstremum ii¢iin kafi
sort verilir, yoni gostorilir ki, ogor noqtods stasionarliq sorti,
miivazinot sorti  vo Laqranj funksiyasmnin ikinci tortib
toromolorindon diizolmis matris miioyyon hipermiistovilor tizorindo
miisbat-miioyyondirsa, bu noqtoe baxilan mosolonin lokal
minimum noqtosidir.
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II bolma
Qabar1q programlasdirma masalosi.

1. Qabariq coxluglarin va qabariq funksiyalarin xassalori.

Qabariq c¢oxlugun torifi verilir. Sonlu olgili ayrilma
teoremi isbat edilir, yoni gostorilir ki, agor qabariq ¢oxluq fozanin
koordinat  baglangicini  6ziinde  saxlamasa,  koordinat
baslangicindan kegon elo hipermiistovi var ki, o ¢oxluq bu
hipermiistovidon bir torafdo qalir.

Qabariq funksiyanin torifi Iensen borabersizliyinin va
grafikiistii ¢oxlugun koémaoyi ilo verilir. Bunlarin ekvivalentliyi
gostorilir. Funksiyanin gabariq olmasi iigiin zoruri va kafi sortlor
verilir.

2.Qabariq programlasdirmanin 3sas masalasi.

Burada xotti fozada qabariq ¢coxluq vo qabariq funksiyalar
verilir. Miioyyon qabariq funksiyanin, qabariq funksiyalarla
verilmis mohdudiyyatlor sorti daxilinde qabariq ¢oxlugda
minimumunun tapilmasi masslosine baxilir. Bu maosalonin
Laqgranj funksiyasi qurulur. Kun-Takker teoremi isbat edilir.
Gostorilir ki, ogor noqto baxilan mosolonin holli iss, Laqranj
funksiyasi iiciin minimum sorti, vuruqlarin monfi olmamasi sorti
vo miivazinat sorti 6donir. Bu {i¢ sortin 6donmasinin masalonin
halli olmasi {igiin miioyyon halda kafiliyi isbat edilir. Sleyter sorti
verilir.



2. ikili masalo.

Sleyter sorti 6dondikds qabariq programlasdirmanin asas
mosalosing baxilir. Ikili moesolo qoyulur. ©sas mosalo ilo ikili
maosalo arasinda olago Oyranilir. Gostorilir ki,

¢(x) =sup L(x,A) 2 ¢(x) = min L(x,A). Bu borabarsizliyin
A X

komayi ilo bir sira xassolor isbat edilir.
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III bolma
Xatti programlasdirma masalasi

1.Xatti programlasdirmaya aid praktik masalalor.

Burada noqliyyat masalasinin va istehsalin planlasdiriimasi
mosolasinin  riyazi modeli qurulur. Xotti proqramlasdirma
mosalasinin kigik 6l¢iilii halda handasi izahi verilir.

2. Xotti proqramlasdirma masalasinin kanonik sokli.

Ustti proqramlasdirma mosalosinin kanonik sokli gatirilir.
Gostorilir ki, ir1 formada verilmis xotti proqramlasdirma
mosalolorini kanonik sokilli xotti proqramlagdirma masolosing
gotirmok olar. Uotti programlasdirmanm kanonik sokilli
mosolosinin  miixtalif yazilislar1 verilir. Ustti programlasdirma
mosolosinin  planlar ¢oxlugunun qabariqhigr gostorilir. Uotti
funksiyanin planlar ¢oxlugunda minimum qiymat aldig1 néqtolor
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arasinda dayaq plan adlanan topa noqtolori do var. Planlar
coxlugunun topa noéqtalorini onun basqa noqtalordon forqlondiron
olamatlor verilir. Cirlasmayan dayaq plam {igiin optimalliq sorti
isbat edilir.

3. Simpleks iisul. Dayaq plamin qurulmasi1 vo ilkin dayaq
planin tapilmasi.

Dayaq planin qurulmasimin konstraktiv tisulu verilir. isbat
tsulunun hom do dayaq planinin qurulmasi gaydasi oldugu
gostorilir. Bu iisul moshur Simpleks iisuldur. Ilkin dayaq planinin
tapilmasi mosalasi xotti programlasdirmanin asas mosolalorindon
biridir. Ilkin dayaq plamin tapilmasi ii¢iin ii¢ qaydaya baxihr.
Misallar tizorinds bunlar oyani gostorilir.

ODOBIYYAT

1. Tacc C. JluneitHoe mnporpamMmMmupoBanue. M.Duzmarus,
1961.

2.K.Q.Hasonov. Optimallasdirma isullari, Baki, Baki
Dovlat Universiteti nasr., 1987.

IV bolmo
Variasiya hesab1

1. Variasiya hesabinin asas masoalasinin qoyulusu.

Variasiya hesabinin asas vo ya sado moasalosi adlanan
mosolonin qoyulusu verilir.Giiclii vo zoaif ekstremum anlayislari
daxil edilir, gostorilir ki, zaif ekstremum tiglin zoruri sort hom do
giiclii ekstremum ti¢iin zoruri sortdir.

2. Funksionalin birinci variasiyasi.

Umumi sokilds verilmis funksionalin birinci variasiyasinin
torifi verilir vo isbat edilir ki, birinci variasiyanin verilmis element
ticlin sifra ¢evrilmasi bu elementin ekstremum vermasi tiglin zaruri
sortdir. Variasiya hesabindaki funksionalin birinci variasiyasi
tapilir.
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3.Variasiya hesabinin asas lemmalari. Eyler-Laqranj tonliyi.

Laqgranj lemmasi, Dyu-Bua-Raymond lemmasi isbat edilir
vo onlarin komayi ilo variasiya hesabinin asas mosolosindo Eyler-
Laqranj tonliyi ¢ixarilir, onun iki tortibli adi diferensial tonlik
oldugu gostorilir vo bozi xiisusi hallar ii¢iin bu tonliyin birinci
inteqrali tapilir.

4.Braxistoxron masalosi.

Variasiya hesabinin yaranmasinda mihiim rolu olan
braxistoxron masalosi hall edilir.

5. Uclar1 harakat edon masala. Transversalliq sartlori.

Variasiya hesabinin osas masalosindo qobul olunur ki,
funksionalin toyin olundugu funksiyalar coxlugunun biitiin
funksiyalar1 eyni bir parcada toyin olunub. Burada iso qobul
olunur ki, funksiyalar, iimumiyyatlo, miixtolif parcalarda toyin
olunublar vo funksionalin birinci variasiyasi {iglin diistur ¢ixarilir,
Sonra iso funksiyalarin uc noqtolori verilmis ayrilor izorinds olan
hal ii¢lin transversalliq sortlori ¢ixarilir.

6. Bir ne¢o funksiyadan asili olan funksional. Funksiyanin
yiiksak tortib toramolorindon asili olan funksional.

Funksional bir ne¢o funksiyadan asili olan halda
ekstremum {iglin zoruri sortlor ¢ixarilir. Gostorilir ki, verilmis
funksiyalarin funksionala ekstremum vermasi iigiin Eyler-Laqran
tonliklori sisteminin halli olmast zoruridir. Sonra gostorilir ki,
funksional axtarilan funksiyanin yiiksok tortib téromosindon asil
olan halda bu funksiyanin, tortibi funksionaldaki tortibdon iki
lofs boyiik olan tonliyin halli olmasi zoruridir.

7. Sorti ekstremum masalasi (Laqranj masalasi).

Praktik baximdan ohomiyystine goro variasiya hesabinin
sado mosolasinin imumilogmasi olan bu masalods ekstremum iigiin
zoruri sortlor ¢ixarilir. Bunun tigin Laqranj vuruglarinin kémayi
ilo mosalo yeni funksionalin sortsiz ekstremumunun tapilmasina
gatirilir vo onun tigiin Eyler-Laqranj tonliklori sistemi qurulur.

8. Izoperimetrik masalo.

Bu mosolo do variasiya hesabmin osas masalasinin
imumilogsmasidir. Burada funksionalin ekstremumu olava
funksional mohdudiyyst sortlori daxilinde axtarilir vo yeno do
Laqranj vuruglarinin koémoyi ilo yeni funksionalin sortsiz
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ekstremumunun tapilmast moasalosino gotirilir, Eyler-Laqranj
tonliklori sistemi qurulur. Gostorilir ki, bu masslodo Laqranj
vuruglar sabit adadlor olur.

9. Variasiya hesabimin osas mosalasinda zoif vo giiclii
ekstremum iiciin kafi sortlor.

Meydan anlayisi, morkozi meydan vo ekstremallar
meydani anlayislar1 daxil edilir. Sonra ekstremallar ailosinin na
zaman meydan omolo gotirmosi arasdirilir, bununla olagodar
gosma noqto anlayist daxil edilir, Yakobi sorti ¢ixarilir,
Veyerstras funksiyasi qurulur vo onun komayi ilo ekstremum {igiin
kafi sortlor almir. Buradan da, xiisusi halda, Lejandr sorti
cixarilir.
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V bolma
Optimal idars moasalalori

1. Optimal idaraetmanin 3sas masalasi (an tez tasir masalasi).

Miioyyan xarici qiivvonin tosiri altinda maddi noqtonin
verilmis bir noqtodon verilmis digor noqtoys on tez vaxta
gotirilmasi mosoalasi iizorindo optimal on tez tosir masalosi izah
olunur. Sonra timumi sokildo on tez tosir mosalasi qoyulub va
burada miimkiin idars anlayis1 verilir.

2. Sag ucu sarbost terminal optimal idaraetma masalasi.

Adi diferensial tonliklor sistemi ilo tosvir olunan vo
prosesin getmo vaxti geyd olunan trayektoriyalarin sag ucu
sorbast olan hal Giglin terminal idars masalasinin qoyulusu verilir.
Idaroedicilorin, trayektoriyalarm artimlari anlayist verilir vo
onlarin komoyi ilo funksionalin artimi dglin distur ¢ixarilir,
Hamilton funksiyast daxil edilir, qosma sistem qurulur.
Idaroedicilorin artimi iynovari variasiyanin kémoyi ilo verilir,
trayektoriyalarin arttimi vo funksionalin artiminin qaliq haddi
giymotlondirilir.  Bunlarin  komoyi ilo  optimalliq igiin
Pontryaginin maksimum prinsipi soklinds zoruri sort isbat olunur.
Maksimum prinsipindon variasiya hesabinin osas mosalosindoki
Eyler-Laqranj tonliyi alinir.

3. Avtonom xatti sistemlarin idarsolunmasi.

Burada avtonom xotti sistemlorin idarsolunmasi iigiin
meyar olan — Kalman teoremi isbat edilir.

4. Optimallq prinsipi. Dinamik proqramlasdirma iisulu.

Adi diferensial tonliklorlo tosvir olunan proseslordo
optimalliq prinsipini totbiq etmoklo Belman tonliyi alinir.
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