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COXLUQLAR, BIRLOSMOLOR, KOMBINATORIKANIN VO
EHTIMAL NOZORIiYYOSININ ELEMENTLORININ TODRISINO DAIR

Artiq respublika moktablorinin biitiin siniflorinds fonlorin hamisi, o climlodon
“Riyaziyyat” fonni do, yeni tohsil standartlar (kurikulum) esasinda vo mdévzularin
¢otinlik soviyyasine uygun olaraq todris olunur. Lakin hazirda isloyan dorsliklordo
bu movzular anlasiqli formada verilmodiyindon, asason is tocriibasi az olan vo
xtisuson gonc misllimlorde miioyyan ¢otinliklor yaradir. Masalon, igo tozo bas-
layan musllim VIII sinifdo dors demalidirso, ehtimal nazoriyyasinin bu sinfo aid
movzularinin todrisi ona ¢atinlik yaradir. Belo ¢otinliklori azaltmaq iiglin adlari
maqgalonin mdévzusunda gostorilonlori biitiin siniflor {iglin bir yerdo vermoyi
mogsadouygun sayiriq.

1. Coxluq anlayisi, coxluglarin birlosmoasi, kasismasi, forqi, coxluqlar
cabri.

Coxluq anlayisina torif verilmir, yalniz izah edilir.Coxluq miioyyon xiisusiy-
yotlorino goro se¢ilmis ododlor, fiqurlar, osyalar vo s. toplusunu gostorir, “toplu”
sOzli ovozino “coxluq” sozii islodilir. Coxluga misal olaraq, natural ododlor
¢oxlugunu, iigbucaqlar ¢oxlugunu, dérdbucaqlar ¢oxlugunu vo s. gostormak olar.
Coxlugu toskil edonlora onun elementlori deyilir. Masalon, hor bir natural adad, N
natural adadler ¢oxlugunun elementidir. Hor bir ligbucaq iicbucaqglar ¢oxlugunun
elementidir.

Coxlugu latin olifbasinin bas horflori ilo, elementi iso bu olifbanin kigik
horflori ilo isara etmok qobul edilib. Hor hansi m elementinin 4 ¢oxluguna daxil
olmast m € A kimi, daxil olmamasi iso m € A( va ya m € A) kimi isars edilir.

Sonlu sayda elementlori olan coxluga sonlu ¢oxlug, elementlorinin say1
sonsuz olan c¢oxluga sonsuz coxlug deyilir. Heg bir elementi omayan ¢oxluq bos
coxlug adlanir vo @ kimi isars olunur.

Sonlu ¢oxluga misal olaraq ikiroqgomli natural ododlor ¢oxlugunu,
besbucaqlinin diaqonallar1 ¢oxlugunu, sonsuz ¢oxluga misal olaraq tam ododlor
coxlugunu, diiz xatt parcas1 tizoarindoki ndqtolor coxlugunu va s. gostarmak olar.

Sonlu vo ya sonsuz ¢oxlugun elementlori hor hansi xiisusiyyotlorino goro
nomralonibso, deyilir ki, bu ¢coxluq nizamlanib. Masalon, 100-ii agmayan vo artan,
yaxud azalan istigamotdo diiziilmiis {1,2,....100}, {100,99,98....2,1} natural
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adadlar ¢oxluglart nizamlanmis ¢oxluglardir. Sonlu 4 ¢oxlugunun elementlorinin
say1 n(A) kimi igars edilir.

Verilmis B ¢oxlugunun hor bir elementi hom do A4 ¢oxlugunun elementi
olarsa, B ¢oxluguna A coxlugunun alt ¢oxlugu deyilir vo B c A kimi yazilir.
Mosalon, tok natural adadlor ¢oxlugu natural adodlor ¢oxlugunun alt coxlugudur.

Tamamilo eyni elementlordon togkil olunmus coxluqlara barabar coxluqglar
deyilir. Masalon, ciit adadlor ¢oxlugu ilo 2-ya bdliinon adadlor ¢oxlugu barabordir.
Iki sonlu goxlugun beraborliyi onlarmn elementlorinin diiziiliisunden asili deyil.
Mosalon, A={a,b,c,d} vo B={c,d,b,a} iss, belo A vo B ¢oxluglar1 borabordir A=B.

Iki Avo B goxluglarinin hor ikisina daxil olan elementlorden diizolmis coxluga
A vo B coxluglarinin kasismasi deyilir vo A N B kimi yazilir. Demoli 4 vo B
coxluglarmin kasigsmosi bu coxluqlarin ortaq elementlorindon toskil olunmusg
coxluqdur.

Misal 1. A-diizbucaqlilar ¢oxlugu, B-romblar ¢oxlugu olsun. Onda AN B -
kvadratlar ¢coxlugudur, ¢iinki, hor bir kvadrat hom diizbucagli, hom do rombdur.

Iki X vo Y ¢oxluglarindan heg olmasa birina daxil olan elementlordon toskil
olunmus ¢oxluga bu c¢oxluqlarin birlogmasi deyilir vo X U'Y kimi yazilir. Qeyd
edok ki, X vo Y ¢oxluglarmin hor ikisino daxil olan elemenlor varsa, X UY
coxlugunda bels elementlor bir dofo yazilir.

Misal 2. X va Y ilo tok va ciit natural adoadlor ¢oxluglarini isars edok.

X={1,3,5,........ , 2k — 1, } vo Y={2,4.6,...,2k,...}, k=1,2,3,.... olsun.
Onda XUY coxlugu natural ododlor c¢oxlugu olur, yoni N= XUY =
={1,2,3,.....n,....}, n=1,2,3,....

Misal 3. A vo B ilo istifado etdiyimiz doftorxana lovazimatlari ¢oxluglarini
A={qolom, karandas, xotkes, porgar}, B={transportir, xotkes, pozan, marker,
golom} ilo isars edok. Onda

A U B = {goalam, karandas, xatkes, pargar, transportir, pozan }
olur.

Verilmis 4 vo B c¢oxluglart {i¢iin 4-nin B-ys daxil olmayan elementlorinden
toskil olunmus ¢oxluga 4 ilo B-nin forgi deyilir vo A\ B kimi isaro olunur.

Ogor B C A olarsa, A\ B forqi B ¢oxlugunun A-ya tamamlayigist adlanir vo
B, ilo isars edilir.

Qeyd edok ki, Eyler —Venn diaqramlarmmin kémoyi ilo yuxarida verilon
anlayislart oyani sokildo gdstormok olverisli olur vo sagirdlor movzunu daha tez
monimsayir.

Verilon anlayiglarin komayi ilo ¢oxluqglar cobrini, yoni ¢oxluqlar {izarindo
omollori vermoak olar. Bu omallorin bozilori ododlor {izorindo aparilan omollorin
analoqu olur, amma elslori do var ki, onlarin adadlor tizorindoki amollords analoqu
yoxdur. Ovvalca analoqu olanlarin bozilorini gostorak:
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Odaodlords Coxluglarda
1.Istonilon iki x,y adadlori iigiin 1. Istonilon iki X, ¥ ¢oxluglar ii¢iin
x +y =y + x; xy=yx eyniliklori dogrudur XUY=YUX; XNnY =Y NX borabarliklori
2. Istonilon x,y,z odadlori iigiin dogrudur
x+y)+tz=x+Q +2); (xy)z=x(yz) 2. Istonilon X, Y, Z goxluqlart iigiin
eyniliklari dogrudur XuY)uZ=XuU{Yuz
3. Istonilon x,y,z odadleri iiciin (X nY)NnZ=Xn (Y N Z boraborliklori
(x +y)z = xz + yz eyniliyi dogrudur dogrudur
4. Istonilen x,y,z odadlori iigiin 3. Istonilon X, ¥, Z coxluglar iiciin
x(y—z) =Xxy—xz (XUY)ﬂZ:( XﬂZ)U (YﬂZ) borabarliyi
dogrudur
4. Istonilon X, Y, Z coxluqlari {igiin
Xn{¥\2)=&XNY)\ (XN2z)
baraborliyi dogrudur

Coxluglar cobrinin adodlords analoqu olmayan bozi baraborliklori:

Istonilon X, Y, Z ¢oxluqlar iiciin

LXUX=X;X+0; 2.XNnX=X;

3. (XNY)uZ=XuzZ)n(YuZz,

4. X\(\2)=(X\Y) U (X N Z) boraborliklori dogrudur

Coxluglar iiciin verilon borabarliklorin dogrulugunu yuxarida verilon toriflorin
komayi ilo gostormak olar. Bu borabarliklorin bozilarinin isbat1 hazirda istifadedon
cixartlmis VII sinif dorsliyindo var. Isbatlarin osas ideyasi boraborliyin sol
torofindoki ixtiyari elementin sag torofo vo oksino, sag torofds olan ixtiyari
elementin sol torofo daxil oldugunu gdstormokdon ibarotdir. Qeyd edok ki, bu
barabarliklorin isbat1 sagirdlorin mantiqi mithakime aparmaq qabiliyyatini artirir.

Burada qeyd olunanlarla adi cobrlo, ¢oxluglar cobrinin oxsar cohotlori vo
forqlori gostarilir.

2. Kortej, coxluglarin Dekart hasili, coxluglarda vurma qaydasi

Birlosmolor nozoriyyosinin elementlorinin todrisinin asasinda duran vacib
anlayislardan biri kortej anlayisidir. Bu anlayisin daxil edilmosi birlogsmalor
nozoriyyosinin elementlorinin - monimsonilmosindo miihiim rol oynayir. Bu
anlayis1 belo daxil etmok olar.

Tutaq ki, X, X,,....... X, ¢oxluglart verilib, belo ki, bu ¢oxluglar sonlu vo ya
sonsuz ola bilor. X; ¢oxlugundan ixtiyari x;, X,-don x, vo X,-don x, elementi
gotiirmoklo diizolon a=(x,,x,,...x,)-0 n uzunluqglu kortej, x,,-o (m=1,2,....,n) 1so bu
kortejin m-ci koordinati deyilir. Kortejo aid misal gdstorok.

Xi={a,b}, X;={1,3,5}: Bu coxluglardan uzunlugu 2 olan (a,1), (a,3), (a,5),
(b,1),(b,3),(b,5) kortejlorini, eloco do (1,a), (1,b), (3,a), (3,b), (5,a), (5,b) vo
(a,1),(a,3),(a,5), (b,1), (b3),(b,5) Kkortejlorini diizoltmok olar, hom do
coxluglardan forqli olaraq, bu kortejlor borabor deyil. Yoni masalon, 5-elementli
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A={a,b,i,kt}, B={kitab} coxluglar1 borabordir, lakin uzunluglari 5 olan
(a,b,i,k,t) va (ki ta,b) kortejlori borabor deyil.

Umumiyyatlo, iki kortej yalmz vo yalniz uzunluglari eyni, eyni némrali yerda
duran koordinatlar1 borabor olduqda borabor olur. Yoni a=(x;x2,...Xn),
b=(y1y2,.....yn) kortejlori yalmz vo yalmz m=n, x;=y;, x,=ys,...., Xn=ym oldugda
borabordir.

Qeyd edok ki, kortej anlayisi birlosmalor nazariyyasindo, xilisuson yerdoyis-
molarin va yerlogmolorin todrisinds asas rol oynayir.

Kortej anlayiginin komoyi ilo daxil edilon anlayislardan biri do ¢oxluglarin
Dekart hasili anlayisidir. Bu da ¢otin monimsanilon anlayisdir. Odur ki, anlayist
daxil etdikdon sonra bir ne¢o misalla izah etmak lazimdir.

Tutaq ki, X;, X5,......, X, ¢oxluglar1 verilib. Bu c¢oxluglarin horssindon bir
element gotiirmokla diizolon biitiin miimkiin a=(x;,x;,...x,) kortejlor coxluguna X;,
D, RN X, coxluglarinin Dekart hasili deyilir vo X; x X, X ... ... x X, ilo isaro

Torifo gora hor ¢oxlugun har bir elmenti digor ¢oxluglarin biitiin elementlori
ilo gotiirtiliir.

ovvalco geyd etmok olar ki, X;, X,,......, X, ¢oxluglarinin hamist sonlu, hamist
sonsuz va ya bazilori sonlu, digorlori sonsuz ¢oxluq ola bilar.
Misallar:

1. X; ={1,2,3}, Xo={4,5}, ¢oxluglarinin Dekart hasilini tapaq.
Verilmis ¢oxluglardan biitiin miimkiin olan kortejlori diizoldok. Dekart hasili
Xl X XZZ{ (1a4)5( 1 75)5(2:4)5(255)7(3a4)5(3’5)} Olar‘

2. Xy ={a,pB,v},X>={1,2}.Onda Dekart hasili
Xl X XZ = {(a' 1)1 (a' 2)r (:8' 1)1 (Bl 2)1 (Vl 1)()/; 2)} olar.

3. Xj -natural odadlor ¢oxlugu, X,={m,n} olsun. X; x X, vo X, x X; Dekart
hasillorini tapaq:

X;x X, ={(1,m),(1,n),(2,m),(2,n), 3,m)(3,n), ....... ,(k,m),(k,n),....}
X, x X; ={(m,1),(m,2),(m,3), ....,(n,1),(n, 2),(n, 3), ..., (m, k), (n, k), ... }

Aydindir ki, X; x X, # X, x X;

4. A={1,2,3,4} coxlugu ligiin A x A Dekart hasilini tapaq.
AxA={(1,1),(1,2),(13),(14),(21),(22),(23),(24),(3.1),(3,2),(33), 34), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4)}
Onu da qgeyd etmok olar ki, AxA hasilino koordinat miistovisindo
koordinatlar (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2),(2,3),(2,4), (3,1),(3,2), (3,3), (3,4),
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4) olan noqtalor coxlugu kimi baxmaq olar.
Kortej anlayisinin komoyi ilo daxil edilon anlayiglardan biri do sonlu
coxluglarda vurma qaydasidir.
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Kosismoyon iki sonlu A=(ajay,...an), B=(b;,b,,....,by) coxluglart iicliin bu
qayda beladir: Kasismayan iki Ava B ¢oxluglarimin Dekart hasilindaki ciitlorin
elementlorinin say1 bu ¢oxluqlarin elementlorinin sayinin hasilino barabardir,
yoniAN B = Qisd

n(AnB) = n(4) -n(B) = m- k; Xiisusi halda n(4 n A) = m?.

Ciit-ciit kasismoyon A;,A4;, .....,A; sonlu ¢oxluglart {igiin qayda beladir:

AiNnA; =0, i,j=12,..,nis0,n(4; N Ay N .....n Ay) = n(4;) -n(4;) =

n(Ax)

3.Takrarlar olan va tokrarsiz yerlosdirmalor

a) Takrarlar olan yerlasdirmalor.

Elementlorinin say1 m(n(4)=m) olan A=(ay,a,,...a,) ¢oxlugundan diizoldilon £
uzunluglu biitiin (yani koordinatlar eyni ds ola bilor) kortejlorin sayini tapaq. Bu o
demokdir ki, 4 ¢coxlugunun 6zii ilo k dofo Dekart hasilinin, yoni A X A X ....X A
hasilinin elementlorinin sayini tapmaq lazimdir. Vurma qaydasina goéro n(A4 X A X
v XA=1A1A nA=m#u

Belo qayda ilo m-elementli A ¢oxlugundan diizaldilon biitiin & uzunluqlu
kortejloro m elementdon k takrarlar olan yerlagdirmalor deyilir.

Misal 1. 1,2,3,4,5,6,7,8,9 rogomlorindon nec¢o besrogomli adod diizoltmok
olar?

Bu rogomlor 4={1,2,3,4,5,6,7,8,9} ¢coxlugunun elementlori oldugundan, suala
cavab vermok A-nin 06z-6zii ilo bes dofo Dekart hasili olan (roqomlori
tokrarlananlar da goétiiriiliir) ¢oxlugun elementlorinin saymi tapmaq demokdir.
n(A4)=9 oldugu li¢iin, vurma qaydasina goro

nAxAX..xA) =n(4) n(4) - n(4) = [(n(4)]° = 9° = 656

Misal 2. 9 miixtalif ehtiyat hissosini ne¢a isulla 3 yesiyo y1gmagq olar?

Yesikloro A={a; ,a;, a3} coxlugunun elementlori kimi baxsaq, mosoalo bu
coxlugun 06zii-6zii ilo 9 dofo Dekart hasilinin elementlorinin sayini tapmaq
demokdir. Vurma qaydasina gora

NAXAXAXAXAXAXAXAXA) =][(n()]°=3°
b)Takrarsiz yerlosdirmalar

Tokrarlar olan yerlosdirmado elementlorinin say1 m olan X coxlugunda &
uzunluglu kortejlor diizoldondo elementlor tokrarlana bilordi. Indi iso bu X
coxlugunda elementlori tokrarlanmayan k& uzunluqglu kortejlorin sayini tapaq. Bu
halda alinan coxluga m-elementli coxluqda k uzunluqlu tskrarsiz yerdayisma
deyilir. Belo coxlugun elementlorinin saymi tapmaq Tlg¢iin asagidaki kimi
miihakima aparaq:

X coxlugunun istonilon elementini kortejin birinci elementi kimi gotiirok. X-
in elementlorinin say1 m oldugundan, bels se¢imlorin miimkiin say1 m olur. Birinci
elementi x; ilo isaro edok.Onda ikinci element x;-don basqa qalan m—1 ele-
mentdon secilir. Bu elementi x; ilo isaro edok. Demali {igiincii element x;, x>-don
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basga gqalan m — 2 elementdon segilir. Onu da x; ilo isaro edok vo s. Bu qayda ilo
k-c1 element qalan m — (k — 1) sayda elementdon, yoni m — k + 1 iisulla segilir.
Buradan vurma qaydasma goro alinir ki, m elementdon tokrarsiz & uzunluqlu
kortejlorin say1
mPr=m(m—1)(m-2)....... (m — k + 1) olar. Bu diisturu da
(m—-k)!'=m-k)(m—k—1)-1—avuraraq (m-k)! ,,P,=m! soklindo vo
ya g, Pr = (mmflk)l soklinds yazmaq olar;buradam! =1-2-3-m

Qeyd edok ki, bir cox odobiyyatlarda vo darsliklorde ,,P, ovozino
A¥ (aranjeman m elementdon k) yazilir.
Ogor m elementdon diizolon tokrarsiz m uzunluqlu kortejlorin say1 axtarilirsa,

mPr Uclin disturda k=m goétiiriiliir. Onda m elementli ¢oxlugda tokrarsiz
yerlagdirmolor m uzunluqlu kortejlor bir-birinden yalniz elementlorin diiziiliisii ilo
forglonir, onlarin say1 iso, 0!=1 gobul edildiyindon,

mPm =m! olur. Belo yerlosdirmolor yerdayismalor adlanir va P, (tokrarsiz
permutasiyalar) ilo isaros olunur. Demoli P,,=m!

Misal 1. Bir miisssisada isloyon 9 iscidon 4-linli sanatoriyaya gondormok
lazzimdir. Bunu nego tisulla etmok olar?

Maosaloya 9 elementli ¢oxlugdan elementlori tokrarlanmayan vo uzunluqglar 4
olan kortejlorin sayim1 tapmaq mosolosi kimi baxsaq, yuxarida alman diistura

9! 9!
= 5 3024

Misal 2. Bir emalatxanada 8 usta var. Hor birino yalmiz bir hisso (detal)
hazirlanmasin1 tapsirmaqla 3 miixtolif hissonin hazirlanmasini nego {isulla
tapsirmaq olar?

Bu mosalays do 8 miixtalif elementli ¢oxlugda uzunlugu 3 olan vo elementlori
tokrarlanmayan kortejlorin saymi tapmaq mosolosi kimi baxmaq olar. Belo

8!
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Misal 3. Futbol turnirinde istirak edon 8 komandanin hamis1 miixtalif sayda
xallar toplayib. Komandalar1 turnir cadvalinds ne¢s iisulla yerlogdirmak olar?

Komandalar vo onlarin topladigr xallar miixtolif oldugundan cadvalds onlari
Ps=81=40320 sayda usullarla yerlosdirmak olar.

Biitlin bu geyd olunanlar gostorir ki, kortej anlayisinin kdmayi ilo birlosmalor
nozoriyyasinin ¢ox ¢otin monimsanilon moévzularint kifayot qodor sado formada
todris etmok olar vo bundan sonra kombinezonlar mévzusunun todrisi do xeyli
asanlasar.

osasan P,

kortejlorin say1 g P3=
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