| Mihazirs
Diferensiallanan ¢oxobrazli anlayisi. Diferensiallanan ¢oxobrazlilarin

hamar inikaslarn

Tutaq ki, M —hesabi bazaya malik Hausdorf topoloji fezasidir. U c
aciq c¢oxluguna baxaq. ¢:U—>R" homeomorfizmine M topoloji fezasi
uzerinde tayin edilmis »-o6lculu lokal xerite (ve ya lokal koordinat sistemi)
deyilir. U ¢oxlugu lokal xaritanin oblasti adlanir. Lokal xaritanin 6zini (U, )

soklinda isara edirlor.

Tutaq ki, M topoloji fezasi tzarinda »-olgulu iki (U,p) vo (V,y) lokal

xaritalari verilmisdir. 9gar
o ipUNV)—>wUnV),
poy  1pUnV)>yUnV)

Inikaslan hamar inikaslardirsa, o halda deyirler ki, (U,9) vo (,y) hamar
alagealendirilmis lokal xaritalerdir. U~V =@ oldugda wop ', 0oy inikaslari
totin olunmurlar. Bu halda @,p) ve (V,w) lokal xaritelerinin hamar

alagalandirilmis olduglarini gabul edirik.

Tutaq ki, (U,p)-M topoloji fezasi tzarinde n-olgili lokal xaritadir.
PeU noéqgtasinin (U,e) lokal xaritesine nazeran lokal koordinatlar dedikde
p(P)e R" noqgtasinin  koordinatlan basa dusualir. Bu koordinatlan

(x'(P),x*(P).....x"(P)) kimi isare edacayik.

Tutaq ki, M topoloji fezasi uzarinda »-olgulu iki (U,p) vo (V,y) lokal
xaritelari verilmisdir vo UnV #@. ©gar PeU NV olarsa, onda yoe™' inikasi
o(P) = (x'(P)....x"(P)) noqtasini y(P)=(y'(P)....y"(P)) cevirir, bela ki, burada

y',..y" n sayda x'...,x" dayisanlarindan asili funksiyalardir:



y o= f(x"..,x"),1<i<n

Asagidaki sartlor 6danildikda A topoloji fazasi Gizarinde tayin olunmus
n-olgult lokal xeritalerin (U_,p,), ailesine M topoloji fezasi uzerinde

n—0lgult hamar atlas (ve ya diferensiallanan struktur) deyilir:

1) atlasa daxil olan istanilan iki xarite hamar slagalandirilmisdir;

2) |Ju, =M, yeni atlasin bitin lokal xsritslerinin oblastlar M

aed

topoloji fezasini ortirlar.
Uzerinde »-élcili hamar atlasin teyin olundugu m topoloji fezasina

n—-0l¢ult hamar (va ya diferensiallanan) coxobrazh deyilir.

Tutaqg Ki, M -m-olguli, N~N-n-o0lcili hamar c¢oxobrazlidir. f: M >N
kesilmaz inikasina baxaq. (U,p)-M ¢oxobrazlisi uzarinde, (V,y)-N
gcoxobrazlisi Gizerinds lokal xariteloer olsun. f£7'(r) alt ¢oxlugu M -de agiq

coxluqdur. U~ f7' (V) = @ olduqda

wofopipUn [T (V) >y¥) (1)

Inikasini qurmaq mumkindir. Bu inikas zamani PeUn (V) noqgtasinin
(U,p) lokal xeritesine nazeren koordinatlarindan ibarst olan  (x'...,x")
adadlar satrine f(P) nogtesinin (V,y) lokal koordinatlarindan ibarst olan

(»',..,y") satri garsi qoyulur.

(1) inikasina f:M — N inikasinin (U,p) va (V,y) lokal xaritelarina

nazaran koordinat ifadasi deyilir.

9gar uygun olaraq, M ve N ¢oxobrazlilan tzerinda verilon ixtiyari
(U,p) Vo (V,y) lokal xaritelarine nazaran (1) koordinat ifadesi hamar inikas
olarsa, onda f:M — N kasilmaz inikasi hamar inikas adlanir. Bu zaman

Un (V)= oldugda, koordinat ifadasinin hamar olmasi gabul olunur.



Teorem 1. Kasilmaz f:M — N inikasinin hamar olmasi Ggiin zaruri vo
kafi sart har bir Pe M noqtasi Gglin uygun olaraq, M va N c¢oxobrazlilan
uzerinds ele (U,p) va (V,y) lokal xeritalerinin varligidar ki, PeU, f(P)eV vo

bu xaritalar Ggliin wo fop™' koordinat ifadasi ¢(P) négtasinde hamardir.
Asagidaki sertlar 6denildikde, 7: M — N inikasi difeomorfizm adlanir:
1) f-homeomorfizmdir;
2) £ ve f' hamar inikaslardrr.

Masaloen, sathlerin istoniloen difeomorfizmi coxobrazhlarin
difeomorfizmidir. Diger terefden, eger (U,p)-M hamar ¢oxobrazlisi
uzerinda lokal xeritadirse, onda gostarmak olur ki, ¢:U — oU) inikasi

difeomorfizmdir.

Il Miihazira
Diferensiallanan ¢oxobrazl iizarinda toxunan va kotoxunan vektorlar

Tutag ki, M -n-olcili hamar c¢oxobrazh, I ise R adad oxunun aciq
intervaldir. Askardir ki, 7 aciq intervali R-da aciq alt coxobrazli kimi bir
olgtli  ¢oxobrazlidir. Ona gére de y:I—-Mm inikasinin hamarligini

coxobrazlilarin hamar inikasi seklinde basa dismak olar.



M coxobrazlisi tzsrinde hamar ayri (ve ya sadece ayri) y:1->M
hamar inikasina deyilir. 9ger ¢, e/ lglin y(z,) =P olarsa, onda deyirler Ki,

ayri t=¢, olduqda P noqtesindan kegir.

9gar (U,p)-M ¢oxobrazhsi tGzarinds lokal xaritedirse ve y:71—>M
ayrisi Gg¢in y(I)cU olarsa, onda R" fezasinin ¢oU) oblastinda
7 =poy:1 - @) ayrisine y ayrisinin (U,p) xaritesinin lokal koordinatlarinda

verilmasi deyilir.

(U,p) lokal xaritesinin verilmasi ile PcU noégtesinden kegan har bir

hamar y ayrisine 7 :1, — oU) ayrisinin ¢, noqtesinda siirat vektoru olan

dy(t,) _ du'(ty)  du(t,)
dt d 7 dt

vektorunu garsi goymaq olur, burada 7, =}, —s,1, + &[,.¢ > 0.

M g¢oxobrazlisi Gizerinda P néqtesinden kegan iki hamar ayri tglin bu
ayrilera yuxandaki qaydada qarsi qoyulan vektorlar tst-liste dusirlerss,

onda deyirlar ki, verilen hamar ayriler P néqtasinda bir-birina toxunurlar.

M ¢oxobrazlisi Uzsarinde P noqtasinde bir-birine toxunan hamar
ayrilerin ekvivalentlik sinfine P noqtesinde M ¢oxobrazlisina toxunan

vektor deyilir.

P noqgtesinda M c¢oxobrazlisina toxunan vektorlar ¢coxlugu 7,0 kimi
isare olunur. T,M n-o0lguli vektorlar fezasidir ve P noqtesinde M

coxobrazlisina toxunan feza adlanir.

R" fazasinin e,,...e, kanonik bazisine 7,M toxunan fezasinda uygun

galen bazisi harakatli bazis adlandinrlar ve 4,,,...,6,, Kimi isare edirler.



Tutaq ki, M -n-0l¢ili hamar g¢oxobrazli, verT,M -P nogtesinde toxunan
vektor, y:1—> M -t=t, oldugda P noqtesinden kegen els hamar ayridir ki,
v=|[y] burada [y]-y ayrisi ilo tayin olunan ekvivalentlik sinfidir. Pc0, c M
cortini 6deysn agiq O, alt coxlugunda teyin olunmus hamar f:0, >R
funksiyasina baxaq. (U,e),P<cU lokal xaritasini daxil edek. Onda y ayrisi
7 =¢poy oyrisinin lokal koordinatlarinda teyin olunur, 5 funksiyasina isa
7=fop" soklinde isars edacayimiz fogp™ :p(UN0,)— R koordinat ifadesi

uygun galir.
veT,M toxunan vektorunun komayi ile P noéqtasinin atrafinda teyin
olunmus har bir hamar 7 funksiyasina

_d(fept,) _ af| du' (t,)

D dt ou' |

o(P)
adadini garsi goymagq olur.
C°°(P)={f:0_,.—>R|, 0,-agq c¢oxlugdur, s-hamar funksiyadir }

coxluguna baxaq. Belalikle, D, :Cc*(P)—> R:f — D, f inikasi qurulmus oldu,

burada ve7,M. Gostarmak olur ki, D, inikasi asagidaki xassalera malikdir:
Vf,geC*(PhaeR , D,(f+g)=D,(/)+D,(g), D,(af)=aD,(f), (1)
D,(fg)=f(P)D,(g)+g&(P)D,(f). (2)

Sonuncu baerabaerliye Nyuton-Leybnis qaydasi deyirlar. Belslikla, D, —xatti

inikasdir.

(1), (2) baraberliklerini  6dayan D:C*(P)—>R inikasina
diferensiallanma deyilir. Belsliklo, istanilon ve7,M toxunan vektoru D,

diferensiallanmasini tayin edir.



Goéstermak olur ki, D, ={p:C*(P)— R} diferensiallanmalar ¢oxlugu R

haqiqi adadlar meydani tizerinda vektorlar fozasidir.

Teorem. Toxunan fezanin  diferensiallanmalar fazasina

T\M — D, :v— D, inikasi xatti izomorfizmdir.

Bu teorema asasan, ixtiyari v toxunan vektoru D, diferensiallanmasi
ilo eynilasdirilir. Qeyd edoak ki, D,-ya v toxunan vektoru boyunca
diferensiallanma, D, f-8 ise f hamar funksiyasinin v toxunan vektoru

boyunca téremasi deyilir:

vaza—f, v
ox'|p

1l Miihazirs

Diferensiallanan ¢oxobrazl iizarinda vektor va tenzor meydanlari

Tutaq ki, M -n-0l¢uli hamar ¢oxobrazhdir, 4 ise M-dsa aciq alt

coxobrazh kimi basa dusilen agiq alt goxlugdur (xtsusi halda 4 = m).

Ac M agiq alt goxlugu tzarinds vektor meydani dedikds har bir Pe 4
noqtesine X, eT,4=T,M toxunan vektorunu qarsi qgoyan Xx inikasi basa

dasalar.

Tutaq ki, X,Y -4 aciq alt goxlugu tizerinde vektor meydanlaridir, 7 ise
4 uzerinda funksiyadir. 4 Gzerinde X+Y ve fx vektor meydanlarini

asagidaki kimi tayin edirik:



VPe A, (X+Y), =X, +Y5, (fX), = f(P)X,. (1)

Vektor meydaninin hamarhg anlayisini daxil edek. @gar 4 tzarinde
(U,¢) lokal xeritesi segilarse, onda P<cU sorti daxilinda har bir toxunan 7,m
toxunan fezasinda 9,,...,0,, harakatli bazisi teyin olunar. @ger PeU
noqtesini dayissak, naticede U Uzerinde » sayda o, vektor meydanlarini
almis olanq. U Gzarinde verilmis x vektor meydani tg¢ln har bir x, toxunan
vektorunu herekstli bazis uzre ayirmaq olar: X, =71'(P)d,, +-+ f"(P)0,,,
burada f£'(P),..f"(P) ile Xx, toxunan vektorunun koordinatlar isare

olunmusdur.
9gaer P e U nogtesini deyissak, naticads (1) amallarine asasan,
X=f0,++f"0, (2)
ayrilisini alanq, burada 7',..., /" -U uzarinda funksiyalardir.

(2) beraberliyindaki f',....,r" funksiyalarina U uzarindaki Xx vektor

meydaninin (U, ) lokal xaritesina naezaran komponentlari deyilir.

9gar AcM agq alt coxlugu Gzerinde Xx vektor meydaninin M
coxobrazlisi tzarindeki istenilen (U,p) lokal xeritesine nazeren
komponentleri U4 (izerinde hamar funksiyalardirsa, onda Xx hamar

vektor meydani adlanir.

Gostarmak olur ki, iki hamar vektor meydaninin cemi ve hamar vektor
meydaninin hamar funksiyaya hasili hamar vektor meydanlaridir. Dogrudan
da, eger X=f0,Y=g'0,-hamar vektor meydanlar, f-hamar
funksiyadirsa, onda

X+Y:(fi+gi)aiﬂfX=ﬁiaia

ve hamar funksiyalarin cemi, elace da hasili hamar funksiyalardir.



Ac M agiq alt ¢oxlugu uzerinda teyin olunmus bitin hamar vektor
meydanlar ¢oxlugunu X(4) kimi isare edirik. X eX(4) vektor meydani
(Dy/)P)=D, f qaydasi ile D, :C*(4)—C"(4): f— D,f inikasini tayin edir.
Bu inikas asagidaki xasselera malikdir:

Vf,geC*(A),YaeR, Dy(f+g)=Dyf+D,g,
Dy(of)=aDyf, Dy(fg)=fDyg+gDyf.

Tutaq ki, X,Y e X(4) vektor meydanlar verilmisdir, burada 4-Mm -de
aciq alt coxlugdur. 4 uzerinde tayin olunmus ve ixtiyari (U,p) lokal
xaritesine nazaran komponentlori [X,Y]U =(f'0,g’ —g'0,/7)0, soklinde olan
vektor meydanina x ve Y vektor meydanlarinin kommutatoru deyilir ve

[x,¥] kimi isare olunur. Askardir ki, harakatli bazisin vektor meydanlar ugiin,

l0,,0,|=0.
Teorem. Kommutasiya amali asagidaki xassalara malikdir:
a) [x,v]=-[r,x] xususi halda [x,x]=0;

b) Va,BeR, aX, + BX,,Y]|=alX,. Y]+ plX,.Y]

IV Miihazire

Li gruplan
Li grupu eyni zamanda diferensiallanan c¢oxobrazli olan els G
grupuna deyilir ki, GxG>5 (a,b) ab™' € G qrup amaliyyati GxG ¢oxlugundan

G-ya diferensiallanan inikas olsun. [5]. L, (uygun olaraq, R, ila ) ile G

grupu uzerinde a«eG elementinin dogurdugu sol (sag) siriasmaleri isare
edak:



VxeG Ugin L x=ax (R,x=xa). acG Ugin ada G-do
(ada)x=axa™',VxeG
soklinda tayin olunan daxili avtomorfizmidir.

Tutaq ki, GL(n,R)-butin heqigi cirlasmayan nxn tertibli 4=(a')

matrislerinin qrupudur. Hasil emali
(4-B); = 3 a;b]
k=1

soklinde verilir. GI(n,R) R" fezasinda agq altcoxlug, elece ds acq
altcoxobrazli kimi baxila biler. Bu diferensiallanan struktura nezaran GI(n,R)

Li grupudur.

Tutaq ki, G Li qrupu ve M hamar coxobrazlisi verilmisdir. Asagidaki
sortlor 6denildikde deyirlor ki, G M g¢oxobrazlisi Gzarinda ¢evirmalerin Li

grupudur, ve ya G M (izerinds tasir edir (diferensiallanan sakilda) [5]:

1) her bir a e G elementi M-da x> xa kimi isara olunan ¢evirmani dogurur,
burada xeM ;

2) GxM5 (a,x)— xa € M diferensiallanan inikasdir;
3) batin a,» € G ve xeM lgln X(ab) = (xa)b .
9gar bitin xeM Uglin R x=x minasibatinden «=e alinirsa, onda

deyirler ki, G M uzarinde effektiv (serbast) tasir edir.

V Miihazira
Bas laylanma fazasi. Xatti reperlarin laylanmasi
Tutaq ki, M-C~ sinfindan olan n-6lgult diferensiallanan ¢oxobrazh, G-Li

grupudur. M goxobrazlisi tizerinda qrupu G olan bas laylanma fezasi, ve ya



gisa sokilde bas laylanma (diferensiallanan ) P ¢oxobrazlisindan ibaratdir ve

G-nin P Gzerinds tasiri asagidaki sartlari 6dayir :

1) G P uzerinda sagdan serbast tesir edir:

(u,a)e PxGr>ua=R,uecP,

2) M-G grupunun dogurdugu ekvivalentliya nazaran P lgun faktor fozadir,
M=P/G va kanonik nt : P—M proyeksiyasi diferensiallanandir;

3) P lokal trivialdir, yani har bir xe M néqtasinin ele U atrafi vardir ki, n™'(«)
UxG ¢oxluguna o menada izomorfdur ki, w(u)=(rt(x).¢(x)) minasibatini
odayen y:n'(u) > UxG difeomorfizmi vardir, burada ¢ n'(x)-dan G-ya
tosir edan ve bitin uen™(u) vo ae G Uglin ¢(ua)=(p(x)) a sortini 6dayan
inikasdir.

Bas laylanma fezasi p(M, G, n), P(M,G) ve ya sadeca P kimi isara
olunur. P-ye total faza, yaxud laylanmanin fazasi, M-8 laylanmanin bazis
fozasi va ya bazasi, G-ye struktur qrup, n-ya ise proyeksiya deyirlar. Har bir
xeM ugun nt'(x) P-de gapal alt coxobrazl olub x néqgtssi Gzerinde lay

adlanir.

Tutaq ki, G Li qrupu ve M ¢oxobrazlisi verilmisdir, eyni zamanda G
grupu P=MxG (izerinde sagdan bu sakilde sarbast tasir edir. Har bir » G
Uglin R, (x,a)e MxG cutuni (x,ab)e M xG citine inikas etdirir. Bu sokilde

tayin olunan P(M,G) bag laylanma fazasi trivial laylanma adlanur.

Bas laylanma fazasinin terifindaki 3) sertine esasen, P(M,G) bas

laylanmasi tgiin M Gzerinde {u,} aciq ortiyini segmak olar, burada har bir
n'(u,) ¢oxlugu n'(u,)-dan U, xG-nin Gzerinds tesir eden els u — ((u),

¢, (1)) difeomorfizmi ile techiz edilmisdir ki, ¢, (ua)= (¢, (u))a -

9ger uemn (u, nu,) olarsa, onda



0, (ua)p, wa)" =g, e, )",

bu ise onu gésterir ki, ¢,(u) (¢,))" yalniz n(u)-dan asilidir, lakin u-dan asili

deyildir. Biz
W 5 ((U))= 0, (), ()

qaydasi ile v, :U,nU, —» G inikasini tayin eds bilsrik. v ,, inikaslan ailssi
P(M,G) laylanmasinin M (zerinde {u,} 6rtiyina uygun olan kegid

funksiyalar ailesi adlanir. Asanhgla yoxlanilir ki,
xeu, Nuy, Nu, UgUN l//m(x)zl//yﬂ(x)-l//ﬂa(x).
Laylanma fezalarina dair nimunalara baxaq.

|. Xotti reperloerin laylanmasi. Tutaq ki, M n-6l¢ili hamar goxobrazhdir.
xeMnoqgtesinde U xatti reperi dedikde T (M) toxunan fazasinin
nizamlanmis X ,...Xx, bazisi basa dusulur. L(M) ile M ¢oxobrazlisinin bitin
nogtelerinde butin xatti reperlarin coxlugunu isara edak va ferz edak ki, n-
L(M) — -den M-in Gzarina tasir edan ela inikasdir ki, bu inikas zamani x
noqtesinin U reperi x noqtasina cevrilir. Gl(n,R) tam xatti qrupu L(M)
uzerinde sagdan bu sekilds tssir edir. 9ger az(aj.)eGl(n,R) olarsa ve
u=(X,...X,)-xnoqtesinda xatti reperdirsa, onda ua terife gére x néqtesinde

Y, =>a'X, qaydasi ilo teyin olunan (¥,...Y,) xetti reperidir. Askardir ki,

Gl(n,R) L(M) Uzerinda sarbast tesir edir ve n(u)=n(v) munasibati yalniz va
yalniz miayyan aeGI(n,R) Ugin v=uaoldugda &denilir. L(M)-de
diferensiallanan struktur daxil etmek tgiin, ferz edsk ki, (x'....x")-M-de U

koordinat atrafinda lokal koordinat sistemidir. xe M noéqtesinde har bir «

reperi yegana qaydada X, =X§§ olmagla U =(x,...,X,) soklinde tasvir
X

k

oluna bilsr, burada (x*)-qeyri mexsusi matrisdir. Bu onu gostarir ki, " (u)



goxlugu U xGl(n,R) ile biyektiv uygunlugdadir. n'(x) strafinda lokal koordinat
sistemi olarag, (x') ve (x!)-m goturmekle L(M)-i diferensiallanan
coxobrazliya gevira bilerik. Bu muhakimaler gésterir ki, L(M) (M,Gl(n,R)) bag
laylanmadir. L(M)-8 M goxobrazlisi uzerinds xatti reperlerin laylanmasi

deyilir.
agar (x') ve (x")-M goxobrazlisinda
x'=x" (xl,...,x”)

cevirmasi ile bagl olan lokal koordinat sistemleridirse, onda L(M)
laylanmasinda (x',x’) ve (x",x!) indusire olunmus koordinat sistemleri

dcun

x’j? x" (xl,...,x”), (1)

X]=4"Xx!

gevirmasini yaza bilerik. Buradan aydin olur ki, L(M)-n+nr* 6lgila hamar

coxobrazhdir. x“ = X! ,i =a-n+i qobul etmakle, (1) cevirmasini
xl, = xlr (xl)

soklinde yazmagq olar, burada
I1=12,.,n+n*, x' = (xi,xi“ )

(1) cevirmasinin Yakobi matrisi asagidaki struktura malikdir:

o’ A: 0
o' )\ X104 A8

o%x’

ox’ox’

burada 57 -Kroneker simvoludur, 6,47 = 4; =




VI Mihazirs
Bas laylanma fezasinda rabitalar

Tutaq ki, P(M,G)-M c¢oxobrazlisi uzserinde qrupu G olan bas
laylanmadir. 7, (P) ile u noqgtesinde P —ye toxunan fezani isare edak. Farz
edak ki, G, — T, (P) fezasinin laya toxunan vektorlarindan tagkil olunmus alt
fozadr.

P laylanmasinda I" rabitesi her bir u € P néqtesina 7, (P)-dan olan
Q, alt fezasinin ele qarsi qoyulmasidir ki,

1) T,(P)=G, +Q, (diz cem);
2) Yue P,aegG, 0,.=(R).0, burada R, —aeG elementinin P-
da dogurdugu cevirmadir: R u = ua;

3) O —niun u —dan asililig diferensiallanandir.

2) seorti onu gosterir ki, u — Q, paylanmasi G -ya nazaren invariantdir.
G, —nu T, (P)-ds saquli, O, -nu ise ufuqi alt feza (ve ya horizontal alt feza)
adlandiraq. X €T, (P) vektoru G, —ya aid oldugda (uygun olaraq, Q,-ya aid

olduqda) saquli (uygun olaraq, horizontal ) vektor adlanir. 1-ci serte asasan,
har bir X T, (P) vektoru yegans qaydada X =Y + Z soklinde yazila biler,
burada YeG,,Z€Q,. Y (uygun olaraq, Z) X vektoru Ggln saquli (uygun
olaraq, horizontal) komponent adlandinlir ve vX (uygun olaraq, AX) kimi
isare olunur. 3-cu sort onu gosterir ki, ager X — P zarinda
diferensiallanan vektor meydanidirsa, onda vX ve hX vektor meydanlar

da diferensuiallanandirlar.

P —da verilmis I rabitesinin kémayi ile P Gzerinds qgiymatleri G
grupunun g Li cebrindan olan o 1-formasini bu sakilda teyin edek. Har bir
Aeg P uzerinde fundamental vektor meydani adlanan A" vektor

meydanini dogurur. Har bir ue P Ggin 4—(4), — g-den G, —nun (zarina



xotti izomorfizmdir. Har bir X €T, (P) tgin o(X)—i ele yegana A g kimi
tayin edirik ki, (4"), X vektorunun saquli komponentlari olsun. Aydindir ki.

o(X)=0 sorti yalniz ve yalniz X horizontal oldugda dogrudur. » formasina

verilmis T rabitasinin rabits formasi deyilir.

Teorem. w rabite formasi asagidaki sertleri 6dayir:

1) VAe g lciin w(4") = 4;

2) Har bir a e G va P tizerinda har bir X vektor meydani tigin
(R,) ®=ad(a "o, yoni

(R, ®)(X)=ad(a™")-w(X), burada ad — G-nin g —da birlasdirilmis

tosvirini ifade edir.

Mihazirs VI
oyrilik formasi va struktur tanliyi
Tutaq ki, P(M,G)—-bas laylanma, p ise G qrupunun V' sonlu olgula
vektorlar fazasi lzarinds tasviridir. Har bir ae G lGgin p(a) V —do xatti
cevirmadir vo a,beG uglin p(ab)= p(a)p(b). P uzearinde (p,V) tipli r
daracali psevdotenzorial forma P (izarinda V -giymatli ele ¢ r —formasidir
ki,

Ryp=p(a”)-¢,aeG.



oger P-de X, toxunan vektorlarindan heg¢ olmazsa biri saqulidirse,
yoni laya toxunandirsa va bu halda ¢(X,,X,,...,X,)=0 olarsa, deyacayik ki,
¢ tenzorial formadir.

Toklif 1. ©ger ¢ - P uzerinde (p,V) tipli psevdotenzorial r-
formadirsa, onda:

(@) X, eT,(P) ugun (ph)(X,,....X,)=@(hX,,....,hX ) Kimi teyin olunan
oph formasi (p,V) tipli tenzorial formadir.

(b) do (p,V) tipli psevdotenzorial (»+1) —formadir.

(c) Dp=(dp)h kimi tayin olunan D¢ (r+1) —formasi (p,V) tipli
tenzorial formadir.

Teorem 1 (struktur tonliyi). Tutaq ki, @ —rabite formasi, Q isa onun

ayrilik formasidir. Onda X,Y €T, (P),u € P ugun
do(X. ) == [0(0),0()] + QX.Y).

Tutag ki, e¢,...e,—g Li cebrinin bazisidir ve C —i,jk=1,..r-
struktur sabitleridir, yani

[ej,ek]:Z_C;kei, Jj.k=1,..r.

Ferz edek ki, w=Yao'e;,, Q=3Q'¢,. Onda struktur tenliyi bu sekilde

1

ifada olunur:

da)i :—lzcj'ka)j /\C()k +Qi, izl,...,r.
2k

Teorem 2 (Bianki eyniliyi). Tutaq ki, w—rabita formasi, QQ ise onun
ayrilik formasidir. Onda
Dw=0.
Movzu Ne Vi

Vektor laylanmasi. Vektor laylanmasinda rabitaloer



Vektor laylanmasi anlayisi. Vektor laylanmasinin kasiyi. Kovariant

torema. Lay metrikasi. Metrik rabite. Struktur tonliyi.

1. Kobaasi S., Nomidzu K. Osnovi differendialgnoy geometrii. Tom |,
Per.s anqgl., M., Nauka, 1981. s.113-118.
2. Dubrovin B.A., Novikov S.P., Fomenko A.T. Sovremennaa geometria.
M., 1979. s. 615-619
Movzu Ne IX

Xotti rabitalar

Kanonik forma. Xatti rabite. Standart horizontal vektor meydan.

Buruglug formasi. Birinci ve ikinci struktur tenlikler.

1. Kobasasi S., Nomidzu K. Osnovi differendialgnoy geometrii. Tom |,
Per.s anqgl., M., Nauka, 1981. s.118-123.

2. Dubrovin B.A., Novikov S.P., Fomenko A.T. Sovremennaa geometria.
M., 1979. s. 628-633.

Mo6vzu Ne X

Afin rabitalor

Toxunan afin feza. Afin reperi. Umumilasmis afin rabits. Xarici

kovariant diferensiallama. Afin rabite anlayisi.

1. Kobaasi S., Nomidzu K. Osnovi differendialgnoy geometrii. Tom |,
Per.s anqgl., M., Nauka, 1981. s.128-128.



2. Dubrovin B.A., Novikov S.P., Fomenko A.T. Sovremennaa qeometria.
M., 1979. s. 252-260.

XI Miihazira
Hamar ¢coxobrazlinin toxunan laylanma fazasi
Tutaq ki, M —C~ sinfinden olan n-6l¢ilu diferensiallanan coxobrazlidir.

Batun 7.M, x e M toxunan fezalarinin dizyunktiv birlesmasi kimi teyin olunan

7(M) ¢oxluguna baxaq:

r(M)=Jr,M.

peEM

Gorunduya  kimi, 7(m) g¢oxlugunun négtaleri M ¢oxobrazhisinin  batin
mumkian toxunan vektorlandir. Har bir ve (M) vektoru Ggiun ve T M sortini
odayan xe M noégtasini n(v) simvolu ile isare edak. Naticada har bir xem

néqtesi ti¢lin n™'(x)c 7.M xassasine malik olan
n:T(M)-> M

inikasi teyin olunur. ixtiyari UcMm agq c¢oxlugu tgin mn'(u)c7(M) alt
soxlugunu T(U) coxlugu ile eynilesdirek. U goxlugu (U.k)=(U,x",...x")

xaritesinin oblasti oldugu halda ixtiyari v e 7(U) vektorunu
Th(v)z (xl,...,x",vl,...,v")e R™

vektoruna geviran 74 : T(u)— R*" inikasi tayin olunur, burada x'....x" —x=m(v)

nogtasinin - (u,#) xaritesinde  koordinatlari,  v',.,v"—v  vektorunun

( d J (i) bazisinds koordinatlaridir. Belslikls,

@ Ox
(), (5]
v=v|—| +.tv — .
ox ), ox" ),

X




Qeyd edak ki, +'...,v" odadleri v vektoru ile birgiymatli tayin olunurlar.
Aydindir ki, 7» biyektiv inikasdir ve ona gére de ((u),7h) citi 7(M)-do
xoritedir. Tutaq ki, (U,k) ve (U',h')-M ¢oxobrazlisinin (miayyanlik Ggin

kasisan ) iki xaritosidir ve

1

x" zx",(xl,...,x”l i=1..,n, (1)

uygun lokal koordinatlarin kegid disturlardir. (U nU' kasismasinda). Tarifa

gore her bir xeU U’ néqtesi tglin ixtiyari veT M vektorunun (U,r) ve

(U',n") xeritalerindaki v'...,v" va v",..,v" koordinatlar arasinda

. axi’ ;

i = i 2

) @

manasibati vardir, burada {aij - (1) funksiyalarninin xtisusi téramalarinin x
X

noqgtesindaki giymatlaridir. Diger tarefden, aydindir ki, 7 va 74’ inikaslan
TUnU)=T(U)NTU")

goxlugunu R =RxR fozasina, uygun olaraq, WU NU")xR" vo h'(U~U')xR"
aciqg coxluglarina cevirirler, bels ki, (1) ve (2) dusturlan birlikde birinci

coxlugun ikinci ¢oxluga 7r/(Th)" inikasini  teyin edirler. Bitin

o
ox' i

difeomorfizimdir. Belalikle, (7(x),7#) ve (T(u'),Th') xoritalori bir-biri ile

xeUnUu'noqtaleri Ggln  det #o0 oldugundan, alnir ki, bu inikas

razilasdinlmisdir. Aydindir ki, bu nstice UnU’'=@ oldugda da dogrudur
(UnU'=@ oldugqda 7(u)nT(u')=@ olur). Buradan bilavasite alinir ki, (7(x),7%)
soklinda olan xariteler 7(M) Gizerinda atlas ve miayyan hamar struktur tayin

edirler.



Qurulmus 7(M) hamar ¢oxobrazlisi M ¢oxobrazlisinin toxunan
vektorlarinin coxobrazlisi adlanir. Bu ¢oxobrazlinin élgiisii 2n-o
barabardir, burada n=dim M. =(7(M),z, M) tgliyina ise M ¢oxobrazlisinin
toxunan laylanmasi deyilir. Bir sira hallarda M g¢oxobrazlisinin toxunan
laylanmasi olaraq, 7(m) fezasi gétirilir. Qeyd edsk ki, (2) dusturlarinda
xtsusi téremalerin varligina asasan, 7(M) g¢oxobrazlisinin hamarliq tertibi M

coxobrazlisinin hamarliq tertibindan bir vahid azdir.

Terife asasan, (7(u),7h) xaritasine uygun olan lokal koordinatlar
x',..x", v',.,v" odedleridir. Belalikla, x'....,x"simvollari heam U atrafindaki
lokal koordinatlar, hem da 7(U) atrafinda lokal koordinatlarin bir hissasini
ifade edirlor. (1.14) c¢evirmasine 7(M) toxunan laylanmasinda lokal

koordinatlarin

i 6xi,j i (3)
vV =|——1\V

cevirmaleari uygundur.
x' =v', i =n+1,...,2n gabul etmakls, (3) cevirmasini
x!' = xly(x[), 1=12,..2n
soklina gatirmak olar.

(3) gevirmalarinin Yakobi matrisi asagidaki struktura malikdir:

o' ox”
(&CFJ_ e _(A,-i' OJ
o) |’ o’ | \vod 4 )
s

burada 4" =2 .

X



z,s =id goartini 6dayan kasilmaz o: M — T(M) inikasina 7(M) toxunan
laylanmasinin kasiyi deyilir. Qeyd edak ki, 7(M) toxunan laylanmasinin

kasikleri M ¢oxobrazlisi Gizarinda vektor meydanlaridir.

Xl Miihazira

Toxunan laylanmada vektor meydaninin tam va horizontal liftlori

Tutaq ki, C” sinfinden olan n-6l¢ilu diferensiallanan M ¢oxobrazlisi

verilmisdir. M ¢oxobrazlisi tizerinde ixtiyari X vektor meydanini gétirak ve
onun (U,xi) lokal xaritesindeki koordinatlarini X’ ilo isare edak. X vektor
meydaninin 7(M) toxunan laylanmasina tam lifti 7U koordinat atrafinda

verilmis

CXZ(CX])Z(CXI"ch)z(Xi’vjani) (1)
vektor meydanidir, burada i=12..,n, i=n+1..2n [1=12,.2n (1)
soklinde “X tam liftinin vektor meydani tayin etmasi

11
rOx

cvyvlI
6x1X

CX]
1
barabarliyinin 6danilmasi yolu ile asaslandirilir, burada (Zx—lj T(M)
X
toxunan laylanmasinin lokal koordinatlarinin

, "
xt =X (x ,...,x”)

Y
Vl :_Vl

ox'

gevirmasinin Yakobi matrisidir, yoni

6x1, Aii’ 0
ox' ) p 0,4l A, .



M coxobrazlisi tzerinde V afin rabitesi verildiyi halda vw e x(m)
vektor meydaninin 7(M) toxunan laylanmasinda horizontal lifti 7U

koordinat atrafinda verilmis
ty = (i )= (i -y v ) (2)

vektor meydanidir, burada 1“,;. V afin rabitasinin amsallandir. (2) seklinda

"w horizontal liftinin vektor meydani teyin etmasi

HWI’ :axr HW]
ox!

barabarliyinin 6danilmasi yolu ile asaslandirilir.

Miihazira XiIll

Toxunan laylanmada tenzor meydaninin tam va horizontal liftlori
Tutaq ki, C” sinfinden olan n-6lctlu diferensiallanan M c¢oxobrazlisi
verilmisdir. M ¢oxobrazlisi Gzarinds ixtiyari F afinor meydanini gétirak ve
onun (U,xi) lokal xaritesindaki koordinatlarini 7/ ils isare edsk. F afinor

meydaninin 7(M) toxunan laylanmasinda tam lifti 7U koordinat atrafinda

F/ =F/, F/ =0, °F) =v"0,,F/

1

‘FJ = FJ.

(1)

soklinda toyin olunan afinor meydanidir, burada
i=12,...n, i=n+1..2n, I=12,.,2n. (1) soklinde °F tam liftinin afinor
meydani teyin etmasi

J' I
CFJ’_ax 5x cJ

I' = A J J
ox” Ox



1/
barabarliyinin 6danilmasi yolu ile asaslandirilir, burada (a—l
X

toxunan laylanmasinin lokal koordinatlarinin
¥ =x" (xl,...,x”)
ox” ;
—V
ox'

cevirmasinin Yakobi matrisidir, yani

6x1, Aii’ 0
ox' ) p 0,4l A, '

M coxobrazlisi tzerinde V afin rabitasinin verildiyi halda F

)
(M)

afinor

meydaninin  7(M) toxunan laylanmasinda horizontal lifti 70 koordinat

otrafinda

hpj _ g hpj hpj _ mpjpr _ mprpj
F;' _F'iﬂ va _07 F; =V Frrmi VF}Fmr’

hgl =

soklinda toyin olunan afinor meydanidir,

i=12,...n, i=n+1.2n I[=12,..2n.
(2) seklinde "F horizontal liftinin afinor meydani teyin etmasi

J' I
hFJ' 6x 6x hoaJ

= I

I' = A J I
ox” Ox

barabarliyinin 6danilmasi yolu ile asaslandirilir.

(2)

burada



Mihazira XIV
Toxunan laylanmada afin rabitanin tam va horizontal liftlori
Tutaqg ki, C” sinfinden olan n-6lctlu diferensiallanan M c¢oxobrazlisi
verilmisdir. M c¢oxobrazlisi tUzerinde V afin rabitesine baxaq. V afin

rabitasinin M hamar ¢oxobrazlisinin T(M) toxunan laylanmasinda tam lifti
‘(VyY)=°V. Y (1)

baraberliyi ile teyin olunur, burada X,Y - M hamar ¢oxobrazlsi Gzerinda
veriimis vektor meydanlandir, “X,°Y ise onlarn T(M) toxunan

laylanmasinda tam liftleridir, “°V ise V afin rabitesinin T'(M) toxunan

laylanmasinda tam liftidir.

)

oger F;‘ —V afin rabitesinin emsallandirsa, onda (1) barabaerliyinden

“V tam liftinin sifirdan fergli amsallarinin asagidaki ifadaleri alinir:

Tf=Tf, ‘TE=Tf =T}, ‘Tf =v"0,I}

i iy 7 meij !
burada v" — T (M) toxunan laylanmasinin lay koordinatlaridir.

V afin rabitesinin M hamar c¢oxobrazlisinn T(M) toxunan

laylanmasinda horizontal lifti ise

"VyY)="v,. "7, "V, Y)="V

(2)
baraberliklari ila tayin olunur, burada X,Y — M hamar ¢oxobrazlisi Gizerinda

verilmis vektor meydanlarndir, “X.,'Y,"X.,"Y ise onlarnn T(M) toxunan

laylanmasinda uygun olaraq, saquli ve horizontal liftlaridir.



(2) barabearliklarinden muayyen edilir ki, V afin rabitasinin M

hamar ¢oxobrazlisinin 7(M) toxunan laylanmasinda "V horizontal liftinin

amsallari onun hamin laylanmadaki “V tam liftinin amsallarindan yalniz

"TF=v"@rk + AT, ~TI T

it jm ir~ jm rm= i

komponentlar seriyasi ile forglanirler.

Miihazira XV
Kotoxunan vektorlarin laylanma fozasi
M hamar coxobrazlisinin butin ndgtelerinde (r,s) tipli tenzorlar

coxluguna baxaq:

;)= T, (p),
PEM

burada T7,)(p) - peM noqtesinds (r,s) tipli tenzorlar fozasidir.
w:T, (M)— M proyeksiyasi misal 2-de oldugu kimi daxil edilir, yani (r,s)
tipli har bir 1T/ (M) tenzoruna bu tenzorun tatbig oldugu noqgte garsi
goyulur. pe M noqtasi Uzerinda ﬂ_l(p) layl dedikde p ndqtssinda (r,s)
tipli tenzorlarin T/ (p) fezasl nazerds tutulur. Asanligla yoxlanilir ki,

(T, (M),z,M) Ugcliyu vektor laylanmasidir. Bu laylanmaya M ¢oxobrazlisi

uzerinda (r,s) tipli tenzorlarin laylanmasi deyilir.

Xlsusi hala baxaq. Tutaq ki, »=0, s=1. Bu halda M hamar
coxobrazlisi Uizerinde (0,17) tipli tenzorlarin (kotoxunan vektorlarin) “T'(M)

laylanmasini alariq. Bu laylanma fezasini kotoxunan laylanma fazasi

adlandinrlar. “T(M) kotoxunan laylanmasinin ndqtesi peM ndqgtesinde



(0,1) tipli tenzor (kotoxunan vektor) oldugundan “T'(M) kotoxunan

laylanmasinda lokal koordinatlar asagidaki kimi tayin olunurlar:
(x)=("x)=(x" ), (1)

burada

(1) koordinatlari asagidaki qayda ila gevrilirlor:

x =x"(x', X7, x"),

. ox' (2)
X =P =77 P
x
vo ya
x'=x"(x L), (3)

burada 1=12,.2n.

(2) ve ya (3) cevirmesinin Yakobi matrisinin strukturu asagidaki

Kimidir:

o a)
ax[ 8i a)C+ pkaiAiIf All'
ox'  ox'

burada 4/ :%i isara olunmusdur. (4)-den gérinduyd kimi,
X

det[ ox J = det(A")det 4 #0.
Ox

Bu ise onu gosterir ki, “T(M)- 2n-06lglll diferensiallanan goxobraziidir.






