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ПРОГРАММА 

курса «Теория функций комплексного переменного» 

1. Введение в теорию функций комплексного переменного. 

В этой части  отмечается история развития и известные 

факты теории функций комплексного переменного.  

 2. Поле комплексных чисел. Выражение комплексного 

числа в алгебраической, тригонометрической и показа-

тельной форме. 

В этой части  дается определение  комплексным числам, и 

определяются вычислительные действия над ними. Вво-

дятся понятия модуля и аргумента комплексного числа. 

Даются выражения комплексного числа в алгебраической, 

тригонометрической и в показательной форме. Даются 

геометрический смысл суммы и разности комплексных чи-

сел, записанных в алгебраической форме, и произведения и 

частного комплексных чисел, записанных в тригонометри-

ческой форме. Упрощается степень комплексного числа  с 

помощью  тригонометрического  её выражения и доказы-

вается теорема Муавра. 

 3. Корни комплексных чисел.   

В этой части  посредством тригонометрической записи 

комплексных чисел определяются их корни n -ой степени и 
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доказывается, что эти корни находятся на окружности оп-

ределенного радиуса, причем только n  из них различны. 

4. Последовательности и ряды комплексных чисел.  

В этой части  определяются последовательности и ряды 

комплексных чисел и вводятся понятия  их сходимости. 

Доказывается необходимое и достаточное условие сходи-

мости последовательностей и рядов комплексных чисел с 

помощью образованных из их вещественных и мнимых 

частей вещественных последовательностей и рядов. Опре-

деляются фундаментальные последовательности и ряды, и 

доказывается необходимое и достаточное условие сходи-

мости последовательностей и рядов. Вводится понятие 

сходимости последовательности  к бесконечности и дается 

определение расширенной комплексной плоскости. Даются 

понятия абсолютной и условной сходимости ряда. Даются 

преобразования Абеля для сумм и теоремы Абеля и Ди-

рихле для рядов. Доказываются свойства сходящихся по-

следовательностей и рядов, а именно доказываются соот-

ветствующие теоремы о сходимости суммы, произведения 

на число, произведения и частного сходящихся последова-

тельностей и теоремы о сходимости суммы, произведения 

на число и произведения сходящихся рядов.  

5. Стереографическая проекция комплексных чисел. 
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В этой части для  комплексного числа находящегося  на  

комплексной плоскости определяются проекция на окруж-

ности с центром на оси Oz (дополнительная ось) радиуса 

равной 2
1 -ой касающегося плоскость в точке O   и трех-

мерные координаты. 

6. Множества на комплексной плоскости.  

В этой части даются определения открытого круга, замкну-

того круга и окружности. Вводятся понятия точки касания, 

предельной, изолированной и внутренней точки, определя-

ется  замыкание множества, и доказываются её свойства.  

Даются понятия открытого и  замкнутого множества, и до-

казываются их свойства.  

7. Функция комплексного переменного.  

В этой части дается определение функции комплексного 

переменного  и определяются её вещественные и мнимые 

части, две вещественнозначные  функции вещественного 

переменного. Даются понятия образа и прообраза точки. 

Дается определение обратной функции,  и доказываются её 

свойства.  

8. Предел и непрерывность функции.  

В этой части даются определения и свойства предела 

функции. Доказывается необходимое и достаточное усло-

вие существования и нахождения предела. Вводится поня-
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тие непрерывности функции в точке и на множестве, и до-

казываются ее свойства. 

 9. Комплекснозначные функции вещественного перемен-

ного. Непрерывная кривая.  

В этой части дается определение комплекснозначной 

функции вещественного переменного  и вводится понятие 

ее предела, непрерывности, производной и интеграла. Вво-

дится понятия непрерывной кривой, открытой кривой, 

замкнутой кривой, простой кривой, спрямляемой кривой с 

ее длиной, гладкой кривой с ее касательной и понятие ра-

венства кривых.   Дается без доказательства теорема Жор-

дана и вводится понятие обобщенной непрерывной кривой.  

10. Производная и дифференциал. Правила дифференциро-

вания. Необходимое и достаточное условие дифференци-

руемости.  

В этой части даются определение производной  и понятие 

дифференцируемой функции. Доказывается, что необхо-

димым и достаточным условием дифференцируемости 

функции является существование ее конечной производ-

ной. Доказываются свойства производной  и формулы про-

изводной сложной функции, функции обратной заданной. 

Наконец, в конце раздела доказывается необходимое и дос-

таточное условие  дифференцируемости функции, следст-
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вием которого доказывается выражение производной 

функции с помощью соответствующих производных ее 

вещественной и мнимой части. 

11. Аналитичность функции в точке и на области.  

В этой части в отличие от дифференцируемости функции 

дается понятие аналитической функции в точке, и это по-

нятие вводится для области.  

12. О вещественной и мнимой части аналитической функ-

ции. Построение аналитической функции по заданной ее 

гармонической вещественной части.  

В этой части  с помощью условия Коши-Римана доказыва-

ется гармоничность вещественной и мнимой части на об-

ласти аналитичности функции. Строится аналитическая 

функция по заданной гармоничной  (в односвязной облас-

ти) ее вещественной части. Для этого используются свой-

ства II рода криволинейного интеграла.  

13. Геометрический смысл производной в точке. Конформ-

ное отображение  в точке и на области.  

В этой части дается геометрический смысл аргумента и 

модуля производной в точке и понятие конформного ото-

бражения I и II – го рода. Доказывается, что функция с от-

личной производной в точке является конформным ото-

бражением I рода. 
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14. Линейное отображение. Дробно-линейное отображение. 

Свойства дробно-линейного отображения: групповое свой-

ство, свойство сохранения окружности, свойство построе-

ния отображения  с помощью образов трех точек, свойство 

отображения круговых областей друг в друга, свойство со-

хранения симметрии. 

В этой части доказываются свойства линейного отображе-

ния. Доказывается конформность  дробно-линейного ото-

бражения в дифференцируемых точках расширенной плос-

кости, и в оставшихся  двух точках свойство сохранения 

угла. Доказывается, что суперпозиция дробно-линейных 

отображений, отображение обратное дробно-линейному 

являются дробно-линейными отображениями. Доказывает-

ся, что дробно-линейное отображение отображает обоб-

щенную окружность на обобщенную окружность с сохра-

нением отношения. Дается определение круговым облас-

тям и доказывается свойство сохранения круговой области 

при дробно-линейном отображении. Дается определение 

симметричности точек относительно окружности и дока-

зывается симметричность их образов при дробно-линейном 

отображении относительно соответствующего образа ок-

ружности.  

15. Степенная функция. 
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В этой части изучаются свойства степенной функции с на-

туральным показателем. посредством этой функции стро-

ятся образы окружности и луча выходящего с нулевой точ-

ки и определяются области ее однолистности. 

16. Функция n zw = . Выделение однозначных непрерыв-

ных ветвей. 

В этой части определяется многозначная функция n zw =  и 

выделяется ее однозначная непрерывная ветвь, отобра-

жающая соответствующую часть плоскости в угол со зна-

чением n
π2 . Как обратимая функция для этой ветви нахо-

дится обратная функция. Для многозначной функции 
n zw =  строятся поверхности Римана. 

17. Фцнкция zw exp=  и ее свойства.  

В этой части определяется функция zw exp=  и изучаются 

ее свойства. Посредством этой функции определяются об-

разы прямых параллельных и перпендикулярных к вещест-

венной оси  и определяется область ее однолистности.  

18 Логарифмическая функция Lnzw = .  

В этой части как обратная функции zw exp=  определяется 

многозначная логарифмическая функция Lnzw =  и строят-

ся ее однозначные непрерывные ветви. Как производная 
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обратной функции находятся производные этих ветвей. 

Для функции Lnzw = строится поверхность Римана. 

19. Тригонометрические и гиперболические функции.  

В этой части как продолжение в комплексную плоскость 

тригонометрических функций xsin , xcos , tgx , ctgx  и ги-

перболических функций shx и chx  (вещественной перемен-

ной) определяются тригонометрические функции xsin , 

xcos , tgx , ctgx  и гиперболических функций shx и chx  по-

средством функции zexp  и изучаются их свойства. Строят-

ся вещественные и мнимые части функций xsin  и xcos  до-

казываются некоторые оценки для zsin  и zcos . Вычис-

ляются производные для этих функций.  

20. Обратные тригонометрические функции.  

В этой части определяются многозначные функции 

zArcsin , zArc cos , Arctgz  и Arcctgz  и выделяются одно-

значные непрерывные ветви функций zArc cos и Arctgz . 

21. Степени с комплексным показателем.  

В этой части определяется с комплексным показателем и 

приводятся примеры. 

22. Общие показательные и степенные функции. 
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В этой части определяются степенные функции с ком-

плексным показателем и показательные функции, для ко-

торых строятся обратные (многозначные) функции. 

23. Интеграл функции комплексного переменного ,ее свой-

ства и формулы нахождения интеграла. 

В этой части дается определение интеграла вдоль спрям-

ляемых кривых и доказываются их выражения посредством 

вещественных криволинейных интегралов. Посредством 

определения вычисляются интегралы простых функций. 

Доказываются некоторые простейшие свойства интегралов, 

интегралы вдоль гладких кривых сводятся к интегралам 

Римана. 

 24. Интегральная теорема Коши. Теорема для сложных 

контуров.  

В этой части доказывается теорема для аналитических 

функций в односвязной области. Доказательство этой тео-

ремы сначала проводится вдоль треугольника, потом для 

n -угольника и в наконец для  произвольной замкнутой 

спрямляемой кривой. Далее, теорема Коши  доказывается 

для многосвязных областей и как следствие теоремы Коши 

получается равенство для сложных контуров.  

25. Интеграл и первообразная. 
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В этой части для функций изучаются интегралы, значения 

которых не зависят от вида кривой, как функция с верхней 

границей ведется исследование интегралов зависящих 

только от конечных точек кривой и доказывается теорема 

аналитичности этих функций в соответствующих областях, 

а также находятся их производные. Определив первообраз-

ную функции доказывается, что функция аналитическая в 

односвязной области обладает первообразной. Доказыва-

ются формулы Ньютона-Лейбница и интегрирования по 

частям.  

26. Интегральная формула Коши. 

В этой части доказывается формула выражающая значения 

аналитической в области и на ее границе (в случае когда 

граница является спрямляемой кривой) функции во внут-

ренних точках области посредством ее значений на грани-

це. Как следствие получается свойство среднего значения 

гармонических функций.  

27. Степенные ряды. Теорема Коши-Адамара. 

В этой части изучаются степенные ряды являющиеся час-

тым случаем функциональных рядов и даются понятия ра-

диуса и круга сходимости.  Доказывается формула вычис-

ления радиуса сходимости. Даются примеры  исследования 
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сходимости степенного ряда на окружности круга сходи-

мости. 

28. Равномерная сходимость. О равномерной сходимости 

степенных рядов.  

В этой части исследуется равномерная сходимость функ-

циональных рядов в областях их сходимости и доказывает-

ся равномерная сходимость степенных рядов в любом кру-

ге, взятом изнутри круга  сходимости. В следствии которо-

го доказывается непрерывность суммы функциональных 

рядов и возможность их почленного интегрирования.  

29. Аналитичность суммы степенных рядов.  

В этой части доказывается аналитичность суммы степенно-

го ряда в круге сходимости, следствием которого дается ее 

разложение в ряд Тейлора. С помощью этого разложения 

доказывается факт единственности степенного ряда. 

30. Теорема разложения аналитической на области функ-

ции в степенной ряд. Теорема Лиувилля.  

В этой части доказывается разложение аналитической на 

области функции в некоторой окрестности каждой точки 

области в степенной ряд. В теореме определяются указан-

ная окрестность и коеффиценты степенного ряда, для кото-

рых как следствие доказывается неравенство Коши. С по-

мощью этого неравенства доказывается теорема Лиувилля. 

 16 

Как применение теоремы Лиувилля доказывается основная 

теорема алгебры. В этой части доказывается бесконечная 

дифференцируемость аналитической и гармонической на 

области функций.  

31. Выражение производной аналитической функции через 

интеграл.  

В этой части аналогично интегральной формуле Коши до-

казывается формула интегрального представления произ-

водной n -го порядка функции во внутренней точке облас-

ти посредством граничных ее значений.  

32. Интеграл типа Коши и ее производная.  

В этой части дается определение интеграла типа Коши и 

доказывается формула ее интегрального представления 

производной n -го порядка. 

33. Нули аналитической функции.  

В этой части дается определение нуля и ее порядка анали-

тической функции, и доказывается необходимое и доста-

точное условие нуля p -го порядка. 

34. Теорема Морера.  

В этой части доказывается теорема, являющееся в некото-

ром смысле обратной теореме Коши. 

35. Теорема Вейерштрасса о равномерной сходимости ряда 

аналитических функций. 
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В этой части дается понятие равномерной сходимости 

функционального ряда внутри области и доказываются 

теорема аналитичности суммы и теорема вычисления про-

изводной ( p -го порядка) по правилу почленного диффе-

ренцирования ряда аналитических функций.  

36. Теорема единственности аналитических функций. Ана-

литическое продолжение.  

В этой части доказывается достаточное условие тождест-

венного равенства аналитической функции на области и 

отмечаются  необходимые условия теоремы. Дается поня-

тие аналитического продолжения, корректность которого 

доказывается с помощью теоремы единственности. Опре-

деляются аналитические продолжения некоторых функций 

с вещественной оси на комплексную плоскость. Для по-

строения аналитического продолжения доказаны теоремы.  

37. Ряд Лорана.  

В этой части как обобщение степенных рядов определяется 

ряд Лорана и дается определение ее сходимости. Для опре-

деления области сходимости доказаны теоремы. Доказыва-

ется аналитичность ряда Лорана в кольце ее сходимости и 

доказывается теорема тождественности рядов Лорана. 

38. Теорема Лорана.  
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В этой части доказывается теорема о разложении аналити-

ческой в кольце функции в ряд Лорана, коеффиценты  ко-

торого определяются посредством функции.  Как следствие 

для этих коеффицентов доказывается неравенство.  

39. Классификация изолированных особых точек ( одно-

значного характера). 

В этой части дается понятие особой точки и изолированной 

особой точки аналитической функции и их классификация, 

относительно которых доказаны теоремы. Дается эквива-

лентное определение изолированным особым точкам по-

средством ряда Лорана. 

40. Особенность в бесконечно удаленной точке и ее клас-

сификация. 

В этой части дается классификация особенности в  беско-

нечно удаленной точке и доказаны теоремы.  

41. Целые и мероморфные функции.  

В этой части дается определение и классификация целых 

функций. Дается определение мероморфной функции  и в 

качестве примера, которых  исследуются рациональные 

функции. Доказывается теорема о разложении мероморф-

ных функций.  

42. Вычет. Основная теорема о вычетах.  
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В этой части дается определение вычетам и доказывается 

корректность определения. доказывается основная теорема 

о вычетах. Доказывается теорема для вычисления вычета с 

помощью коеффицента 1−c  в лорановском разложении. В 

случае полюса для вычисления вычета доказаны формулы. 

43. Вычет в бесконечно удаленной точке. 

В этой части дается определение вычета в бесконечно уда-

ленной точке и для ее вычисления доказывается формула. 

Доказывается теорема о связи вычета в бесконечно уда-

ленной точке  с вычетом остальных изолированных особых 

точек. Изучаются вычисления вычета в бесконечно уда-

ленной точке в различных случаях. Теория вычетов приме-

няется к вычислениям интегралов функций комплексного 

переменного  и с помощью определенных теорем вычис-

ляются несобственные интегралы.  

44. Логарифмический вычет. Принцип аргумента и ее след-

ствие. Теорема Руше. 

В этой части доказываются свойства частного производной 

функции к функции и дается понятие логарифмического 

вычета. С помощью определенного выражения логарифми-

ческого вычета доказывается принцип аргумента и как ее 

следствие теорема Руше.  

45. Отображение области аналитической функцией. 
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В этой части доказывается, что образ области при аналити-

ческой функции, тождественно не равной постоянной, яв-

ляется областью. Отмечается, что свойство сохраняет силу 

и в том случае, когда область в расширенной плоскости со-

держит в себе  ∞  и функция )(zf  обладает полюсами. По 

поводу темы доказаны теоремы.  

46. Принцип максимума модуля аналитической функции.  

В этой части доказываются свойства модуля аналитической 

функции. Применяя принцип максимума доказываются 

свойства аналитических и гармонических функций.   
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