
Мцщазиря 1 
 

Topologiya aksiomları. Topoloji fəza. Açıq və qapalı çoxluqlar, onların 
xassələri. Topoloji fəzanın bazası 

 
 1. Метрик фязада ачыг чохлугларын ЫВ мцщазирядя  ифадя олунан  

хассяляриня  (теорем 2)  ясасланараг, тоположи фяза анлайышыны дахил едяк. 

 Тутаг ки,  X  чохлуьунда мцяййян гайда иля ашаьыдакы хассяляря 

малик олан    алт чохлуглар системи сечилмишдир: 

 Ы.   бош чохлуьу вя X  чохлуьунун юзц   системиня дахилдирляр. 

 ЫЫ.   системиндян олан алт чохлугларын истянилян аилясинин бирляшмяси   

системиня дахилдир. 

 ЫЫЫ.  системиндян олан алт чохлугларын истянилян сонлу аилясинин 

кясишмяси   системиня дахилдир. 

 Бу щалда дейирляр ки, X  чохлуьу цзяриндя тоположи структур ( вя йа 

тополоэийа ) тяйин олунмушдур.  ,X  ъцтцнц ися тоположи фяза адландырырлар. 

Ы,ЫЫ,ЫЫЫ хассяляриня тоположи структур аксиомлары дейилир. 

 X  чохлуьунун елементляри  ,X  тоположи фязасынын нюгтяляри,   

системиндян олан елементляр ися бу фязанын ачыг чохлуглары адланыр. Яэяр X  

чохлуьу цзяриндя щансы   тополоэийасынын сечилдийи артыг мялумдурса, онда 

 ,X  тоположи фязасыны  X  иля дя ишаря едирляр.  

 Тоположи фязалара даир нцмуняляря бахаг. 

 Мисал 1.  ,X  метрик фязасыны нязярдян кечиряк. ЫВ мцщазирядя верилян 

теорем 2-дян мцяййян едирик ки,  ,X  метрик фязасы тоположи фязадыр. Бу 

тоположи фязанын   тополоэийасы ачыг кцрялярин кюмяйи иля верилир (ЫВ 

мцщазирядя, бянд 2-дя  ,X  фязасында ачыг чохлуьун тярифиня бахын)  вя   

метрикасынын  доьурдуьу  тополоэийа адланыр.  

 Мисал 2. nR  арифметик фязасында ачыг чохлуг анлайышыны бу шякилдя  дахил 

етмяк олар. n  сайда    niba ii ,...,2,1,   интервалларыны  эютцряк. 

),...,2,1( nibxa iii   шяртини юдяйян бцтцн  nxxxM ,...,, 21  нюгтяляри чохлуьуну 

ачыг координат паралелепипеди адландыраг.  



 Яэяр nRF   чохлуьу щяр бир нюгтяси иля бярабяр юу нюгтяни юзцндя 

сахлайан мцяййян ачыг координат парале-лепипедини дя  юзцндя сахлайырса, 

онда бу чохлуьу ачыг чохлуг адландырырыг.   чохлуьу ачыг чохлуг гябул 

едирик. Асанлыгла йохламаг олур ки, бу гайда иля тяйин едилян бцтцн ачыг 

чохлуглар аиляси тоположи структурун Ы,ЫЫ вя ЫЫЫ  аксиомларыны юдяйир вя демяли, 

nR  чохлуьу цзяриндя мцяййян тополоэийа тяйин едир. Бу тополоэийаны тябии 

тополоэийа адландырырлар. Тябии тополоэийа nR  чохлуьуну тоположи фязайа 

чевирир. Бу тоположи фяза ядяди фяза ( 1n  олдугда ядяд дцз хятти ) адланыр. 

 Мисал 3. 2A  афин мцстявисиндя  PABCD   паралелогра-мына бахаг. 

10,10,   ADABAM  шяртини юдяйян бцтцн M  нюгтяляринин 


P  

чохлуьу P  паралелограмынын дахили щиссяси адланыр. Яэяр 2AF   чохлуьуну 

щяр бир нюгтяси иля бярабяр бу нюгтяни юзцндя сахлайан  мцяййян  

паралелограмын дахили щиссясини дя юзцндя сахлайырса, онда бу чохлуьу ачыг 

чохлуг адландыраг. Тярифя эюря щяр бир FM   нюгтяси цчцн еля P  парале-

лограмы вардыр ки, онун 


P  дахили щиссяси FPM 


 шяртини юдяйир.   

Йохламаг олур ки, бу гайда иля 2A  мцстявисиндя тяйин едилян ачыг 

чохлугларын   аиляси тоположи структурун Ы,ЫЫ вя ЫЫЫ аксиомларыны юдяйир. 

Беляликля, афин  мцстяви тоположи фязадыр. Ейни гайда иля эюстярмяк олар ки, nA  

афин фязасы тоположи фязадыр. 

Мисал 4. Ихтийари X  чохлуьунда бу X  чохлуьунун юзцндян вя   бош 

чохлуьундан ибарят олан   ,X  аилясиня бахаг. Ашкардыр ки, алт чохлугларын 

  аиляси  Ы,ЫЫ вя ЫЫЫ  аксиом-ларыны юдяйир, йяни  - X  чохлуьунда тяйин едилмиш 

тополоэийадыр. Бу тополоэийа антидискрет  ( вя йа тривиал ) тополоэийа,   ,X  

фязасы ися антидискрет тоположи фяза адланыр.  

Мисал 5. Тутаг ки, X -ихтийари чохлугдур,  XP  ися X  чохлуьунун 

бцтцн алт чохлуглары аилясидир. Ы, ЫЫ,ЫЫЫ аксиом-ларынын юдянилмяси ашкардыр. Бу 

тополоэийа дискрет тополоэийа,  ,X  фязасы ися дискрет тоположи фяза адланыр. 

4,5 мисаллары эюстярирляр ки,  истянилян X  чохлуьуну топо-ложи фязайа 

чевирмяк олар.  



2. Тутаг ки,  ,X  -тоположи фязадыр. X  тоположи фяза-сында ачыг 

чохлугларын тамамлайыъыларына гапалы чохлуглар дейилир.  Ашкардыр ки, X  

тоположи фязасында гапалы чохлуглар цчцн ашаьыдакы икили хассяляр доьрудур: 

I  .   бош чохлуьу вя X  чохлуьунун юзц  гапалы чохлуглардыр. 

 II  . Гапалы чохлугларын ихтийари аилясинин кясишмяси гапалы чохлугдур. 

 III  . Гапалы  чохлугларын ихтийари сонлу аилясинин бирляшмяси гапалы 

чохлугдур. 

 Бу хассялярин доьрулуьу мцщазиря 4-дя верилян  Де-Морган 

дцстурларындан билаваситя алыныр. 

 Беляликля, X  чохлуьу цзяриндя тополоэийанын верилмяси цчцн ачыг 

чохлуглар аиляси явязиня  IIIIII  ,,  шяртлярини юдяйян чохлуглар аилясини тяйин 

етмяк вя бу  чохлуглары гапалы чохлуглар адландырмаг олар. 

 Тоположи фязаларда метрик фязалара аид олан бир сыра мцщцм анлайышлары 

дахил етмяк мцмкцндцр. X  тоположи фязасынын x  нюгтясинин ятрафы бу нюгтяни 

юзцндя сахлайан ихтийари ачыг чохлуьа дейилир. Аналоэийайа эюря, Y алт 

чохлуьуну юзцндя сахлайан ачыг чохлуг  Y  чохлуьунун ятрафы адланыр. XY   

чохлуьунун тохунма нюгтяси  еля x  нюгтясиня дейилир ки, бу нюгтянин щяр бир 

ятрафы Y чохлуьу иля бош олмайан кясишмяйя маликдир. Y  чохлуьунун бцтцн 

тохунма нюгтяляри чохлуьу  Y  чохлуьунун  гапанмасы адланыр вя Y  иля ишаря 

олунур. Y  чохлуьу-нун  дахили нюгтяси еля Yx  нюгтясиня дейилир ки,  бу 

нюгтянин  Y  чохлуьуна дахил олан мцяййян ятрафы вардыр. Y чохлуьунун 

бцтцн тохунма нюгтяляри чохлуьу  Y чохлуьунун дахили щиссяси  адланыр вя 

IntY  иля ишаря олунур. 

 Теорем 1. XY   чохлуьу йалныз вя йалныз YY  олдугда гапалыдыр. 

 Исбаты. Тутаг ки, Y гапалы чохлугдур, йяни YX \ ачыг чохлугдур. 

Онда YX \  чохлуьу юзцнцн ихтийари нюгтясинин ятрафыдыр, йяни YX \  

чохлуьунун нюгтяляри Y  чохлуьунун тохунма нюгтяляри  олмурлар. Она эюря 

дя .YY  Диэяр тяряфдян, YY   олмасы ашкардыр. Беляликля, .YY   

 Тярсиня, тутаг ки,  YY  . Бу о демякдир ки, яэяр Yx  оларса, онда x  

нюгтяси Y  чохлуьунун тохунма нюгтяси дейил, йяни онун мцяййян xU  ятрафы 



Y  чохлуьу иля кясишмир: .\YXU x   Бурадан алыныр ки, YX \  чохлуьу xU  ачыг 

чохлугларынын бирляшмяси шяклиндя эюстяриля биляр: 


YXx

xUYX
\

\


 .                                           (1) 

(1) бярабярлийиндян ЫЫ тополоэийа аксиомуна ясасян алырыг ки,  YX \ - ачыг 

чохлугдур.  

 Теорем 2. X  тоположи фязасынын ихтийари Y  чохлуьунун  Y  гапанмасы 

гапалы чохлугдур. 

 Исбаты. Теорем 1-я ясасян,  YY   бярабярлийинин доьрулу-ьуну 

эюстярмяк йетярлидир. YY   олмасы ашкардыр.  YY   тярс дахил олмасынын 

доьру олдуьуну ясасландыраг. Тутаг ки, .Yx  Бу о демякдир ки,  x  

нюгтясинин ихтийари U  ятрафы Y  чохлуьу иля бош олмайан кясишмяйя маликдир: 

.YU  Фярз едяк ки, YUy  . Онда U  чохлуьу y  нюгтясинин ятрафыдыр. 

Диэяр тяряфдян, Yy  олдуьундан, U  чохлуьу Y  чохлуьу иля бош олмайан 

кясишмяйя маликдир. Беляликля, x  нюгтяси Y чохлуьунун тохунма нюгтясидир, 

йяни Yx . Бурадан YY   дахил олмасы вя  

YY   шярти дахилиндя YY   бярабярлийи алыныр.  

 Tutaq ki, bizə ),( X  topoloji fəzası verilmişdir. Bu fəzanın açıq 

çoxluqlarının müəyyən   IU   ,  ailəsinə baxaq. Əgər Xx  nöqtəsi və 

onun istənilən xU  ətrafı üçün elə xB  çoxluğu vardırsa ki, xx UBx   onda 

deyirlər ki,   ailəsi   topologiyasının bazasıdır. 

 Teorem.   IU   ,  ailəsinin   topologiyasının bazası olması üçün 

zəruri və kafi şərt   topologiyasından götürülən istənilən açıq çoxluğun   

ailəsinin müəyyən çoxluqlarının birləşməsi şəklində göstərilməsidir. 

 

 

Мцщазиря 2 
 

Kəsilməz inikaslar. Homeomorfizm. Hausdorf topoloji fəzalar 
 



 Рийази анализ курсунда ядяди аргументли кясилмяз функсийалар мцщцм 

рол ойнайырлар. Бу функсийаларын цмуми-ляшмяси щяндясядя ящямиййятли йери 

олан кясилмяз иникаслардыр. 

 1. Тутаг ки,  ,X  вя  TY , тоположи фязалардыр. Бу тоположи фязаларын 

YXf :  иникасына бахаг. Яэяр   Yxf 0  нюгтясинин ихтийари V  ятрафы цчцн 

Xx 0  нюгтясинин   YUf   шяртини юдяйян U  ятрафы вардырса, онда дейирляр ки, 

f  иникасы Xx 0  нюгтясиндя кясилмяздир.  f  иникасы X  фязасынын щяр бир 

нюгтясиндя кясилмяз олдугда  она кясилмяз иникас дейилир. Гейд едяк ки,  X  

вя Y  фязалары R  ядяд дцз хятти иля цст-цстя дцшдцкдя кясилмяз иникасын тярифи 

 xf  функсийасынын кясилмязлийинин рийази анализ курсундан мялум олан тярифи 

иля ейниляшир. 

 Ашаьыдакы теорем иникасын кясилмязлик яламятини ифадя едир. 

 Теорем 1. YXf :  иникасы йалныз вя йалныз ашаьыдакы еквивалент 

шяртлярдян бири юдянилдикдя кясилмяздир: 

 )a  Y  фязасындан олан ихтийари ачыг чохлуьун прообразы  X фязасында 

ачыг чохлугдур; 

 )b Y  фязасындан олан ихтийари гапалы чохлуьун прообразы  X фязасында 

гапалы чохлугдур. 

 Исбаты. Прообразлар цчцн     AfXAYf 11 \\    мцна-сибяти 

юдянилдийиндян,  )a  вя )b  шяртляри еквивалентдир. Фярз едяк ки, f  кясилмяз 

иникасдыр,  YV ачыг чохлугдур. Эюстяряк ки, V  чохлуьунун  Vf 1  

прообразы ачыг чохлугдур. Тутаг ки, ,Xx  онда   ,Vxf   йяни V  ачыг 

чохлуьу  xf  нюгтясинин ятрафыдыр. Онда f  иникасынын кясилмязлийинин тярифиня 

ясасян x  нюгтясинин еля U  ятрафы вардыр ки,   YUf  , йахуд  VfU 1 . 

Сонунъу мцнасибят  Vf 1  чохлуьунун ачыг чохлуг олдуьуну эюстярир. 

Тярсиня:  тутаг ки, )a  шярти юдянилир. Исбат едяк ки, f  иникасы X  фязасынын щяр 

бир нюгтясиндя кясилмяздир. Щяр щансы Xx  нюгтясини эютцряк вя  xf  

нюгтясинин ихтийари  V  ятрафына бахаг. Шяртя эюря V  чохлуьунун U  прообразы 



X дя ачыг чохлугдур.  Беляликля, Ux  вя   VUf  , йяни  xf  нюгтясинин 

ихтийари V  ятрафы цчцн x  нюгтясинин    YUf   шяртини юдяйян U  ятрафы вардыр. 

Тярифя эюря бу, f  иникасынын x  нюгтясиндя кясилмяз олмасы демякдир.     

 Кясилмяз иникаслара даир нцмуняляря бахаг. 

 Мисал 1. Ихтийари X  тоположи фязасынын юзцнцн юзцня ейнилик иникасы 

кясилмяздир. Бу иникас XId  кими ишаря  олунур: 

.,: xxXXId X   

 Мисал 2. Сабит иникас щямишя кясилмяздир. Тутаг ки, YX , тоположи 

фязалардыр, Yy0 мцяййян нюгтядир, f ися сабит иникасдыр: 

YXf : ,   .0yx   

Онда ихтийари YU   ачыг чохлуьунун прообразы, Uy 0  олдугда X  фязасы иля 

цст-цстя дцшцр вя  якс щалда   олур. 

 Мисал 3. Дискрет тоположи фязанын щяр щансы тоположи фязайа ихтийари 

иникасы кясилмяздир. 

 Мисал 4. Ихтийари тоположи фязанын антидискрет фязайа истянилян иникасы 

кясилмяз иникасдыр.  

 Теорем 2. Кясилмяз иникасларын композисийасы кясилмяздир. 

 Исбаты. Эюстяряк  ки, яэяр ZYX ,, тоположи фязалардырса вя YXf :  вя 

ZYg :  -кясилмяз иникаслардырса, онда бу иникасларын ZXfg :  

композисийасы кясилмяздир. fgh   ишаря едяк. Тутаг ки, ZU  -ихтийари ачыг 

чохлугдур. g  кясилмяз иникас олдуьундан,  Ug 1  чохлуьу Y дя ачыгдыр. 

 Ug 1  чохлуьунун   Ugf 11   прообразы ися f  иникасынын кясилмязли-йиня 

эюря X дя ачыгдыр.      UgfUh 111    олдуьундан  бурадан  h  

композисийа иникасынын  кясилмяз олмасы алыныр.  

 2. X  тоположи фязасынын Y  тоположи фязасына YXf :  иникасына бахаг. 

Яэяр f  иникасы гаршылыглы биргиймятли  вя гаршылыглы кясилмяздирся, онда дейирляр 

ки, f  щомеоморфизмдир. Бу о демякдир ки, f  иникасы ики шярти юдяйир: 1) 

f бийексийадыр; 2) f   вя 1f кясилмяз иникаслардыр. Яэяр YXf :  щомео-



морфизми вардырса, бу щалда X  вя  Y  фязалары  щомеоморф  фязалар адланыр вя 

,YX   йахуд YX f  йазылыр.  

 Иникасын кясилмязлийинидян вя гаршылыглы биргиймятлилийиндян  тярс иникасын 

кясилмязлийи  щямишя алынмыр. Мясялян,  baX ,  вя  dcY ,  икинюгтяли тоположи 

фязалаларына бахаг. Яэяр X  фязасы дискрет,  Y  фязасы ися антидискрет 

фязадырса, онда  YXf : , dbca  ,  иникасы  кясилмяз вя  бийектив 

иникасдыр.  Лакин бу иникасын тярси кясилмяз дейил.  

 Щомеоморфизмляря даир нцмуняляр эюстяряк. 

 Мисал 5. Дискрет фязанын  дискрет фязайа бийектив иникасы 

щомеоморфизмдир. Бу ашкардыр. 

 Мисал 6. Антидискрет фязанын антидискрет фязайа бийектив иникасы 

щомеоморфизмдир. 

 Щомеоморфизмлярин садя, лакин чох мцщцм олан хассялярини гейд 

едяк. 

 Теорем 3. а) Ихтийари тоположи фязанын юзцнцн юзцня ейнилик иникасы 

щомеоморфизмдир.  

 б) Щомеоморфизмин тярси олан иникас щомеоморфизмдир. 

 ъ) Ики щомеоморфизмин композисийасы щомеоморфизмдир. 

 Исбаты.  )a  вя )b  щюкмляри ашкардыр.  )c  щюкмцнцн доьрулуьуну исбат 

едяк. Тутаг ки, YXf :  вя  ZYg : щомеоморфизмлярдир. Онда 

ZXfgh  :  композисийа иникасы  f  вя g  иникасларынын кясилмязлийиня эюря 

кясилмяздир (бах  теорем 2). f  вя g  бийектив иникаслар олдугларындан,  h  

иникасы бийексийадыр.  Диэяр тяряфдян, 1f  вя 1g  иникаслары  кясилмяз 

олдугларындан,     

XZgfh   :111   

тярс иникасы кясилмяздир. Беляликля, h  иникасы щомеоморфизмдир.  

 Теорем 4. Щомеоморфизм заманы ихтийари ачыг чохлуьун образы ачыг 

чохлугдур, ихтийари гапалы чохлуьун образы ися гапалы чохлугдур. 



 Исбаты. Тутаг ки, YXf : -щомеоморфизмдир,   XYfg :1 тярс 

иникасдыр вя  XU ачыг чохлугдур. Онда    UgUf 1  чохлуьу  g  иникасынын 

кясилмязлийиня эюря ачыг чохлугдур  (шяк. 1). 
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Шякил 1 

 Гапалы чохлуьун прообразынын гапалы олмасы охшар шякилдя 

ясасландырылыр.     

 Теорем 4-дян мялум олур ки, YXf :  щомеоморфизми X вя Y тоположи 

фязаларынын тоположи структурлары арасында гаршылыглы биргиймятли уйьунлуг тяйин 

едир. Беляликля, тоположи нюгтейи-нязярдян щомеоморф фязалар  тамамиля ейни 

шякилдя гурулмушдурлар вя YX    щомеоморфизми X вя Y  фязаларында 

тоположи структур терминляриндя тяйин олунан  бцтцн  хассяляри ейниляшдирир. 

 Ашаьыдакы теорем доьрудур. 

 Теорем 5. Щомеоморфлуг мцнасибяти еквивалентлик мцнасибятидир. 

Бундан ютрц еквивалентлик мцнасибятинин тярифиня аид олан цч хассянин 

юдянилдийини йохламаг лазымдыр: 

 )a  Р е ф л е к с и в л и к. Щяр бир тоположи фяза юзц-юзцня щомеоморфдур: 

.XX   



 )b  С и м м е т  р и к л и к. Яэяр X  фязасы Y  фязасына щомеоморфдурса, 

онда Y  фязасы да X  фязасына щомеоморфдур:  

.XYYX   

 )c  Т р а н з и т и в л и к. Яэяр X  фязасы Y  фязасына, Y  фязасы ися Z  

фязасына щомеоморфдурса, онда X  фязасы Z  фязасына щомеоморфдур: 

., ZXZYYX   

 Исбаты. Мцвафиг  щомеорфизмляри эюстярмяк  кифайятдир. )a  щалында бу 

XId  ейнилик иникасыдыр. )b  щалында бу  XYf  :1  тярс иникасыдыр, бурада 

YXf : - яввялъядян верилян щоменоморфизмдир. )c  щалында ися бу  

ZXfg : иникасыдыр, бурада YXf :  вя  ZYg :  яввялъядян верилян 

щомео-морфизмлярдир. Бу мцлащизяляр символик шякилдя беля йазылыр: 

 )a  ;XX Id  

 ;) 1 XYYXb
ff   

 .,) XXZYYXc fggf    

 Беляликля, бцтцн тоположи фязалар щомеоморфлуг мцнасибятиня нязярян 

еквивалентлик синифляриня айрылырлар. Бу синифляря, йяни /M  фактор-чохлуьунун 

елементляриня  тоположи типляр дейилир, бурада M тоположи фязалар чохлуьудур.. 

Йалныз вя йалныз щомеоморф тоположи фязалар ейни тоположи типя маликдирляр. 

  ,X  фязасынын щомеоморфизмляр заманы дяйишмяйян хассяляриня 

тоположи хассяляр (вя йа тоположи инвариантлар) дейилир. Тоположи хассяляр еля 

хассялярдир ки, онлара щомеоморф фязалар йа маликдирляр, йа да малик 

дейилдирляр. Мясялян, дискретлик, антидискретлик, компактлыг вя рабитялилик 

хассяляри тоположи хассялярдир. Тоположи хассялярин юйрянилмяси тополоэийанын 

предметини тяшкил едир. ХЫХ ясрдя, тополоэийанын предметинин щяля Евклид 

фязасында чохлугларла мящдудлашдыьы бир вахда эюркямли рийазиййатчы Ф.Клейн 

тополоэийаны щяндясянин фигурларын щомеоморфизмляр заманы дяйишмяйян 

хассялярини юйрянян  бир тяркиб щиссяси кими тяйин етмишдир. Бу,  тополоэийаны  

щяндясянин диэяр тяркиб щиссяляриндян олан  Евклид щяндясяси, щиперболик 



щяндяся, пройектив щяндяся, афин щяндяся вя сферик щяндяся иля бир сырайа 

эятириб чыхармышдыр.  

 3. Кясилмяз иникасларын бир мцщцм хцсуси щалы кясилмяз функсийалардыр, 

йяни тоположи X   фязасынын R  щягиги ядядляр чохлуьуна кясилмяз иникасларыдыр. 

f  функсийасынын кясилмязлийини беля ифадя  етмяк олар: ихтийари Xx 0  нюгтяси 

вя ихтийари 0  ядяди цчцн 0x  нюгтясинин еля U  ятрафы  вардыр ки, Uy  

олдугда      yfxf 0  бярабярсизлийи юдянилир.  

 Тутаг ки,  YXf : метрик фязаларын кясилмяз иникасыдыр, 21, YX ,  

фязалары цзяриндя метрикалардыр. Онда f  иникасынын кясилмязлик шяртини беля 

ифадя едя билярик: ихтийари Xx 0  нюгтяси вя ихтийари 0  ядяди цчцн еля 0  

ядяди вардыр ки,    01 , xx  бярабярсизлийиндян       02 , xfxf  бярабярсизлийи 

алыныр.  

 Метрик фязалар цчцн ядяди ардыъыллыьын йыьылмасы анлайышынын 

цмумиляшдирилмяси дя файдалыдыр.   0,lim 0 


xx
n

  олдугда дейирляр ки,  nx  

нюгтяляр ардыъыллыьы 0x  нюгтясиня йыьылыр: 0lim xxn
n




. Фязаларын вя иникасларын бир 

чох хассялярини метрик фязанын йыьылан ардыъыллыглары терминляри иля ифадя етмяк 

олар. Мясялян, XY   чохлуьу верилдикдя, яэяр ихтийари йыьылан  nx  нюгтяляр 

ардыъыллыьы цчцн  n
n

xx


 lim0  лимити дя Y  чохлуьуна аид оларса, онда Y  гапалы 

чохлугдур. Метрик фязаларын YXf :  иникасынын кясилмязлик шяртини  Щейне 

мянада беля ифадя етмяк олар: яэяр  n
n

xx


 lim0  бярабярлийиндян  

   0lim xfxf n
n




 бярабярлийи алынырса, онда дейирляр ки, f  иникасы 0x  нюгтясиндя 

кясилмяздир. 

 4. Тутаг ки, X  вя Y  тоположи фязалардыр. Йени YX   тоположи фязасыны 

тяйин едяк. YX   чохлуьу X  вя Y  чохлугларынын декарт щасилидир: 

  .,, YyXxyxYX   

YX   чохлуьунда тополоэийа тяйин едяк.  


 WVU    бирляшмяси шяклиндя 

эюстярилян YXU   чохлуьуну  ачыг чохлуг адландырырыг, бурада 



 YWXV  , ачыг чохлуглардыр.  Ачыг чохлугларын хассяляринин юдянилмяси  

асанлыгла йохланылыр. Бу гайдада тополоэийанын дахил едилдийи YX   чохлуьу 

X  вя Y  тоположи фязалаынын декарт щасили  адланыр. X  вя Y  тоположи фязалары 

YX   декарт щасилинин вуруглары адланыр. Декарт щасиллярин ашаьыдакы хассяляри 

доьрудур: )a  YX   вя XY   фязалары щомеоморфдурлар; )b   ZYX   вя 

 ZYX   фязалары щомеоморфдурлар. Биринъи щалда щомеоморфизм олараг, 

   xyyx ,,   шяклиндя тясир едян XYYX :  иникасы  эютцрцлцр. 

 


 WVU   YX   фязасынын ачыг чохлуьу олдугда,     


 VWU   -  

XY   фязасынын ачыг чохлуьу олур. Икинъи щалда щомеоморфизм олараг, 

     zyxzyx ,,,,   шяклиндя тясир едян    ZYXZYX :  иникасыны 

эютцрмяк лазымдыр. YX   декарт щасилинин вуруглардан биринин, мясялян X  

фязасынын цзяриня   xyxf ,  шяклиндя тясир едян XYXf :  пройексийасы 

кясилмяздир. Доьрудан да, XU   ачыг чохлуьунун прообразы   YUUf 1  

шяклиндядир, йяни  Uf 1  ачыг чохлугдур. 

2T  аксиому: Фязада ихтийари ики мцхтялиф нюгтянин бир-бири иля 

кясишмяйян ятрафлары вардыр: yxXyx  ,,  цчцн  yVxU  ,   ятрафлары вардыр 

ки, .VU   

2T  аксиомуну юдяйян фязайа 2T  вя йа Щаусдорф фязасы  дейилир. Ашкардыр ки, 

нюгтяляринин сайы икидян аз олмайан ихтийари дискрет фяза Щаусдорф фязасыдыр. 

Доьрудан да, яэяр X  дискрет фязадырса, онда yxXyx  ,,  нюгтяляри цчцн 

 x  вя  y  ачыг чохлуглары бу нюгтялярин кясишмяйян ятрафларыдыр. Истянилян 

метрик M фязасы Щаусдорф фязасыдыр. Яэяр Myx, мцхтялиф нюгтялярдирся, 

онда  бу нюгтялярин кясишмяйян ятрафлары олараг  yx,
2

1   радиуслу кцряви 

ятрафларыны эютцрмяк олар. 

 

 

Mühazirə 3 

Hamar çoxobrazlı anlayışı. Hamar çoxobrazlılara dair nümunələr 



 

 Tutaq ki, M hesabi bazaya malik Hausdorf topoloji fəzasıdır. MU   

açıq çoxluğuna baxaq.  nRU :   homeomorfizminə M  topoloji fəzası 

üzərində təyin edilmiş n ölçülü lokal xəritə (və ya lokal koordinat sistemi) 

deyilir. U  çoxluğu lokal xəritənin oblastı adlanır. Lokal xəritənin özünü ),( U  

şəklində işarə edirlər. 

 Tutaq ki, M  topoloji fəzası üzərində n ölçülü iki ),( U  və ),( V  lokal 

xəritələri verilmişdir. Əgər  

),()(:1 VUVU     

)()(:1 VUVU     

Inikasları hamar inikaslardırsa, o halda deyirlər ki, ),( U  və ),( V  hamar 

əlaqələndirilmiş lokal xəritələrdir. VU  olduqda  11 ,     inikasları 

tətin olunmurlar. Bu halda ),( U  və ),( V  lokal xəritələrinin hamar 

əlaqələndirilmiş olduqlarını qəbul edirik.  

 Tutaq ki, ),( U -M  topoloji fəzası üzərində n ölçülü lokal xəritədir. 

UP  nöqtəsinin ),( U  lokal xəritəsinə nəzərən lokal koordinatları dedikdə 

nRP )(  nöqtəsinin koordinatları başa düşülür. Bu koordinatları 

 )(),...,(),( 21 PxPxPx n  kimi işarə edəcəyik.  

 Tutaq ki, M  topoloji fəzası üzərində n ölçülü iki ),( U  və ),( V  lokal 

xəritələri verilmişdir və .VU  Əgər VUP   olarsa, onda 1   inikası 

 )(),...,()( 1 PxPxP n  nöqtəsini  )(),...,()( 1 PyPyP n  çevirir, belə ki, burada  

nyy ,...,1  n  sayda nxx ,...,1  dəyişənlərindən asılı funksiyalardır: 

.1),,...,( 1 nixxfy nii   

 Aşağıdakı şərtlər ödənildikdə M  topoloji fəzası üzərində təyin olunmuş 

n ölçülü lokal xəritələrin AU ),(    ailəsinə M  topoloji fəzası üzərində 

n ölçülü hamar atlas (və ya diferensiallanan struktur) deyilir: 

1) atlasa daxil olan istənilən iki xəritə hamar əlaqələndirilmişdir; 



2) ,MU
A






  yəni atlasın bütün lokal xəritələrinin oblastları M  

topoloji fəzasını örtürlər. 

Üzərində n ölçülü hamar atlasın təyin olunduğu M  topoloji fəzasına 

n ölçülü hamar (və ya diferensiallanan) çoxobrazlı deyılir. 

Mühazirə 4 

Hamar çoxobrazlıların hamar (diferensiallanan) inikasları 

 Tutaq ki, mM ölçülü,  nN ölçülü hamar çoxobrazlıdır. NMf :  

kəsilməz inikasına baxaq.  MU ),(   çoxobrazlısı üzərində, NV ),(   

çoxobrazlısı üzərində lokal xəritələr olsun. )(1 Vf   alt çoxluğu M də açıq 

çoxluqdur.   )(1 VfU  olduqda  

)())((: 11 VVfUf                                        (1) 

Inikasını qurmaq mümkündür. Bu inikas zamanı )(1 VfUP   nöqtəsinin 

),( U  lokal xəritəsinə nəzərən koordinatlarından ibarət olan  ),...,( 1 mxx  

ədədlər sətrinə )(Pf  nöqtəsinin ),( V  lokal koordinatlarından ibarət olan 

),...,( 1 nyy   sətri qarşı qoyulur.  

 (1) inikasına NMf :  inikasının ),( U  və ),( V  lokal xəritələrinə 

nəzərən koordinat ifadəsi deyilir.  

 Əgər uyğun olaraq, M  və N  çoxobrazlıları üzərində verilən ixtiyari 

),( U  və ),( V  lokal xəritələrinə nəzərən (1) koordinat ifadəsi hamar inikas 

olarsa, onda NMf :  kəsilməz inikası hamar inikas adlanır. Bu zaman 

  )(1 VfU  olduqda,  koordinat ifadəsinin hamar olması qəbul olunur.  

 Teorem 1. Kəsilməz NMf :   inikasının hamar olması üçün zəruri və 

kafi şərt hər bir MP  nöqtəsi üçün uyğun olaraq, M  və N  çoxobrazlıları 

üzərində elə ),( U  və ),( V  lokal xəritələrinin varlığıdar ki, VPfUP  )(,  və 

bu xəritələr üçün 1  f  koordinat ifadəsi )(P  nöqtəsində hamardır. 

 Aşağıdakı şərtlər ödənildikdə, NMf :   inikası difeomorfizm adlanır: 

 1) f homeomorfizmdir; 



 2) f  və 1f   hamar inikaslardır. 

 Məsələn, səthlərin istənilən difeomorfizmi çoxobrazlıların 

difeomorfizmidir. Digər tərəfdən, əgər MU ),(   hamar çoxobrazlısı 

üzərində lokal xəritədirsə, onda göstərmək olur ki, )(: UU    inikası 

difeomorfizmdir. 

 

 
Mühazirə 5 

Çoxobrazlıya toxunan vektorlar. Toxunan fəza 

 Tutaq ki,  nM ölçülü hamar çoxobrazlı, I  isə R  ədəd oxunun açıq 

intervalıdır. Aşkardır ki, I  açıq intervalı R də açıq alt çoxobrazlı kimi bir 

ölçülü çoxobrazlıdır. Ona görə də MI :  inikasının hamarlığını 

çoxobrazlıların hamar inikası şəklində başa düşmək olar. 

 M  çoxobrazlısı üzərində hamar əyri (və ya sadəcə  əyri)  MI :  

hamar inikasına deyilir. Əgər It 0  üçün Pt )( 0  olarsa, onda deyirlər ki, 

əyri 0tt   olduqda P  nöqtəsindən keçir.  

 Əgər MU ),(   çoxobrazlısı üzərində lokal xəritədirsə və MI :  

əyrisi üçün UI )(  olarsa, onda  nR  fəzasının )(U  oblastında 

)(:~ UI     əyrisinə   əyrisinin ),( U  xəritəsinin lokal koordinatlarında 

verilməsi deyilir.  

 ),( U  lokal xəritəsinin verilməsi ilə UP  nöqtəsindən keçən hər  bir 

hamar   əyrisinə )(:~ UI     əyrisinin 0t  nöqtəsində sürət vektoru olan  










dt

tdu

dt

tdu

dt

td n )(
,....,

)()(~ 00
1

0
 

vektorunu qarşı qoymaq olur, burada   .0,, 00   ttI  

 M  çoxobrazlısı üzərində P  nöqtəsindən keçən iki hamar əyri üçün bu 

əyrilərə yuxarıdakı qaydada qarşı qoyulan vektorlar üst-üstə düşürlərsə, 

onda deyirlər ki, verilən hamar əyrilər P  nöqtəsində bir-birinə toxunurlar. 



 M  çoxobrazlısı üzərində P  nöqtəsində bir-birinə toxunan hamar 

əyrilərin ekvivalentlik sinfinə P  nöqtəsində M  çoxobrazlısına toxunan 

vektor deyilir.  

 P  nöqtəsində M  çoxobrazlısına toxunan vektorlar çoxluğu MTP  kimi 

işarə olunur. MTP  n ölçülü vektorlar fəzasıdır və P  nöqtəsində M  

çoxobrazlısına toxunan fəza adlanır. 

 nR  fəzasının nee ,...,1  kanonik bazisinə MTP  toxunan fəzasında uyğun 

gələn bazisi hərəkətli bazis adlandırırlar və nPP  ,...,1  kimi işarə edirlər.  

 

Mühazirə 6 

Toxunan vektor funksiyalar halqasının diferensiallanması kimi 

 Tutaq ki,  nM ölçülü hamar çoxobrazlı, PMTv P   nöqtəsində 

toxunan vektor, 0: ttMI   olduqda P  nöqtəsindən keçən elə hamar 

əyridir ki,  ,v  burada      əyrisi ilə təyin olunan ekvivalentlik sinfidir.  

MOP f   çərtini ödəyən açıq fO  alt çoxluğunda təyin olunmuş hamar 

ROf f :  funksiyasına baxaq.  UPU ),,(   lokal xəritəsini daxil edək. Onda 

  əyrisi  ~  əyrisinin lokal koordinatlarında təyin olunur, f  funksiyasına 

isə 1~  ff  şəklində işarə edəcəyimiz ROUf f  )(:1   koordinat 

ifadəsi uyğun gəlir.  

 MTv P  toxunan vektorunun köməyi ilə P  nöqtəsinin ətrafında təyin 

olunmuş hər bir hamar f  funksiyasına  

dt

tdu

u

f

dt

tfd
fD

i

P

iv

)(
~

))(( 0

)(

0










 

ədədini qarşı qoymaq olur. 

  )(PC  ROf f : , fO açıq çoxluqdur, f hamar funksiyadır  

çoxluğuna baxaq. Beləliklə, fDfRPCD vv  :)(:  inikası qurulmuş oldu, 

burada .MTv P  Göstərmək olur ki, vD  inikası aşağıdakı xassələrə malikdir: 



 RPCgf   ),(,  ,  ),()()( gDfDgfD vvv    ),()( fDfD vv              (1) 

         ).()()()()( fDPggDPffgD vvv                               (2) 

Sonuncu bərabərliyə Nyuton-Leybnis qaydası deyirlər. Beləliklə, vD xətti 

inikasdır.  

 (1), (2) bərabərliklərini ödəyən RPCD  )(:  inikasına 

diferensiallanma deyilir. Beləliklə, istənilən MTv P  toxunan vektoru vD  

diferensiallanmasını təyin edir.   

 Göstərmək olur ki,  RPCDDP   )(:  diferensiallanmalar çoxluğu R  

həqiqi ədədlər meydanı üzərində vektorlar fəzasıdır. 

 Teorem.  Toxunan fəzanın diferensiallanmalar fəzasına  

vPv DvDMT  :  inikası xətti izomorfizmdir. 

 Bu teoremə əsasən, ixtiyari v  toxunan vektoru vD  diferensiallanması 

ilə eyniləşdirilir. Qeyd edək ki, vD yə v  toxunan vektoru boyunca 

diferensiallanma, fDv ə isə f  hamar funksiyasının v  toxunan vektoru 

boyunca törəməsi deyilir: 

.i

P
iv v

x

f
fD




  

Mühazirə 7 

Çoxobrazlı üzərində vektor meydanları 

 Tutaq ki,  nM ölçülü hamar çoxobrazlıdır, A  isə M də açıq alt 

çoxobrazlı kimi başa düşülən açıq alt çoxluqdur (xüsusi halda ).MA    

 MA   açıq alt çoxluğu üzərində vektor meydanı dedikdə hər bir AP  

nöqtəsinə MTATX PPP   toxunan vektorunu qarşı qoyan X  inikası başa 

düşülür.  

 Tutaq ki, AYX ,  açıq alt çoxluğu üzərində vektor meydanlarıdır, f  isə 

A  üzərində funksiyadır. A  üzərində YX   və fX  vektor meydanlarını 

aşağıdakı kimi təyin edirik: 

.)()(,)(, PPPPP XPffXYXYXAP                             (1) 



 Vektor meydanının hamarlığı anlayışını daxil edək. Əgər A  üzərində 

),( U  lokal xəritəsi seçilərsə, onda UP  şərti daxilində hər bir toxunan MTP  

toxunan fəzasında nPP  ,...,1  hərəkətli bazisi təyin olunar. Əgər UP  

nöqtəsini dəyişsək, nəticədə U  üzərində n  sayda i  vektor meydanlarını 

almış olarıq. U  üzərində verilmiş X  vektor meydanı üçün hər bir PX  toxunan 

vektorunu hərəkətli bazis üzrə ayırmaq olar: ,)()( 1
1

nP
n

PP PfPfX    

burada )(),...,(1 PfPf n  ilə PX  toxunan vektorunun koordinatları işarə 

olunmuşdur.  

 Əgər UP  nöqtəsini dəyişsək, nəticədə (1)  əməllərinə  əsasən,  

n
nffX  1

1                                                 (2) 

ayrılışını alarıq, burada Uff n ,...,1  üzərində funksiyalardır. 

 (2) bərabərliyindəki nff ,....,1  funksiyalarına U  üzərindəki X  vektor 

meydanının  ),( U  lokal xəritəsinə nəzərən komponentləri deyilir.  

 Əgər MA  açıq alt çoxluğu üzərində X  vektor meydanının M  

çoxobrazlısı üzərindəki istənilən ),( U  lokal xəritəsinə nəzərən 

komponentləri AU   üzərində hamar funksiyalardırsa, onda X  hamar 

vektor meydanı adlanır.  

 Göstərmək olur ki, iki hamar vektor meydanının cəmi və hamar vektor 

meydanının hamar funksiyaya hasilı hamar vektor meydanlarıdır. Doğrudan 

da, əgər  i
i

i
i gYfX , hamar vektor meydanları, f hamar 

funksiyadırsa, onda 

,,)( i
i

i
ii fffXgfYX   

və  hamar funksiyaların cəmi, eləcə də hasili hamar funksiyalardır. 

 MA   açıq alt çoxluğu üzərində təyin olunmuş bütün hamar vektor 

meydanları çoxluğunu )(A  kimi işarə edirik. )(AX   vektor meydanı 

fDPfD
PXX ))((  qaydası ilə fDfACACD XX   :)()(:  inikasını təyin edir. 

Bu inikas aşağıdakı xassələrə malikdir: 



.)(,)(

,)(,),(,

fgDgfDfgDfDfD

gDfDgfDRACgf

XXXXX

XXX


 




 

 Tutaq ki, )(, AYX   vektor meydanları verilmişdir, burada MA də 

açıq alt çoxluqdur. A  üzərində təyin olunmuş və ixtiyari ),( U  lokal 

xəritəsinə nəzərən komponentləri   j
j

i
ij

i
i

U
fggfYX  )(,  şəklində olan 

vektor meydanına X  və Y  vektor meydanlarının kommutatoru deyilir və 

 YX ,  kimi işarə olunur. Aşkardır ki, hərəkətli bazisin vektor meydanları üçün, 

  .0,  ji  

 Teorem. Kommutasiya əməli aşağıdakı xassələrə malikdir: 

 a)    ,,, XYYX   xüsusi halda   ;0, XX  

 b) R  , ,      .,,, 2121 YXYXYXX    

 

  

  

  

 

 

Mühazirə 8 

Kovektor anlayışı. Vektorlar fəzasının qoşma fəzası. Kovektorun 

koordinatları 

 

Тутаг ки, RV   щягиги ядядляр мейданы цзяриндя n  юлчцлц вектор 

фязадыр,   niei ,1, 
 , -бу фязанын мцяййян базисидир. Vx

  вектору цчцн 

i
i

n
n exexexx





 1

1  айрылышы, диэяр  ie 
  базиси цчцн  ися  

i
i
ii eAe

   

кечид дцстуру доьрудур, бурада  
i
iA  кечид матриси олуб гейри-мяхсусидир, 

i  топлама, йахуд «Ейнштейн» индексидир.  Яэяр x
  векторунун  i

i exx 

  

айрылышы да мялумдурса, онда  



ii
i

i xAx                                           (1) 

чевирмяси йазылыр,  бурада  i
iA  iiA   кечид  матрисинин тярс матрисидир. (1)  

чевирмясиня  векторун координатларынын чевирмя гануну  дейилир.  

Вектор аргументли RV :  скалйар функсийасы: 

 1) Vyx 


,  цчцн  

     ;yxyx
    

 2) VVx  ,
  цчцн 

   xx
    

шяртляри юдянилдикдя хятти функсийа  адланыр. Мясялян, i
iexxVx


 ,  вектору 

цчцн   321 xxxx 
  гайдасы иля тясир едян   функсийасы хятти функсийадыр.  

 V  вектор фязасында тясир едян бцтцн хятти функсийалар чохлуьуну V  иля 

ишаря едяк. V  чохлуьунда топлама вя ядядя вурма ямялляри бу гайда иля 

дахил едилир: 

 1) VxV   
,,  цчцн 

      ;xxx
    

 2) RVxV    ,,
  цчцн 

    .xx
    

Бу ямялляр V  чохлуьуну ковенктор фяза адланан вектор фязайа чевирирляр. V  

вя V  фязалары гошма фязалардыр. V  ковектор фязасынын елементлярини 

ковекторлар адландырырырлар вя ,...,,   кими ишаря олунурлар.  V  ковектору 

цчцн  

  nieii ,1, 
  

ядядляри   ковекторунун   ie
  базисиндя координатлары  адланыр.  

 V  ковектор фязасынын  

  j
ii

j ee   

шяртини юдяйян   nje j ,1,   базисиня   ie
  базиси иля гаршылыглы (гошма) олан базис 

дейилир, бурада ji  Кронекер символудур: 











.,1

,,0

ij

ijj
i  

  ковекторунун  ie
  вя  ie 

  базисляриндяки i  вя i  координатлары арасында 

ашаьыдакы ялагя доьрудур: 

      i
i
ii

i
ii

i
iii AeAeAe   

 , 

вя йа  

.i
i
ii A                                           (2) 
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Vektorlar fəzası üzərində tenzorlar 

 
 Тутаг ки, V R  щягиги ядядляр мейданы цзяриндя n юлчцлц вектор 

фязадыр,  V  ися  V  вектор фязасына гошма олан ковектор фязадыр. q  сайда 

Vvv q 





,,1  вектор вя p  сайда Vp ,,1   ковектор аргументляриндян асылы 

олан  скалйар 

 pqvvtz  ,...,,,..., 1
1


                                (1) 

функсийасыны тяйин едяк. (1) функсийасы аргументляринин щяр бириня нязярян 

хяттилик шяртлярини юдядикдя полихятти функсийа адланыр. Мясялян, 1-ъи вектор 

аргументиня эюря хяттилик шяртляри беля йазылыр: 

  p
qvvvvt  ,...,,,...,, 1

211
   p

qvvvt  ,...,,,...,, 1
21

  

       ,,...,,,...,, 1
21

p
qvvvt    

          kvvvkt p
q  ,...,,,...,, 1

21
  .,...,,,...,, 1

21
p

qvvvt   

(1) полихятти функсийасына щямчинин V  вектор фязасы цзяриндя типи  qp,  олан 

( 0,0  qp ), йахуд p дяфя контравариант вя qдяфя ковариант тензор дейилир. 

qps   ядяди тензорун валентлийи адланыр. Мясялян, валентлийи 2 олан 

тензорлар )2,0(),0,2(  вя )1,1(  типли тензорлардыр. Тензорлара даир нцмуняляря 

бахаг. 

 1) (1,0) типли 




t  тензору V  вектор фязасынын векторудур. 



 2) (0,1) типли  1vt
  тензору V  ковектор фязасынын ковекторудур. 

 3)  (1,1) типли тензор  ,vt   полихятти функсийасы иля верилир вя афинор  

адланыр.  

 V  вектор фязасы цзяриндя тяйин олунан бцтцн  qp,  типли тензорлар 

чохлуьу VT p
q  иля ишаря олунур. 

 2. Тензорлар цзяриндя апарылан ямялляри гейд едяк. 

 .10   VTtt p
q21 , V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш тензорлардырса, онда 

бу тензорларын 21 tt   ъями 

            p
qvvtt  ,...,,,..., 1

121
  p

qvvt  ,...,,,..., 1
11

  

                             pqvvt  ,...,,,..., 1
12


   

дцстуру иля тяйин олунур, бурада Vvv q 





,,1 , Vp ,,1  . 

 Гейд. Йалныз ейни типли тензорлары топламаг мцмкцндцр. 

 .20   VTt p
q V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш тензор, k  ихтийари щягиги 

ядяддирся, онда t  тензорунун k  ядядиня tk   щасили 

   p
qvvtk  ,...,,,..., 1

1
  pqvvtk  ,...,,,..., 1

1


  

дцстуру иля тяйин олунур, бурада Vvv q 





,,1 , Vp ,,1  . 

 Эюрцндцйц кими, тензорун ядядя щасили заманы тип дяйишмир. Асанлыгла 

йохламаг олур ки, VT p
q  чохлуьу ),( qp типли тензорларын топланмасы вя ядядя  

щасили ямялляриня эюря  вектор фяза тяйин едир. 

 .30  ,1
11 VTt p
q  VTt p

q
2

22 V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш тензорлардырса, 

онда бу тензорларын 21 tt   щасили 

        


2111
2111

,...,,,...,,,...,,..., 11
1121

pppp
qqqq vvvvtt   

      1
1

,...,,,..., 1
11

p
qvvt 

  211
211

,...,,,..., 1
12

ppp
qqq vvt 

  , 

бурада .,...,2,1,,,...,2,1, 2121 ppbVqqaVv b
a    

Эюрцндцйц кими, 21 tt   -  2121 , qqpp   типли тензордур.       

 Тензорларын щасили ямялинин ашаьыдакы хассяляри вардыр: 



 )a      ;321321 tttttt   

 )b    321 ttt  31 tt ;22 tt   

 )c      21 tkt  21 ktt  =  21 ttk  . 

 Гейд. Тензорларын щасили ямяли йердяйишмя (коммутатив-лик) хассясиня 

малик дейил, йяни 

 21 tt .12 tt   

 .40  Тутаг ки,  VTt p
q V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш  тензордур вя 

.0,0  qp  t  тензорунун m  сайлы вектор вя k  сайлы ковектор аргументляриня 

эюря  бцкцлмяси  дедикдя аша-ьыдакы кими тяйин олунан VTttr p
q

k
m

1
1

  тензору 

баша дцшцлцр: 

        


11
11 ,...,,,..., p

q
k
m vvttr   

        ,,...,,,,...,,,...,,,,..., 1111
1111


 pkik

qmim evvevvt   

бурада    niei ,...,2,1,


V  вектор фязасынын  базисидир,  je  онунла гошма олан 

базисдир  вя i  топлама индекси олбуьундан бу индекся эюря ъямлямя 

апарылыр. Айдындыр ки, бцкцлмя ямяли вектор вя йа ковектор аргументляриндян 

щяр щансы бири гуртарана гядяр ардыъыл олараг  апарыла биляр.  

 .50  Тутаг ки, qSq   дяряъяли явязлямяляр групудур. qS  групунун VTq
0  

тензорлар фязасында тясирини  

,qS ,0VTt q        qq vvtvvt  
,...,,..., 11   

дцстуру иля тяйин едирик.  

 VTt q
0  тензорунун симметрикляшмяси  дедикдя ашаьыдакы кими тяйин 

олунан tSym VTq
0  тензору баша дцшцлцр: 

.
!

1

 qS

t
q

tSym


  

Мясялян, t VT 0
2  тензорунун симметрикляшмяси 

      vwtwvtwvtSym


,,
!2

1
,   

шяклиндя, h VT 0
3  тензорунун симметрикляшмяси ися  



         wvuhvuwhuwvhuwvtSym


,,,,,,
!3

1
,,  

      vwuhwuvhuvwh


,,,,,,   

шяклиндя апарылыр.  

 Гейд едяк ки, симметрикляшмя ямяли вектор вя ковектор 

аргументляринин бир групуна да тятбиг олуна биляр. Мясялян, VTt 2
3  

тензорунун 1-ъи вя 3-ъц вектор аргументляриня эюря симметрикляшмяси беля 

йазылыр: 

      .,,,,,,,,
!2

1
,,,,3,1  vwutuwvtuwvtSym


  

 Тяриф. VTt q
0  тензору pS  явязлямяси цчцн tt   шяртини юдядикдя 

симметрик тензор адланыр. Тярифдян айдын олур ки, яэяр VTt q
0 - симметрик 

тензордурса, онда ttSym  . Диэяр тяряфдян, VTt 2
3  тензору цчцн ttSym 3,1  

йазылышы ону эюстярир ки,  бу тензор 1-ъи вя 3-ъц вектор аргументляриня эюря 

симметрикдир. 

 .60  qS  явязлямясинин ишарясини  Sgn  иля ишаря едяк. Айдындыр ки, 

Sgn  ъцт явязлямяляр цчцн 1-я, тяк явязлямяляр цчцн ися -1-я бярабярдир.  

VTt q
0  тензорунун чяп-симметрикляшмяси , йахуд алтернасийасы  

ашаьыдакы кими тяйин олунан tAl VTq
0  тензору на дейилир: 

 .
!

1

 qS

tSgn
q

tAl


  

Тярифдян эюрцнцр ки, t VT 0
2  тензорунун чяп-симметрикляшмяси 

      vwtwvtwvtAl


,,
!2

1
,   

шяклиндя, h VT 0
3  тензорунун чяп-симметрикляшмяси ися  

         wvuhvuwhuwvhuwvtAl


,,,,,,
!3

1
,,  

      vwuhwuvhuvwh


,,,,,,   

шяклиндя апарылыр.  



 Чяп-симметрикляшмя ямялини дя  вектор вя ковектор аргументляринин 

бир групуна  тятбиг етмяк мцмкцндцр. Мясялян, VTt 2
3  тензорунун 2-ъи вя 

3-ъц вектор аргументляриня эюря чяп-симметрикляшмяси беля йазылыр: 

      .,,,,,,,,
!2

1
,,,,3,2  wuvtuwvtuwvtAl


  

 Тяриф. VTt q
0  тензору pS  явязлямяси цчцн ttSgn   шяртини 

юдядикдя  чяп-симметрик тензор адланыр. Тярифя эюря, яэяр VTt q
0 - чяп-

симметрик тензордурса, онда ttAl  . Асанлыгла йохламаг олар ки, симметрик 

тензорун алтернасийасы вя чяп-симметрик тензорун симметрикляшмяси сыфра 

бярабярдир. 

 

Mühazirə 10 

Çoxobrazlı üzərində tenzor meydanları 

Тутаг ки, KV   мейданы цзяриндя вектор  фязадыр вя  A- ,...,, CBA  

елементляриня малик олан чохлугдур. A чохлуьунун елементлярини нюгтяляр 

адландыраг. Яэяр щяр бир низамланмыш ),( BA  AA елементляр ъцтцня 

ашаьыдакы шяртлярин юдянилмяси иля VABv  векторуну гаршы гойан AA V  

иникасы верилярся, дейяъяйик ки, A K мейданы цзяриндя афин фязадыр: 

 1) Истянилян A A  нюгтяси вя  истянилян Vv вектору цчцн еля йеэаня  

B A  нюгтяси вардыр ки,  .ABv   

 2) Истянилян CBA ,,  A  нюгтяляри цчцн Шалл мцнасибяти доьрудур: 

.0 CABCAB  

nV dim  олдугда афин  фяза n юлчцлц гябул олунур вя A n  кими ишаря едилир. 

V  A n  афин фязасы цчцн йюнялдиъи вектор фяза адландырылыр. 

 Ихтийари гайдада сечилмиш O A нюгтясини гейд едяк. Бу щалда A A 

нюгтяси цчцн бу нюгтянин радиус-вектору адланды-рылан  OAx  вектору 

биргиймятли тяйин олунур. V дя  ie  бази-сини сечмякля i
iexx   айрылышыны аларыг. 

ix ядядляриня  xA  нюгтя-синин  ieO,  репериндя афин  (вя йа декарт) 

координатлары дейилир.  



 V йюнялдиъи вектор фязасы псевдо-Евклид вектор фязасы ол-дугда A – 

афин-псевдо-Евклид (вя йа псевдо-Евклид) фязасы адландырылыр. 

 A n  афин фязасынын нюгтясиндя xT  тохунан фязасы башланьы-ъы бу 

нюгтядя олан бцтцн векторларын ямяля эятирдийи ейни юлчцлц  

вектор фязадыр. Мцхтялиф нюгтялярдяки тохунан фязалар юз араларын-да паралел 

кючцрмя васитясиля тябии олараг ейниляшдириля биляр. 

 U  A n  областыны нязярдян кечиряк. Яэяр U областынын щяр бир 

нюгтясиня бу нюгтядяки тохунан фязада  qp,  типли тензору гаршы гойан 

xtx иникасы верилярся, дейяъяйик ки, U областын-да  qp,  типли t  тензор 

мейданы верилмишдир. Башга сюзля, бу щал-да аргументляри xT  вя 
xT  

фязаларындан олан вя щям дя нюгтянин сечиминдян асылы олан полихятти 

функсийайа бахылыр. Мясялян, ,1p  

2q  олдугда  vutx ,,  полихятти функсийасы тяйин олунур. Яэяр  ieO,  A n -дя 

декарт репердирся, онда 

                              kj
i

ni
jkx vuxxtt ,...,1 .                               (1.1)   

U областында верилмиш  xt ijk  функсийаларына тензор мейданынын координатлары 

дейилир. Яэяр  xt ijk  функсийалары kC синфиндян олан щамар функсийалардырса, 

дейяъяйик ки, kCt  синфиндян олан ща-мар тензор мейданыдыр. 

constt ijk  олдугда , тензор мейданы сабит тензор мейданы адланыр. 

 Тензорлар цзяриндя апарылан ямялляр тябии олараг нюгтяляр цзря 

апарылмагла тензор мейданларына тятбиг едилир. Мясялян, ейни типли t  вя s  

тензорлары цчцн топлама ямяли 

  xxx stst   

шяклиндя апарылыр.  

 Тензор мейданлары цзяриндя йени бир ямял- диференсиалла-ма ямяли дя 

апарылыр. Полихятти функсийанын диференсиалыны щесабла-дыгда нязяря алмаг 

лазымдыр ки, декарт репери щалында вектор вя ковектор аргументляринин 

координатлары нюгтянин сечиминдян асылы дейил. Мясялян, (1,1) тензору цчцн 



                                          kj
i

i
jk vuxdtdt  .                              (1.2) 

Беляликля,  2,1dt  типли тензор мейданыдыр, i
jkdt  диференсиаллары онун декарт 

реперя нязярян координатларыдыр. 

 Мисал 1. A n -дя нюгтялярин радиус-векторларынын мейданы-на бахаг. 

Декарт реперя нязярян i
iexx  айрылышыны йаза билярик. Диференсиалламагла, 

координатлары  dxedx ii   олан i
iedxdx   вектор мейданыны аларыг.  

 Диференсиалларын ашаьыдакы хассяляри доьрудур: 

а) Тензор мейданынын диференсиалынын сыфра бярабяр олмасы цчцн зярури 

вя кафи шярт онун сабит олмасыдыр (истянилян декарт репердя 

constt ijk  олмасыдыр);  

б) Тензор мейданларынын ъяминин диференсиалы онларын дифе-ренсиаллары 

ъяминя бярабярдир:   .dsdtstd    

ъ) Тензор щасилинин диференсиалы Лейбнис гайдасы иля щесаб-ланыр: 

  .dstsdtstd  Яэяр хцсуси щалда, t ядяддирся, онда   .tdstsd   

д) Бцкцлмя ямяли диференсиаллама ямяли иля йерини дяйишя биляр:  

   .ttrddttr k
m

k
m   

Тензор мейданынын координатларынын диференсиалларыны хц-суси 

тюрямялярля ифадя етмякля аларыг: 

.,
s

i
jki

jks
skj

i
i
jks

x

t
tdxvutdt




                         (1.3) 

Мисал 1-и нязяря алмагла беля бир нятиъяйя эялирик ки,  i
jkst  функси-йалары (1,3) 

типли тензор мейданынын координатларыдыр. Бу тензор мейданы t  тензор 

мейданынын тюрямяси адланыр вя t  кими ишаря олунур. Цмуми щалда  qp,  типли 

тензор мейданынын тюрямяси  1, qp  типли тензор мейданыдыр. Тюрямяни 

верилмиш   i
i exww   вектор мейданы иля диференсиаллама индекси цзря  

бцкмякля йени-дян  qp,  типли  

                                          twtrtw  1
1                                 (1.4) 



тензор мейданыны аларыг. wtw   вектор мейданы истигамяти цзря тюрямя 

адланыр. Мясялян, .i
jks

si
jkw twt   

 Мисал 2. Тутаг ки,   Uxx n,...,1  A n областында тяйин олунмуш скалйар 

мейдандыр. Онда  grads   кими ишаря олу-нан вя   мейданынын градийенти 

адландырылан ковектор мейданы-нын координатларыдыр. Яэяр йюнялдиъи вектор 

фяза псевдо-Евклид фязасыдырса, онда индекси галдырмагла, координатлары иля 

ашаьыдакы кими ифадя олунан вектор мейданыны аларыг: 

  .ij
ij eggrad    

  потенсиал функсийа, grad  ися потенсиал вектор мейданы адланыр. Истигамят 

цзря тюрямя скалйар щасилин кюмяйи иля ифадя олуна биляр: 

   .,  gradwgxw i
i

w   

 Мисал 3. Тутаг ки,  ковектор мейданыдыр.   тюрямя-синин 

алтернасийасыны апараг вя нятиъяни 2-йя вураг: 

 .2   Alrot  

rot координатлары ijjiijS    олан тензор мейданыдыр вя   ковектор 

мейданынын ротасийасы адланыр. 

 Мисал 4. Тутаг ки, v вектор мейданыдыр. Онун тюрямяси координатлары 

i
jv  олан  1,1  типли тензор мейданыдыр. Бу тензор мейданынын  vtr   изи  v нин 

диверэенсийасы адландырылан инвари-антдыр. Псевдо-Евклид фязада 

диверэенсийаны 

ji
iji

i vgvvdiv   

шяклиндя йаза билярик. Бу инвариант сыфра бярабяр олдугда v  соленоидал 

вектор мейданы адланыр. 

 Тутаг ки,  Uv  A n  областында тяйин олунмуш вектор мейданыдыр. 

v нин интеграл хятляри (вя йа трайекторийалары) дедикдя тохунан векторлары 

мейданын векторлары иля цст-цстя дц-шян, йяни   txv
dt

dx
  мцнасибятини 

юдяйян  txx    параметри-засийа олунмуш яйриляри баша дцшцлцр. Бу 

мцнасибяти координат-ларла йазмагла,  



                                       txtxv
dt

dx ni
i

,...,1                             (1.5) 

ади диференсиал тянликляр системини аларыг. (1.5)  системинин интег-ралланмасы  

интеграл хятлярини тяйин етмяйя имкан верир.  
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Riman çoxobrazlısı 

 Tutaq ki, M hamar çoxobrazlıdır və M  üzərində simmetrik bixətti 

formalar meydanı verilmişdir, yəni hər bir MP  nöqtəsi üçün MTP  toxunan 

fəzasında simmetrik bixətti RMTMTs PPP :  forması verilmişdir. Bu 

meydanı s  ilə işarə edək. 

 M  üzərində ),( U  lokal xəritəsi üçün hərəkətli bazisin n ,...,1  vektor 

meydanlarını təyin edirik.  

 M  üzərində s  simmetrik bixətti formalar meydanının ),( U  lokal 

xəritəsinə nəzərən komponentləri U  üzərində 

njiss jiij  ,1),,(  

şəklində təyin olunmuş funksiyalardır. 

 Əgər s  simmetrik bixətti formalar meydanının M  üzərində istənilən 

),( U  lokal xəritəsinə nəzərən komponentləri U  üzərində hamar 

funksiyalardırsa, onda deyirlər ki, s  meydanı hamardır. 

 M  hamar çoxobrazlısı üzərində Riman metrikası dedikdə hər bir 

MP  nöqtəsinə RMTMTg PP :  skalyar hasilini qarşı qoyan müsbət-

müəyyən simmetrik bixətti formaların hamar g  meydanı başa düşülür. ),( gM  

cütünə Riman çoxobrazlısı deyilir.  

 M  Riman çoxobrazlısı üzərində istənilən ),( U  lokal xəritəsinə 

nəzərən g  Riman metrikasının komponentləri  ),( jiij gg   şəklində təyin 

olunurlar. 



 Tutaq ki, MMI :  çoxobrazlısı üzərində hamar əyridir. Onda hər 

bir It   üçün bu əyri )(tT  toxunan vektorunu təyin edir. Nəticədə   əyrisinin 

toxunan vektor meydanı adlanan MTtTtT t )()(:    inikası təyin olunur.  

 M  Riman çoxobrazlısı üzərində istənilən hamar MI :  əyrisi üçün 

hər bir t yə )(tT  toxunan vektorunun uzunluğunun kvadratını qarşı qoyan  

))(),((: )( tTtTgtRI t   

funksiyasını təyin etmək mümkündür. 

 M  Riman çoxobrazlısı üzərində   hamar xəttinin 21 , tt  nöqtələri 

arasında qalan qövsünün uzunluğu 

dttTtTgl
t

t

t
t
t 

2

1

2

1
))(),(()( )(                                           (1) 

düsturu ilə hesablanır. 

 Əgər   əyrisinin )(I  obrazı ),( U  lokal xəritəsinin oblastında 

yerləşərsə, onda (1) düsturunu 

dt
dt

tdu

dt

tdu
tutugl

t

t

ji
n

ij
t
t 

2

1

2

1

)()(
))(),...,((~)( 1  

şəklində yazmaq olar, burada 1~  ijij gg  işarə olunmuşdur. 
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Çoxobrazlı üzərində afin rabitə 

Hamar çoxobrazlı üzərində təyin olunan əsas diferensial – həndəsi 

strukturlardan biri də afin rabitədir. M  çoxobrazlısı üzərində afin rabitə 

aşağıdakı şərtləri ödəyən  

                                                     MXMXMX :  

inikasına deyilir: 

1)  MXUV  ,  üçün 



                     ;, MXVVU U   

2)    MFfMXUV  ,,  üçün 

                ,VfVf UU   

burada   MMF   çoxobrazlısı üzərində hamar funksiyalar çoxluğudur; 

3)  MXUV  ,  , FMg  üçün 

    ,gUUggU VV V  

burada   g
x

g
g i

i





 VV  funksiyasının V  vektor meydanı boyunca 

törəməsidir. 

 VU ,  vektor meydanlarını  i  və j  bazis vektor meydanları ilə əvəz 

edək və ji
  vektor meydanını   nkk ,...,2,1,    bazisi ayıraq: 

                                                            k
k
ijji
 .                                            

(1) 

1) – 3) şərtlərindən istifadə    edərək,    göstərmək  olur ki, (1) bərabərliyinin 

sağ 

tərəfindəki ayrılış əmsalları tenzor qanunu ilə deyil, aşağıdakı qaydada 

dəyişirlər: 

                                       






















































 







 ji

k

k

k
k
ijj

j

i

i

k

k
k
ji xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x 2

. 

Bundan ötrü nxx ,...,  lokal koordinantlarından  nxxx ,...,, 21  lokal 

koordinantlarına 

                                                          nii xxxxx ,...,, 21

  

keçid düsturlarına baxaq. Yəni  nxx ,...,1  lokal koordinant sistemində  

                                                           k
k
jiji 

 


 

ayrılışını yaza bilərik. 

kk

k

k x

x





   olduğundan, 



           kk

k
k
jik

k
jij x

x
i





 




 

. 

Digər tərəfdən,  

jj

j

jii

i

i x

x

x

x









  ,  olduğuna görə,   afin rabitəsinin tərifinə əsasən 

yaza bilərik: 

               























































 







 jj

j

ijj

j

i

i

jj

j

i

i

jj

j

x

xj x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
ii

ii

i
i

 

                              





























 jji

j

k
k
ijj

j

i

i

jj

j

ij

j

i

i

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
ji

2

 

                                                 kji

k
k
ijj

j

i

i

xx

x

x

x

x

x



















 

2

. 

Beləliklə, 

                                       kji

k
k
ijj

j

i

i

kk

k
k
ji xx

x

x

x

x

x

x

x























 



2

, 

və ya  

                                             
ji

k
k
ijj

j

i

i

k

k
k
ji xx

x

x

x

x

x

x

x



 















2

 

 Bu bərabərliyin hər iki tərəfini 










k

k

x

x  keçid matrisinin tərs matrisinin 

k

e

x

x


 

 komponentlərinə vuraq: 

                              ji

k

k

e
k
ijj

j

i

i

k

e
e
ji

e
k

k
jik

e

k

k
k
ji xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

















 























2

  , 

və ya 

                                              
ji

k

k

k
k
ijj

j

i

i

k

k
k
ji xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x








 
















2

. 

k
ij  əmsalları   afin rabitəsinin əmsalları adlanır. Rabitə əmsalları UV  

vektor meydanının ifadəsini təyin etməyə imkan verir: 

    k
k

i
i

j
jk

ij
k

i
i UUUU  VVV . 



 jk
ij

k
i

k
i UUU    ifadəsi U  vektor meydanının   afin rabitəsində kovariant 

törəməsi adlanır . Analoji qayda ilə ixtiyari   kovektor meydanının, həmçinin 

M  çoxobrazlısı üzərində verilmiş ixtiyari  qp,  tipli t  tenzor meydanının 

kovariant törəməsini hesablamaq olar: 

k
k
ijijii   ,                                                            

mi
jj

i
k

im
jj

i
k

ii
mj

m
k

ii
jm

m
k

ii
jjk

ii
jjk q

p

m

p

qm

p

qj

p

qj

p

q

p

q
tttttt ...

...
...
...

...
...

...

...
...
...

...
...

1

11

11

1

1

1

1

1

1

1
......  . 
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Paralel köçürmə və geodezik əyrilər 

 

 Tutaq ki, M hamar çoxobrazlıdır, MMI :  üzərində hamar 

əyridir.  

   əyrisi boyunca vektor meydanı dedikdə hər bir It   nöqtəsinə 

MTtX t )()(   toxunan vektorunu qarşı qoyan )(: tXtX   inikası başa düşülür. 

 Tutaq ki, M  çoxobrazlısı üzərində   afin rabitəsi verilmişdir və 

 k
ij rabitə funksiyalarıdır. Əgər )()( ttX   əyrisi boyunca hamar vektor 

meydanıdırsa, onda )()()( tXtX TtT 
  kovariant törəməsini təyin etmək 

mümkündür.  

   afin rabitəsinə malik hamar M  çoxobrazlısı üzərində   hamar əyrisi 

boyunca verilmiş )(tX  vektor meydanı 0)(  tXT
 bərabərliyi ödənildikdə   

əyrisi boyunca paralel vektor meydanı adlanır.  

   əyrisinin obrazı ),( U  lokal xəritəsinin oblastında yerləşdikdə, 

)(

)(
)(

ti

i

dt

tdu
tT

   olur. Əgər 
)(

)()(
ti

i tftX


 -  əyrisi boyunca verilmiş vektor 

meydanıdırsa, onda )(tX  vektor meydanı yalnız və yalnız  

0))(()(
)()(

 ttf
dt

tdu

dt

tdf k
ij

j
ik

                                        (1) 



münasibəti ödənildikdə   əyrisi boyunca paralel olur. Qeyd edək ki, (1) 

sistemi )(tf k  funksiyalarına nəzərən adi xətti diferensial tənliklər sistemidir. 

   əyrisi boyunca 0t  nöqtəsindən 1t  nöqtəsinə paralel köçürmə dedikdə  

)(:: 10)()( 10

0

1
tXXMTMT tt

t
t    

Inikası başa düşülür, burada )(tX  əyrisi boyunca elə paralel vektor 

meydanıdır ki, .)( 00 XtX   

 Tutaq ki,   afin rabitəsinə malik M  hamar çoxobrazlısı üzərində   

əyrisi verilmişdir. Əgər )(tT  toxunan vektor meydanı   əyrisi boyunca 

paraleldirsə, yəni 0)(  tTT 
 şərti ödənilirsə, onda   geodezik əyri adlanır.  

 Teorem. İxtiyari MP 0  nöqtəsi və ixtiyari toxunan MTX P00   vektoru 

üçün 0  ədədi və elə yeganə   M  ;:  geodezik xətti vardır ki, 

.)0(,)0( 00 XTP    
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Levi-Çivita (Riman) rabitəsi 

Qeyd olunduğu kimi, nX  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində Riman 

metrikası  2,0  tipli simmetrik, cırlaşmayan (qeyri-məxsusi) kovarinat ijg  

tenzor meydanının verilməsi ilə təyin edilir. Fərz edək ki, nX  

diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində ijg  Riman metrikası və simmetrik 

 ikj  afin rabitəsi ( i
jk

i
kj    və ya 0S i

kj  ) verilmişdir. 

 Əgər ijg  metrikası və  ikj  simmetrik afin rabitəsi üçün 0gijk   şərti 

ödənilərsə, onda   afin rabitəsinə ijg  metrikası ilə əlaqələndirilmiş afin 

rabitə (və ya Levi-Çivita rabitəsi) deyilir. Levi-Çivita rabitəsinə Riman rabitəsi 

də deyirlər. Levi-Çivita rabitəsinin  varlığı və yeganəliyinə dair aşağıdakı 

teorem doğrudur. 



 Teorem1.1. Tutaq ki, nij Xg   çoxobrazlısı üzərində Riman 

metrikasıdır. Onda ijg  metrikası ilə əlaqələndırılmış yeganə simmetrik afin 

rabitə vardır və bu rabitənin əmsalları 

                                             


















 


x

g

x

g

x

g
g

2

1 kj

j
k

k

jii
kj                                     

(1) 

düsturları ilə hesablanır. 

 İsbatı. Fərz edək ki, Riman rabitəsinin varlığı isbat olunmuşdur. Bu 

rabitənin yeganəliyini əsaslandıraq. Tərifə görə  

                                                          0gijk  . 

  afin rabitəsi i
kj  rabitə əmsalları ilə verildiyindən göstərmək kifayətdir ki, 

i
kj  əmsalları (1) sistemindən ijg  komponentlərinin və x

gij




 xüsusi 

törəmələrinin funksiyaları kimi birqiymətli təyin olunur. (1) sistemini açıq 

şəkildə yazaq: 

                                                0gg
x

g
jkjjki

ij 









   

və ya  

                                                 jkjjki
ij gg

x

g






  




.                

(2) 

(2) bərabərliyinin hər iki tərəfində  ardıcıl olaraq iki dəfə ji,  və k  

indekslərinin yerini saat əqrəbi istiqamətində dəyişək: 
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(4) 



(3) və (4) bərabərliklərini tərəf- tərəfə toplayaraq, alınmış bərabərlikdən (2) 

bərabərliyini tərəf-tərəfə çıxaq və bu zaman   afin rabitəsinin 

simmetrikliyini nəzərə alaq: 
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(5) 

Qeyd edək ki, ijg  metrik tenzor meydanı üçün ijg  qeyri-məxsusi matris 

olduğundan bu matrisin 
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(6) 

münasibəti ilə qurulan kg  tərs matrisi nX  çoxobrazlısı üzərində  0,2  tipli 

tenzor meydanı təyin edir. (5) bərabərliyinin hər iki tərəfini keg  

komponentlərinə vuraq və bu zaman (6) münasibətini nəzərə alaq: 
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 Beləliklə, biz göstərdik ki, əgər Levi-Çivita rabitəsi vardırsa, onda bu 

rabitə yeganədir. Levi-Çivita rabitəsinin varlığının isbatı üçün i
kj  əmsallarını 

yuxarıda qeyd olunan düsturlarla təyin etmək kifayətdir. Aydındır ki, bu 

halda eyni hesablamaları tərs nizamda aparmaqla 0gijk   nəticəsinə 

gəlmək olar. Bu isə teoremin isbatı deməkdir. 

  

 
Mühazirə 15 

Afin rabitənin buruqluq və əyrilik tenzor meydanları 

  afin rabitəsinin buruqluq tenzoru dedikdə aşağıdakı münasibətlə 

təyin olunan (1,2) tipli tenzor başa düşülür: 



                                      MXV,U,U,VVUUV,S UV   

burada,  U,V  - V  və U  vektor meydanlarının kommutatoru və ya iL  

mötərizəsidir. Kommutator dedikdə aşağıdakı münasibətlə təyin olunan 

meydanı başa düşülür: 

                                              fUfUfU,V VV  , 

burada  MFf  ,   fUfU i
i .   U,V  kommutatorunun koordinantlarını 

hesablayaq. Bundan ötrü i
iV V  və j

jUU   olduğunu nəzərə alaq: 
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 Buradan aydın olur ki,  U,V  vektor meydanı  

                                               i
m

mi
m

mi UUU,V VV                                            

komponentlərinə malikdir. 

 Buruqluq tenzorunun koordinantlarını   rabitəsinin əmsalları ilə ifadə 

etmək mümkündür. Doğurdan da, əgər V  və U  vektor meydanlarını i  və j  

koordinant vektor meydanları ilə əvəz etsək, yaza bilərik: 
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 Bu bərabərlikdən müəyyən edirik: 

                                                  k
ji

k
ij

k
ijS   .                                                          

   afin rabitəsinin əyrilik tenzoru dedikdə aşağıdakı münasibətə təyin 

olunan (1,3) tipli tenzor meydanı başa düşülür: 

                              WWWWV,U,R U,VVUU  V ,    MXW,U, V . 



 Əyrilik tenzorunun komponentlərini təyin etmək üçün W,U,V  vektor 

meydanlarını uyğun olaraq, kji ,,   koordinant vektor meydanları ilə əvəz 

edək: 
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 Bu münasibətdən aydın olur ki, əyrilik tenzoru aşağıdakı 

komponentlərə malikdir ([12, səh 188]): 
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