Miihazire 1

Topologiya aksiomlari. Topoloji feza. Agiq va qapali coxluglar, onlarin
xassalari. Topoloji fozanin bazasi

1. Metrik fezada acgiq coxluglarin IV muhazirede ifade olunan
xassalerine (teorem 2) esaslanaraq, topoloji foza anlayisini daxil edak.

Tutaq ki, Xx c¢oxlugunda miayyan qayda iloe asagidaki xassalere
malik olan 7 alt goxluglar sistemi segilmisdir:

|. @ bos ¢coxlugu ve x coxlugunun 6zl r sistemina daxildirler.

II. z sistemindan olan alt ¢coxluglarin istanilen ailesinin birlesmasi ¢
sistemina daxildir.

lll.z sisteminden olan alt g¢oxluglarin istenilan sonlu ailesinin
kesismasi r sistemina daxildir.

Bu halda deyirler ki, x c¢oxlugu Uzerinde topoloji struktur ( va ya
topologiya ) tayin olunmusdur. (Xx,z) cutlini ise topoloji foza adlandirirlar.
LLIL1l xassalarina topoloji struktur aksiomlari deyilir.

x c¢oxlugunun elementloeri (Xx,z) topoloji fezasinin ndqtsleri, =
sistemindan olan elementlar isa bu fazanin a¢iq ¢oxluglari adlanir. ©gar x
coxlugu Uzerinda hansi r topologiyasinin segildiyi artiq malumdursa, onda
(x,7) topoloji fezasini x ile de isare edirler.

Topoloji fazalara dair nimunalara baxaq.

Misal 1. (X, p) metrik fozasini nezarden kegirek. IV miihazireds verilon
teorem 2-den muayyen edirik ki, (X,p) metrik fezasi topoloji fozadir. Bu
topoloji fezanin ¢ topologiyasi aciq kursalerin kémayi il verilir (IV
miihazirads, band 2-ds (X, p) fozasinda agiq goxlugun terifine baxin) ve p
metrikasinin dogurdugu topologiya adlanir.

Misal 2. r" arifmetik fozasinda agiq coxluq anlayisini bu sakilde daxil
etmek olar. » sayda (¢'.b")(i=12...n) intervallarini goturak.
a' <x'<b' (i=12,.,n) sortini ddayen butin M(xl,xz,...,x") ndqtaleri coxlugunu

acliq koordinat paralelepipedi adlandiraq.



Oger Fc R" ¢oxlugu har bir néqtasi ile berabar du ndqgteni 6zlinde
saxlayan muayyan acgiq koordinat parale-lepipedini do 0zunda saxlayirsa,
onda bu g¢oxlugu aciq ¢oxluq adlandirirng. @ c¢oxlugu aciq ¢oxluq gabul
edirik. Asanligla yoxlamaq olur ki, bu gayda ile tayin edilen butun aciq
coxluglar ailasi topoloji strukturun LIl va [l aksiomlarini 6dayir ve demali,
R" goxlugu Uzerinds muayyan topologiya tayin edir. Bu topologiyani tabii
topologiya adlandirirlar. Tabii topologiya R" c¢oxlugunu topoloji fezaya
cevirir. Bu topoloji foza adadi feza (n =1 olduqda adad diiz xatti ) adlanir.

Misal 3. 4, afin mustavisinde 4BCD=pP paralelogra-mina baxagq.

AM =aAB+ fAD,0<a <1, 0<f<1 sortini ddeyen butin M ndqgtelerinin P
coxlugu P paralelograminin daxili hissasi adlanir. ©gar F < 4, ¢oxlugunu
har bir noqgtesi ile barabar bu nodqteni 6zinde saxlayan muayyan
paralelogramin daxili hissaesini de 6zlinde saxlayirsa, onda bu ¢oxlugu aciq

coxluq adlandiraq. Terife gora her bir M e F noqtasi Ugun ele P parale-

logrami vardir ki, onun P daxili hissesi M e P F sortini odayir.

Yoxlamaq olur ki, bu gayda ile 4, mustavisinds tayin edilan agiq
coxluglarin ¢ ailesi topoloji strukturun LIl ve Il aksiomlarini 6dayir.
Belaliklo, afin mustavi topoloji fazadir. Eyni gayda ile gostermak olar ki, 4,
afin fozasi topoloji fozadir.

Misal 4. ixtiyari x goxlugunda bu x goxlugunun 6ziinden ve @ bos
coxlugundan ibarst olan r = {x,&} ailesine baxaq. Askardir ki, alt coxluglarin
r ailesi LIl va Il aksiom-larini édayir, yeni r-x g¢oxlugunda tayin edilmis
topologiyadir. Bu topologiya antidiskret ( ve ya trivial ) topologiya, (X,z)
fozasi isa antidiskret topoloji foza adlanir.

Misal 5. Tutaq ki, x -ixtiyari ¢oxlugdur, r=P(x) ise x g¢oxlugunun
batin alt ¢coxluglan ailesidir. 1, 1,1l aksiom-larinin 6denilmasi askardir. Bu
topologiya diskret topologiya, (Xx,z) fozasi ise diskret topoloji foza adlanir.

4,5 misallar gosterirlor ki, istenilan x c¢oxlugunu topo-loji fezaya

cevirmak olar.



2. Tutaq ki, (Xx,z) -topoloji fezadir. x topoloji feza-sinda agiq
coxluglarin tamamlayicilarina qapali ¢oxluglar deyilir.  Agkardir ki, x
topoloji fezasinda gapali goxluglar Gglin asagidaki ikili xassalar dogrudur:

I'. @ bos ¢oxlugu ve x ¢oxlugunun 6zU qapali goxluglardir.

1r'. Qapali goxluglarin ixtiyari ailesinin kasismasi qapall goxlugdur.

mr'. Qapahl  coxluglann ixtiyari sonlu ailasinin birlesmasi qapali
coxluqdur.

Bu xassslerin dogrulugu muihazire 4-da verilan De-Morgan
dusturlarindan bilavasita alinir.

Belalikle, x c¢oxlugu Uzsrinds topologiyanin verilmasi Gg¢ln agiq
coxluglar ailesi avazine 1,1, 11’ gertlerini 6dayan goxluglar ailasini tayin
etmak ve bu coxluglar gapali coxluglar adlandirmaq olar.

Topoloji fezalarda metrik fezalara aid olan bir sira muhum anlayiglari
daxil etmak mumkundir. x topoloji fazasinin x ndqtesinin atrafi bu noqteni
6zinda saxlayan ixtiyari agiq c¢oxluga deyilir. Analogiyaya gore, Y alt
coxlugunu 6zinds saxlayan aciq coxluq v goxlugunun etrafi adlanir. ¥ ¢ X
coxlugunun toxunma néqtesi ele x noqtesina deyilir ki, bu néqtenin har bir
atrafi vy gcoxlugu ile bos olmayan kasismaye malikdir. ¥ c¢oxlugunun butin
toxunma noéqtsleri coxlugu v c¢oxlugunun gapanmasi adlanir ve Y ila isare
olunur. v c¢oxlugu-nun daxili néqtesi ele xeY ndqtasine deyilir ki, bu
négtenin v c¢oxluguna daxil olan musayyan atrafi vardir. vy goxlugunun
bitin toxunma ndéqteleri goxlugu v ¢oxlugunun daxili hissesi adlanir va
Inty ila igara olunur.

Teorem 1. Y c x ¢oxlugu yalniz ve yalniz Y =Y olduqda qapalidir.

isbati. Tutaq ki, y-qapall coxlugdur, yeni x\Y-aciq coxlugdur.
Onda x\Y c¢oxlugu o6zunun ixtiyari ndqtesinin atrafidir, yani Xx\vy
goxlugunun néqtaleri ¥ ¢oxlugunun toxunma noéqtelari olmurlar. Ona gore
da Y c v.Diger terafden, Y c Y olmasi askardir. Belslikla, v =Y.

Tersing, tutaq ki, Y =Y. Bu o demakdir ki, eger x¢Y olarsa, onda x

nogtaesi ¥ ¢oxlugunun toxunma noéqtasi deyil, yani onun musayysan U_ atrafi



Yy ¢oxlugu ile kasigmir: U < x\y. Buradan alinir ki, x\Y ¢oxlugu U, agiq

coxluglarinin birleagsmasi saklinde gosterila biler:
X\v= UuU,. (1)

xeX\Y

(1) beraberliyindan Il topologiya aksiomuna asasen aling ki, X\Y- agiq

coxluqgdur. u

Teorem 2. x topoloji fozasinin ixtiyari v ¢oxlugunun Y qapanmasi

qapall coxluqdur.
isbat. Teorem 1-e esasen, Y=Y berabarliyinin dogrulu-gunu
gOstarmak yetorlidir. YcY olmasi askardir. YcY tors daxil olmasinin

dogru oldugunu esaslandirag. Tutag ki, xey. Bu o demokdir ki, =x
nogtesinin ixtiyari U etrafi ¥ goxlugu ile bos olmayan kesismays malikdir:

UnY #@. Forz edak ki, yeUnY. Onda U ¢oxlugu y noéqgtesinin atrafidir.
Diger terefden, yeY oldugundan, U c¢oxlugu v coxlugu ile bos olmayan
kasismaya malikdir. Belalikle, x ndqtasi vy coxlugunun toxunma noéqtssidir,
yoni xcY . Buradan Y c Y daxil olmasi ve

Y c v sertidaxilinde ¥ =¥ barabaerliyMalinr.

Tutaq ki, bize (Xx,r) topoloji fazasi verilmisdir. Bu fazanin agiq
¢oxluglarinin misyyan B={U,}a I ailosine baxaq. 8ger vxe X noéqtesi ve
onun istenilen U, etrafi Ugun ele B eB ¢oxlugu vardirsa ki, xe B, cU, onda

deyirlar ki, B ailasi r topologiyasinin bazasidir.

Teorem. B={U,},a e/ ailesinin ¢ topologiyasinin bazasi olmasi tgiin

zoruri va kafi sart r topologiyasindan gotarilen isteniloen agiq ¢oxlugun B

ailasinin miayyan coxluglarinin birlesmasi saklinde gostarilmasidir.

Miihazira 2

Kasilmaz inikaslar. Homeomorfizm. Hausdorf topoloji fozalar



Riyazi analiz kursunda adadi arqumentli kesilmaz funksiyalar muhim
rol oynayirlar. Bu funksiyalarin itmumi-lagmasi handasada ahamiyyatli yeri
olan kasilmaz inikaslardir.

1. Tutaq ki, (x,7) ve (v,T)-topoloji fezalardir. Bu topoloji fazalarin
f:X -7 inikasina baxaq. ©gar f(x,)eY noqgtasinin ixtiyari ¥ etrafi lG¢ln
x, € X nogtasinin s(U)cy sertini 6deyen U etrafi vardirsa, onda deyirlar ki,

f inikasi x, e X ndqtesinde kasilmezdir. f inikasi x fezasinin har bir

noqtesinde kasilmaz oldugda ona kasilmaz inikas deyilir. Qeyd edok ki, X
va Y fezalarl R adead duz xatti il Ust-Uste dusdukds kasilmaz inikasin tarifi
f(x) funksiyasinin kasilmazliyinin riyazi analiz kursundan malum olan terifi
ilo eynilasir.

Asagidaki teorem inikasin kasilmazlik alamatini ifade edir.

Teorem 1. 7:x Y Inikasi yalniz ve yalniz asadidaki ekvivalent
sartlardan biri 6danildikde kesilmazdir:

a) Y fazasindan olan ixtiyari agiq ¢oxlugun proobrazi X fezasinda

aciq coxlugdur;

b)Y fozasindan olan ixtiyari qapali ¢oxlugun proobrazi x fezasinda
qapall coxluqdur.

isbatl.  Proobrazlar  {gln fr\4)=x\r"(4) mina-sibati

Odanildiyinden, a) ve ») sertleri ekvivalentdir. Farz edak ki, /- kasilmaz
inikasdir, v cvy-acgiq c¢oxlugdur. Gosterak ki, » ¢oxlugunun f'(v)
proobrazi agiqg goxluqdur. Tutag ki, xeX, onda f(x)eV, yoni ¥V agiq
coxlugu f(x) nogtasinin satrafidir. Onda s inikasinin kasilmazliyinin terifine
asasen x nogtesinin ele U sotrafi vardir ki, f({U)cy, yaxud Uc f7'(v).
Sonuncu minasibat f'(¥) ¢oxlugunun agiq ¢oxlug oldugunu gdsterir.
Tersine: tutaq ki, «) serti ddenilir. Isbat edak ki, 7 inikasi x fazasinin her
bir négtesinda kasilmazdir. Her hansi xex ndgtesini gotirak ve f(x)

ndqtasinin ixtiyari ¥ etrafina baxaq. Serta géra ¥ ¢oxlugunun U proobrazi



X -da agiq ¢oxluqdur. Belsliklo, xeU va f({U)cV, yoni f(x) ndgtasinin
ixtiyari v etrafi igln x noqtesinin  f(U)c Y sertini ddeyan U atrafi vardr.
Tarife gora bu, r inikasinin x noqgtesinda kasilmaz olmasi demakdir.

|
Kasilmaz inikaslara dair nUmunalere baxagq.

Misal 1. Ixtiyari x topoloji fezasinin éziunin 6ziine eynilik inikasi
kasilmazdir. Bu inikas 14, kimiisara olunur:
ldy : X > X, x> x
Misal 2. Sabit inikas hemise kasilmazdir. Tutaq ki, X,y -topoloji
fozalardir, y, e Y —muayyan noqgtadir, fise sabit inikasdir:
XY, xB .
Onda ixtiyari U c Y agiq goxlugunun proobrazi, y, eU olduqda x fezasi ila
ust-Usta dugur va oks halda @ olur.
Misal 3. Diskret topoloji fazanin har hansi topoloji fezaya ixtiyari
inikasi kesilmazdir.
Misal 4. ixtiyari topoloji fezanin antidiskret fezaya istonilon inikasi
kasilmaz inikasdir.
Teorem 2. Kasilmaz inikaslarin kompozisiyasi kesilmazdir.

isbati. Gésterak ki, ager X,Y,z -topoloji fozalardirsa ve f:X »Y ve
g:Y—>Z7Z -kssilmez inikaslardirsa, onda bu inikaslarn gof: X —>Z
kompozisiyas! kesilmazdir. »=go f isare edak. Tutaq ki, U c 7 -ixtiyari agiq
coxlugdur. g kasilmaz inikas oldugundan, ¢ '(U) ¢oxlugu v -de agiqdir.
¢ '(U) goxlugunun f*l(g*I(U)) proobrazi isi / inikasinin kasilmazli-yina
géra x-da aciqdrr. h_l(U):f_l(g_l(U)) oldugundan  buradan h
kompozisiya inikasinin kasilmaz olmasi alinir.

2. x topoloji fezasinin v topoloji fezasina f:x — Y inikasina baxaq.
Oger 1 inikasi garsihgh birgiymatli va qarsiligl kesilmazdirse, onda deyirler
Ki, £ homeomorfizmdir. Bu o demakdir ki, s inikasi iki serti ddayir: 1)

/ —biyeksiyadir; 2)  ve f' -kasilmaz inikaslardir. ©ger f:Xx —Y homeo-



morfizmi vardirsa, bu halda x ve Y fezalari homeomorf fezalar adlanir ve

X=zv, yaxud x =, v yazilr.

inikasin kesilmazliyiniden ve qarsiligh birgiymatliliyinden ters inikasin
kesilmazliyi hamise alinmir. Masalan, X ={a,b} va Y ={c,d} ikindgtali topoloji
fozalalarina baxaq. ©ger x fozasi diskret, Y fozasi ise antidiskret
fozadirsa, onda f:X 7Y, a—cb—d inikasi kasiimaz ve  biyektiv
inikasdir. Lakin bu inikasin tersi kesilmaz deyil.

Homeomorfizmlare dair numunalar gosterak.

Misal 5. Diskret fazanin diskret fazaya biyektiv inikasi
homeomorfizmdir. Bu agkardir.

Misal 6. Antidiskret fozanin antidiskret fozaya biyektiv inikasi
homeomorfizmdir.

Homeomorfizmlerin sade, lakin ¢gox muhum olan xassslerini geyd
edak.

Teorem 3. a) Ixtiyari topoloji fezanin 6ziiniin éziina eynilik inikasi
homeomorfizmdir.

b) Homeomorfizmin tarsi olan inikas homeomorfizmdir.

c) ki homeomorfizmin kompozisiyasi homeomorfizmdir.

isbati. «) ve ») hdkmleri agkardir. ¢) hékmiinin dogrulugunu isbat
edek. Tutaq ki, f: x>y ve g:¥—ZzZ-homeomorfizmlardir. Onda
h=go f:X — Z kompozisiya inikasi f va g inikaslarinin kesilmazliyine gore
kasilmazdir (bax teorem 2). r ve g biyektiv inikaslar olduglarindan, #

inikasi biyeksiyadir.  Diger terafden, f' ve g' inikaslar kasilmez

olduglarindan,
hl=flogiZ X
tors inikasi kasilmazdir. Belsliklo, # inikasi homd®morfizmdir.
Teorem 4. Homeomorfizm zamani ixtiyari agiq ¢oxlugun obrazi agiq

coxluqdur, ixtiyari qapall coxlugun obrazi ise qapall ¢coxlugdur.



isbati. Tutaq ki, f:Xx—Y-homeomorfizmdir, g=/":Y > Xx-tors
inikasdir ve U c x —agiq ¢goxlugdur. Onda £(U)=¢'(U) goxlugu g inikasinin

kasilmazliyina gora agiq ¢oxlugdur (sak. 1).

a=Dn)

Qapali  ¢oxlugun proobrazinin qgapall olmasi oxsar sakilde
asaslandirilir.

Teorem 4-den malum olur ki, f:x -y homeomorfizmi X va Y topoloji
fozalarinin topoloji strukturlari arasinda qarsiliqh birqiymetli uydunluq teyin
edir. Belaliklo, topoloji ndqgteyi-nazerden homeomorf fazalar tamamile eyni
sokilde qurulmusdurlar va x -y homeomorfizmi xve vy fazalarinda
topoloji struktur terminlarinda teyin olunan butin xassaleri eynilagdirir.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 5. Homeomorflug miinasibati ekvivalentlik miinasibatidir.
Bundan otru ekvivalentlik munasibstinin terifine aid olan U¢ xassanin
odanildiyini yoxlamaq lazimdir:

a) Refleksivlik. Har bir topoloji foza 6zi-6ztine homeomorfdur:

X =X.



py Simmet riklik. ©ger x fozasl v fazasina homeomorfdursa,

onda v fezasi da x fezasina homeomorfdur:
XzY=>Y=X.

oo Tranzitivlik. ©ger x fezasl v fezasina, v fozasi ise Z

fezasina homeomorfdursa, onda x fezasi z fezasina homeomorfdur:
XzYYz2zZ=>X=2Z.

isbati. Mivafiq homeorfizmlari géstermek kifaystdir. «) halinda bu
Id, eynilik inikasidir. ») halinda bu f':¥ > x ters inikasidir, burada
f:X »>Y- avvalcedan verilon homenomorfizmdir. ¢) halinda isa bu
gof:X — zinikasidir, burada f:x->Y ve g:Y —»Z- avvalcadan verilan
homeo-morfizmlardir. Bu mulahizalar simvolik sakilda bela yazilir:

a) X=,X;

b) X =, Y:>Y;f,l X;
o Xz YY=z,Z=>X=,_,X 1

Belalikle, butliin topoloji fazalar homeomorflug minasibatine nezaran

ekvivalentlik siniflarina ayrilirlar. Bu siniflere, yani M /. faktor-coxlugunun

elementlerina topoloji tipler deyilir, burada M —topoloji fazalar ¢oxlugudur..
Yalniz ve yalniz homeomorf topoloji fezalar eyni topoloji tipe malikdirlar.
(x,7) fezasinin homeomorfizmler zamani dayismayan xassalerine
topoloji xasseloer (va ya topoloji invariantlar) deyilir. Topoloji xasselar elo
xassolardir ki, onlara homeomorf fezalar ya malikdirler, ya da malik
deyildirler. Masalan, diskretlik, antidiskretlik, kompaktliq ve rabitalilik
xassalari topoloji xassalerdir. Topoloji xassalarin dyranilmasi topologiyanin
predmetini tagkil edir. XIX asrde, topologiyanin predmetinin hale Evklid
fazasinda ¢oxluglarla mahdudlasdigi bir vaxda gérkamli riyaziyyatci F.Kleyn
topologiyani handasanin fiqurlarin homeomorfizmler zamani dayismayan
xassalarini oyrenan bir terkib hissasi kimi tayin etmisdir. Bu, topologiyani

handasanin diger terkib hissalerinden olan Evklid handasaesi, hiperbolik



handase, proyektiv handass, afin handase va sferik handasa ila bir siraya
gatirib ¢ixarmisdir.

3. Kasilmaz inikaslarin bir muhum xdsusi hal kasilmaz funksiyalardir,
yoni topoloji x fezasinin R haqiqi adadler ¢coxluguna kasilmaz inikaslaridir.

f funksiyasinin kasilmazliyini bels ifade etmak olar: ixtiyari x, € X noqgtesi
vo ixtiyari £>0 adadi Ugun x, nogtasinin ele U atrafi vardir ki, yeU
oldugda |f(x,)- f(v) < ¢ barabarsizliyi 6danilir.

Tutaq ki, f:X —Y-metrik fozalarin kasilmaz inikasidir, p,,p, - X,Y
fozalan Uzerinde metrikalardir. Onda f inikasinin kesilmazlik sertini belo
ifada ede bilarik: ixtiyari x, e X noqtesi ve ixtiyari £ >0 adadi ugln ela 5 >0
adadi vardir ki, p,(x,x,)< s barabarsizliyindan p,(f(x),f(x,))< ¢ barabarsizliyi

alinir.
Metrik fozalar Uglin adadi ardicihgin yigilmasi anlayisinin

Umumilesdiriimasi de faydalidir. lim p(x,,x)=0 oldugda deyirlor ki, {x,}

nogtaler ardiciligi x, néqgtasine yigilir: lim x, = x,. Fazalarin va inikaslarin bir

n—»0

cox xassalerini metrik fozanin yigilan ardicilliglari terminlari ile ifade etmak

olar. Masalen, ¥ c x goxlugu verildikde, agar ixtiyari yigilan {x,} noqteler

ardiciligr Gglin  x, = limx, limiti d@ ¥ ¢oxluguna aid olarsa, onda v qapali

n—»0

coxluqdur. Metrik fazalarin f:x — Y inikasinin kasilmazlik gertini Heyne

manada bels ifade etmak olar. ager x, = limx, barabarliyindan

n—0

lim f(x,)= f(x,) barabarliyi alinirsa, onda deyirlar ki, s inikasl x, néqgtasinda

n—»0

kasilmazdir.
4. Tutaq ki, X va Y topoloji fezalardir. Yeni xxYy topoloji fezasini
tayin edak. X xY ¢oxlugu X ve Y goxluqlarinin dekart hasilidir:

Xsz{(x,y)xeX,er}.

X xY goxlugunda topologiya teyin edek. U =U(v, x,) birlegmasi seklinde

gosterilon U c xxy goxlugunu aclqg coxlug adlandinrig, burada



v, c X,w,cY-aclq ¢oxluglardir. Aciq goxluglarin xassalarinin 6danilmasi

asanligla yoxlanilir. Bu qaydada topologiyanin daxil edildiyi x xy g¢oxlugu
X ve Y topoloji fezalainin dekart hasili adlanir. x va vy topoloji fazalari
X xY dekart hasilinin vuruqlan adlanir. Dekart hasillarin asagidaki xassalari

dogrudur: @) xxY ve Yxx fazalan homeomorfdurlar; ») (xxY)xzZ v&
X x(rxz) fozalart homeomorfdurlar. Birinci halda homeomorfizm olaraq,
o(x,y)=(r,x) soklinde tesir eden ¢:XxxY—>YxX inikasl gotaralar.

U=U,xw,) xxy fezasinin agiq ¢oxlugu oldugda, oU)=UW,x7,) -

YxXx fezasinin agiq goxlugu olur. Ikinci halda homeomorfizm olaraq,
o((x,y)z)=(x,(y,z)) soklinde tesir eden ¢:(XxY)xZ - Xxx(YxZz) inikasin
goturmak lazimdir. x xy dekart hasilinin vuruglardan birinin, masalan x
fozasinin Gzerine f(x,y)=x soklinde tesir eden f:XxY —» X proyeksiyasi
kasilmazdir. Dogrudan da, U < X agiq ¢oxlugunun proobrazi f'(U)=UxY
soklindadir, yani r~'(U) agiq goxlugdur.

7, aksiomu: Foezada ixtiyari iki mlxtelif ndqtenin bir-biri ile
kasismoayan otraflari vardir: vx,ye X,x=y UgUn 3U>x,V >y aotraflan vardir
ki, unr =@.

T, aksiomunu 6dayen fazaya T, ve ya Hausdorf fezasi deyilir. Agkardir ki,

noqtelarinin sayi ikiden az olmayan ixtiyari diskret feza Hausdorf fezasidir.

Dogrudan da, eger x diskret fozadirsa, onda vx,ye X,x=y noqteleri tGgln
Ix} ve {y} aciq goxluglar bu ndqgtelerin kasismayen straflaridir. istanilen

metrik M fozasl Hausdorf foezasidir. ©ger «x,ye M —muixtalif ndqgtalerdirss,
onda bu ndéqtelerin kasigsmayan atraflan olaraq %p(x,y) radiuslu kiravi

atraflarini géturmak olar.

Miihazire 3

Hamar ¢oxobrazli anlayisi. Hamar ¢oxobrazlilara dair nimunalear



Tutaq ki, M —hesabi bazaya malik Hausdorf topoloji fezasidir. U «
aciq ¢oxluguna baxaq. ¢:U—>R" homeomorfizmine M topoloji fozasi
uzerinde tayin edilmis »-olculu lokal xerite (ve ya lokal koordinat sistemi)
deyilir. U ¢oxlugu lokal xaritanin oblasti adlanir. Lokal xaritanin 6zini (U, )
saklinde isara edirler.

Tutaq ki, M topoloji fezasi tizerinda »-olgill iki (U,9) vo (V,y) lokal
xaritalari verilmisdir. 9gar

o ipUNV)—>wUnV),

oy ipUnV)>wUnV)
Inikaslan hamar inikaslardirsa, o halda deyirler ki, (U,9) ve (V,y) hamar
alagalandirilmis lokal xaritelerdir. UV =@ oldugda woe,pow ™" inikaslan
tetin olunmurlar. Bu halda ©,p) va (V,w) lokal xaritalerinin hamar
alagealendirilmis olduglarini gabul edirik.

Tutaq ki, (U,p)-M topoloji fezasi uzarinde »-olgulli lokal xeritedir.
PeU noqgtasinin (U,¢) lokal xaritesine nazaran lokal koordinatlan dedikda
p(P)e R" noqtasinin  koordinatlan basa dusalir. Bu  koordinatlan
(x'(P),x*(P).....x"(P)) kimi isare edacayik.

Tutaq ki, M topoloji fezasi tizerinde »-olgill iki (U,9) vo (V,y) lokal
xaritelari verilmisdir vo UnV #@. ©9gar PeU nV olarsa, onda yoe™ inikasi
o(P) = (x'(P)....x"(P)) noqtasini y(P)=(y'(P)....y"(P)) cevirir, bela ki, burada
y',...y" n sayda x',..,x" dayisanlerinden asili funksiyalardir:

y = f(x"..,x"),1<i<n

Asagidaki sartler 6danildikde A topoloji fazasi Gzarinds tayin olunmus
n—0lculu lokal xaritelerin (U,,p,), ailesine M topoloji fezasi Gzerinds
n—0l¢ult hamar atlas (va ya diferensiallanan struktur) deyilir:

1) atlasa daxil olan istanilan iki xarite hamar slagalandirilmisdir;



2) |Ju, =M, yeni atlasin batin lokal xeritslerinin oblastlar

aed

topoloji fezasini orturlar.

Uzerinde n-ol¢uli hamar atlasin tayin olundugu A topoloji fezasina
n—-0l¢ult hamar (va ya diferensiallanan) coxobrazh deyilir.

Mihazire 4
Hamar ¢coxobrazlilarin hamar (diferensiallanan) inikaslari

Tutaq ki, M -m-olgula, N-n-o0lcult hamar coxobrazlidir. f: M >N
kesilmaz inikasina baxaq. (U,p)—M c¢oxobrazlisi Gzerinde, (V,w)-N
coxobrazlisi Gizerinds lokal xariteloer olsun. ') alt ¢oxlugu M -de agiq
coxlugdur. U~ 7' (V) = @ olduqda

wofeop  ipUn fT)>yw) (1)

Inikasini qurmaq mumkindir. Bu inikas zamani PeUn (V) noqtasinin
(U,p) lokal xeritesine nazaran koordinatlarindan ibarset olan  (x',..,x")
adadlar satrine f(P) nogtesinin (V,y) lokal koordinatlarindan ibarst olan
(',...,y") satri qarsi qoyulur.

(1) inikasina f:M —» N inikasinin (U,p) va (V,y) lokal xaeritelarina
nazaran koordinat ifadasi deyilir.

9gar uygun olaraq, M ve N coxobrazlilari Gzerinda verilon ixtiyari
(U,p) Vo (V,y) lokal xeritelarine nezaren (1) koordinat ifadesi hamar inikas
olarsa, onda f:M — N kasilmaz inikasi hamar inikas adlanir. Bu zaman
Un f' (V)= oldugda, koordinat ifadesinin hamar olmasi gabul olunur.

Teorem 1. Kasilmaz f: M — N inikasinin hamar olmasi lgln zeruri ve
kafi sart har bir Pe M noqtasi tGglin uygun olaraq, M ve N coxobrazlilari
tzerinds ele (U,p) va (V,y) lokal xaritalerinin varligidar ki, PeU, f(P)eV Vo
bu xaritalar Ggin wo fop™' koordinat ifadasi ¢(P) négtasinde hamardir.

Asagidaki sartler 6danildikde, f:M — N inikasi difeomorfizm adlanir:

1) f-homeomorfizmdir;



2) £ va f' hamar inikaslardir.

Masalen, sothlerin istenilen difeomorfizmi coxobrazhlarin
difeomorfizmidir. Diger terefden, eger (U,p)-M hamar g¢oxobrazlisi
uzerinda lokal xeritadirse, onda gostarmak olur ki, ¢:U — @) inikasi

difeomorfizmdir.

Mihazire 5
Coxobrazliya toxunan vektorlar. Toxunan foza
Tutaq ki, M -n-0lguli hamar ¢oxobrazl, 7 ise R adad oxunun agiq
intervaldir. Askardir ki, 7 aciq intervali R-da aciq alt coxobrazli kimi bir
olguli  ¢oxobrazlidr. Ona géra de y:I—-Mm inikasinin hamarligini

c¢oxobrazlilarin hamar inikasi saklinde basa dismak olar.

M ¢oxobrazlisi Gzerinde hamar ayri (v ya sadace ayri) y:I->M
hamar inikasina deyilir. 9ger ¢, e/ lglin y(z,) =P olarsa, onda deyirler Ki,
ayri t=t, oldugda P noqgtesinden kegir.

9gar (U,p)-M ¢oxobrazlisi tzarinde lokal xaritedirse ve y:1 - M
ayrisi lGg¢in y(/)cU olarsa, onda R" foezasinin ¢U) oblastinda
7 =poy:1 > @) ayrisine y ayrisinin (U,p) xaritesinin lokal koordinatlarinda

verilmasi deyilir.

(U,p) lokal xaritesinin verilmasi iloe PcU noqtesindan keg¢an har bir

hamar y ayrisine 7 :1, — oU) ayrisinin ¢, noqtesinda siirat vektoru olan

dy (t,) _ {dul(to),w’du"(to)}
dt dt dt
vektorunu garsi goymagq olur, burada 7, = |, —s.,z, + &[,.¢ > 0.

M g¢oxobrazlisi zerinda P noqtasindan kegan iki hamar ayri Ggiin bu
ayrilere yuxaridaki gaydada qarsi qoyulan vektorlar Gst-tste dusirlerse,

onda deyirlar ki, verilen hamar syriler P noqgtasinda bir-birina toxunurlar.



M c¢oxobrazlisi Gzerinde P noqtasindea bir-birine toxunan hamar
ayrilerin ekvivalentlik sinfine P noqtesinde M ¢oxobrazlisina toxunan
vektor deyilir.

P noqgtesinda M ¢oxobrazhisina toxunan vektorlar coxlugu 7,0 Kkimi
isare olunur. T,M n-0lguli vektorlar fezasidir ve P noqtesinde M
coxobrazlisina toxunan feza adlanir.

R" fazasinin e,....e, kanonik bazisine 7,M toxunan fezasinda uygun

galen bazisi harakatli bazis adlandinrlar ve 4,,,...,6,, Kimi isare edirler.

Miihazira 6
Toxunan vektor funksiyalar halqasinin diferensiallanmasi kimi
Tutaq ki, M -n-olgili hamar c¢oxobrazli, veT,M-P noqtasinde
toxunan vektor, y:7 - M -t=¢, oldugda P noéqtesinden kegan ele hamar
ayridir ki, v=[y] burada [y]-, eyrisi ilo tayin olunan ekvivalentlik sinfidir.
PeO,cM cortini édsysn agiq O, alt coxlugunda teyin olunmus hamar
f:0, - R funksiyasina baxaq. (U,p),PeU lokal xaritesini daxil edsk. Onda
y Yrisi ¥ = oy oyrisinin lokal koordinatlarinda tayin olunur, s funksiyasina
iS9 f=fop' soklinde isars edacayimiz fop :p(Un0O,)—> R koordinat
ifadesi uygun galir.
veT,M toxunan vektorunun komayi ile P noéqtsesinin atrafinda teyin

olunmus har bir hamar s funksiyasina

_d(feonty) _ o | du'(t,)
dt 6ui|

D,.f

o(P)
adadini garsi goymagq olur.

c*(P)=1{r:0, >R, 0,-agq ¢oxlugdur, s-hamar funksiyadir |}
coxluguna baxaq. Belalikle, D, :C*(P)—> R:f— D, f inikasi qurulmus oldu,

burada ve7,M. Gostermak olur ki, D, inikasi asagidaki xassalera malikdir:



Vf,.geC'(P)aeR , D,(f+g)=D,(/)+D,(g). D,(af)=aD,(f), (1)

D,(fg)=f(P)D,(g)+g(P)D,(f). (2)

Sonuncu beraberliya Nyuton-Leybnis gaydasi deyirler. Belslikla, D, —xatti
inikasdir.

(1), (2) baraberliklerini  6dayan D:C*(P)—>R inikasina
diferensiallanma deyilir. Belsliklo, istanilon ve7,M toxunan vektoru D,
diferensiallanmasini tayin edir.

Goéstermak olur ki, D, ={p:C”(P)— R} diferensiallanmalar coxlugu R
haqiqi adadlar meydani tizerinda vektorlar fozasidir.

Teorem. Toxunan  fezanin  diferensiallanmalar  fsazasina
T.M — D, :v— D, inikasi xatti izomorfizmdir.

Bu teorema asasan, ixtiyari v toxunan vektoru D, diferensiallanmasi
ilo eynilagdirilir. Qeyd edak ki, D ,-yo v toxunan vektoru boyunca
diferensiallanma, D, f-8 ise f hamar funksiyasinin v toxunan vektoru

boyunca téremasi deyilir:

vaza—f_ v
ox'|,
Miihazira 7

Coxobrazli iizarinda vektor meydanlari

Tutag ki, M -n-o0lculi hamar coxobrazhdir, 4 ise M -da aciq alt
goxobrazh kimi basa dusilen agiq alt coxlugdur (xtsusi halda 4 = m).

Ac M agiq alt ¢goxlugu tzarinde vektor meydani dedikde har bir pPe 4
noqtasine X, eT,4=T,M toxunan vektorunu qarsi qoyan X inikasi basa
dusular.

Tutaq ki, X,Y -4 aciq alt goxlugu tzsrinde vektor meydanlaridir, 7 ise
A Uzerinde funksiyadir. 4 UGzerinde x+Y ve fx vektor meydanlarini
asagidaki kimi tayin edirik:

VPe A, (X+Y), =X, +Y,, (fX), = f(P)X,. (1)



Vektor meydaninin hamarhg anlayisini daxil edsk. ogar 4 (zerinde
(U, ) lokal xeritasi segilarse, onda P e U sarti daxilinde har bir toxunan 7,m
toxunan fezasinda é,,...,0,, herakatli bazisi teyin olunar. 9ger PeU
noqtesini dayissak, naticede U Uzerinde » sayda o, vektor meydanlarini
almis olariq. U Gzerinde verilmis x vektor meydani tgln har bir x, toxunan
vektorunu herokatli bazis uzre ayirmaq olar: X, =71'(P)d,, ++ f"(P)d,,,
burada f'(P),..f"(P) ile Xx, toxunan vektorunun koordinatlar isare
olunmusdur.

9gaer P e U nogtesini dayissak, naticads (1) amallarine asasan,

X=f'9,++f"0, (2)
aynhsini alanq, burada 7',...,f" —U uzarinde funksiyalardir.

(2) beraberliyindaki r',.....r" funksiyalarina U uzarindaki x vektor
meydaninin (U, ) lokal xaritesina nezaran komponentlari deyilir.

9gar AcM agq alt coxlugu Gzerinde Xx vektor meydaninin M
g¢oxobrazlisi tzarindaki istenilen (U,p) lokal xeritesine nazaren
komponentleri U ~4 Gzerinde hamar funksiyalardirsa, onda x hamar
vektor meydani adlanir.

Gostarmak olur ki, iki hamar vektor meydaninin cemi ve hamar vektor
meydaninin hamar funksiyaya hasili hamar vektor meydanlarndir. Dogrudan
da, oeger X=f0,Y=g'0,-hamar vektor meydanlar, f-hamar
funksiyadirsa, onda

X+Y=(f"+g")0,,/X = [0,
ve hamar funksiyalarin cemi, elace da hasili hamar funksiyalardir.

Ac M agiq alt ¢oxlugu tzerinda teyin olunmus bitin hamar vektor
meydanlar ¢oxlugunu X(4) kimi isare edirik. X eX(4) vektor meydani
(Dy/)P)=D, [ qaydasi ile D,:C”(4)—C"(4):f— D, inikasini tayin edir.

Bu inikas asagidaki xasselera malikdir:



Vf,geC*(A),YaeR, Dy(f+g)=Dyf+D,g,
Dy(of)=aDyf, Dy(fg)=fDyg+gDyf.

Tutaq ki, X,Y eX(4) vektor meydanlar verilmisdir, burada 4-Mm -da
aciq alt coxlugdur. 4 Uuzerinde tayin olunmus ve ixtiyari (U,p) lokal
xoritesine nezeren komponentleri [X,Y], =(f'0,g’ -g'd,/")d, saklinde olan
vektor meydanina x ve Y vektor meydanlarinin kommutatoru deyilir ve
[x,y] kimi isare olunur. Askardir ki, harekatli bazisin vektor meydanlan ugiin,
l0,,0,]=0.

Teorem. Kommutasiya emali asagidaki xassalera malikdir:

a) [x,v]=-[r,x] xususi halda [x,x]=0;

b) Ya,feR, [aX, + pX,.Y]=alX,,Y]+ B[X,.Y]

Miihazire 8
Kovektor anlayisi. Vektorlar fazasinin qosma fezasi. Kovektorun

koordinatlan

Tutaq ki, ¥-R haqiqi adadler meydani Uzarinde »- Olgulu vektor

fozadir, {¢},i=1,n, -bu fezanin mieyyen bazisidir. vier vektoru Ugln
X=x'e +---+x"é, =x'¢, aynligl, diger {¢,} bazisi i¢ln isa

¢, = Ale;
kecid dusturu dogrudur, burada (A;l)— kecid matrisi olub geyri-maxsusidir,
i— toplama, yaxud «Eynsteyn» indeksidir. ©ger x vektorunun x=x'¢,

ayriligi da malumdursa, onda



x'=Ax (1)
cevirmasi yazilir, burada (A,."')— (A,.’}) kegid matrisinin tars matrisidir. (1)
gevirmasina vektorun koordinatlarinin gevirme qanunu deyilir.

Vektor arqumentli «: 7 — R skalyar funksiyasi:

1) vx,y eV Ugln

a(%+5)=a(¥)+al7)
2) vieV,vAieV UgUn
a(JX)=2-a(%)
sortleri ddanildikda xofti funksiya adlanir. Masalan, vxeV,x =x'¢é, vektoru
Ugln «(%)=x"+x* +x’ qaydasi ile tasir edan « funksiyasi xatti funksiyadir.

v vektor fazasinda tesir edan butin xatti funksiyalar gcoxlugunu v~ ile
isara edak. 7" ¢oxlugunda toplama ve adada vurma amallari bu qayda ils
daxil edilir:

1) Va,BeV",vieV ugln

(o + p)3) = a(3)+ (%)
2) VaeV*,VxeV,vieR UgUN
(Aa)¥)=A-alX)
Bu amaller " ¢oxlugunu kovenktor foza adlanan vektor fezaya gevirirlar.
va V* fezalari qosma fezalardir. v* kovektor fezasinin elementlarini
kovektorlar adlandiririrlar ve Py kimi igars olunurlar. va e V" kovektoru
ucun
@, =alé)i=1n
adadleri ¢ kovektorunun {¢,} bazisinds koordinatlari adlanir.
V" kovektor fezasinin
¢'(¢)=0/
sortini 6deyan {gf } j=1n bazisine ¢} bazisiile qarsiligh (qosma) olan bazis

deyilir, burada s/ — Kroneker simvoludur:



S5i— 0, j#i,
L j=i

a kovektorunun {¢,} ve {¢,} bazislerindeki «, ve «, koordinatlar arasinda
asagidaki slaga dogrudur:
ay =alé)= Q.(Aii’éi ): A a(é;)= Aia;,

ve ya

OC[r = A;ai. (2)

Miihazira 9

Vektorlar fazasi liizarinda tenzorlar

Tutaq ki, ¥- R haqigi adadler meydani Uzarinde »-0Igulu vektor

fozadir, v* ise ¥ vektor fezasina qosma olan kovektor fezadir. 4 sayda
v),...,v, €V vektor ve p sayda Ql,...,yf eV" kovektor arqumentlerindan asili
olan skalyar

2= 1[5 By ) (1)
funksiyasini tayin edok. (1) funksiyasi arqumentlerinin her birine nazaran

xottilik sartlerini 6dedikde polixstti funksiya adlanir. Masalen, 1-ci vektor
arqumentina gora xattilik sartleri bela yazilir:
57+ 515y ¥y o enst? )= 15 BBy e

1515V )

k5071 e ? )= e 1[5 T )
(1) polixatti funksiyasina hamginin » vektor fezasi lizerinde tipi (p.q) olan
(p=0,g>0), yaxud pdafe kontravariant ve gdefs kovariant tenzor deyilir.
s=p+q odedi tenzorun valentliyi adlanir. Masalon, valentliyi 2 olan
tenzorlar (2,0),(0,2) va (1) tipli tenzorlardir. Tenzorlara dair nUmunalere

baxaq.

1) (1,0) tipli t(ﬂj tenzoru ¥ vektor fazasinin vektorudur.

—
=



2) (0,1) tipli «(v,) tenzoru ¥* kovektor fazasinin kovektorudur.

3) (1,1) tipli tenzor «v.n) polixetti funksiyasi ile verilir va afinor

adlanir.

v vektor fezasl (zerinde tayin olunan bitin (p,q) tipli tenzorlar
goxlugu 77V il isars olunur.

2. Tenzorlar Uzsrinda aparilan amallari qeyd edak.

1°. 1,1, eTV -V vektor fezasi lzerinde verilmis tenzorlardirsa, onda

bu tenzorlarin ¢ +¢, cemi
(AR e L) B R )
1y (o ¥y o e”)

dusturu ile tayin olunur, burada v,,....v, eV, 5',....5" eV".

q
Qeyd. Yalniz eyni tipli tenzorlari toplamag mimkundur.

2°. reT?v -V vektor fazasi Uzsrinde verilmis tenzor, « ixtiyari haqiqi
adaddirsa, onda ¢ tenzorunun k adadina k -+ hasili
(k- 05y sy ? ) = 25V e”)

disturu ile teyin olunur, burada v,.,....v, eV, n',...n" eV,

— —

Gorunduyd kimi, tenzorun adada hasili zamani tip dayismir. Asanligla

yoxlamaq olur ki, 7”v goxlugu (p,q)tipli tenzorlarin toplanmasi ve adads

hasili amallarine gora vektor faza tayin edir.

3% e TV, 1, eT!?v -V vektor fezasi Uzerinds verilmis tenzorlardirsa,

onda bu tenzorlarin «, ®t, hasili

s = 1 2
(t1 ¢, )(vl,...,vqlvqﬁl,...,vqﬁqz,1,...,71

pi+l P1+p2
)

-

i
- - - - 1
=tl(vl,...,vql,fi,...,gm)-tz(vql+1,...,vql+q2,7_2p1+ ,...,Qm”’z),
— b *
burada v,eV,a=12,..,9,+q,,n €V ,b=12,...p, + p,.
Gorindlya kimi, ¢, ®¢, -(p, + p,.q, +q,) tipli tenzordur.

Tenzorlarin hasili amalinin asagidaki xassaleri vardir:



a) ,®(t,®;)=(t, ®t,)®t;;

b) (t,+1,)®t, =1, @t; + 1, Oty;

¢) (kt))®t, =1, ®(kty)=k(t, ®1,).

Qeyd. Tenzorlarin hasili emali yerdayisma (kommutativ-lik) xassasina
malik deyil, yoni

t®t, #t, ®1,.

4°. Tutaq ki, reTV -V vektor fezasi Uzerinds veriimis tenzordur ve
p>0,q>0. ¢t tenzorunun m sayl vektor va k sayl kovektor arqumentlarina
gbre blikilmesi dedikds aga-Qidaki kimi teyin olunan w,: 7'V tenzoru
basa dusulur:

trnljt(ﬁl,...,ﬁq_l,gl,...,gpfl)z

1

- - 1 k=1 i k+l p-1
zt(vl,...,v €isVipslss V1ol »es?] 5€,11 1] ),

el
burada {¢,},i=12....n— ¥ vektor fozasinin bazisidir, {gf}— onunla gogma olan
bazisdir ve i toplama indeksi olbugundan bu indekss gbre cemlama
aparhr. Aydindir ki, buktilma amali vektor ve ya kovektor arqumentlarindan
har hansi biri qurtarana gadar ardicil olaraq aparila bilar.

5°. Tutaq ki, S, -¢ deracsli evezlemsler qrupudur. s, qrupunun 7,
tenzorlar fazasinda tasirini
VoeS, Vel V, otli..v,)= 1) Vo)
dusturu ile teyin edirik.

teT)V tenzorunun simmetriklosmesi dedikde agagidaki kimi tayin

olunan Symte T,V tenzoru basa dugullr:

1
Symt=— Y ot.
q!creSq

Masalen, ¢ e 7,V tenzorunun simmetriklogmasi

Symt(?,ﬂ/)z%(t(ﬁ,ﬂ/)ﬂ(ﬂ/,\?))

soklinds, 7 e 17 tenzorunun simmetrikloagmasi isa



+ h(i0, 9,8 )+ h(v, i, W) + i, w,v))
saklinda aparilir.

Qeyd edok ki, simmetriklosma amali vektor ve kovektor
arqumentlerinin bir qrupuna da tetbigq oluna biler. Maesslen, re7?’V
tenzorunun 1-ci ve 3-cu vektor arqumentlarine gora simmetrikleasmasi bela

yazilir:

Sy, 5, 1,7,E ) =~ (5, 5,7, ) 1, 9,57, )

Terif. 1TV tenzoru voeS, avazlemasi lgln or = sertini 6dadikds
simmetrik tenzor adlanir. Terifden aydin olur ki, eger re7)v - simmetrik

tenzordursa, onda Symr=¢. Diger terafden, 7V tenzoru Ugln Sym, ¢ =1

yaziligi onu gostarir ki, bu tenzor 1-ci ve 3-cu vektor arqumentlarina gore
simmetrikdir.

6’. oeS, avazlemasinin igsaresini Sgno ilo isare edek. Aydindir ki,
Sgno cUt evazlemaler Ugln 1-9, tok avazlemaler Ugln ise -1-8 barabaerdir.

teT)V tenzorunun g¢ep-simmetrikloesmesi , yaxud alternasiyasi

asagidaki kimi tayin olunan 4/t e 7,V tenzoru na deyilir:

ai=Ly Sgno(ot).
q!creSq

Terifden gorunur ki, 1 e 7,'v tenzorunun gap-simmetriklosmasi
Al1(5,7) = %(t(ﬁ, )= t(,7))

soklinde, 7 e 1’V tenzorunun ¢ap-simmetriklosmasi isa

Alt(v,w,ii )= %(h(v,w,ﬁﬁ h(iw, i, v )+ h(id, v, w)—

— h(w,v,ii)— h(V, i, w)— h(i, w,v))

soklinds aparilrr.



Cop-simmetriklosma amalini de vektor ve kovektor arqumentlarinin

bir grupuna tetbiq etmak mimkindir. Mesalen, ¢ <77V tenzorunun 2-ci va

3-cu vektor argumentlarina gora ¢ap-simmetriklagsmasi bels yazilir:

Al 5, 0,1,, €)= %(t(ﬁ, i0,i1,7, &)~ 1[5 1, .7, £ )

Torif. <7V tenzoru voeS, ovezlemssi Ugln Sgno-or=¢ sgortini
odedikde  ¢ap-simmetrik tenzor adlanir. Terife gbre, eger reT)V - ¢op-

simmetrik tenzordursa, onda 4/:=:. Asanligla yoxlamaq olar ki, simmetrik

tenzorun alternasiyasi va c¢oep-simmetrik tenzorun simmetriklasmasi sifra

barabardir.

Mihazire 10
Coxobrazli tizarinda tenzor meydanlan
Tutaq ki, -k meydani Uzsrinde vektor fezadir voa  A-4,B,C,..
elementlerine malik olan ¢oxlugdur. A c¢oxlugunun elementlerini ndqtaler
adlandiraq. ©ger har bir nizamlanmis (4,8)e AxA elementler cultlne
asagidaki sartlarin ddanilmasi ile v= 4B ¥ vektorunu garsi goyan AxA -7
inikasi verilerse, deyacayik ki, A- Kk meydani Gzarinde afin fozadir:

1) Istenilon 4<A noqtsesi ve istenilan ve ¥ vektoru Ggln els yegana
BeA ndqgtesi vardir ki, v=4B.

2) Istenilen 4,B,c « A noqtsleri liglin Sall minasibsti dogrudur:

AB+BC +CA=0.
dim¥ =n oldugda afin feza »-0&lgull gabul olunur ve A" kimi isara edilir.
v — A" afin fezasi Ggln yonaldici vektor foza adlandirilir.

Ixtiyari gaydada secilmis 0 <A ndqtesini geyd edek. Bu halda v4 <A
ndqtesi Uglin bu nogtenin radius-vektoru adlandi-rilan  x =04 vektoru
birgiymatli tayin olunur. ¥ —da {¢,} bazi-sini segmakle x =x'e, ayrilisini alariq.
x'adadlerine  4(x) nogte-sinin {0.e,} reperinde afin (ve ya dekart)

koordinatlari deyilir.



v yonaldici vektor fazasi psevdo-Evklid vektor fezasi ol-dugqda A —
afin-psevdo-Evklid (ve ya psevdo-Evklid) fezasi adlandirilir.

A" afin faezasinin noéqtesinde 7. toxunan fezasi baslangi-ci bu

ndqtada olan butln vektorlarin amala gatirdiyi eyni dlgula
vektor fezadir. Muxtalif ndqgtslerdaki toxunan fazalar 6z aralarin-da paralel
kocurma vasitssila tebii olaraq eynilagdirila biler.

Ue A" oblastini naezarden kecirok. ©gar U oblastinin har bir

noqtesine bu noqgtedaki toxunan fezada (p.q) tipli tenzoru qgarsi goyan

x -t inikasi verilorsa, deyaceayik ki, Uoblastin-da (p.q) tipli ¢ tenzor
meydani verilmisdir. Basqga so6zle, bu hal-da arqumentleri 7, vo T

fozalarindan olan va ham de ndgtenin segiminden asili olan polixatti

funksiyaya baxilir. Masalen, p=1,
¢ =2 olduqda ¢ (&,u,v) polixatti funksiyasi tayin olunur. ©ger {0,¢;}- A"-da
dekart reperdirse, onda
£, =t (s SV (1.1)
U oblastinda verilmis ;(x) funksiyalarina tenzor meydaninin koordinatlari

deyilir. ©ger #,(x) funksiyalan c*sinfinden olan hamar funksiyalardirsa,

deyacayik ki, ¢-C*sinfinden olan ha-mar tenzor meydanidir.

' = const oldugda , tenzor meydani sabit tenzor meydani adlanrr.

Tenzorlar Uzerinde aparilan amealler tabii olaraq noqgtsler Uzra
apariilmaqgla tenzor meydanlarina tetbiq edilir. Masalan, eyni tipli ¢ vo s
tenzorlar Ggun toplama amali

(t+5) =t +s,
soaklinda aparilir.

Tenzor meydanlar uzarinda yeni bir amal- diferensialla-ma amali da
aparnlhr. Polixatti funksiyanin diferensialini hesabla-digqda nezere almaq
lazimdir ki, dekart reperi halinda vektor ve kovektor arqumentlarinin

koordinatlari néqgtanin secimindan asili deyil. Masalan, (1,1) tenzoru tgln



dt = dt', (x)eu’v". (1.2)
Belslikle, dr—(1,2) tipli tenzor meydanidir, 4, diferensiallari onun dekart
repera nazaran koordinatlaridir.

Misal 1. A”-de noqtslerin radius-vektorlarinin meydani-na baxaq.
Dekart repera nazaroen x=x'c¢;ayriligini yaza bilerik. Diferensiallamaqla,
koordinatlarn dx' =¢'(dx) olan dx =dx'e, vektor meydanini alarq.

Diferensiallarin asagidaki xassalari dogrudur:

a) Tenzor meydaninin diferensialinin sifra barabar olmasi Ggln zeruri
ve kafi gert onun sabit olmasidir (istenilon dekart reperde

t'y = const olmasidir);

b) Tenzor meydanlarinin ceminin diferensiali onlarin dife-rensiallari
camina barabardir: d(t+s)=dt + ds.
c) Tenzor hasilinin diferensiali Leybnis qaydasi ile hesab-lanir:
d(r®s)=dt ® s+t ® ds. Ogor xiisusi halda, :—adaddirse, onda d(zs)= tds.
d) Bukulmea emali diferensiallama amali ile yerini dayiga bilar:
ork(dt)=d (tr,fj t)
Tenzor meydaninin  koordinatlarinin  diferensiallarini  xU-susi

toremalerls ifade etmakle alariq:

. ")
k .. Jjk
dt =0ty su/vidx®,  Oyty = v

(1.3)

Misal 1-i nezers almagla bels bir naticays galirik ki, 2./, funksi-yalari (1,3)
tipli tenzor meydaninin koordinatlaridir. Bu tenzor meydani ¢ tenzor
meydaninin téremasi adlanir ve ar kimi isars olunur. Umumi halda (p,q) tipli
tenzor meydaninin téremasi (p,¢+1) tipli tenzor meydanidir. Téremani
verilmis  w=w'(x)e, vektor meydani ile diferensiallama indeksi Uzro
biikmakla yeni-den (p,q) tipli

ot =0 (w®ar) (1.4)



tenzor meydanini alariq. o,-w vektor meydani istigameti Uzre téremae

adlanir. Masalan, a,, = w'd,t.

Misal 2. Tutaq ki, (p(xl,...,x")—Uc A" oblastinda teyin olunmus skalyar
meydandir. Onda 6,¢ - grade kimi isars olu-nan va ¢ meydaninin gradiyenti
adlandirilan kovektor meydani-nin koordinatlandir. ©gar yonaldici vektor
foza psevdo-Evklid fezasidirsa, onda indeksi galdirmagla, koordinatlar ile
asagidaki kimi ifada olunan vektor meydanini alariq:

gradp=(g0 ).
o potensial funksiya, grade ise potensial vektor meydani adlanir. istigamet
uzre térema skalyar hasilin kdmayi ils ifade oluna biler:
0,0 =W (x)0,00 = g(w, grad o).
Misal 3. Tutag ki, &-kovektor meydanidir. o6& torama-sinin

alternasiyasini aparaq va naticani 2-ys vuraq:
roté =2- Al(0&).

rot¢ —koordinatlari s, =0,6;-6,£ olan tenzor meydanidir ve ¢ kovektor

meydaninin rotasiyasi adlanir.
Misal 4. Tutaq ki, v-vektor meydanidir. Onun téremasi koordinatlari

o' olan (1) tipli tenzor meydanidir. Bu tenzor meydaninin #(ov) izi v-nin

divergensiyasi adlandirilan invari-antdir. Psevdo-Evklid  fezada
divergensiyani
divv=0y"=g"0v;
soklinde yaza bilerik. Bu invariant sifra baraber oldugda v- solenoidal
vektor meydani adlanir.
Tutaq ki, v-Uc A" oblastinda tayin olunmus vektor meydanidir.

v—nin inteqral xatleri (ve ya trayektoriyalarn) dedikda toxunan vektorlari

meydanin vektorlari ile Ust-Uste du-sen, yeni %zv(x(t)) muinasibatini

O6deyan x=x(t) parametri-zasiya olunmus ayrilori basa dusdlir. Bu

munasibati koordinat-larla yazmagqla,



() (1.5)

adi diferensial tanlikler sistemini alarqg. (1.5) sisteminin integ-rallanmasi

inteqral xatlarini tayin etmaya imkan verir.

Muahazire 11
Riman ¢oxobrazlisi

Tutag ki, M —hamar c¢oxobrazlidir va M (izerinde simmetrik bixatti
formalar meydani verilmisdir, yani har bir Pe M noéqtesi tGgin 7, toxunan
fozasinda simmetrik bixstti s,:7,MxT,M - R formasi verilmisdir. Bu
meydani s ilo isare edak.

M Uzerinde (U,p) lokal xaritesi Ggtin harekatli bazisin o,,...,0, vektor
meydanlarini tayin edirik.

M Gzerinde s simmetrik bixatti formalar meydaninin (U,p) lokal
xaritesina nazaran komponentlari U (izerinds

s; =5(0,,0)1<i,j<n
soklinda tayin olunmus funksiyalardir.

9gar s simmetrik bixatti formalar meydaninin & Gzarinds istenilan
(U,p) lokal xeritesine nazeren komponentleri U Gzarinde hamar
funksiyalardirsa, onda deyirler ki, s meydani hamardr.

M hamar c¢oxobrazlisi Gzerinde Riman metrikasi dedikde her bir
PeM noqtesine g,:T.M xTxM — R skalyar hasilini gqarsi qoyan misbat-
muayyan simmetrik bixatti formalarin hamar g meydani basa disular. (M, g)
cutina Riman ¢oxobrazlisi deyilir.

M Riman c¢oxobrazlisi uzerinda istenilan (U,p) lokal xaritasine

nazaran g Riman metrikasinin komponentleri g, =¢(6,,0,) saklinds tayin

olunurlar.



Tutaq ki, y:7—- M —-M g¢oxobrazlisi tizerinde hamar ayridir. Onda har
bir e 1 Gglin bu ayri T,(r) toxunan vektorunu tayin edir. Naticedsa » ayrisinin
toxunan vektor meydani adlanan 7, :t - 7,(r) e T, M inikasi tayin olunur,

M Riman g¢oxobrazlisi Gzarinds istanilon hamar y:1 — M ayrisi Ggln
her bir 1 -ys T,(r) toxunan vektorunun uzunlugunun kvadratini gargi qoyan

I>R:t—>g,,(T,0).T, 1)
funksiyasini teyin etmak mumkuanddr.
M Riman coxobrazlisi tzerinde y hamar xattinin ¢,;, noqtaleri

arasinda galan govsinin uzunlugu

I (y) = j V&0 @, (O.T, ()t (1)

dusturu ile hesablanir.

9gar y ayrisinin  y(I) obrazi U,p) lokal xeritasinin oblastinda

yerlagersa, onda (1) disturunu

du’ (z) du’(0) ,

1) = j \/g,,w (et ()= =

soklinde yazmagq olar, burada g, =g, c¢™' isare olunmusdur.

Mihazire 12
Coxobrazli tizarinda afin rabite
Hamar g¢oxobrazl (zerinds tayin olunan ssas diferensial — handasi
strukturlardan biri de afin rabitedir. & coxobrazlisi tzerinde afin rabite
asagidaki sartlori 6dayan
V:X(M)x x(M)— X (M)
inikasina deyilir:

1) vV,U e X(M) tgin



vVuy)=v,yex(M);
2) vV,UeX(M), Vf e F(M) tgin
VIV =1V,
burada F(M)-M goxobrazlisi izerinde hamar funksiyalar ¢oxlugudur;
3) vww.UueXx(M), YgeFM Ugin

V,(gU)=gV,U+U 7 (g),

burada /'(g)z%w'—g funksiyasinin ¥ vektor meydani boyunca
X

toromaesidir.
U,y vektor meydanlarni 6, ve o, bazis vektor meydanlar ile avez
edek ve v, o, vektor meydanini {6, }, k=12,...n bazisi ayiraq:
V,0,=T/0,.
(1)
1) — 3) sortlorindan istifade edearak, gostarmak olur ki, (1) barabarliyinin
sag

torafindaki ayrilis emsallari tenzor qanunu ile deyil, asagidaki qaydada

’ % i J % 2k
Fl.l.{, = ax—k ai, axd Flk + ax—k a.,x — | .
v ox* \ox" \ox/ |7 ox* )\ ox"ox’

’ ! !

Bundan otri X, x" lokal koordinantlarindan xxt L x" lokal

dayisirler:

koordinantlarina

’ '
i

x=x (xl,xz,...,x”)

kecid disturlarina baxaq. Yeni xl,,...,x", lokal koordinant sisteminda
V, 0,=I50,

aynhsini yaza bilerik.

k
Op = % o, oldugundan,
X



_pr o ox*

l]ak ak'

.
v, 0, =Tk,

Diger terafdan,

i J

0,=% 5, 0,=%

ox : X
yaza bilarik:

J J i J J
v.o,=v . |25 |- X v & o |2 v o 40| 2 ), |-
r o alax” ) e ox’ ) ox'\ox) ox’ )’/

ox'

i A i A 2.
zﬁiﬁi .. +8, ax o = ax_' ax_’ r'a, + a_’x P
ox" ox’ / o ) o ox'ox”

ox' ox! ., o*x*
=|——I, +——10, .
(ax’ o’ T e’ )k

Belalikls,

k i j 2_k
o Ox 5, = (&C ox’ Ty 0°x ja

Y oxk ox" ox’ U ox'ox!

ve ya

k/%_ ox' ox’ o o*x*

Toxk o ax! T ox'ox!

k
Bu berabearliyin har iki tersfini [%j kecid matrisinin ters matrisinin
X

ox*
k

e i j e' 2k
Ek axk axk _ Fk é‘e Ee — axk ai, ax" l_,lk n axk al'x _
7 ox*t ox oot oxt ox) Y ox" ox'ox’

Vo ya
oo o o _, oxt ot
T Ak AL AT rii Tt i AT
Tooxt ox' ox) 7 ox" ox'ox’

r'*¥ amsallan v afin rabitesinin amsallar adlanir. Rabite emsallar v, U

i

vektor meydaninin ifadasini teyin etmaye imkan verir:
v.U=7"U+Tiu R, =7 VU, .



U* =(ou* +T!U’) ifadesi U vektor meydaninin v afin rabitesinds kovariant
toremasi adlanir . Analoji gayda ile ixtiyari « kovektor meydaninin, hamginin
M ¢oxobrazhsi tzerinde verilmis ixtiyari (p,q) tipli + tenzor meydaninin

kovariant toremasini hesablamagq olar:

Va, =0,a - F"ak,

/»m/ /1 k//

iy ipedy  m imip . _Tm i qp ’I m..i, i
thjl"‘jq _akt.hm y F +F +.. +rk tjl

Mihazira 13

Paralel kogiirma va geodezik ayrilar

Tutag ki, M -hamar c¢oxobrazlidir, y:7—>M-M Uzarinde hamar
ayridir.

y ayrisi boyunca vektor meydani dedikde har bir re7 noqtasine
X()eT,,M toxunan vektorunu garsi qoyan x :¢ — X(¢) inikasi basa disalir.

Tutaq ki, M c¢oxobrazlisi tzerinde v afin rabitesi verilmisdir ve
Iy —rabite funksiyalandir. 9gaer Xx(1)-y(r) ayrisi boyunca hamar vektor
meydanidirsa, onda Vo XO)=V, X(t) kovariant téremasini teyin etmak
mumkuandir.

v afin rabitesine malik hamar m c¢oxobrazlisi Gizarinda y hamar ayrisi
boyunca verilmis X () vektor meydani V, X(#)=0 barabarliyi 6denildikds »

ayrisi boyunca paralel vektor meydani adlanir.

y oyrisinin obrazi (U,p) lokal xeritasinin oblastinda yerlagdikds,

0= du’ t(t)

o, ~ olur. 9ger X)=r'®0,, -7 ayrisi boyunca verilmis vektor

meydanidirsa, onda Xx(r) vektor meydani yalniz va yalniz

artw , du (t)

7 — =[O (r() =0 (1)



munasibati 6deanildikde » ayrisi boyunca paralel olur. Qeyd edak ki, (1)
sistemi r* () funksiyalarina nazeran adi xatti diferensial tonlikler sistemidir.

y ayrisi boyunca ¢, néqtesindan ¢ noqtasina paralel kd¢lirma dedikda

v T

7(tg

)M—>T

LM X, —> X (1)
Inikasi basa dusdlir, burada Xx()-y ayrisi boyunca ele paralel vektor
meydanidir ki, X(,) = X,.

Tutaq ki, v afin rabitesine malik » hamar ¢oxobrazlisi izerinde »
ayrisi verilmisdir. 9ger T7,(r) toxunan vektor meydani y 8yrisi boyunca
paraleldirss, yani v, T (1) =0 sarti 6danilirss, onda » geodezik ayri adlanir.

Teorem. ixtiyari 7, <M noéqtesi ve ixtiyari toxunan X, e7, M vektoru
Ugin ¢>0 odadi ve ele yegans y:|-¢s[—> M geodezik xaotti vardir ki,
7(0)=F,,T,(0) = X,.

Mihazirs 14
Levi-Civita (Riman) rabitasi

Qeyd olundugu kimi, x, diferensiallanan ¢oxobrazlisi Gizarinds Riman
metrikasi (0,2) tipli simmetrik, cirlasmayan (qeyri-mexsusi) kovarinat g,
tenzor meydaninin verilmasi ile teyin edilir. Ferz edok ki, X,
diferensiallanan coxobrazlisi izerinde g, Riman metrikasi ve simmetrik
v ={r;;} afin rabitesi (7} = I, ve ya s;, =0) verilmisdir.

9ger g, metrikasi ve v ={r; | simmetrik afin rabitesi tgiin v, g, =0 sorti
édenilerse, onda v afin rabitesine g, metrikasi ile slagslendirilmis afin
rabite (ve ya Levi-Civita rabitasi) deyilir. Levi-Civita rabitasina Riman rabitasi
da deyirlor. Levi-Civita rabitasinin varligi ve yeganaliyina dair asagidaki

teorem dogrudur.



Teorem1.1. Tutaq ki, g,-X, c¢oxobrazlisi uzerinde Riman
metrikasidir. Onda g, metrikasi ilo slagslendinlmis yegans simmetrik afin

rabitae vardir va bu rabitanin amsallari

i1 agja 081s agkj
K~ 5 k + i a
2 ox ox’  oOx

(1)
dasturlar ile hesablanir.
isbati. Farz edak ki, Riman rabitesinin varlig isbat olunmusdur. Bu
rabitenin yeganaliyini asaslandiraq. Terife gora
V., =0.
v afin rabitesi 7;; rabite emsallan ile verildiyinden gostermak kifayastdir ki,

%y
Ox

I, amsallar (1) sistemindan g, komponentlarinin ve xisusi

toramalerinin funksiyalari kimi birgiymatli tayin olunur. (1) sistemini agiq
sokilde yazaq:

g,
ox”*

_1—;:gaj _[/:g@ =0
Vo ya

agi' a a
ax; Znigoy' +1_;€jg04 '

(2)

(2) beraberliyinin har iki terafinde ardicil olaraq iki defe i, ve «&

indekslarinin yerini saat agrabi istiqamatinds dayisak:

ag a a
g/,kzj—;j gak+1—;kgja’
(3)

8 _ ja «
gﬁzj_‘;’kgai-i-]_fjigka

(4)



(3) ve (4) baraberliklerini teraf- tarafa toplayaraq, alinmis barabaerlikden (2)
barabarliyini teref-terefe ¢xaqg ve bu zaman Vv afin rabitesinin
simmetrikliyini nezars alaq:

08 , 024 08
ox' ol oxt

:2Ejagak
(5)
Qeyd edsk ki, g, metrik tenzor meydani tgin |g,| geyri-maxsusi matris

oldugundan bu matrisin

(6)

minasibati ile qurulan |¢“| ters matrisi x, coxobrazlisi tzerinde (20) tipli

tenzor meydani tayin edir. (5) barabarliyinin har iki teraofini g*

komponentlarina vuraq ve bu zaman (6) munasibatini nazers alaq:

0gy , Ogu 08y
a ke __ agce e _ ke Jk ki i
20588 =216, =213 =¢ (axl" T o

ve ya

e I ke agk ag] ag'l
j:j 2g ( J + ki I .

2% e T a o
Belalikla, biz gosterdik ki, ager Levi-Civita rabitasi vardirsa, onda bu
rabite yeganadir. Levi-Civita rabitesinin varliginin isbati Ggin 77, emsallarini
yuxarida geyd olunan dusturlarla teyin etmoak kifayatdir. Aydindir ki, bu

halda eyni hesablamalarn ters nizamda aparmagla Vv,g,=0 naticesine

galmak olar. Bu isa teoremin isbati demakdir.

Miihazira 15
Afin rabitanin buruqluq va ayrilik tenzor meydanlan
v afin rabitasinin buruqgluq tenzoru dedikde asagidaki minasibatle

tayin olunan (1,2) tipli tenzor basa dasulur:



SwU)=v,U-V,V-[v,u] , vUVeX(M)
burada, [~ U] - ¥ ve U vektor meydanlarinin kommutatoru ve ya ¢,
motarizasidir. Kommutator dedikde asagidaki minasibatle tayin olunan
meydani basa disulir:
.ulf)=7 wir)-uvl (1)),

burada fer(M), U(f)=Us.f. [v,Uu] kommutatorunun koordinantlarini

hesablayaq. Bundan étrii v =7 "9, ve U =U’6, oldugunu nazare alaq:

[V,ka):V(U(f))—u<v<f>>=v(w ijU(V gi)

S P ARVEXVY-ANGRETPY- ARVE A
ox’ ox’ ox' ox' ox’ ox’ ox'

U e Ly B e
ox’ ox’ ox' ox' ox’ ) ox'

=(7 "o, U -U"a,” 'f)% .

Buradan aydin olur ki, [7,u] vektor meydani
v.ul=7m,U -U",7 "
komponentlarine malikdir.
Buruqgluq tenzorunun koordinantlarini v rabitesinin amsallan ils ifada
etmak mimkindir. Dogurdan da, ager ¥ ve U vektor meydanlarini 6, ve ¢,
koordinant vektor meydanlar ile svaz etsak, yaza bilarik:

S(@»af)= Sifak =V.9, _Va,ai - [3,~,5./]= Fiikak —ijfék -

~(670,8! - 570,51 b, = (1) - 17 o,
Bu barabarlikden miayyan edirik:
Sif’ - Fiik _F: .
v afin rabitasinin ayrilik tenzoru dedikde asagidaki minasibata teyin

olunan (1,3) tipli tenzor meydani basa dusulir:

RUVW)=V VW -V N W=V, W, V7 UWeXM).



oyrilik tenzorunun komponentlarini tayin etmak ugliin 7 ,U,w vektor

meydanlarini uygun olaraq, ¢, 6,.9, koordinant vektor meydanlar: ile svez

edak:
R(0,.0,,0,)= R0, =V, V, 0, ~V, Y, 0, -V » 0, =V, (170,)-, (1770, )=

ij k ik “m

1

=0, 0, + ) 110, ~0,Iy 0, ~ I} I.d, =

i* jk im~ e JT ik jm~ e
=(ory -0,y +ryry -y )e.
Bu mdanasibetden aydin olur ki, ayrilik tenzoru asagidaki

komponentlera malikdir ([12, sah 188]):

Ry =0, ~0, I + T I~ T4 I

Jjm



