I Muhazira
Proyektiv handasanin yaranmasi. Proyektiv fozanin aksiomatik
qurulmasi. Ugdlgiilii proyektiv fazada néqtaler, diiz xatler ve

mustaviloar

Proyektiv hendasa XIX asrin birinci yarisinda Fransada yaranmisdir.
Bu elmin yaranmasi fransiz riyaziyyat¢isi Ponselenin (1788-1867) adi ila
bagldir.

Tutaq ki, bize har hansi kK meydani Gzarinda (r»+1) élgulii ¥ vektor fazasi

verilir. 7'ile fazanin V/{Z}vektorlan coxlugunu isare edsak. Hoar hansi bos

olmayan Pgoxlugu Gglin asagidaki iki sorti (aksiomu) o6dayan
f:V — Pinikasi varsa, onda P c¢oxluguna V vektor fezasinin dogurdugu -
olgult proyektiv faza deyilir.

l. f:v'— P suryektivdir, yani P ¢oxlugunun har bir néqtasi miayyen
bir x e ¥ vektorunun obrazidir.
Il. ixtiyari ;; e V'vektorlar tglin f(;):f(;) barabarliyi yalniz va yalniz

X Vo ;vektorlan kolleniar oldugda dogrudur.
P c¢oxlugunun elementlarine proyektiv fezanin nogtalari deyilir va latin

alifbasinin bas harfleri 4, B, C,.., x,7,... va s. isare edilir.

ogar f(;)zXoIarsa, deyacayik ki, x vektoru x noqtasini dogurur. Il
aksiomdan alimr ki, v vektor fezasinin P proyektiv fezasinin eyni bir
nogtasini doguran buitin vektorlan coxlugu, sifir vektoru istisna olmagqla,
birélgili altfezadir. Kolleniar olmayan vektorlar ise muxtslif noqtelari
dogururlar.

Bu sebabdan de kmeydani sifir xarakteristikali meydan (sonsuz

sayda elementi olan meydan) olduqda, P proyektiv fazasi da sonsuz sayda



noqteys malikdir. K meydani sonlu meydan olduqda ise P proyektiv fazada
da sonlu sayda noqte olar.

Sortleagak ki, bundan sonra biz yalmz R haqiqi adadler meydani
uzarinda olan ¥ vektor fazalarin dogrulugu proyektiv fozalara baxacagiq.

Tutaq ki, P ugolgulu proyektiv fazadir. Onda pfezasini doguran »
vektor fazasi dordolcilu olacaq.

Dordolgult ¥ vektor fazanin tGgolgult L, alt vektor fezasinin dogrulugu

buatin nogtaler coxluguna p fezasinda proyektiv mustevi, £, alt ikiclgili
fozasinin dogurdugu noégteler coxlugu ise proyektiv duz xstt adlanir. L,
birélculi altfezasinin dogurdugu coxlugun ise noéqts oldugunu demisdik.
L, v@ L, alt vektor fazalarinda ciit —cut kolleniar olmayan sonsuz sayda
vektorlar oldugundan, proyektiv diz xett ve proyektiv mistevi tizerinde
sonsuz sayda néqte vardir. Ucélcili proyektiv fezada bir proyektiv diiz xatt
uzarinda olmayan lg¢ nogtanin, bir proyektiv mistavi Gzerinda olmayan dérd
noqtanin varligini géstermak olar.

Dogrudan da, p ugolgulu proyektiv fazani doguran dordolgula v vektor

N

fozasinda, onun bazisi olan dérd a, b, ¢, d vektorlan vardir. Bu vektorlarin
dogrulugu dord 4,B,Cc vea D noqteleri bir proyektiv mustavi tzerinde
deyiller. Bundan basga onlardan istanilen ¢ danasi bir proyektiv diz xatt
uzarinda ola bilmazler.

Bunu isbat edak. o9ksini ferz edak. 4, B, vo C noqtelari bir proyektiv
diuz xetta aiddirler. Onda bu noqtelari doguran Z, Z, ve ¢ vektorlar ikiolgula

L, vektor fezasina daxildirler. Bu isa Z, Z, ve ¢ vektorlannin xatti asili
olmadiqglarina ziddir.
isbat edacayimiz asagidaki xasssler ucolcili proyektiv fazanin, proyektiv

mustavinin ve proyektiv duz xattin tarifindan alinir.



Xassa 1. istonilon iki 4 ve Bnéqgtelerinden yalniz ve yalniz bir

proyektiv diz xatt kegir.
isbati. Forz edak ki, avo bvektorlan 4 ve B noqtalarini dogururlar.
Onda Ve 5 vektorlar kolleniar ola bilmazler. Demali, ave bvektorlarnin

dogrulugu L(Z, Z) vektor fezasi ikiolcilu vektor altfezasidir. L(Z, Z) altfazasi
muayyan bir ¢ proyektiv diz xattini dogurur. 4 ve Bnoqtalarininin har ikKisi
¢ proyektiv diz xattinin Gzerinds olacagq.

indi géstersk ki, 4 ve Bnéqgtalerinden kecsn yegane proyektiv diiz

xatdir. ©ogar /' 4 va Bnoqtalerinden kegan basqa bir diiz xatt, L.ise bu diz

xotti doguran altfeza olarsa, onda ZeL’zve ZeL’2 olar. Onda L(Z, Z) va L,
altfezalan Ust-Uste disacoeklor. Demali, ¢ve r¢'diz xatlori do ust —uste
disacekler.

Xassao isbat olundu.

Analoji olaraq asagidaki xasseni de isbat etmak olar.

Xasso 2. Ucolcilu proyektiv fozada bir proyektiv diiz xatt tizerinde
olmayan tg noéqgtedan yalniz ve yalniz bir proyektiv miistavi kegir.

Xasso 3. 9ger iki 4 vo Bmuxtalif noqgtaleri = proyektiv mistavisina
aiddirse, onda bu noqgtalarden ke¢an 4B diz xatti de ~ mustavisina aiddir.

isbati. Ferz edak ki, = proyektiv mistavisinin dogurani w t¢élcili
vektor fazasidir, 4 va B noqgtslarinin doguranlari ise ava bvektorlandr,

L(Z, Z) ikiolculi  vektor fezasi 4Bdiz xattinin dogurani olacaq.
ZeW, bew oldugundan L(Z, Z)c wolar. Tutaq ki, m noqgtesi 48 diz xattinin
ixtiyari noqtesi, m vektoru isa M noqtasinin doguranidir.

;zeL(Z, Zjoldugundan mew olar. Buradan cixir ki, M ez olur.

Xassa isbat olundu.



Xassa 4. Bir proyektiv mistavi tizarinda yerlasan iki proyektiv diiz xatt
kosisir.
isbati. Forz edak ki, a«ve »diiz xatleri o mistavisi izerinds yerlasan

ixtiyari iki proyektiv diz xatdirler. L,, L, ve w vektor fazalarn uygun olaraq bu

proyektiv diz xstleri ve o mistavisini doguran altfezalardirlar. aco vo

bco oldugu Ggln L,cW ve L,cW olar. L,ve L,fezalan w li¢olgllu vektor

fozasinin muxtalif ikiolglu vektor altfezalar olduglarindan, cebrden malum

olan teorema esasen L,va L, fezalannin birélculu ortaq altfezalar vardir.

Homin birdlgtli altfezanin dogurdugu noéqte ise « ve bproyektiv diz
xatlarinin ortaq noqtesi olar. Xassa isbat olundu.

Xassa5. Ucolcili proyektiv fezada ixtiyari proyektiv mistavi ils, onun
uzarinda yerleagsmayan proyektiv diz xattin yalniz ve yalniz bir ortaq néqtasi
vardir.

Xassoa 6. Ucolcili proyektiv fezada ixtiyari iki muxtslif proyektiv
mustavinin, onlarin ortaq noqgtalarindan ibarst olan yalniz va yalniz bir ortaq
diiz xatti vardir.

5-ci ve 6-c1 xassalerin isbati oxucuya catdirilir.
Il Muhazire

Proyektiv mistavi va proyektiv diiz xatt iizarinda noqtalarin proyektiv

koordinatlari, modellar

Torif 1. Tutaq ki, n(n>2) o6lgulu proyektiv fezada B,, B,,...,B, (k>3)kimi
K noqte verilmisdir. @gar bu noqtelerin istanilon 3-U bir proyektiv diz xatt
uzerinde vyerlesmirse, onda deyirlor ki, B, B,,.,B.nogtaleri Gmumi

vaziyyatdadirlar.
Torif 2. o proyektiv mistevisinde Gmumi vaziyystde olan,

nizamlanmis 4, 4,,4,,E noqtelari sistemina proyektiv reper va ya proyektiv

mistevide proyektiv koordinat sistemi deyilir, R=(4,, 4,, 4, E) ila isars edilir.



4,,4,, nogtalerine reperin taps noqtsaleri, Endqtesina reperin vahid
noqtesi, 4,4,, 4,4,, 4,4,d0z xatlerine ise koordinat diiz xatleri deyilir.

9gar reperin tapa néqtslerini ve vahid néqtesini doguran «,a, a, Ve e

- e e

vektorlan a,+a,+a,=e sortini 6demakle seciliblorse, onda a,,q,aq,, ¢
vektorlari sistemine R=(4,, 4,, 4, E) reperine nazaran slagsli vektorlar
sistemi deyilir.

Gostoarak ki, verilmis repera nazaran alagali vektorlar sistemi hamisa

- >

vardir. b,,b, b,, e vektorlarn uygun olaraq 4, 4,,4,, ve E noqtalerini doguran

vektorlar olsunlar. 4, 4,,4,, nogtaleri bir proyektiv diiz xatt tizerinde olmadig-

larindan, b?,bé Vo IZvektorIan bir ikiolglili vektor fozaya aid ola bilmazlar.

Demali, 5,5, b, vektorlari komplonar olmadiglarindan, onlari o
proyektiv mustevisini doguran ugolglli vektor fezanin bazis vektorlari kimi
gabul edas bilarik. Onda heg¢ olmazsa biri sifirdan fargli olan 24, 4,, 4, haqiqi
adadleri var ki,

22/11[;1+/12bz+ﬂ$b2 (2)

- > -> o

a, =4 b, a,=4b,, a,=A,b, vektorlarida 4, 4,,4,, néqtalerini dogururlar.

Belalikla, biz 4, 4,,4,, E noqtelarini doguran ve (1) sartini 6dayen

> o o o

a,,a, a,,e Vvektorlar sistemini aldiq.
oger A sifirdan fergli har hansi haqiqi adad olarsa, (1) bearabarliyinin
har tarafini 41-ya vurmagla

- - - -
Aa+Aa,+A,a,=Ae

baraberliyini alarq. Aa,,1a, 1a,, 1e vektorlan sistemi de R reperina nazaran

alagali vektorlar sistemi olar. Buradan c¢ixir ki, verilmis repera nazeren

sonsuz sayda salagali vektorlar sistemi vardir.
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Teorem 1. 9gar q,a, a,, ¢ VO a/,d, a,, ¢ vektorlar sisteminin har biri

R=(4, 4,, 4, E) reperine nazeren slagsli vektorlar sistemi ise onda els

A= 0haqiqi adadi var ki,

- - - - -

a,=Aa, a,=Aa,, a,=Aa,, e=27%e (3)
olur.

isbat. cZ've chektorIan eyni bir 4, noéqtasini dogurduglarindan els bir

J,#0 hoqiqi edadi var ki, a =4 4,. Analoji olaraq el 4,=0, 4, =0, 4, #0

500>
f

haqiqi edadleri var ki, a, =4,a,, a,=Aa,, e =1,e.

e

a\,a> a5, e vektorlari R reperine nazeron alaqgsli vektorlar sistemi

- - — -

olduglarindan ai+,a2+as=e barabarliyinden ﬂqcz+ﬂ?;2+ﬂ3;3 :/142
barabarliyini alariq. Axirinci barabarliyin har tersfini 4,- @ bolsek
ﬂ’l - 22 - /13 - - (4)

—at+—a,+—a,=e
/14 /14 /14

alarq.
a,,a, a, vektorlar proyektiv miistovini doguran ucélcilii vektor fozanin
bazis vektorlar olduglarindan,

¢ vektorunun bu bazis vektorlarin iizre ayrilisi yeganadir. Onda (4) va (1)

barabarliklarinden alariq ki,

A, =2, = 4, = 2,ahinir. Bununla da (3) berabarliklarinin dogrulugu isbat olundu.

indi de, proyektiv mistavi zerinde verilmis proyektiv koordinat
sisteminda noqtanin koordinati anlayisini verak.
Forz edak ki, X nogtesi proyektiv mistavinin ixtiyari noqgtasidir. Bu

mustevi Gzerinde R=(4,, 4,, 4,, E) proyektiv reperi verilmisdir. X nogtasini
doguran ixtiyari x vektoruna ve R reperine nazaran nazsran alaqgali

6
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a,, a,,a,, e Vektorlar sistemine baxaq. a,,a,,a, vektorlarini o mistavisini

doguran ucolcili ¥ vektor fezasinin bazis vektorlari qoebul edak. x

vektorunun bu bazisa uzre aynlisini yazaq.

- - - -

X =X,a,+X,a,+X,a, (5)
Miasyyan nizamla gotirilmis x,, x,,x, @dadlerine X noqtesinin
Rreperinda proyektiv koordinatlari deyilir, X(x,,x,, x,) va ya X(x,,x,, x,), Kimi

isara edilir. x,-o X noqtasinin birinci, x,-ya ikinci, x,o ise uUg¢linci proyektiv

koordinati deyilir. x#0 oldugundan x,x, ve x, koordinatlarinin G¢li da
birdan sifra barabar ola bilmaz.

Qeyd etmoek lazmdir ki, x noqtesinin koordinatlari bu noqtani

doguran x vektorunun segilmasinden ve R reperine nazaran alaqgali

> o 5 o

a,,a,,a,, e Vektorlaninin secilmasinden asilidir. Bu asiliigin xarakterini
aydinlasdiraq. Tutaq ki, q,aq,, a;,e vektorlan R reperine nazeroen basqa

alagali vektorlar sistemidir. x ise x noqtesini doguran basqga bir vektordur.
¥ Vo ; vektorlar eyni bir négtani dogurduglarindan olduglarindan ele 4 =0

haqiqi adadi var ki, ;':y; olur. Bundan gabaq isbat etdiyimiz teorema

- - -

gore ele 1 =0 haqiqi eadadi var ki, a, = 1a,, a, =1a,, a, = Aa,
X noéqgtasinin yeni secilmis alagali vektorlar sistemina nazaren (xl', Xy, %)
olsun. Onda

— - - -
X =xa,+Xx,a,+x;a,

Yuxarida deyilenlari bu barabarlikde nazers alsaq alariq:

- - - -

e =xda+x, da, +x;Aa,

Bu barabarliyin har tersfini 4 adadina boélsak



- Lo ﬂ/ .o i .o
X =—X al+—x2 a2+—x3 as (6)
y2i

Bu barabearliyi (5) barabarliyi tutusduraq.
A A A A

X, =—X, X,=—X,, X3=—Xx;, —#0
H H H H

alarq.

Belslikla, alinq ki, proyektiv muistavide verilmis proyektiv repera
nazaran mustavinin har bir néqtasinin koordinatlari sabit vuruq daqiqliyi ile
toyin edilir.

Yoni ager (x,,x,, x,) adadlari (x,x,, x,) adadlerinin G¢l do birdan sifir
deyil) har hansi bir négtanin R =(4,, 4,, 4,, E) reperinde koordinatlaridirsa,
onda ixtiyari 4, adadi tg¢lin (1,x,,4,x,, 4,x,)nizamh adadlari d@ hamin néqgtanin
R=(4,, 4,, 4,, E) reperina nazaran koordinatlar dir.

R=(4,, 4,, 4,, E) reperinin tepa nogtalerinin ve vahid néqtesinin bu
repera nazaran koordinatlari 4, (1, 0, 0), 4,(0,1,0), 4,(0,0,1), E£(,1,1) olar.

Teorem 2. ogar o proyektiv muistavisinde X eoc noqtesinin R

reperine nazaran koordinatlan (x, x,, x,) olarsa, aq,,a,.a,, ¢ vektorlari R

reperina nazaran adagali vektorlar sistemidirsa, onda

s - - -

y=x, a,+x,a,+x,a, Vvketoruda x noqtasini dogurur.

isbati. 9ger  (x,,x,,x,) adedleri Xeo néqtesinin R reperinde

koordinatlaridirsa, onda R reperine nazaran alaqeali «,a,,a,, e vektorlar

- - - -

sistemi var ki, x =x,a,+x,a,+x,a, vektoru x néqtssini dogurur. 1-ci teorema

S o N

asasan ela 1 =0 haqiqi adadi var ki, a, = 1a,, a, =Aa,,a,=1a,, e =1e. Onda

N - - —

- - -
y=xa,+x,a,+xa, =xAa+x,Aa,+xla, =

- - — -
=A x,a+x,a,+x;,a, |=1x



Demali, ;:/1;. Bu ise o demakdir ki, ; vektoru da x noqtesini
dogurur. Teorem isbat olundu.
Teorem 3. Proyektiv miistavide R reperinda koordinatlari ile verilmis
X(x, xy0 %) Y0y 2w )b Z(z,, 25, 25)
noqtalarinin bir diz xatt tzarinda olmasi tg¢in zaruri va kafi sart

X Yz
(*) |x, ¥, z|=0 olmasidir.
Xy V3 Zs

isbati: Tutaq ki, a,a,,a,,e vektorlarnn R reperine nazeren slagali

vektorlar sistemidir.

- - - -

Onda 2-Ci teorema a@sasaen X =X,a,+X,a,+X,a;

- - - - - - - -

y=y,a+y,a,+ya,, z =z,a,+z,a,+z,a, Vvektorlarr uygun olarag x,vy ve Z

néqgtelerini dogururlar. Ug ;, ; ve - vektorlarnin komplanar olmasi (gln
onlarin xatti asih olmalar zaruri ve kafi sartdir. U¢ vektorun komplanarlig
sarti ise mahz () barabarliyinin 6denmasidir. Teorem isbat olundu.

Bu teoremdan asagidaki natice cixir.

Natica. Proyektiv mistevide R=(4,, 4,, 4,, E) reperinde koordinatlari
ilo verilmis X(x,, x,, x;) néqgtasinin 4,4, koordinat diz xatti Gzerinde olmasi
Ugln zeruri va kafi sart x, =0 olmasi, 4,4, koordinat diz xetti Gzarinda
olmasi uglin zeruri kafi sart x, =0olmasi, 4,4, koordinat diuz xatti tizerinde
olmasi tguin zaruri ve kafi sart x, =0 olmasidur.

indi de proyektiv mistavide koordinat sisteminin terifine analoji olaraq
proyektiv diz xett Gzarinde koordinat sistemina tarif verak.

Torif 3. Proyektiv diz xettin muayyen nizamla gétiril-muis ¢ muxtalif
4,, 4,, E noqtaleri sistemina proyektiv diz xatt tGzerinde proyektiv reper
deyilir ve R=(4,, 4,, E) ile isare edilir. 4,, 4, néqtelerina reperin néqtsleri, £

noqtesina ise vahid noqte deyilir.



4, 4,, E noqgtelerini doguran aq,a,, e vektorlar a+a,=e sortini
odadikda onlara R reperine nazaran slagsli vektorlar sistemi deyilir. Pro-

yektiv mistavida oldugu kimi, isbat etmak olur ki, R reperina nazaran alagali

S5 > > o

sistemi sonsuz saydadir. 9ger a,a,,e VO a,a,, ¢ Vvektorlar Rreperina

nazaran iki alaqgsli vektorlar sistemi ise ele 1#0 haqigi adadi var Ki,

- N -

a,=Aa, a,=Aa,, ¢=272e oOlur.
Uzerinde R=(4, 4,, E) reperi verilmis ¢ diz xsttinin har hansi

X noqtesini goturak.

X noqtesini doguran har hansi x vektorunu ve Rreperina nazaran
alaqali aj’ajz vektorlar sistemini geyd edak. ¢ diz xattini doguran L
ikiolgult fazanin bazis vektorlari uygun olaraq aT, ;2 vektorlarini gabul edak.

x vektorunun ;1 Vo ;2 bazis vektorlan uzre ayriligini ;lecZerza_; yazaqg.
Onda nizamla goturilmis x,, x, adadlarina x noqtasinin koordinatlari deyilir
va X(x,, x,) ile isara olunur. Proyektiv mistevide oldugu kimi, proyektiv diz
xatt Gzerinda da noéqtenin proyektiv koordinatlar sabit vuruq daqiqliyi ile
toyin olunur.

R=(4,, 4,, E) reperinde tepa noégtelerin ve vahid néqgtenin
koordinatlar 4,(1,0), 4,(0,1) ve E(,1) olur.

n-0l¢lli  »>1proyektiv fazani, elementlari noqgteler adlanan bos
olmayan ela Pcoxlugu kimi tayin etdik ki, bu ¢coxluq (n+1) - élgult » vektor
fozasinin sifirdan foerqli vektorlar coxlugunun P coxluguna kolleniar vek-
torlari eyni bir négtaye, kolleniar olmayan vektorlari ise muxtslif néqtslere
keciroen syurektiv inikas vasitasile alinib.

Bu zaman pPc¢oxlugunun elementlarinin tebisti hagqinda heg¢ na
deyilmir. f.V' — pinikasi lzerine da siryektivlikden basqa heg¢ bir taleb

goyulmur.

10



ogar elementlari misyyan olan Pg¢oxlugu ve miayyan » oOlglli
proyektiv fazanin aksiomlarini 6deyan 7.V’ — P inikasi tapilarsa, onda
deyacayik ki, verilmis aksiomlar sisteminin interperetasiyasi qurulmusdur. P
coxlugunun 6zina » olgulu proyektiv fezanin modeli deyilir.

Tabii olaraq »-olglli P proyektiv fezasinin modeli olaraq (n+1) - 6lgtli

v vektor fazasinin bitun birolgult altfezalan ¢oxlugunu goétirmak olar. Her

bir x eV vektoruna garsi onun ¥V fezasinda dogurdugu birdlculi altfezani

goyan 7 inikasi Veylin 1-ci ve 2-ci aksiomlarini 6dayar.

lll Muhazirs
Proyektiv miistavi lizarinda va va proyektiv diiz xatda noqgtalarin

koordinatlarinin ¢gevirmasi

Forz edsk ki, o proyektiv mistevisinde iki R=(A, A, A, E) Vo
R’=(A'1,A'2,A'3,E') reperlari verilib vo R reperinin tepa noqtslerinin va vahid
nogtesinin R reperina nazaran koordinatlari malumdur:

A, (a“, a,, a31)R, A, (alz, Ay, ds, )R, A, (a13, Ay, sy )R Vo E'(alo, ayp, am)R .

ay ap a3 4y
C=|a, ay ay a,, (1)

a31 a32 a33 a30

matrisine R reperinden R reperine kecid matrisi deyilir. 9ger a,,d, a,,e

vektorlar sistemi R reperine nazaran alagali vektorlar sistemi olarsa, onda

- - - -
a, =a,,a+a, axt+a, as,

- - - -
a, =a,ait+a,dta, as,
(2)

- - - -

a, =a,;a1+a,;axtas;as,

- - - -
e =aq,a1+a,, d2+a,,as,

11



vektorlarr R reperinin A, ,A},A, tepe noéqgtslerini ve E'vahid noqtasini

doguran vektorlar olacaqlar. (2) baraberliklarinden alinq:

5 e 2 o -
a+a,vay—e =(a, +a,+a,—a,)a+ (3)

- -
+(a21 +a, +a, _azo)a2+(a31 +a;, +as; _azo)a3

a1, a2, a» vektorlar o proyektiv mistavisini doguran ticélciili vektor fozasinda

xotti asili olmayan vektorlar olduglarindan, ai,a,as,e vektorlar sistemi R

reperine nazarean yalniz va yalniz onda slaqgali vektorlar sistemi olar ki, (2)
matrisinin birinci (¢ sutununun cami onun dordinci sdtununa baraber
olsun. Bu halda (1) matrisinin sutunlarina slaqgali sttunlar deyacayik.

9gar R reperindan R reperine (1) kegid matrisinin sutunlan slagali
olmazlarsa, onda bu matrisin birinci stitununu &, adadina, ikinci siitununu %,

adadina Ggunci sutununu &, adadina vurmagla onlar

ay ik, + apk, + a3k = a,
ayky + ayk, + ayky = ay, (4)

ay k) + apk, + agk; = ay,
(4) tenlikler sisteminin halli kimi teyin eda bilarik. Proyektiv koordinat
sisteminda noqtenin koordinatlari sabit adadi vurug daqiqgliyi ile tayin

olundugundan.

ka, kya, ka; a,
kiay kyay kiay a, (5)

ka, k,a, ka, a,
matrisi de R reperinden R reperine kecid matrisi olacaq. Bu matrisin
sutunlan salagalidir.
(4) tanliklar sistemi hagqinda onu qeyd edak ki, A, A,,A, noqtelari bir
diz xett Gizerinda olmadiglarindan

a; ap dp
Ay Ay Ay|#0

as 4y Ay
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olar.

Demali (4) sisteminin yegana halli var. Hem da k, #0, k,#0 V@ k, =0
olar. Cuinki agar masalen k =0 olarsa, onda E noéqtesi 4,4, koordinat diiz
xotti uzerinda olar. Bu ise R’=(A'1,A'2,A'3,E')-in reper olmasi sartine ziddir.
Eyni gayda ile  k,#0 ve k =0. Belaliklo, R reperinden R reperina (5)
kecid matrisinin situnlan alagalidirler.

indi proyektiv mistevide mistevide koordinatlarin ¢evrilmasi
maosaloesina kegak.

Masala 1. Proyektiv mistevide R ve R reperlari, R reperinden R
reperina situnlan alagali olan (1) kegid matrisi ve proyektiv mustavisinin r
ve R reperlerinde koordinatlar uygun olaraq (x, x, x,) ve (x,x,, x;) olan
ixtiyari X néqtesi verilmisdir. x,, x,, x, koordinatlarini x,, x,, x, koordinatlari
ilo ifade etmak taleb olunur.

Halli. Tutaq ki, @, a, d,, e vektorlar sistemi R reperine nazaran slagali

vektorlar sistemidir. Onda (2) beraberlikleri ile tayin olunan

> 5> 5 >

a, a,, a,, e vektorlari R reperinin tapa noqtelerini ve vahid noqgtesini

doguran vektorlardir. (1) keg¢id matrisinin satunlan elagali oldugundan

> o> o -

a, a,, a, VO e vektorlan R reperina nazaron alagali vektorlar sistemi olar.

Ferz edak ki, ; vektoru x noéqgtasini doguran har hansi bir vektordur.

> o> >

(v,, »,,v;) bu vektorun g, a,, a, bazisinde, (y,v,, y,) IS8 a,a,,a, bazisinde
koordinatlandir
Onda

y=yiaqty,a,+y;a, (6)

d ' ' ' ' ] '
yEyaty,aty;a,

(2) ve (6) berabarliklerindan alanq:
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- a4 e ., , - - -
YyEyaty,a,ty;a, :yl[a11a1+a21 a2+a31a3)+
) - - - . - - -
TV QT ay ay+as,a; |+, a13a1+a23a2+a33a3)= (7)
\ \ \ e d \ \ \ e d
= (an)ﬁ ta,y, +a;s); )a1+(a21y1 tayy, tayy; )a2+
- - - -

+(a31y1 +asyy, +a33y3)a3 =naty,a,ty;a,

Buradan ise alariq:

Yi=apy,+apy, +asy;
Vo =ay Y, +ayY, tayy, (8)

V3 =43y, t a3y, +a53;);

s v vs) VO (x, x5, X3) X nogtasinin @ R reperinde koordinatlar
olduglarindan ele 2=0 haqiqi adadi var ki, y, =, y,=4x,, y,=Ax, olar.
(v, ».») ve (x,x,x,) X nogtesinin R reperinde de koordinatlar
olduglarindan els 7 =0 haqiqi adadi var ki, y, = Ax,, v, = Ax,, y, = Ax, olar. Bu

giymatlari (8) de nazera alsaq:

Ax, =a, Ax, +a,Ax, +aAx,
AxX, =a, Ax, +a,Ax, +a,,Ax, (9)

Axy = ay Ax, +auAx, +a Alx,
Bu barabarliklarin her terafini 1- o bolsak ve %z p lisare etsak alariq.

PX) = a X, +a,X, +a,3X,
PXy =0y X+ apX, +ayX, (1 0)

PXy = Ay X, + Ay Xy + Ay,
(10) dusturlarina proyektiv mistavide koordinatlarin ¢evrilmasi dusturlar
deyilir. Biz x, x,,ve x, koordinatlarini sabit vuruq daqiqliyiile tapdiq. Bu ise
tobiidir, cunki proyektiv reper néqtanin koordinatlarini sabit vuruq daqiqliyi
ile tayin edir. (10) dusturlarini bir misal tizarinda nazerdan kegirak.

Misal. Proyektiv miistevide Rreperindan R reperina
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1 201
01 01
-10 12

kecid matrisi verilmisdir. R reperinden R reperina kegidda proyektiv koor-
dinatlarin ¢evrilmasi disturlarini yazin.
Halli. Goranduyi kimi veriloan kegid matrisinin situnlan uygunlasmis

deyillar. Birinci sttunun els %, ikinci k,, Gglincu situnu els k,adadine vuraq

ki,

k, +2k, =1
k,=1
—k +k, =2

sarti o6densin. Bu sistemden &k =-1, k,=1ve k,=1 alang. Demali, R

reperinden R reperina kecid matrisinin sutunlari slagalidirler.

-1 201
01 01
1 012

R reperindan R reperina kegidda ¢evirma disturlar

X, ==X, +2x,
PXy = X,
pPxy =X + X3

olar.

indi proyektiv diz xstt tGizerinde proyektiv koordinatlarin ¢evriimasi
mosalesine baxaq. Ferz edoek ki, 4 proyektiv diz xatt Gzerinds
R=(4, 4,, E) v@ R=(A,,A,, E') reperleri verilir. R reperinin tope néqtsle-

29

rinin ve vahid noqtasinin R reperinds koordinatlan malumdur.

4, (a“, a21) 4, (a12’ azz) E (ay, ay)

[a“ a, a, ] (11)

) Gy Ay
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matrisi R reperinden R reperina kegid matrisi adlanir. 8gar (11) matrisinin
birinci iki sitununun elementleri cemi onun uguncia sutununa barabar
olarsa, onda bu matrise sutunlar alagali matris deyacayik.

Masala 2. Proyektiv diiz xattin ixtiyari X noéqtasinin bu proyektiv diiz

xatlori R ve R’ reperlerinds koordinatlar uygun olaraq (x,, x,),ve (x, x, ), -dir.

9gar R reperinden R reperina situnlan alageli olan (7) kegid matrisi

verilibsa, x, vo x, koordinatlarini x,, x, koordinatlar ile ifada edin.

—

Healli: oger a_: a_;,e vektorlari  Rreperine neazeren vektorlar

sistemidirsa, onda

- - -
a =a,a,+a,a,

- - -
a,=a,a,+a,a, (12)
- - -

e =a,a,ta,a,

vektorlari R reperinin tepa noqgtalarini va vahid néqtasini doguran vektorlar

> >

olacaq. (11) kecid matrisinin sutunlan elagsli olduglarindan, aT,a'Z,e

vektorlari da R reperina nazaran alagali vektorlar sistemi olar.

- >

9ger X néqtesini doguran her hansi » vektorunun a, a,ve a, a,

bazislerinde koordinatlari uygun olaraq (y,, »,) (y,, y’z) olarsa onda

- — - - -

y=naty,a, VO y=ya+ya,  (13)
(12) ve (13) munasibatlerinden isa
y=ya+y.d =yi(au;+a21£j+yé(alz;+azzgzj=
(14)
= (ayyy + a0 Jay+ (@, + anyl)a, =y ar+ vy,
alariq. Burada isa

ylzallyi+al2yi (15)

YV, =a,uy, +ayy,

(», ) ve (x,x,) eyni bir R reperinde Xx noqtesinin koordinatlari

olduglarindan 2=0 haqiqi adedi var ki, y, =, y, =4x, olur. Analoji olaraq
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ele 1 =0 haqigi adadi var ki, y, =1x, y,=1x,. Bu munasibatlari (15) —da

nazara alsaq.
Ax, =a, Ax, +a,Ax,

Ax, = a, Ax, +a,Ax,
olar.

Bu barabarliklarin har tarafini 14 -e bolub, p:% isara etsok,

{px1 = allxi‘+a12x'2' (16)
PX, =ay X, +dyX,

disturlanni  alanq. (16) duasturlanina proyektiv  diz xatt Gzarinde
koordinatlarin gevrilmasi disturlar deyilir. Proyektiv mustavide oldugu kimi,
burada da x, v x, koordinatlarin tebii olaraq sabit vurug daqiqliyi ile tayin

etdik.

IV Mihazire
Diiz xattin tanliklori. Diiz xattin koordinatlari. ikilik Prinsipi.

Biz evklid fezasinda koordinat Gsulu haginda bshs etdiyimiz zaman @
figurunu tayin edan sartlor, haqqinda xususi halda @ fiqurunun tenliyi
hagqinda danismisdiq.

Proyektiv fezada da @ fiqurunun tenliyi anlayisi analoji gayda ile
verilir.

Verilon reperds @ fiqurunun tenliyi ele bir tenliya deyilir ki, @
fiqgurunun har bir noqgtasinin koordinatlari bu tenliyi 6dayir, ® fiquruna aid
olmayan istenilan néqtanin koordinatlar bu tenliyi 6damir.

Proyektiv mustavide de evklid mistavisinde oldugu kimi fiqur olaraq
asasan duz xetlare baxilir. Biz de duz xattin muxtslif tenliklarini veracayik.
Verilon iki nogtadean kegan diz xattin tanliyini ¢ixaraq.

Forz edak ki, proyektiv mustavideki r reperinde 4 diiz xattini iki

Ala,, a,, a;), V@ B(b, b,, b,), néqteleri koordinatlar il verilmisdir. 4 diz

R
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xattinin ixtiyari X(x,, x,, x,), noqtesini goturek. 4, B ve x noqteleri bir duz
xatt tzarinds olduglarindan §4-ds 3cu teorema asasan

X, a; b
x, a, b, =0 (1)

Xy ay by
alariq.
Bu ise 4 diiz xattinin tanliyidir.

4 v B muxtalif nogteler olduglarindan

a, b
ranq|a, b, |=2 (2)

a, b,
Demali, (1) tenliyi yalniz ve yalniz onda o6denar ki, determinatin birinci
sutunu, onun ikinci va tglnciu situnlarinin xatti kombinasiyasi olsun.
Yoni ele 12 ve u (ikisi de birden sifra barabar olmayan) haqiqi

adadleri var ki,
x; = Aa, + ub,
x, = Aa, + b, (3)
Xy = Aay + ub,

Bu tanlikler proyektiv mustevide diz xattin parametrik tanliklori
adlanirlar. Onlarin mahiyyeti ondan ibaratdir ki, ikisi de birden sifra barabaer
olmayan 2 va u odadleri nece olurlarsa, olsunlar (3) tanliklerinden alinan
x,, x,, x, odadleri (1) tenliyini édadiyi tg¢in koordinatlarn (x, x,, x,) olan
néqte 4 diiz xatti tizerindadir.

Tersina koordinatlan (x,, x,, x,) olan négte « diiz xatti tizerindadirss,
onda hamiss ele 4 ve u heaqiqi adadleri var ki, x,, x,, x, koordinatlan (3)
tonlikleri vasitssi il «,, a,, a, Vo b, b,, b, 8dadleri il ifda olunurlar.

(1) tenliyinin sol terefindaki determinati birinci sutun elementlarina

gore acsaq.
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a, b b a a, b
x| 2 Clex | x|t '[=0 alang.
a, b, by a, a, b,
a, b b, a a, b .
u = > L ou, =" ', uy=|" | isare etsak.
a, b, by a a, 0,
u,x, +u,x, +ux; =0 (4)

(2) bsraberliyinden alinir ki, u,, u,, u, dadlerinden heg¢ olmazsa biri

sifirdan fergli olmahdir. Demeali, ixtiyari proyektiv reperde diz xatt
birdaracali bircins tanlikls verilir.

Bunun tersi de dogrudur:

Teorem 1. Proyektiv mustavide birderaceli bircins (4) tenliyi ile
verilan fiqur proyektiv diiz xatdir.

isbati. Ferz edok ki, u,#0. Onda P=(-u,, u,, 0) V& O(-u,, 0, u,)
noqtelarinin koordinatlar (4) tenliyini 6dayirler. P va @ noqtalerinden kegan
diiz xattin tanliyini yazaq:

Xy —U U
— 2 —
X, —u 0=0vVvaya u, x +uu,x,+uu,x;=0

x;, 0 u,

Axirinci tanliyin har tarafini «,-8 bolsak, onda

ux, +u,x, +u,x, =0tonliyini alang. Demali, p ve Q noégtelerinden kegan
PO duz xattinin tanliyi (4) tenliyi ile ust-uste dusur. Teorem isbat olundu.

Foerz edak ki, bize iki d,ve 4,dlz xatleri

d, cux, +u,x, +uyx, =0 (5)
d, :vx,+0,x, +0x, =0 (6)

tonliklori ila verilmislor.

Cabr kursunda bircins tanlikler sisteminin asas determinatinin ranqi

haqqinda teoremdan birbasa alinir ki,
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Teorem 2. (5) va (6) tanlikleri ilo verilmis diz xatler yalniz ve yalniz

onda ust-tsta duasir ki,

u u u
ranq[1 ? 3J:1

U U, U
olsun. Buradan bels natica gixir:
Naticea. (5) va (6) tenlikleri ila verilmis diiz xatlar yalniz ve yalniz onda

kasisirlor ki,

u u u
ranq(l 2 3Jzz

L, U, U;
olsun.

Forz edok ki, 4 diz xstti R reperinde ux, +u,x, +u,x, =0 tonliyi ilo
verilmisdir. Onda u,, u,, u, 8dadlerine 4  diz xottinin R reperinde
koordinatlari deyilir ve bels isare edilir: d(u,u,, u;) vo ya du,u,, u,),.
Yuxarida geyd etdiyimiz kimi diz xattin koordinatlarinin {ici de eyni za-
manda sifir ola bilmaz. Hem da ki, R reperinde duz xattin koordinatlan
sabit vuruq dagqiqliyi ilo tayin olunur. Proyektiv miistevide R=(4,, 4,, 4,, E)
reprinde koordinat diz xatlarinin tenlikleri ve koordinatlari asagidaki kimi

olur.

A A, :x,=0 4,4,(0, 0, 1)
A A, :x,=0 4,40, 1, 0)
A, 4, x, =0 4,45(1, 0, 0)

Proyektiv miustavide ikilik prinsipi proyektiv handaessnin mihim
anlayiglarindan biridir.

Noqta ve duz xattin qarsiigh aid olmalari minasibatini adstan bels
ifade edirik: «Noqte diz xettin Gzarindedir» ve ya «diuz xatt noqtadan
kecir». Bundan sonra biz bu minasibati bele ifade edacayik: «Noqgte diz

xatto aiddir» vae ya «diz xatt nogteys aiddir».
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Tutaq ki, ~' ¢oxlugu ~ proyektiv mistavisi Gzarinda batin diz xatler
coxlugudur. = mistavisinda R reperini gotirak. Koordinatlan ile verilmis har
bir Ala,, a,, a;), ez noqtesine R reperinde eyni koordinatlara malik me 7
diz xettini garsi qoysag onda miayyan bir ¢:7 -~ inikasini alanq.
Gosterak ki, bu inikas biyeksiyadir. ¢ inikasi A(q,, a,, a,), nogtesine
mla,, a,, a,), diz xattini garsi qoyur. 9ger 4ve B noqteleri = proyektiv
mustavisinin muxtslif noqgteleri ise onlarin koordinatlar mutenasib deyillor.
Onda onlara qarsi qoyulan m ve » diz xatlerinin da koordinatlar mitanasib
olmadiglarindan, bu diz xatler onlarda muxtalif diz xatlardirloer. Demali, ¢
inikasi inyeksiyasidir. Yoeni miixtsalif noqtslere qgarsi mixtelif diz xstler
goyulur. ¢ inikasi ham de siryeksiyadir. Cunki, ~' ¢oxlugunun har bir diz
xatti eyni koordinatlara malik olan néqtenin obrazi olacaq. Belslikla aldiq ki,
¢ inikasi biyeksiyadir, yani garsiigh birgiymatli uygynlugdur, ¢"':7 >
inikasi diiz xatlar ¢coxlugundan noqtalar coxluguna biyeksiyadir.

Qeyd etmak lazimdir ki, ¢ v ¢ inikaslan noqgteler ve diz xatler
arasinda «aid olmaqg» minasibatini saxlayirlar: Yani egar 4ded va a =¢(4)
ise onda D =¢'(d) noqtesi « diz xsttine aid olar, D ea. Haqigaten, 4
nogtesi (a,, a,, a;), koordinatlan ile 4 duz xatti (u, u,,u,), koordinatlan ile
verilen 4ed4 oldugundan

au, +a,u, +au;, =0 (1)

olar.

¢ inikasinin terifine gére «' duz xattinin de koordinatlar (a,, a,, a,), Vo D
néqtesininde koordinatlar (x,, u,,u,) olar. Yeni d'(a,, a,, a;) Vo D'(u,, u,, u,)

olar. (1) barabarliyi gostarir ki, D' e« oOlur.
Bu toeklifden istifade ederak asagidaki teklifin dogrulugunu isbat edask.

Toklif 4, B, ¢ noqtsleri bir 4 diz xattine aid olarlarsa, onda

a=@(A), b=¢(B), c=p(C)
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diz xatlari de bir D=¢"'(d) noqtesina aid olarlar, basqa sézle mearkazi D
noqgtesi olan diiz xatler dastasina aid olarlar.

isbati: Yuxarida qeyd etdiyimize gére 4ed oldugundan Dea, Bed
oldugundan Deb, Cedoldugundan Decolar. Demali, a, b,c diz xatlori

markazi D noqtesi olan diz xatler destesina aiddirlar.
Bu teklifdan alinir ki, ¢ inikasinda proyektiv mastavinin bir diz xattine

aid noqgtaleri coxlugu bir diiz xatlar destesine kecir.

Sakil 1

Tarsinae, ¢ ' inikasinda bir néqtaye aid diz xatlar destesi bir diz xatta

aid noqgtalar coxluguna kegar.

indi de proyektiv mistavids ikilik prinsipini ifade edak.

ikilik prinsipi (mustevide). 9ger proyektiv miistevide néqgtsler, diiz
xatlor va onlarin qarsiigh aid olmalan haqgqinda her hansi A taklifi
dogrudursa, onda bu taklifde «diz xatlor» soziuni «noqteler» sozi ils,
«noqtelar» soézuniu «diz xatlory s6zi ile evez etdikde alinan A* taklifi do
dogru olar.

A" teklifine A taklifi ila ikili teklif deyilir. Proyektiv mistavide ikilik
prinsipini asaslandirmaq ugiin , bu muastevide R reperini goétirak ve
yuxarida oldugu kimi ¢ va ¢ inikaslarni quraq. Farz edak ki, proyektiv
mistavinin noqtsler ve diz xatlerdan ibarst har hansi ® ¢oxlugu tg¢liin négte
va duz xattlerin garsihgl aid olmalar hagqinda har hansi A teklifi dogrudur.
® c¢oxlugunun ¢ inikasinda butin nogtelerinin obrazlarindan ve ¢

inikasinda batin diz xatlerini obrazlarindan ibarat olan @* isare edak.
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A tanliyine qarsi @ ¢oxluguna daxil olan néqtsler ve diuz xatlerin
garsiigh aid olmalan haqqinda A taklifindeki «noqtaleri duz xatlerla, diz
xatleri noqgtelerle» avez etmekdan alinan 4* teklifini garsi qoyaq. Aidliyi
ifade edan sozleri ise dayismadan saxladigimiz Ggiin agar Atoeklifi dogru
olarsa onda 4° toklifi de dogru olar. Fikrimizi bir neca misal Gzerinde
aydinlasdiraq.

Forz edak ki, A taklifi beladir: 1. «iki néqte neca olur olsunlar, bu
noqtelers aid olan bir diz xatt vardiry.

Onda 4 taklifi bele olar. 1°. «iki diz xatt nece olur olsunlar bu diz
xatlara aid olan ancaq bir nogta vardir.»

Hoaqigatan A toklifi dogrudur. Onunla ikili olan 4*teklifi de dogrudur.

2. Her bir diiz xatts aid olan sonsuz sayda noqts vardir.

2". Her bir néqtays aid olan sonsuz sayda diiz xatt vardir.

3. Bir diiz xetts aid olmayan an azi ¢ noqte vardir..

3". Bir néqtays aid olmayan an azi ii¢ diiz xatt vardir.

ikilik prinsipi bir sira teoremlerin isbatinda istifade olunur. Hemginin
geyd etmak lazimdir ki, yuxarida qurdugumuz ¢ ve ¢ ' inikaslari proyektiv
mustavinin noqteleri ve diz xatleri arasindaki yegana biyektiv inikaslar
deyil. Biz gelecakda ikilik prinsipi lgin yararli olan daha basqa inyektiv
inikaslar quracayiq.

indi de ugélculi proyektiv fezada ikilik prinsipi hagqinda qisa malumat
verok. Proyektiv fozada ikilik prinsipi bele ifads olunur:

ikilik prinsipi (proyektiv fezada). 9ger proyektiv fozada néqtslerin, diiz
xatlerin vo mdustavilerin qgarsiligh aid olmalan haqqinda har hansi B taklifi
dogrudursa, onda bu teklifde «noqgtalar» soézuni «mustavilery sozi ils,
«mistavileri» séziuni «noqtler» sézi ile avez etdikda, qalan soézleri ise eyni

ilo saxladigda alnan B taklifi de dogru olar. Misallar gostarak.
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1. Diz xatt ve ona aid olmayan noqta tgtin onlarin har ikisine aid olan
yegana miustavi vardir.

1". Diiz xatt va ona aid olmayan miistavi ii¢iin, onlarin har ikisine aid
olan yegana noqte vardir.

2. iki néqte neca olur-olsun, onlra aid olan ancaq bir diiz xatt vardir.

2". iki mixtslif mistevi neca olurlarsa olsunlar, onlara aid olan ancaq

bir duz xatt vardir.

V Miuhazirs
Dezarq teoremi. Duz xattin dord noqtasinin va dastanin dord dliz
xattinin mirakkab nisbatlari
1. Terif. Bir proyektiv duz xett tizerinde olmayan ug¢ noqgtadan va bu
noqtsleri cut-cit birlasdiran G¢ duz xetdan ibarat olan handasi fiqura
uctopali deyilir.
Noqgtelara lctapalinin tepe noqgteleri, diuz xetlera isa ugtapalinin

torafleri deyilir. Topaleri 4, B va C noqtalari olan lgtepalini 4BC ile isare

edacayik.

&/

A B
/ N\

Proyektiv miistevida iki 4BC ve 4B C Ugtopalilerini gotirak. Farz edak
ki, bu Uctepalilerin tepa noqteleri yazildiglari kimi nizamlanmiglar. Onda 4
ve 4, B Ve B, C va C tepalerina bu ugtepalilerin uygun tepaleri, 48 ve

BC V@ B'C', AC vo AC teraflerina ise onlarin uygun terafleri deyacayik.
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Teorem 1. (Dezarq teoremi). agar iki tGgtepalinin uygun tareflarinden
kegan diiz xatler bir négtedan kegilirsa, (bir néqteye aiddirlerse), onda bu
uctopalilerin uygun taraflarinin kesisma noqtsaleri de bir diz xstt Gzsrinda
olar. (bir duz xatts aid olar ).

isbati. Ferz edak ki, 4BC ve 4B'C verilen ugctepalilordir. 0 néqtasi
A4, BB ve CC diz xatlerinin har Ggnin kasisdiyi noqtslerdir. 4B ve
A'B toroflerinin kasisdiyi nogteni P ilsa, 4C ve 4A'C' tersflerinin kasisdiyi
noqteni N ile BC va B'C' taraflerinin kasisdiyi nogtani M ile isare edak (Sakil

1),

sakil 1

9gar O noqtasi 4B, BC ve ya c4 taraflerinin birine aid olarsa, onda
teoremin hokmunun dogrulugu askardir. Beleki ager 0e 4B olarsa, onda
A €04, B € OB Vo 04=0B = 4B oldugundan alarq ki, 4B terofi ilo 4B terofi
ilo ust-tstoe dusar.

AC ile AC'-in kasisdiyi noéqta N, BC ile B'C'-in kasisdiyi nogte M olarsa
da MmN ile 4B diz xatti, bir P nogtesinda kasisar. P noqtesi ise 4B ve 4B
toraflerinin ortaq noqtesidir. 8ger bu gtepalilerin bir cut uygun teps
noqtaleri, masalen 4 va 4, Ust-Uste diserse yena teoremini hokmi

askardir.
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Cunki, A nogtesi ham 4B va 4B tarsflerinin, heam de 4C ve 4C
toraflerinin ortaq noqtasi olar, yani N va P noqtelari 4 noqtasi ile tst-tste

disar (Sakil 2).

Sakil 2

Onda 4m diz xetti bu dGgtepalilerin uygun taraflorinin kasisma

noqtalerinin aid oldugu diiz xatt olar.

indi forz edsk ki, 4 ve 4', B v@ B, C va C ayn —ayn néqtslerdirler
va 0 noqtesi bu ugtapalilardan heg birinin tarafina aid deyil.

Proyektiv mustevide R=(4, B,C,0) reperini goétirak. Bu reperda
A, B, C, 0 noqtaleri

A(1, 0,0), B(0,1,0), (0, 0,1) vo O(1, 1, 1)
koordinatlarina malikdirler. 04 duz xattinin tanliyi x, —x, =0, OB diz
xattinin tenliyi x, —x, =0.

A nogtesi 04 diz xatti Gzerinde oldugundan onun koordinatlan
A'(a,1,1) kimi, B'nogtesi 0B duz xstti Uzerinde oldugundan onun
koordinatlarini B'(1, »,1) kimi, c'néqtesi oc duz xatti tizerinde oldugundan
onun kordinatlarini (1, 1,¢) kimi gétirmak olar. Cinki géturdiyimiz
koordinatlar 04, 0B, oc duz xatlerinin tanliklerini 6dayirlar.

indi de R reperinde M, N ve P néqgtslerinin koordinatlarini tapag.
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P noqtesi 4B va 4 B'duz xatlarinin kasisma noqtasidir. 4B diiz xattinin
tonliyi x, =0 ve A'B" diz xattinin tanliyi

X

Xy

—_ = Q

— O~ =
Il
(e

x3

olur.
Buradan da 4B :(1-b)x,—(a-1x,+x,ab-1)=0 alarg. x,=o0oldugunu
nazara alsaq, onda P nogtesinin koordinatlari P -1, 1-5, 0) kimi olar.
Analoji gayda ile M©,1-b, c-1) V& N@-1, 0, 1-¢) alarnq. M, N vo P

noqtaleri bir diiz xstt Gzarindadir, ¢tnki,

-1
-b 1-b 0 |=0

c—1 1-c

S = Q

(Determinatin ikinci va tgluncu sutunlarinin cami onun birinci stitununu
verir) Teorem isbat olundu.
Qeyd edak ki, 4BC ve ABC ugtapslileri proyektiv fazada muxtaslif

mausteviloer tzerinde oldugda da teorem dogrudur. Haqgigaton proyektiv

fozada uygun olaraq o ve o miustevilarinde yerlesan 4BC ve 4BC Ugto-

palileri uygun
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topalarinden kegan duz xatlerin onoqtasinda kasdiklerini forz edek. Onda
A, B, A vo B'noqgtelari bir mistavi tzarinda olarlar. Onda 4B ve A'B duz
xatlori kasisarlor. Onlarin P kesisme noqtasi ise ¢ ve o mistavilerinin
kasisma xatti Gzarinde olar. Cinki, 4B o mistavisi Gzarinds, 4B is8 o
mustevisi tzerindadirlaer. Eyni gayda ile 4C ve 4'C uygun tareflarinin, BC va
B'C' uygun taraflerinin kasisma noqtaleri de o ve ¢ mustavilerinin kasisma
diz xatti Gzarinde olarlar. Demali, m, N ve P noqtaleri bir diz xatt tGzarinde
yerlagirlor.

Proyektiv miistevide Dezarq teoremi il ikili olan teorema baxaq: Bu
teorem Dezarqg teoreminin tars teoremidir.

Qeyd edak ki, Ugtopalinin ikili fiquru yena lgtopali olur. Bu fiqura
bazan Gctorafli de deyilir.

Teorem 2. (Dezarq teoreminin tarsi) iki t¢tapalinin uygun teraflerinin
kasisma noqtaleri bir diiz xatts aid olarlarsa, onda hamin tgtapalilarin uygun
topalarindan kegan diiz xatler bir nogteda kasisirlor.

Bu teoremin isbati ikilik prinsipine gora aydindir.

2. Torif. Tutaq ki, 4 proyektiv diz xettinin ele dord 4, B, C, D
noqtalari verilmisdir ki, 4, B, ¢ noqtelari muxtelif p ise 4 noqtasi ile Uste-

iste digmeayan her hansi néqgtedir. 4 diz xetti izerinde R,=(4, B, C)

reperinde D négtesinin koordinatlari (x, x,) ise, onda L nisbatine
x2

4, B, C, D nogtalerinin murakkab (ikigat ve ya anharmonik) nisbati deyilir

ve (4B, CD) kimi isare olunur.
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Qeyd edak ki, p néqgtesi 4 ile tst-tste dismadiyinden R, =(4, B, C)
reperinde (x,, x,) koordinatlari x, =0 gartini odayir.

Teorem 1. 9gar 4, B va C proyektiv duz xettin muxtalif négtaleri, 1
har hansi haqiqgi adad isa, onda 4 diiz xatti tzarinds els yegana x noqtasi
var ki, bu néqte ugiin (4B, Cx)= 4.

isbati: Proyektiv diiz xattin Gzerinde R, =(4, B, C) reperini va bu
reperde koordinatlar (4, 1) olan x néqgtesini géturek. Terife gére
(4B, Cx)= 4. indi gésterak ki, teoremin sartini 6deyan x néqtesi yeganadir.
9ger proyektiv diiz xattin tzerinde (4B, Cx')=4 sartini 6deysn basqa bir

X'(x, x,), nNéqtesi de olarsa, onda ™ = 4. Buradan -
x2 x2

=% alinir. Demali, x
va X noqgtalerinin koordinatlari matenasibdirler. Bu ise o demakdir
ki, X' noqgtesi x noqtesi ile Ust-tsta dusir.

Teorem isbat olundu.

Natica. oger proyektiv mistavide 4, B, ¢, b ve D noqtalari Ugln
(4B, cD)=(4B, cD') sorti 6denarse, onda D ve D' noqtaleri st-uste dusdrler.

indi de mirskkab nisbatin verilmis néqtslerin koordinatlar vasitasi ile
hesablanmasi diisturunu verak. Bunun tglin asagidaki teoremi isbat edak.

Teorem 2. ogar proyektiv diz xastt tzerinde muiayyan bir R reperinde
koordinatlar ile verilen

Ala,, a,), B(b, b,), Clc,c,)

noqtsleri muxtalif, D(4,, d,) noqtssi ile A noqtesi ile tst-tste dismirss, onda

a ¢ | |b d,
a, ¢ |b, d
AB.CD 172 72 72 2] 1
( ’ ) a d,| b ¢ ( )
a, dy| |b c,
isbati. R reperinden R,=(4, B,C) reperine kegid zamani

koordinatlari gevrilmasi duisturlarini yazaq. Aydindir ki, ixtiyari &, =0, k, #0
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haqiqi adadleri tgiin 4 ve B néqgtslerini koordinatlarini  A(k,q,, ka,) ve
B(k,b,, k,b,) kimi do yaza bilerik. &, v k, adadlerini elo segak ki,
k, k,b, . . . .
B2 G ) Kecid matrisinin sdtunlar alagali olsunlar. Yeni
ka, kb, c,
ka, +k,b =c, 2)
ka, +k,b, =c,

Onda §7-da koordinatlarin ¢evrilmasinin (16) dusturlar

{ ox, = ka,x, + k,bx,

, , 3)
px, =ka,x, +k,b,x,
kimi olar.
9ger R,=(4, B, C) reperinde D néqtesinin koordinatlar  (y,, y,)
olarsa, onda (3) dusturlarindan alarq.
{pdl =ak,y, +bk,y, (4)
pd, =ak y, +b,k,y,
Buradan, y, ve y,-ni tapaq.
pd, bk, pdl b, ka, pd, a, d,
y :pdz bk, _ d, by _ ka, pd, __% d,
: ak, bk, k a, b o ak, bk, a, b
ak, bk, 1az b, ak, bk, 2az b,
Murakkab nisbaetin terifine asasen
dl bl
’\d, b
(4B, cp)=2 =22 21 (5)
Y a4 dl‘
k,
a, d,

indi ise (2) sistemini &, ve k,-ya gdre hall etsak, alariq.

¢, b a, c
c, b, a, c,
k=25 2T b
a b a b
a, b, a, b,

Bu qgiymatlari (5) —da yerina yazsaq
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a ¢ ||d b a ¢ | b d

(AB CD)Z a, ¢|ld, b, _14h G b, d,
, ¢ bla d a, d| b ¢

¢, byla, d, a, d,| b, ¢,

Bununla da (1) dusturunu aldiq.
Teorem isbat olundu.
Diaz xettin dord nogtesinin mirakkab nisbati asagidaki xassalera
malikdir.
1) (4B, CD)=(CD, 4B)
1

(AB, CD)= m,

1

(BA, CD): m

2)(4B, cD)=#0olarsa,

3) (4B, €D)=(B4, DC)
4) (4B, CC)=1, (4B, CB)=0
5) (4B, CD)+(4C, BD)=1
1), 2) ve 3) xassalarini isbat etmak tg¢ln proyektiv diz xett tizerindas ixtiyari
reper goturab, yuxardaki noqgtslerin bu reperds 4(a,, a,), B(b, b,), C(c,, c,)
va D(d,, d,) koordinatlari vasitesi ile onlarin

(4B,cD)  (CD, 4B), (4B, DC), (BA, CD) (B4, DC)
murakkab nisbatlerini hesablasaq 1), 2), 3) xassalarinin dogrulugunu alariq.
4) xassali murakkab nisbatin tarifinden birbasa alinir.
5) xassasini isbat edek. R, =(4, B, C) reperinde D néqgtasinin koordinatlarini
(d,d,) isare edek. 4, B ve C noéqtalerinin koordinatlar uygun olaraq

(1, 0), (0, 1) ve (1, 1) oldugundan alarq.

1 ol 4

DOl dof _dy—dy _, d _
d, 0| d, d,

1

1-(4B, CD)

1

b
Demali, (4B, CD)+(AC, BD)=1.
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Xassa isbat olundu.

Qeyd etmak lazimdir ki, agar 4, B, ¢, D noqtalarini misyyan ntzamla
goturdikds, onlann mirakkab nisbati malum olarsa, 1) -5) xassalarinin
komayi ile onlann ixtiyari nizamla goéturilmis mirakkab nisbatini
hesablamaq olur. Ferz edek ki, (4B, CD)=7=0.

Onda

, (BA,CD):l, (B4, DC)=n,

(4B, DC)= !
g g Vo S.

(4D, BC)=1-(4B, DC)=1-L-1=1
noon

indi ise genislenmis diiz xattin dérd négtesinin mirskkab nisbatinin
handasi manasini gésteren asagidaki teoremi isbat edak.
Teorem 3. 9ger 4, B, C, D genisleanmis diz xattin maxsusi noqtsleri,

P, is& geyri —-maxsusi noqgtesidirse, onda

(4B, CD)= ((jg” IC))) (6)
(4B, CP,)=—(4B, C) (7)

olar. Burada (4B, C) ve (4B, D) diiz xattin iic néqtesinin sada nisbatidirler.
isbati. Genislonmis diiz xstde RrR=(P,, 4, B) reperini gétirek. Bu

reperde P, 4, B nogteleri ile P(1, 0), 4(0, 1), B(1, 1) olar. ¢ ve D

néqgtslerinin koordinatlarini ise (c,, ¢,) vo (d,, d,) ilo isare edak.

Aydindir ki, ¢, 20, d, #0.

Genislanmis diz xattini maxsusi M, va M, noqtsalerinin tayin eloediyi

MM, parcasini i=-1 nisbatinde bélen M néqtesi dcin M M =i MM,

minasibsti 6denir ve bele isare edirler. 1=(M,M,, M). 9ger M,, M,, M

nogtelerinin 4, 4B afin koordinat sisteminde koordinatlari uygun olaraq

x,, x V@ x olarsa, onda

—

MM =(x-x) AB, MM, =(x, -x) AB, buna gére
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(Ml M,, M):;Cl:); (8)

§14-do isbat etdiyimiz teoreme osasen R=(P,, 4, B) reperinde
koordinatlari ile verilmis

A(Osl)s B(lsl)s C(CIDCZ)9 D(dl dz)

noqtaleri 4, 4B afin reperinde  4(0), B(1), C(c), D(d) koordinatlarina

malikdirler. Burada ¢ =<, =%
c, d,

Demali,

. (48, 0)=— 9)

4B, C)=
(4, €) 1-d

b
I-c
indi ise (1) disturundan istifade ederak (4B, cD) ve (4B, CP,)

murakkab nisbatlerini hesablayaq.

‘0 ol 1 d, ¢
(AB CD):1 © ! d2 :cl(dz_dl)z C, —C _
s O dl 1 Cl dl(CZ_cl) dl
1 d,||l c d,—d,
¢
_1-c _(4B,C)
~d_ (4B, D)
1-d
(6) dusturu isbat olundu.
‘0 ¢ ‘1 1‘
1 1 B
(s,cp)-L el LA__a = __(p )
O 1| (1 (&%) cl—cz 1-c
10 |l c

(7) dusturu isbat olundu. Teorem isbat olundu

VI Miihazira

Proyektiv miistavida ikitartibli xatlar
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Torif. Proyektiv mistaevide miayyan bir r reperina gérae koordinatlar
alle + azzxz2 + a33x32 +2a,x,%, + 2a,;%,%; + 2a,,x,x, =0 (1 )
tonliyini 6dayen bitiin néqtsler ¢oxluguna ikitartibli xatt deyilir.

Burada ferz olunur ki, «,, (i, j=1,2,3) emsallarinin hamisi birden sifra

berabar deyil ve 4, =a,,. Onda (1) tenliyini qisaca bels yaza bilsrik.

Zauxl X; =0 (2)

i, j=1

indi gostarak ki, ikitertibli xatt anlayisi r reperinin se¢ilmasindan asili
deyil.

Tutaq ki, (2) tenliyi » ikitertibli xattin R=(4,, 4,, 4,, E) reperinds
tenliyidir. 9ger proyektiv miistovide basqa bir R'=(4, 4;, 4}, E') reperi do
verilibse, onda R repermndan R’ reperina kegid disturlar

px, =b. x| +b,x, +b,xly i=1, 23 (3)

soklinde olar. Bu dusturlari (2) —da nazare alsaq y xatti Giglin yeni reperda
Zauxl’ x, =0 (4)
tonliyi alinar. Burada
3
meau (5)
, (=1

(4) tonliyi gostarir ki, » ikitertibli xattinin istenilon repera gora tanliyinin sakli
eyni olur, yalniz tenlikde emsallar (5) qanunu ile dayisirler.

(2) tenliyinin sol tarafi tgolgult ¥ vektor fozasinda

of¥)= e, ©6)

i

kvadratik formasinin ifadasidir. V vektor fazasi proyektiv mistevini ds

doguran feazadir. 4,,4,,4, nogqtalerinin doguranlan aq,, a,, a,eV bazis

vektorlan, 4/,4,,4; noqtslerinin doguranlar a/, 4}, ai eV vektorlar olsun,
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> o5 o > o>

al, a,, a vektorlarn a, a,, a, bazisine  goére  koordinatlan il

(;l'(bll’ b21’ b31)’ (’Z(bIZ’ b22’ b32 )’ ;;(bIB’ b23’ b33) OIarsa’ Onda

lb12b

w

(7)

w

b
B=|b
b

~
N
8

b2
b

[

> o

a,,a,, a, bazisinden a/, d), a; bazisine ke¢id matrisi olar. (6) kvadratik
formasinin matrisi

a, 4y 4y
A=\ ay ay ay (8)

a, ay, a,
eyni zamanda (1) ikitertibli xattin de matrisi olar. (4) tenliyi ile verilon
ikitartibli xattin matrisi
ay ap, aj
A'=|ay ay ay; (9)
ay ay ay
olarsa, cabr ve handasa kurslarindan malum oldugu kimi
A'='B-A-B (10)
olar. Burada ‘B il Bmatrisinin transponira olunmus matrisdir. Yena cabr
kursundan malum oldugu kimi detB8 = 0oldugu tg¢in
ranqA' = rangA (11)
olur.
Demali (4) tanliyi ile tayin olunan xattin emsallar sifir ola bilmaz. isbat
etdik ki, ikitartibli xett anlayisi reperin segilmasindan asili deyil.
Torif. 4 matrisinin rangina (1) tenliyi ile veriloan yikitertibli xattin ranqi
deyilir.
Ranqi 3-8 barabar olan ikitertibli xatlere cirlasmayan, ranqi 3-dan kigik
olan ikitartibli xatlara cirlasan ikitertibli xatler deyilir.
Yuxarida gordik ki, bir reperdan digarine kecgdikda ikitartibli xattin

ranqi dayismir. Asagidaki lemmani isbat edak.
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Lemma. Proyektiv mistavida ixtiyari diz xatt cirlasmayan ikitartibli

xatti on ¢oxu iki négtade kasa biler.

sakil 1
isbati. Lemmanin aksini forz etmak usulu ile isbat edek. 4 diiz xatti
cirlasmayan » xottini G¢ M, M, ve M, noqtelerinde kasir. Proyektiv
mustevide ele R=(4, 4,, 4,, E) reperini elo segak ki, 4 noéqtesi M, ils,
4,noqtesi M, ile ust —iste dissun. 4,noqtesini ise ele goéturak ki, M, nogtasi
A4,E diuz xoftti ile 4,4,duz xasttinin kasisma noqtasi olsun. Bu repera goéra
M,, M,, M, néqgteleri koordinatlari ile (1, 0, 0) ,(0, 1, 0) M,(1, 1, 0)

olacaqdir. Nogtalarin koordinatlarini » xattinin
Za,.,].x,.szo
i,j

tonliyinda yerina yazsaq, alarq ki,
A, =a, =, =dy, =0

Bu ise o demakdir ki, det4=0

Yani y xatti cirlasandir. Bu ise lemmanin sartina ziddir.

Lemma isbat olundu.

Yuxarida da qgeyd etdiyimiz kimi ikitartibli xatt anlayisi va onun ranq
reperin segilmasindan asil deyil. Belalikle asagidaki teoremi isbat etdik.

Teorem: ixtiyari proyektiv cevirmade ikitertibli xattin rangi deyismir,

yani ikitertibli xatt ranqi onun ranqina barabar olan ikitartibli xatta kegir.
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indi ise ikitertibli xatlerin proyektiv tesnifatini verek. Cabr ve handesa

kurslarindan malumdur ki, Gg¢olguli ¥ vektor fezasinda ele q, a}, a; bazisi

var ki, y xattinin

a, 5 ,=0 2)
tonliyinin sol tarafindoki
g(;)=ijzlg,-,jxixj (6)
kvadratik formasi
o ¥)= i) e +e () (12)

soklinda olur. Burada ¢, =+1, i=1,2 3

> >

ogar proyektiv mistavide aT a,, d;, Z:Z;Jr ;2+;1 eV vektorlarinin dogurulugu
A, 4;,4;, E' néqtalerinden ibarat R =(4, 4;, 4}, E') reperini segsak, (1) tonliyi
ey +&y; +ey; =0 (13)
sokline dusar. (e, =+1, i=1, 2,3)
y xattinin » ranqinin giymatindan asil olaraq asagidaki hallar mimkundar.
l. »=3. Bu halda » xattinin tanliyi asagidaki iki tipdan biri ola bilar.
x4l 4al =0 (14)
X +x—x2=0 (15)
(14) tenliyi odayen heg bir haqiqi nogte yoxdur. Bu sebabdan de ona

ikitartibli sifir xatt deyilir. (15) tenliyi ilo verilon xatte ise ikitertibli oval xatt

deyilir.
lI. »=2. Bu halda y xattinin tenliyi asagidaki iki sakilden birinde ola
biler.
X +x; =0 (16)
X —x2=0 (17)
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(16) tanliyi ile verilon ikitartibli xatt x+ix, =0 vo x-ix, =0 kimi iki xayali diiz
xatte pargalanan xatt olur. Bu iki xatt (0, 0, 1) haqiqi néqgtade kasisirler.
(17) tanliyi ile verilon xatt ise x+x, =0, x—x, =0 kimi iki haqigi diuz xatta
parcalanan xatdir.
[ll. »=1. Bu halda y xattinin tenliyi
X =0 (18)
soklinde olur. Bu halda ikitertibli xatt x =0, x, =0 kimi iki Gst-lUste disan

xatta pargalanan xatt olur. (14), (15), (16), (17), (18) seklinda olan tanliklara
ikitortibli xattin kanonik tenliklari deyilir.
Demali, proyektiv mistavide ancaq bes tip ikitortibli xett vardir. Onlan

asagidaki cadvelds verak.

Xattin adi Xaottin Xatti ranqi
kanonik
tonliyi
1. | Oval xatt X +x;—x7=0 3
2. | Sifir xett XAl 4xl=0 3
3. | iki haqiqi diiz xatt ¥ —x2=0 2
4. | iki xoyali diiz xatt 2 xl =0 2
5. ki ust-uste diisan ¥ 20
diz xatt 1
VII Muhazira

Qurma masalasinin hallinin sxemi. Kasigsmalar metodu.
Qurmanin postulatlarr adlanan asagidaki amaliyyatlar artiq «icra
olunmus» qurma addimlarn hesab olunurlar.
I11. Qurulmus iki néqtedan kegan diz xattin qurulmasi.
I12.Markazi qurulmus noégtada olan va radiusu uc noqgtalari qurulmus

parcaya barabar olan ¢evranin qurulmasi.
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13.Paralel olmayan iki qurulmus diz xattin kssisma noqgtesinin
qurulmasi.

I14.9gar qurulmus cevra ile qurulmus duz xett kssisirlarse, onlarin
kasisma noqgtalarinin qurulmasi.

115.9ger iki qurulmus cevra kasisirlarsa, onlarin kasisma noqgtalarinin
qurulmasi.

Qurma masalasini hall etmak - 111-115 postulatlarinda goéstarilon an
sada qurmalarn miayyan bir ardicilligla yerina yetirmakle taleb olunan fiquru
qgurmaq demakdir. Lakin masalani bu gadar «xirda» hissalere bélmakls,
hall etmak heg¢ da alverisli deyil. Bu saebabdan de qurma masalalarinin halli
zamani bir gqedar basqa cir heroekat edirler. Bele ki, ager har hansi bir
qurma masalasi hall olunubsa, sonradan bu masalenin hallinden tam
sokilde basga qurma masalalerinin hallinds istifade etmak olar. Bir sira sade
qurma masalalari var ki, onlarin halli orta makteb handasa kursunda
malumdur. Bu masalaler daha mirekkab masalalerin halli zamani qarsiya
c¢ixdiqda, biz o masasleleri hall olunmus hesab edarak, onlarin hallinden
hazir sakilde istifade eda bilerik. Bu masalalere elementar qurma meosaololeri
deyacayik. Elementar qurma masalalerinin siyahisi sortidir. Adaten
elementar qurmalar olaraq asagidaki masalsleri nezarda tuturlar.

Qurma 1. Verilan sta uzsrinde onun baslangicindan baslayaraq
verilan pargaya barabar parca ayirmagq.

Qurma 2. Tepasi verilon stanin baslangicinda olan verilan
yarnmmudstavi Gzarinda, verilan bucaga barabar bucaq ayirmaq.

Qurma 3. U¢ tersfine gére ticbhucaq qurmagq.

Qurma 4. iki tersfine ve onlar arasindaki bucaga gére ticbucaq
qurmagq.

Qurma 5. Tarafine ve bu terefe bitisik iki bucagina gore ugbucaq

qurmag.
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Qurma 6. Agig bucaqdan Kigik olan bucagin tenboélanini qurmagq.

Qurma 7. Verilon par¢anin orta perpendikulyarini qurmagq.

Qurma 8. Verilon parcanin orta négtasini qurmagq.

Qurma 9. Verilan néqtedan kegan va verilon diz xatte perpendikulyar
olan diz xetti qurmag.

Qurma 10. Verilon diz xett tizerinde olmayan néqteden hamin diz
xatle paralel diz xastti qurmaq.

Qurma 11. Hipetonuzuna ve har hansi iti bucagina géra diuzbucaql
tcbucaq qurmaq.

Qurma 12. Hipetonuzuna va katetine gore dizbucaqgl ugbucaq
qurmag.

Qurma 13. Cevroenin Gzarinde olan néqtaden ona toxunan duz xatti
qurmag.

Qurma 14. Verilan pargani verilon nisbatda bélmak.

Bundan sonra bu mesalelerin hallinden he¢ bir izahat vermaden
istifade edacaayik.

indi de qurma masalalerinin hallinin hansi sxem izra aparimasi
masalasi tizerinde dayanaq.

Qurma masalasinin halli dedikde, 111-115 postulatlarinda gosterilen
an sada qurmalarin har hansi sonlu ardiciligini tapmaq basa dusalir ki,
hemin an sade qurmalar yerina yetirildikden sonra teleb olunan fiqur
qurulmus hesab olunur ve ya masalanin sartlari daxilinds tsleb olunan
figurun olmadig: isbat olunur. Sonrasi masalanin hallarinin sayi, masalenin
hallinin olmasi Ggin verilonlerin hansi sartlori 6demasi suallarina cavab
vermakdan ibarat olur. Bitin bu suallara cavab vermak ug¢in qurma
masalalarinin halli zamani misyyan bir sxema riayst etmak lazim galir.

Homin sxemi muxtalif qgaydalarla segmak olar. @nanavi olaraq an ¢ox
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istifade olunan sxem asagidaki kimi olur: analiz, qurma, isbat ve arasdirma.
Bunlar qurma masalalarinin hallinin marhalalari adlanirlar.

Analiz va ya hallin axtanigi merhalesi qurma masalasinin halli
usulunu tapmagq tgun, veriloen fiqurlarla axtarilan fiqurlar arasindaki alagelari
muayyan etmakdan ibaratdir.

Analiz merhalasinde farz olunur ki, qurma masalesi hall olunub.
Axtarilan va tsleb olunan fiqurlarin tasvir olundugu certyoj «goézayari»
olaraq cakilir. Sonra ise axtarilan fiqur ile masalenin verilonleri arasinda
alagaler oyrenilir. Bu alagaler o saviyyada tapiimahdir ki, axtarilan fiquru
gurmagq igun lazim olan an sada qurmalarin ardiciligini tamamile miayyan
etmoak mumkin olsun. ager taleb olunan fiquru qurmaq lgin lazim olan
elementar qurmalarin ardicilhgi mealumdursa, onda analiz marhalasina
ehtiyac qalmur.

Qurma marhalasi masaleni hall etmak tgin lazim olan qurmalarin (an
sada va elementar) ardiciligini géstermekdan ibarstdir. Bu zaman pargar
va xatkesin komayi ile, gosterilen ardicilhigla, qurmalarn yerina yetirmakle
faktiki olaraq taleb olan fiqurun gertyoju ¢akilir.

isbat merhslesinde qurma merhslesinde qurulmus fiqurun
masaladaki butin sartleri 6dadiyi gostarilir. Bir sira hallarda qurulan fiqurun
masaleda qoyulan sortleri 6demasi qurma marhalasinde artiq askar
gorandr. Bu halda isbata ehtiyac galmir.

Arasdirma moerhalasinde asagidaki iki suala cavab verilir:

a) masalanin sartindaki verilon fiqurlar hansi sarti 6dadikda masalanin,
halli var?

b) Verilonlarin muxtalif mumkin hallarinda masalanin nega halli var?

Yuxarida deyilenleri ayani sakilde goéstermak {iguin bir qurma

masalasini hall edak.
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Qurma masalelarinin halli tgiin 8sasan (¢ usul vardir: Kesisma tsulu,
cevirmalar Gsulu ve cabri tsul. Bu muhazirade kasisme usulu ile qurma
masalalerinin hallindan bahs edacayik.

Bu usulun mahiyyasti asagidakindan ibaratdir. Qurma masalasinin halli
a, Vo a, sortlerini 6deyan X noqtesinin qurulmasina gatirilir. «, sartini
o6dayan miustavi nogteleri ¢oxlugunu F, ile «, seortini 6dayan noqteler
coxlugunu F, ils isare edak. Onda aydindir ki, X € F, N F, olacaq.

X noqtesinin qurulmasi tgiin £, ve F, ¢coxluglarinin xatkes va pargarin
komayi ile qurula bilan olmasi zaruridir. Qurma masalalarinin kasisma usulu
ile halli zamani asagida sadalayacagimiz coxluglara tez-tez miracist olunur.

1) Mustavinin A ve B noqgtslerinden eyni masafede yerlesan butin
noqtalarin ¢oxlugu AB pargasinin orta perpendikulyaridir.

2) Verilan duz xattden verilan mesafaeda olan noéqtela-rin ¢oxlugu,
hamin diz xette paralel olan va ondan verilan masafede yerlesan iki diz
xattden ibaratdir.

3) iki paralel diiz xsttin her birinden eyni masafede yerlasen
noqtalarin ¢oxlugu verilan diiz xatlarin simmetriya oxudur.

4) iki kesisan diiz xsttin her birinden eyni mesafeds yerlasen
noqgtalarin  ¢oxlugu verilon duz xatlerin amala gatirdiyi bucaqglarin
tonbolenlerini Gizerinde saxlayan ve qarsihgh perpendikulyar olan iki diz
xatden ibaratdir.

5) Maustavinin AB pargasinin diz bucaq altinda gorindiyd butin
nogtelerinin  ¢coxlugu, diametri AB parcasi olan c¢evrenin A va B
noqtslerindan fargli noqtaleri coxlugudur.

6) Mistavinin AB parcasinin ¢ (¢ =180") bucag altinda goérindayu
nogtalerinin ¢oxlugu ortaqg A ve B uc noqtslerine malik olan va AB diiz

xattine nezaran simmetrik olan iki qévsdan ibaratdir.
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7) Verilan gevranin ¢ (¢ =180°) bucag altinda gorunduyd mustevi
nogtalerinin ¢oxlugu, hamin c¢evre ile konsentrik olan, radiusu verilmis
¢evranin radiusundan boyik olan ¢evradir.

8) (0,04) cevrasinin A noégtasinden ¢akilen bitin vetarlerini eyni
A (2 >0)nisbatinde bélen butin néqgteler coxlugu, merkezi 04 diz xatti
uzarinda olan, bir ¢cevradir. (A noqtesi bu ¢evraya daxil deyil). 8ger xususi
halda 1 =1 olarsa OA parcasi hamin ¢evronin diametri olacaqdir.

isbati: Diizbucagl koordinat sistemini ele sec¢ak ki, koordinat
baslangici (O, OA) gevrasinin O markazi ile Ust-Uste dissun (Sakil 1). A

négtasinin koordinatlari  4(-r,0) olsun, r=04. AB verilan gevranin A

noqgtesindan ¢akiloen har hansi vetardir. M noqtesi ise bu vatarin AM =1-MB
sartini 6dayan noégtesidir. B néqtesinin  koordinatlarini  B(x,,y,) ile, M
néqgtasinin koordinatlarini ise M(x,y) ile isare edak. Pargani verilan nisbatda

bélan nogtanin koordinatlar disturuna gore

Y -

A
N

Sakil 1

_—r+2~x1 B A,
1+ 4 1+4

(1)

b

A>0 oldugundan 2=0, 1+ =0 vo (1) disturlarindan alariq.

1+ 4 r 1+ 4
= + — 5 = 2
X 2 (x 1+lj N1 2 Yy ( )

B(x,,y,) néqtesi verilon ¢evranin izerinde oldugundan x°+y’° =/

olacaq. Buradan
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(s o)

(Hrj +y’ = Ar (4)

142 (L+4)

ve ya

Demali M néqgtesi markazi (—lrl,oj noqtesinde ve radiusu lﬂr;t ya
+ +

baraber olan cevraenin uzerindadir. Belaliklo, isbat olundu ki, verilan
cevranin A néqtesindan ¢akilon butin veterlerini 4 (1 >0)nisbatinde bélan

noqteler (4) tenliyi ile verilan c¢evrenin A noqgtesinden fergli butin

nogtelarinden ibarstdir. A noéqtesinin koordinatlari da (4) tenliyini 6dayir.

() or=(2) (5)

alariq. Bu ise diametri OA olan cevranin tenliyidir. isbat olundu.

A =1 olarsa (4) tenliyi

9) Mdastavinin verilmis A ve B noqgtalerindan masafalarinin kvadratlar
forqgi verilon sabit adeda berabar olan noqgtsaler coxlugu, AB diz xattine

perpendikulyar olan diiz xatdir.

isbat: 07; dizbucaqgli koordinat sistemini ele seg¢ak ki, koordinat

baslangici A noqtesi ile ust-tsta dissin. i vektorunun istigamati AB

vektorunun istiqgamati ile Gist-tGste dussun.

Mz,y)

O b
[

~dt

Sakil 2
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Verilon sabit adadi « ilo, AB masafasini ise « ilo isaro edok. Secilmis
koordinat sisteminda A(0, 0) ve B(a,0) olacaq.

M(x,y) noqgtesi Ugin  AM’-BM*=a sorti 6denarse onda
AM? =(x—O0F +(y=0).BM> =(x—a)* +(y-0) olar. Yani x>+’ —(x—a)f +*)=c.
Buradan

Qax—a’* =a VO

a+a’
x=50 (6)

alarq. (6) tenliyi isa 077 koordinat sisteminde Ox oxuna perpendikulyar

olan diiz xattin tenliyidir. isbat olundu.

VIl Miihazira
Qurma masalalarinin hallina harakatlarin tatbiqi. Oxsarliq

metodu

Qurma masalalarinin hallinde ¢ox vaxt mistevinin mixtelif hendasi
cevirmalerindan istifade olunur. Bela cevirmalara misal olarag mistavinin
harakatinin mixtalif névleri olan simmetriyani, paralel kéglirmani, donmani
vo s. gostarmak olar. Eyni zamanda harakat ¢cevirmasinden foerqli olan oxsar
gevirmadan, oxsar c¢evirmanin xususi hali olan homotetiyadan, inversiya
cevirmasindan dae istifada olunur.

gvvalce simmetriya tGsulunun kémayi ila bir masalanin halli Gzarinda
dayanaq.

Masala 1. ki y, ve y, cevraleri, « diz xatti vo ABC barabaryanli
ugbucagi verilmisdir (AC=BC). ABC ugbucaginin oxsar ele MNR ug¢bucagini
qurun ki, M ey,, Ney, v R tepasindan kegan hindirlik «diz xatti ile Ust-

uste dissiin.
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Halli:

Analiz. Talab olunan MNR u¢bucaginin quruldugunu ferz edak.

M ey, Ney, MNR barabearyanli Ggbucaginin hindirliyd « diz xetti
uzerindedir. « duz xattine nazeran Ox simmetriyasina baxaq. Bu
simmetriyada M noqtasi ile N néqgtesi de simmetrik olacaqg. y, cevrasiile a

diiz xattine nazeran simmetrik olan y, ¢evrasini quraqg.

&

A

A 8

R N &

| \
(g
1'/
g
sakil 1

N noqgtesi M ey, noqtesi ile simmetrik oldugundan, ~Ney, olar.

A A
Buradan ise Ney,Ny, alarng. ¢=BAC isaro edak. NMR=¢ oldugundan

asagidaki qurmalar alinar.

Qurma: 1) « diz xettine nazeran y, cevrasi ilo simmetrik olan y,
cevrasini quraq.

2) y, vo y, cevralerinin kasisma noqtalarindan birini N ile isare edak.
Ney,Ny;.

3) a diuz xasttine nazaren N noqtasi ile simmetrik olan M noqgtasini
quraq.

4) MN suasindan baslayaraq verilen quzéBAC bucagina berabaer olan

ZNMR ayiraq.
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5) R=aNMR olsun.

6) AMNR -i quraq. AMNR taleb olunan tGgbucaqdir.

isbati: A4BC ve AMNR beraberyanh iicbucaqdirlar. Oturacaga bitisik
bucaqglari barabar oldugundan AMNR ~ A4BC olar.

Arasdirma: Masalonin hallinin varligi Scevralerinin  qarsihgh
vaziyysatinden asilidir.

| hal. @ger y, va y, cevroleri kesismazlarse onda masalanin halli
yoxdur.

Il hal. @ger y, ve y, cevraleri toxunurlarsa onda barabarlik deqiqlikla
masalanin yalniz bir halli var.

Il hal. @ger y, va y, cevralari iki nogtade kesisirlorse barabarlik
daqiqglikle masalanin iki halli vardir.

IV hal. ©ger y, va y, c¢evraleri lst-lste disarlerse masalanin sonsuz
sayda halli var.

indi de paralel kéciirme metodu ile hall olunan bir qurma masalssini
nazoardan kegirok.

Masaloa 2. iki garsi tersfine ve iic bucagina gére qabariq dérdbucaqli

qurun:
Halli:

Analiz. Teleb olunan ABCD doérdbucaqglisinin quruldugunu ferz edak
(Sekil  14).  4D=a,BC=b  dordbucaglinin  verilon teraflori ve
LlA=¢, /B=y, /D=5 dérdbucaghnin  verilan
bucaglandirlar.

Masalanin sartindan aydindir ki,

0<p<180°,0<5<180° olmalidirlar. BC tersfini

BA vektoru qader paralel koglrak Vo onun
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obrazini AE ile isare edak. ABCE fiquru paralelogram oldugundan

BﬁE=180°—§=180°—W, AJAEC:W olar. AED ucbucaginda ise i¢ element:

AD=a, AE=BC =0 toroflori Vo onlar arasindaki

A

EAD = A- BAE = p— (180" —y )= + y —180°
bucag malumdur. Onda asagidaki qurmalar alinir.

Qurma: 1) har hansi diiz xatt tizerinde 4D =a pargasi ayiraq.

2) AD suasindan baslayaraq olglist ¢ +y —180°-yo barabar olan MAD
bucagini ayiraq.

3) AM suasi tzerinda AE=b pargasini ayiraq.

4) DA suasindan baslayaraq M noqtasinin yerlaesdiyi yarnmmistevide
<SDA =6 bucagini ayiraqg.

5) EA stasindan baglayaraq D noqgtesinin  yerlogsmadiyi
yarimmdastavida < 4EK =y bucagini ayiraq.

6) C=EKNDS

7) C nogtesinden baglayaraq EA suasi il eyni istiqamaetli olan CP
suasini quraq.
8) CP suasi tizerinda CB =5 pargasini ayiraqg.
Aldigimiz ABCD dérdbucaqlisi talab olunandir.
isbati: ABCE fiquru paralelogram oldugundan BC =5 sorti dédenaer.

(Qurmaya gors ise AD=a)

ABC= AEC=y . BAE =180 ° — y

A

A=BAE =180° —y + p+y —180° = ¢

Qurmaya goére is® 4D =a.

Demali ABCD telab olunan dérdbucaqhdir.

Arasdirma: Qabarig dérdbucaghnin  bucaglan  cemi  360°%ys
barabardir. Demali ¢+y +6<360° olsa masalanin yegana halli var. 9ks

halda masalanin halli yoxdur.

48



indi de dénma usulu ile qurma masalslerinin hallini nezardan kegirak.
Once onu qeyd edek ki, bu isul ile massle hall ederken dénma
cevirmasinda nogtenin, diz xettin ve c¢evrenin obrazini  qurmag
bacarmaliyiq.

Forz edak ki, mustavinin O nogtesi atrafinda verilon ¢ bucag: qader
dénma c¢evirmasi verilib. Bu c¢evirmada verilon M noéqgtesinin ve « diz

xattinin obrazini qurmaq lazimdir. (Sakil 3).

Sakil 3

9gar M noqgtasi O noqtasi ile tst-liste diusarse, onun obrazi ela onun
6zu olacaq. Farz edirik ki, M nogtasi O noqgtesi ile ust-usta dusmdar. (O, OM)
gevrasini qurag. OM sltasindan baslayaraq verilan ¢ bucagini ayiraq.
Bucagin ikinci terefinin cevra ila kesisdiyi M’ noqtesi bu dénmadea M
nogtesinin obrazi olacaq.

a duz xettinin donmada obrazini qurmagq ug¢iin O noqtasindan « diz
xattine OA perpendikulyar: ¢akilir. A négtasinin O néqtesi strafinda ¢ bucag
gadar donmada A4' obrazi qurulur. 4’ noqgtesindan 04’ diz xattine ¢akilen
«' perpendikulyar diiz xstt « diiz xsttinin O néqtesi strafinda ¢ bucag
gadar donmada obrazi olacaq.

(c,r) gevrasinin O néqgtasi strafinda ¢ bucagi geder dénmada obrazini
qurmaq ugin C négtasinin bu dénmade ¢’ obrazi qurulur. (C',r) ¢evrasi

(c,r)cevrasinin obrazi olacaq.
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Masala 3. A nogtesi va bu noqtadan kegmayan iki « ve » diz xatlari
verilmisdir. Tapalarindan biri A néqtasi il st-tsta diisan, digar iki tepasi a
va b diz xatlerinin Gzarinda yerlasan barabartarsfli igbucaqg qurun:

Halli:

Analiz. Foerz edak ki, taleb olunan ABC (igbucagini qurmusug.
Beb, Cea. b diz xattinin A noqtesi  etrafinda
p=60° li bucaq qeder dénmasinda B
noqtasinin obrazi, » diz xattinin obrazi olan »’
duz xatti ile « duz xattinin kasismasi olan C

noqtesi olacaqdir. @gar C nogtesini qursaq, B

nogtesini de asanhqgla qura bilerik.

Sakil 4

Qurma: 1) » diz xettinin A noéqtesi strafinda ¢=60° bucaq qader

donmasindan alinan »’ obrazini quragq.

2) C=aNd'

3) (A, AC) cevrasi ile » duz xattinin kasisma noqtasini B ile isare edak.

4) Tepa noqtsleri A, B ve C noqteleri olan ugbucaq tsleb olunan
tcbucaqdrr.

isbati: Birbasa qurmalarda alinr.

Arasdirma. » diz xattini A nogtasi atrafi etrafinda ¢ = +60° olmagla, iki
muxtelif, bucag gaderdéndarmakle onun iki mixtslif » ve »" obrazlarini
alariq. Masalanin hallarinin sayi »' va »" diz xatleri ile « diuz xattinin kasis-
masindan alinan noqtslarin sayina barabar olar. Asagidaki hallar ola biler.

a) a vo b duz xatleri arasindaki bucaq 60° va 120°-dan farqli oldugda
b ve b" duz xetleri ilo adiz xettinin iki kasisma noqtesi alinar. Demali
masalonin yalniz iki halli olar.

b) « ve b duz xastleri arasindaki bucaq 60° ve ya 120° baraber

oldugda »' ve »" diz xatlarindan biri « diz xattini kesacek, digeri ise ya ona
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paralel olacaq, ya da onunla ust-Gste disscek. Birinci halda masalanin
yalniz bir halli olur.

Oxsar cevirmanin tetbigi ile qurma masalalerinin halline baxaq. Bu
usulun mahiyyaeti asagidakindan ibaratdir: @vvalca axtarilan fiqur ile oxsar
olan fiqur qurulur; sonra bu fiqurun kémayi ila axtarilan fiqur qurulur.

Adatan bu usul ile qurma masalaleri hall edilerken axtarilan fiqura
homotetik olan fiqur qurulur. Bu sebabden de misyyan noéqtelarin
homotetiyada obrazlarini qurmaq zaruri meydana g¢ixir. Daha dogrusu, hale
orta maktabdan malum olan asagidaki masals tipinde masalaleri tez-tez hall
etmak lazim galir.

Masala. Markazi O noégtesinda olan homotetiyada her hansi A
noqtasi va onun 4’ obrazi verilir. Verilan B noqgtesinin B’ obrazini qurmagq
tolab olunur.

Halli: ovvalca B noqgtesinin OA diz xetti Gzarinde olmayan hala
baxaq. O merkazli homotetiyada AB duz xetti ona paralel olan m' diz
xattine kegacok. B'noqtasi m' duz xatti ile OB diz xattinin kasisma noqtasi

olacaq (Sakil 5 a).

sakil 5
9ger B noqtasi OA diz xetti tizerinde olarsa, avvalce OA diz xatti
uzerinde olmayan har hansi N néqtesinin N’ obrazini yuxandaki gayda ila
qururug. Sonra ise N nogtasi ve onun N’ obrazindan istifade edib 5’

noqtesini qururuq (Sakil 5 b).
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Yuxaridaki masaladan istifade ederek, har hansi h diz xattinin da
verilan homotetiyada obrazini qura bilerik. Bunun {giin hamin diiz xattin
uzarindaki ixtiyari bir nogtanin obrazini qururuq. Sonra ise hamin néqgtadan

verilon duz xette paralel diz xatt kegiririk (Sakil 6 a).

Sakil 6

O merkazli iki 4 vo 4’ nogtasi ile verilan homotetiyada har hansi o
cevrasinin obrazini qurmaq ugtn, bu ¢cevranin B markazinin ve har hansi C
noqtasinin obrazini qurmagq kifayatdir (Sakil 6 b).

Masala 4. Perimetrina va iki bucagina gora tgbucaq qurun.

Halli: @vvalce masalenin qoyulusunu bir gadar daqiqglesdirek: bizdan

ela bir ABC uc¢bucag qurmaq taslab olunur ki, o tGcbucaq Zzgo,fezz// Vo
AB+BC+AC=p sortlorini 6desin. Burada ¢, v ve p qgabagcadan verilmis
fiqurlardir.

Analiz. Forz edok ki, mesale hall olunub ve teleab olunan ABC
tcbucag qurulub. Bu icbucaq s4=¢,/B=y Ve AB+BC+AC=p sortini

odayir (Sakil 7, a)




sakil 7

Bucaglarindan biri ¢-8, digeri ise w-ya barabar olan ugbucaglarin
hamisi ABC ugbucag! ile oxsar olacaq. Oxsar Ugbucaglannin taraflarinin
nisbati ise onlarin perimetrlarinin nisbatina barabardir. Homotetiyadan
istifade edarak, talab olunan lGcbucag! asagidaki kimi qura bilarik:

Qurma. 1) z4=¢, /B =y sortini 6deyan har hansi 4B,C, licbucagini
quraq.

2) 4B,C, Ugbucaginin perimetrini p, ilo isare edek. 4B, stasi Uzerinda
AD, = p, VO 4D = p parcalanni ayiraq.

3) A markazli va D, noqtesini b noqgtesine kegiron homotetiyada B,
noqtsesinin B obrazini va ¢, noqgtasinin C obrazini quraq.

Alinan ABC ic¢bucag teleb olunandir.

isbati:  4BC, ve 4BC i¢bucaglari homotetikdirlar. Bu homotetiyani h

ilo, onun emsalini ise m ile isare edek. D=n(D,),B=h(B).C=h(C,)

oldugundan 4D=m-AD, olar. Zzgo,é:y/ olmasi da aydindir. 4B=m- 4B,
AC=m-AC,, BC=m-BC, oldugundan

AB+ AC +BC =m- AB, +m-AC, + m-B,C, =
=m(AB, + AC, + B,.C,)=m-p, =m-AD, = AD = p

Demali ABC taleb olunan t¢bucaqdir.
Arasdirma. 9gar ¢ +y <180° olarsa masalanin halli var ve yeganadir.

9gar ¢ +y >180° olarsa masalanin halli yoxdur.

IX Muhazirs
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inversiya anlayigi. Qurma masalalarinin inversiya metodu ile
halli

Tutaq ki, bize mustevi izerinde (0,7) gevresi verilib. Mistevinin O
noqgtesindan forgli butun noégteleri ¢coxlugunu E, ile isare edak. Har bir
M e E, néqtesine OM stasi tzerinds yerlagon va oM -OoM' =r* sartini 6dayen
M' néqtesini qarsi qoyaq. E, coxlugunun bu cir cevrimasine (0.r)

gevrasine nazaran inversiya ve ya sadace inversiya deyilir. (Sakil 1)

Sokil 1 Sokil 2

(0,r) cevrasina inversiya gevrasi, O néqtesine inversiyanin markazi, r*-

na ise inversiyanin deracasi deyilir. inversiyanin terifinden gérinar ki, ager
inversiya zamani M noqtesi M' noqtesine inikas olunursa, onda M’
noégtesi de M néqgtesine inikas olunur. inversiya cevrasi (zerinde olan
noqtaler ise invariantdirlar, yani 6z-6zina inikas olunurlar. Verilon inver-
siyada noqtanin obrazinin qurulmasina baxaq.

Masala. inversiya (O,?) cevrasi ile verilmisdir. Verilan & noéqgtasinin bu
inversiyada M’ obrazini qurun.

Halli: 8ger m néqtesi (0,r) cevrai iizerindedirse onda onun obrazi els
6zl olacaqdir. 9ger M néqtssi (0,r) cevresi xaricinde olarsa (Sakil 2) onda
OM suasi ¢akak. Sonra ise diametrlerindan biri OM parcasi olan « c¢evrasini

quraq. o cevrasi ila (O,?) cevrasinin kasisma noqteleri P va Q olsun. OM
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diz xetti ile PQ duz xattinin kaesisma noqtasi olan a' négtesi » noqtasinin
obrazi olacaqdir. Bunu isbat edek. MP ve MQ diz xatleri (0,7) gevrasine
toxunan olduglarindan opm va om'’P bucaglan diuz bucaq olacaqglar. Bu-
radan alimir ki, Aopm’~AomP (bir iti bucaqlan barabar olan diizbucaqli

ugbucaglar kimi). Demali

OM__ OP g ya OM'-OM = OP* =r*
OP OM

9ger M noqtesi (0,r) cevrasinin daxili nogtesi olarsa, yuxaridaki
gurmani tersina icra etmakla A’ noéqtasini qura bilerik.

Duz xett va gevra kimi asas qurma fiqurlarinin inversiyada obrazlarini

tapmaq tgln biza inversiya ¢evirmasinin analitik ifadssi lazim olacagq. 077
dizbucaqli koordinat sistemini ele segak ki, koordinat baslangici inversiya
cevrasinin markazi ile Gst-Uste dussiin.

Farz edak ki, Mm(x,y) noqtesi E, coxlugunun ixtiyari nogtasidir. m'(x’,y")

ise onun obrazidir. inversiya cevirmasinin terifinden gérinir ki,

OM'=2-OM, 2>0 Vo OM"-OM = r*
Bu baraberlikden alinir ki,
X'=2x,y = Ay (1)
Skalyar hasilin terifinden alinir ki,
xx'+ yy' =r? (2)
x' vo ' dayisanlerinin (1) munasibatlarindaki giymatlarini (2) da
yerine yazsaq A(x>+y*)=+> alnmr. M noégtesi O noqtesinden forg|i

2
r

x2+ 2

oldugundan A= alang. 2-nin bu giymsatini (1)-de yerina yazsaq

alariq:

x,: r X ,y,: 2ry2 (3)
X +y X +y
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9ger M'(x',y') noqtesi M(x,y) nogtasinin obrazi ise onda inversiyanin
torifine gore M (x,y) noqtesi de m'(x',y")

noéqgtesinin obrazidir. Onda (3) dusturlanindan alariq:

r2x! r2y/
X = 12 122 y= 2 12 (4)
X +y X +y

indi ise inversiyada diiz xattin obrazi hagqinda asagidaki teoremi isbat
edak.

Teorem 1. O inversiya markazinden ke¢an diz xstt (O noqtasini
¢ixmagq sorti ile) iversiya zamani 6zine, inversiya markazinden kegmayan
diz xett isa inversiya markazindan kegan gevrays inikas olunur.

isbati: inversiya cevirmasindas inversiya markszindan kegan diiz xattin
O nogtasindan ferqgli nogtaleri bu duz xett Gizerinde olan nogtalera inikas
olundugundan teoremin birinci hissasinin isbati aydindir. indi ferz edak ki,
diz xatt inversiya maerkazindan keg¢mir. Koordinat sistemini yuxaridaki
gayda ile segsak, hamin diz xattin tenliyini 4x+ By +1=0 tenliyinde x ve y
dayisanlari avazina onlarin (3) ifadasindaki giymatlarini yazsaq

X2+ + Ar’x' + Br’y' =0 (5)
cevra tanliyi alinar. (5) tenliyinde serbast hadd sifir oldugundan, onun
koordinat baslangicindan kegan cgevranin tanliyi oldugu analitik handesa
kursundan malumdur.

Teorem isbat olundu.

Natica: inversiyada, O inversiya markazinden kegmayen 4 diiz xatti
(C, r) cevrasina inikas olunursa, onda
OC duz xattiile ¢ duz xetti garsihgh perpendikulyardirlar.

isbati: (C, r) cevrasinin (5) tenliyinden onun markazinin koordinatlarini

2 2 N 2 2
tapa bilarik. C(— A; ,—B; J Onda OC[— Azr ,—B; Jvektoru d diz xattinin

" n(4,8) normal vektoru ile
A

)
7/




kollienardir. Demsali OC duz xatti ¢ duz xattine perpendikulyardir. Natica

isbat olundu.

a) b)
sakil 3

Bu naticadan istifade edarak, inversiya ¢evirmasinde 4 diiz xattinin
obrazini asanhqgla qurmagq olar. 8ger 4 duz xetti O inversiya markazindan
kegirse onda onun obrazi ele 6zu olacaqdir. 9ger ¢ diuz xetti O inversiya
markazindan keg¢mirsa, onun obrazini asagidaki kimi qurmaq olar. O noqte-
sinden d diz xettine OH perpendikulyarini endirek. H négtesinin (0,7)
gevrasine nazaran inversiyada H' obrazini quraq. Diametrlerden biri of’
olan » d diiz xattinin obrazi olacaq.

(Sekil 3, a) halinda 4 diz xatti y inversiya ¢evrasini kasmir, b) halinda
kasir.

Teorem 2. (0,r)cevrasine nazaran inversiyada O merkazinden kegan
cevro (O nogtesini gixmagq sarti il8) inversiya markazinden kegmayon 4 diiz
xattine inikas olunur. O inversiya markazinden keg¢mayan ¢evra ise, O
markazindan kegmayan c¢evraya inikas olunur. O noqtasi hamin gevralarin
markazlarini birlegdirandiiz xattin Gzarinda olur.

isbati: Tutaq ki,

X+ +Ax+By+c=0 (6)

baslangici O inversiya merkazinds olan 0i ;j koordinat sisteminde her

hansi « gevrasinin tanliyidir. Bu tenlikda x va y dayisanlarinin yerina onlarin
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(4) bsraberliklerindaki ifadslerini yazsaq, onda o cevresinin «' obrazinin

tonliyini alanq.

21 2 2 7 2 21 2 1

rex r Ar-x Br

r2 12 + 12 y 12 + 12 12 + r2 ylZ +C:0
X +y X +y X +y X +y

Vo ya
r4(x'2 +y'2)+ Ar’*x'+ Br’y' L C=0
(x,2 +y,2)2 x12 +yr2
Buradan isa
C(x'2 +y'2)+ Ar’x'+ Briy' +r* =0 (7)

tonliyi alinar. 9gar « cevrasi koordinat baslangicindan kegarsa, onda onun
O noqtesindan fergli olan butin nogtaleri tgiin C=0 oldugundan, bu cevra
Ar’x'+Br’y'+r* =0 diz xattine inikas olunar. 9ger o« c¢evrasi koordinat
baslangicindan kegmirsa onda onun o' obrazinin tanliyi (7) tenliyi olacaqdir.
(7) tenliyi ise c¢evronin tanliyidir. (6) ve (7) tenliklerinden o veo o

- o A B Ar*  Br? .
gevralarinin uygun olaraq Ty va ST markazlerini tapa

bilerik. Bu négtaler ve 0(0,0) négtasi Bx— 4y =0 tanliyi ile verilon diiz xattin
uzerindadirlar. Teorem isbat olundu.

Teorem 3. Tutaq ki, biza w, v& «, kimi iki fiqur verilmisdir. Bela ki, o,
ya diz xett, ya da ki, cevradir. w,-ise ¢evradir. 9ger «, v@ », har hansi M

noqtesinds (M nogtasi O inversiya markazindan ferqgli noqgtadir) bir-birina

toxunarlarsa, onda onlarin a)ll Vo a)zl obrazlari da M néqtesinin obrazi olan
M' nogtesinde bir-birina toxunarlar.

isbati: o, ve o, fiqurlarinin her ikisi inversiya markazinden kegmir.
Demali, agar onlar toxunurlarsa, onlarin obrazlarinin da bir ortaq noéqtasi
olar. o, v8 w, fiqurlarinin obrazlarinin ortaq noéqtesi onlarnn toxunma

noqtasinin obrazi olacag. Hamin noqte inversiya markazi ola bilmaz.
Demali o, va w, fiqurlarn da toxunarlar. Teorem isbat olundu.
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isbat etdiyimiz ti¢ teorem inversiyanin vasitssi ile qurma masalslerinin
hallinde muhium rol oynayir.

Masale. iki cevra ve bu cevrsler iizerinde olmayan néqts verilmisdir.
Verilmis négtedan kegan va verilmis ¢evralera toxunan g¢evrani qurun.

Halli:

Analiz. Ferz edak ki, verilan A noégtasinden kegan, verilan o, vo o,
cevralerina toxunan y cevrasini qurmusug. (Sakil 4). Markazi A nogtasinda
olan ixtiyari ¢ cevrasini ¢akak. o ¢evrasina nazaren inversiya cevirmasina
baxaq. A noqtasi inversiya markazi oldugundan, onun obrazi olmayacaq. y

gevrasinin obrazi inversiya markazinden kegmayan »' diz xatti olacaq. o,
gevrasinin obrazi o, ¢evrasi ve o, cevrasinin obrazi o, cevrasi olar. '

diz xetti ham a)I’ hamda a)zl cevrasina toxunar (teorem 3-o gore). Bu dedik-

larimize asasan asagidaki qurmalari aparmagq olar.

Sakil 4

Qurma: 1) Markazi A néqtesinds olan ixtiyari o ¢evrasini quraq.
2) o g¢evrasina nazaran inversiyada o, ¢cevrasinin », obrazini quraq.

3) o g¢evrasina nazaran inversiyada o, ¢evrasinin o, obrazini quraq.

!

4) o, Vo a)Z' cevralerinin ele ortaq »' toxunanini g¢akek ki, o A
noqgtesinden kegamasin.
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5) o c¢evresine nazaran ' duz xattinin y obrazini quraq (' toxunani
A nogtesinden kegmadiyi lGglin onun obrazi ¢evra olacaq). y telab olunan
cevra olar.

isbati: 5 cevresinin w, ve w, cevralerine toxunan oldugu 3-cii
teoremdan alinir. »' diz xatti inversiya markazinden kegmadiyi liglin onun »
obrazi inversiya markazi A-dan kegacak.

Arasdirma: 9ger o, va , cevralerinin biri digarinin daxilinde

yerlagirsa va toxunmurlarsa onda a)l' Vo coz' cevralori da toxunmurlar ve biri
digerinin daxili oblastinda yerlagir. Bu halda masalenin halli yoxdur. 9ger o,
vo w, cevraleri bir-birine daxilden toxunurlarsa bu halda A noéqtesi
cevralarin xarici oblastindadirsa masalanin sonsuz sayda halli var. A nég-
tosi cevralerin ®w, v& w, ¢evrasinin xaricindadirse ve ya kasisirlorsa, A

noqtesi hamin g¢evralarin xaricindadirse, bu halda masalanin hallarinin sayi

!

o, VO w, c¢evralarinin kasisma noqtalerinin sayina barabardir.

Muhazira 10

EVKLIDIN “9SASLAR” 9S9Ri. V POSTULAT V® ONA EKVIVALENT
OLAN
TOKLIFLOR

Hendaya dair ilk anlayislar gadim Misirds, Cinds, Babilistanda
meydana galse de, handasenin bir elm kimi inkisafi yunan riyaziyyatcilari
torafinden hayata kegirilmisdir. Yunan riyaziyyatgi alimlerinden Fales,

Pifagor, Demokrit, Arximed,
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Yevdoks va s. qeyd eds bilerik. Handasi biliklerin bir sistem formasinda
comlasgdiriimasi ile bir ¢ox yunan riyaziyyatgilari masgul olsa da yalniz
Evkilidin

“‘Osaslar’aseari dovrimize qadar gealib catmisdir. Bu aser 13 hissadan,
yaxud 13 kitabdan ibaretdir. Har bir kitab anlayislarin daxil edilmasi ile
baslanir. |

kitabda 23 anlayis verilmisdir. Onlardan bir negasini geyd edak.

1) Noqgte hisseleri olmayandir.

2) Xett eni olmayan uzunluqdur.

3) Xattin uclar nogtalardir.

4) Duz xett uzsrindaki butin nogtalerine nazeren eyni veziyystde olan

xotdir.
Anlayislardan sonra isbatsiz gabul olunan teklifler, daha dogrusu

postulatlar ve aksiomlar verilmisdir. | kitabda bes postulat daxil edilmisdir.
Onlan geyd edak:
1) Telab edilir ki, har bir nogtadan digar noqgtaye duz xett kegirmak olsun.

2) Va har duz xatti geyri-mahdud olarag uzatmaq olsun.

4
5) Ve diiz xett digar iki diiz xetti kesdikde cemi 2d-dan kicik olan daxili

)
3) Ve istanilon markazdan ixtiyari radiuslu ¢cevra ¢cakmak olsun.
) Ve bitun diizbucaglar barabar olsun.
)
birtarafli bucaglar emala gatirirsa, onda verilmis iki diz xatt comi 2d-
dan kicik olan daxili birterafli bucaglarin yerlagdiyi terafde kasilmis
olsunlar.
| kitabda Evkilid 9 aksiom daxil etmisdir. Onlardan bir negasini qeyd
edak:
1. Ugtinciiye barabar olanlar 6z aralarinda bsrabaerdirler.
2. Berabaer olanlara berabaer olanlar slave etdikda barabaer olanlar alinir.
3.Barabar olanlardan barabar olanlar ¢ixdigda barabar olanlar alinir.
Vo S.
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Anlayis, postulat ve aksiomlardan sonra Evkilid handessi faktlan
sadadan mirakkaba dogru sistemlik prinsipina emal etmakle daxil etmisdir.

Riyaziyyatin inkisafinin indiki saviyyasi baximindan “Ssaslar’ asaeri
mukammal sayila bilmaz. Masslen, anlayislarin verilmasi zamani izahi
avvalcadan daxil edilmayan terminlarden istifade olunmusdur. Diger
torafden Evkilidin bir ¢ox mduasirleri “Osaslar’ aserini tangid etmislor.
Masalen,miiyyan olunmusdur ki, IV postulat 6zinden avval galen
postulatlann ve diger handeasi faktlarin kémayi ile isbat olunur. Bir ¢ox
alimler V postulatin da isbat oluna bilmasi fikrini irali sirmus, buna cahdler
gostarmisler. Bu istigamatda tetgiqatlar taqriban 2000 illik dovri shate
etmisdir. Bu alimlerden Sakkeri, Lejandr, Pas, 0.Xeyyam, gérkemli
Azarbaycan riyaziyyatgisi, astronomu N.Tusini qeyd etmak olar. N.Tusi
“9saslar” aserine dair tadgiqgatlarinin naticalerini “Tshriri-Oqlidis” asarinde
toqdim etmisdir. Bu asarda N.Tusi ilk defs V postulata ekvivalent olan
asagidaki taklifi daxil etmisdir:

Ucbucagin daxili bucaglarinin cemi 2d-ys barabardir.

V postulata ekvivalent olan diger postulat ise paralel diiz xatlerle
baghdir:

Duz xett Gzerinde olmayan noéqtedan bu duz xetts bir ve yalniz bir diiz
xatt kecirmok olar.

V postulatla bagli aparilan tadqgigatlar gézlenilen naticeni vermasa dae,
umumilikde, handasanin inkisafina genis tekan vermisdir. V postulat
problemi rus riyaziyyatcisi N.i.Lobacevski tersfinden hall olunmusdur. O,
1829-cu ilde “Hendasenin asaslarina dair’ adli elmi maqgals darc etmisdir
va gostarmisdir ki, V postulat qalan postulatlardan asili deyil. Ona gore de
bu postulati onu inkar edan teklifle evez etdikde keyfiyyotca yeni bir
handasa alinir. Lobacgevski yeni handasani tesavvir olunan handesa

adlandirmisdir. Lobagevskinin fikir ve ideyalarina oxsar olan naticaler
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Qauss ve macar riyaziyyargisi Yanos Bolyai terafindan de irali surilmusddar.
Hal-hazirda bu ug¢ alim, yani Lobagevski, Qauss ve Bolyai geyri-Evkilid

handasasinin yaradicilar hesab olunurlar.

Muhazire 2
HILBERT AKSIOMATIKASI

Hilbert sistemini Il grup aksiomlari “barabeardir”’ asas munasibati ile
yaranan alagalari ifade edir. Nezards tutulur ki, har hansi parga diger parga
ile ve har hansi bucaq digar bucaqg ile malum miinasibstda ola biler. Bu
munasibat “barabardir” miinasibatidir. AB parcasi A'B’ parcasina baraber
oldugda AB=A'B’ simvolik yazihsindan istifade olunur. Barabarlik
aksiomlarini geyd edak:
lll4 — Tutaq ki, her hansi AB parc¢asi ve A’

A’ nogtesindan gixan ixtiyari h siasi h
verilmisdir. Onda h stasi izerinda

ele yegana B’ noqtasi vardir ki, AB=A'B’. B’

lllz — 8gar AB=A'B’, AB=A"B" olarsa, onda A'B'= A"B"".

lllz — Tutaqg ki, A— B - C vea A’ - B' - C'. 8agar AB=A'B’, BC=B'C’ olarsa,
onda AC=A'C".

Tutaq ki, bize har hansi O nogtasindan ¢ixan h suasi verilib. h stasini
0z uzerinda saxlayan diz xatti h™ ile isare edak. Sarhadi h™ duz xatti olan
yarnmmistevilardan har hansi birini A ile isara edak. ( O, h, A ) Ugliyina
bayraq deyacayik.

o’
lll; — Tutaq ki, ixtiyari Z( h, k) A
h'
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va ( O', h', \") bayragi verilmisdir.
Onda N’ yarimmustavisinda O’ négtesindan

¢ixan ele yegane k' suasi vardir ki, ( h, k)=(h’, k"). k

llls — Tutaq ki, A, B, C — bir duz xeatta B

aid olmayan har hansi 3 noqtadir.

Eyni zamanda A’, B, C’ noqtealeri da

bu diz xatts aid olmayan noqtalerdir. C Cc'

oger AB=A'B’, AC=A'C’, Z/BAC=/B'A'C’ olarsa, onda ZABC=ZA'B'C".

Hilbert sisteminin | — Il grup aksiomlar vasitssila bir sira yeni anlayislar daxil edilir
-3 -

1) Pargalar c¢oxlugunda pargalarin beraberliyi munasibati oxsar

minasibatdir.

2) Berabaryanh ugbucaqda oturacaga bitisik bucaglar baraberdir. Hilberta

gore ager veriimis ABC va A'B'C’' Gcbucaglan tugin AB=A'B’, AC=A'C’,

BC=B'C’', ZA=/A', /B=/B' va /C=/C' olarsa, bels u¢cbucaqglara barabar

iicbucaqlar deyilir. AABC=AA'B'C".

3) Ucbucaglarin barabarlik slamatleri. Onlardan birini geyd edak:

iki uygun terefi ve onlar arasindaki bucag berabsr olan igcbucaglar

barabardir.

isbati: Géstarak ki, ager verilmis AABC va A A'B'C’ iicbucaqglart AB=A'B’,

AC= A'C' va ZA=/A' sertlorini o6deayirlorse, onda AABC=AA'B'C'.

Verilonlore gore ZBAC=«ZB'A'C’. Onda llls aksiomuna gore

ZABC=ZA'B'C’' vo ya £B=£B'. Diger terefdan ZCAB=ZC'A'B’ olduguna

gore llls aksiomunu nezers almaqgla A'C'B'=ZACB, yaxud «ZC=ZC'

naticaesina galirik. Gosterak ki, BC=B'C’. oksini ferz ed Tutaq ki,

B’

BC#B’'C’. Onda lll4 - @ gora B'C’
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suasi tzarinda AD’ noqtasi vardir Ki,

B'D'=BC. Askardir ki, A'C’' va A'D’ B

sualan st — Usta dismirlar.Diger terafden A’
c’

AB=A'B’, BC=B'D’ /ABC=/A'B'D'.
D’

Onda llIs - @ esasan ZBAC=/B'A'D".

Bu ise ZBAC=/B'A’'C’ sorti ila A C

ziddiyyat taskil edir. Belaliklo, aks forziyya dogru deyil. BC= B'C’, yaxud,
AABC=AA'B'C'.

4) Bucaglar c¢oxlugunda bucaglann beraberliyi miinasibati oxsar
munasibatdir.

Bucagin qonsu bucag anlayisi daxil edilir va bunun ssasinda diz bucaq
toyin edilir.

Bela ki, 6ziine qonsu olan bucaga bsrabar olan bucaq diiz bucaq adlanir.
5) Ugbucagin xarici bucagi onunla gonsu olmayan daxili bucaglarin her

birindan boyuikdur

-4 -
6) Ucbucaqda béyik bucaq garsisinda béyik teref durur ve tersine.
Parganin orta néqtasi ve bucagin tenbaélani anlayisi daxil edilir.
7) Her bir parganin yegana orta noqtasi var.
8) Har bir bucagin yegana tenbaleni var.

Hilbert sisteminin IV qrup aksiomlar dedikde Arximed va Kantor
aksiomlari nezardas tutulur. Bu aksiomlari geyd edak:

IV: ( Arximed ) — Tutaq ki, har hansi AB ve CD parcalan verilib. Onda

asagidaki sertleri 6deyan Au, ..., An noqtaleri ¢coxlugu vardir.:
1NVA-A1—A2; A1—A2—-A3; ... ; An—2— An-1—-An
2) AA1 = AlA2= ... = An_1An
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3)A-B-A,

IV2 ( Kantor ) — Tutaq ki, a diuz xatti Gzarinde A1B1; A2B2; ... ; parcalar
ardiciligi verilmisdir ki, onlardan har sonra galen 6ziinden avvalki pargaya
daxildir, eyni zamanda, YCD pargasi G¢tin 3In némrasi vardir ki, AnBn < CD.
Onda verilmis parcalar ardicilhiginin her bir parcasina daxil olan M noéqgtesi
vardir. Gostermak olur ki, aksiomda geyd olunan M néqtesi yeganadir.
Diger tarafden Hilbert sisteminin IV qrup aksiomlari hamin sistemin | — Il
grup aksiomlarinin 6danilmasi serti daxilinde Dedekin prinsipi adlanan
asagidaki toklife ekvivalentdirlor.

Taklif ( Dedekin prinsipi ):

Tutaq ki, AB pargasinin k1 va k2 siniflerine asagidaki bolgu verilib:

( AB = K1UK:? KinKz2=O)

1) AeKi; BeK2; Kj va K: siniflarinde A — dan ve B — dan fargli néqgteler
var.

2) K1 sinfina aid olan har bir nogte A noqgtesi ile K2 sinfina aid olan ¥V noqgte
arasinda yerlosir. Onda AB pargasina daxil olan 3Mo noqtesi vardir ki, A ile
Mo arasindaki her

bir négts K1 sinfine, Mo ile B arasindaki har bir nogta Kz sinfina daxildir. K1
va Kz — yo Dedekin kasiklori deyilir. Mo — a ise onlarn ayiran néqte
deyilir.

Miihazira 12

Lobacevski aksiomu. Lobagevski handasasinin bazi faktlari

Mitleq handasaye aid bitin teoremlar Lobagevski handesesinda da
dogrudur. Deyilanlar Gg¢bucaglann ve dérdbucaglarin xassalerine da aiddir.
Lakin G¢bucaglarin ve dordbucaglarin V* Lobacgevski aksiomu ile bagh olan
ele xassalari da vardir ki, bunlar yalniz Lobagevski handasasinda dogrudur.

Beloe xassalardan bazilerini 6yranak.
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Teorem 1: Lobacevski handasasinda har bir Gcbucagin daxili bucaglarinin
comi 2d — dan kicikdir. Burada, d — diuz bucagin kemiyyatidir.

isbati: Teoremin isbatinda mitleq handasays aid olan Sakkeri — Lejandrin |
teoremina asaslanirng. Haemin teoremda geyd olunur ki, mitleq handasade
har bir ticbucagin daxili bucaglarinin cemi 2d — den boéyik deyil. 9ksini farz

edak. Tutaq ki, Lobagevski mustavisinds ele ABC vardir ki, 0 ,,.= Z#/A+ /B

+ «C = 2d. Diger terefdan ugbucagin daxili bucaglarinin ceminin 2d — yo
olmas teklifi V postulata ve ya Hilbert sisteminin V paralellik aksiomuna
ekvivalentdir. V va V* aksiomlari eyni vaxtda dogru ola bilmaz. Alinmis
ziddiyyet onu gosterir ki, aks farziyya dogru deyil, yoani Lobagevski
mustavisinda ixtiyari Ggbucagin daxili bucaglarinin cami 2d — den Kkigikdir.
Teorem isbat olundu.
Natica: Lobacevski handasasinde lc¢bucagin daxili bucaglarinin cemi sabit
kemiyyat olmayib, mixtslif igbucaglar tgin eyni giymatlar algr.

Bunu aydinlasdirmagq tgtin her hansi ABC
ugcbucagini géturak ve BD pargasi ile onu ABD va

BDC ugbucaglarina ayirag. Askardir ki,

0 ,sc=0 4 +0,,.=2d. Teorem 1 — o gore

0 ,pc — 2d <0 muanasibati dogrudur. Bu munasibe’g‘
nazara alsaq, muayyan etmis olanq ki, 0 ,,,< 0 ,,,-
Bu ise naticonin dogru olmasi demakdir.

Teorem 2: Lobacevski handessasinda har bir qabarig dérdbucaghnin daxili
bucaglarnnin cemi 4d — dan Kigikdir.

isbati: Tutag ki, ABCD har hansi qabarq dérdbucaghdir. AC diagonali ila
ABCD dérdbucaqglisini ABC ile ACD iigbucaglarma B__ C
ayirag. Onda

O pp= <A+ 2B+ 2,C+ 2/D=0_,.+0,,.

Teorem 1 -9 goreoc ,.<2d,0,.,<2d. A
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Bu ise o demakdir ki,

O sep=0 e T 0, <2d+2d=4d.
Teorem isbat olundu.

Teorem 3: oger ABC ve A'B'C' ugbucaglarinin uygun bucaglan
barabardirsa, onda bu lG¢bucaqlar barabardir.

isbati: Teoremin sartine gére ~A = /A", «.B = «B', ~.C = ~C'. Gésterak
ki, AB = A'B'. 9ksini ferz edak, miayyanlik
uctin forz edok ki, AB > A'B'. Bu sartler

A'

daxilinde AB va AC stalar tizerinde
uygun olaraq, AB" = A'B' va AC" = A'C’ B
gétirak. Ugbucaglarin barabarliyinin | elamatine gére AAB"C" = AA'B'C'. Bu

o demakdir ki, 1= 23, 22 = «4. Diger terefden, «3 = 25, 4= »6. Bu
miinasibatlerden aling ki, «1 = «5, 22 = 6. Askardir ki, B" noqgtesi AB
parcasinin daxili nogtesidir. Yani, A — B" — B. Tusi — Pas aksiomuna goéra
B"C" duz xetti ABC lgbucaginin AC ve BC taraflerinden birini kesmalidir.
Homin diuz xett BC terofini kese bilmez. 9ks halda ugbucagin xarici
bucagina dair teoremla ziddiyyat alinardi. Bu ise o demakdir ki, C" noqtasi
AC tersfinin daxili noqtesidir, yani A — C" — C. Belsliklo, BB"C"C
doérdbucaqglisi gabariq dérdbucaqghdir. Bu dérdbucaglinin daxili bucaglarinin

comini hesablayaq: o,..= 2d + 2d = 4d. Bu natice Teorem 2 ils ziddiyyat

toskil edir vo AB = A'B'. Buradan ugbucaqglarin barabarliyinin Il slamatina

gore AABC = AA'B'C'. Teorem isbat olundu.

Natica: Lobacevski mistavisinde oxsar licbucaqglar yoxdur. C
Lobacgevski mistavisinda ela ABCD qabariq dérdbucaqlisina

baxaq ki, A ve B tapslerindaki daxili bucaqglar diiz bucaglar 4

olsun. Bu halda ABCD doérdbucaqhsina ikidizbucaqh deyilir.

AB terofi ikidiizbucaglinin oturacag), BC ve AD terofleriise A B

onun yan terafleri adlanir. Yan tereflari bir — birine barabaer
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olan ikidizbucagliya Tusi — Sakkeri dordbucaqglisi deyilir.
Asagidaki teoremlari geyd edak.

Teorem 4: Tutag ki, ABCD oturacagi AB olan Tusi — Sakkeri
dordbucaglsidir. Onda «D ve «C bucaglari barabardir ve onlardan har biri
iti bucaqdir.

isbati: AB oturacaginin d orta perpendikulyarini cakek D d

va bu perpendikulyara nazaran simmetriyaya baxaq.
Qeyd olunan simmetriyada A nogtasi B nogtesine, AD

ise BC — ya kegir. Bu ise o demakdir, D noqgtasi do

C — ya cgevrilir. Basqa sozle, ~ADC = ~BCD va ya A B
«D = ~C. ABCD Tusi — Sakkeri dérdbucaqglisinin

daxili bucaqglarinin cemini hesablayaq va bu zaman

Teorem 2 — ni nazars alaq:

O pn= LA+/B+2C+/D=2d+2,C<4d =2,C<2d = «C<dvazsC
<d.

Xassa 1: Tutaq ki, ABCD oturacagi AB olan ikidizbucagldir. 9ger AD < BC
olarsa, onda «ADC < ~BCD olacaqdrr. C
isbati: AB oturacaginin d orta perpendikulyarini ¢cakak,

d diz xettine nazeran simmetriyaya baxaq. D néqtesi BC d
torafinin muayyen D noqtasina gevrilir, yoni AD < BC

ve AD = BD' oldugundan B — D' — C. Buradan aydin oluf’ .
ki, ABD'D Tusi — Sakkeri dérdbucaqglisidir. Aling ki, D'

+41= 22.Lakin zADC > 21. Eyni zamanda,

«2 > »BCD. Bu minasibatlarden misyyan edirik ki, A [ [1 [
<ADC < «BCD

Muihazira 13

Riyazi strukturlar
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Mdiasir aksiomatik metodun ssasi alman riyaziyyatgisi David Hilbert
torafinden qgoyulmusdur. Aksiomatik metod riyazi struktur anlayisi ile six
suratde baglidir. Farz edak ki, bize bos olmayan M1, My, ... , Ms ¢oxluglan
verilmisdir. Bu c¢oxluglarin  MixM2x...xM, dekart hasilini tayin edak.
AcMixM2x...xMn alt c¢oxluglarina MixM2x...xMn ¢oxluglan uzesrinda tayin
olunmus n-ar minasibati deyilir. n=2 oldugda binar minasibasti, n=3
oldugda isa ternar minasibati tayin olunur. 8gar M1= Mo= ... =M,=M olarsa,
onda AcMixMox...xMy=M" alt coxlugu M ¢oxlugu lizerinds tayin olunmus n-
ar muanasibati adlandinlir. Goéstermak olar ki, har bir inikas muiayyan
munasibatle slagadardir. Bununla bagl bazi misallara baxaq.

1.Her hansi f : X — Y inikasini nezardan kegirek. Burada X, Y bos
olmayan coxluglardir va vxeX elementine miayyan gayda ile yegana
f(x)eY elementi garsi qoyulur. x elementi X-dan olmagla batun f(x) obrazlan
coxlugunu f(X) ile isare edak. Xxf(X) hasilini teyin edoek. Askardir Ki,
Xxf(X)c XxY. Basqga sozle, A= Xxf(X) X va Y ¢oxluglan lzarinde teyin
olunmus binar munasibeatdir. Eyni zamanda A munasibati ele (x, y)
cutlerinden ibaratdir ki, y=f(x).

2. Bos olmayan ixtiyari E ¢oxlugunu goétirak va daxili kompozisiya
ganunu adlandirlan ¢: ExE —E inikasini nazarden kecirak. ¢ inikasi ile
A=ExExE=E® ternar miinasibsti slagslendirilir. Bu halda A minasibati
3(a,b,c) ugluklarinden ibarat olur ki, c=¢(a,b).

3. E ¢oxlugu ila yanasi skalyarlar ¢oxlugu adlandinlan K ¢oxlugunun da
verildiyini ferz edsak. Xarici kompozisiya ganunu adlandirlan g: KxE—E
inikasini tayin edak. g inikasinin multiplikativ yazihsini tatbiq edak, yeni
vAeK, vacE tgun g(A, a)= Aa=beE.

g inikasi ile Ac KxExE ternar minasibati slagalendirilir. Bu halda ise A

elo (A,a,b) ugliklarindan ibaratdir ki, b= Aa.
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Gorunduyta kimi M4, Mz, ...,M, c¢oxluglan tzerinde MixMax...xMy
coxlugunun butin alt ¢oxluglannin sayr gedar minasibatler tayin edile biler.
Bu minasibatlerin hamisinin éyrenilmasi alverisli deyil. Lakin avvalcadan
verilmis xassaleri 6deyan miinasibastlerin tedqiqi daha maqgsadauygundur.
Sadalik ugin bos olmayan E, F va G coxluglarinin verildiyini ferz edak.
Noezardae tuturuq ki, bu ¢oxluqglar tizerinde

A, A2, . A (1)
xassaolarina malik olan A1, Az, ..., Ak minasibatleri tayin olunmusdur.

Qeyd edsk ki, eyni bir goxlug ve ya ¢oxluglar Gzarinde eyni xassalaroe
malik muxtalif munasibatler sistemleri tayin oluna bilar. Bunu bir misal
uzerinda aydinlasdiraq. Tutaq ki, R haqiqi adadler ¢oxlugu lzarinde A1-
kommutativlik xassasine malik olan A minasibatinin teyin edilmasi talab
olunur. Malumdur ki, R ¢oxlugunda Ai xasasine malik olan iki cabri amal
daxil edils biler. A'- toplama amali ve A"- vurma amaili.

E, F va G ¢oxluglan tizerinda tayin olunmus ve (1) xassalerina malik
olan butin o = {A1, A2, ..., A} minasibatler sistemi ¢oxlugunu T ile isare
edak. 9ger T# @ olarsa, o halda deyirler ki, ceT muinasibatler sistemi T
novll riyazi sturuktur tayin edir. E, F vo G ¢oxluglan riyazi strukturun
bazasini emale gatirirlor. (1) xasssaleri isa riyazi strukturun aksiomlari
adlanirlar. Riyazi strukturlara dair nimunalars baxagq.

1. Qrupun riyazi strukturu: Bos olmayan G coxluguna baxilr. Bu
coxlug baza olarag gabul olunur. 8sas munasibst A ile isare olunur.
Aksiomlar sistemi ise asagidaki aksiomlardan ibaratdir.

A1- A-G goxlugunda tayin olunmus cebri amaldir.

A>- A-assosiativ cabri amaldir. A(A(a,b),c)= A(a,A(b,c)).

As3- 3ecG elementi vardir ki, vaeG Uglin A(a,e)= A(e,a)=a.

A4 vacG ugln 3a'eG elementi vardir ki, A(a,a’)= A(a',a)=e.
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2. Evklid fezasinin riyazi strukturu: Baza olarag E, F va G
coxluglarn gotiralir. Bu g¢oxluglann elementleri noqgtsler, diz xastler ve
musteviler adlandirilir. E, F ve G ¢oxluglan tzerinde daxil olma, arasinda
yerlagsma ve barabardir sézleri ila ifada olunan A1, A2, Az 8sas munasibatlori
toyin olunur. Bu strukturun aksiomlari ise Hilbert sisteminin I4-ls, Il1-1l4, 1111-
s, 1IV1, IV2 vo V aksiomlarindan ibaratdir. Bu aksiomlar sistemini zy ile
isare edacayik.

3. Lobacevski handasasinin riyazi strukturu: Baza olaraq misal 2-
daki E, F ve G c¢oxluglan gotiralar. 9sas munasibatlarin de misal 2-daki A1,
A2, vo Az minasibatloerinden ibarat olmasi nazerde tutulur. Bu riyazi
strukturun aksiomlari l1-ls, ll4-1ls, l4-Ills, V4, V2 ve V' aksiomlarindan

ibarstdir. Qeyd olunan aksiomlar sistemini ) kimi isars edacayik.

Qeyd edak ki, istonilon ¢oxlugda ixtiyari riyazi struktur teyin oluna
bilmaz. Masalan: E={0, 1, 2, 3, 4, 5} c¢oxlugu uzerinde n olgult Evklid
fozasinin riyazi strukturunu tayin etmak mumkin deyil. Lakin hamin struktur
R"=RxRx...xR ¢oxlugu tzarinde tayin oluna bilar. Buradan aydin olur ki,
T=@ olmasi asagidaki hallarda mimkunddr.

1. Verilmis baza T noévlu riyazi strukturu teyin etmaya imkan vermir.
Lakin bazanin digar se¢iminda riyazi strukturun tayin olunmasi mimkanddr.

2. Riyazi strukturu teyin eda bilan baza, imumiyyatls, yoxdur.

ikinci halda deyirler ki, (1) aksiomlar sistemi ziddiyyastlidir.

Tutaq ki, biza bos olmayan M ¢oxlugu verilmisdir. M ¢oxlugu tzarinde
A1, A2, ..., Ak 8sas munasibatlerini konkret A1, A2', ..., A manalarina malik
sokilde ele tayin edak ki, (1) aksiomlarinin hamisi 6danilsin. Bu halda
deyirlor ki, (1) aksiomlar sisteminin interpretasiyasi qurulmusdur. M
coxlugunun 6zu ise (1) aksiomlar sisteminin modeli adlanir. Buradan aydin
olur ki, aksiomlar sisteminin ziddiyyatsizliyi hemin sistemin ixtiyari modelinin

toyin olunmasina ekvivalentdir. Ferz edak ki, M' va M" (1) aksiomlar
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sisteminin har hansi iki modelleridir. Bela ki, M' va M" coxluglarinda A1, Ay,
..., Ak @sas munasibatlerinin uygun olaraq A+, A2', ..., A va A", A", ..., A"
manalan vardir. M' va M" coxluglarinin qarsihgh birgiymatli 3f : M'—-M"
inikasina baxaq ki, bu inikas zamani (a, b, ..., ¢)<Ai' olmasindan (f(a), f(b),
..., f(c))e A" sorti alinsin. Bu halda deyirler ki, M' vo M" modellari bir-biri ilo
izomorf olan modellardir. Bununla baglh bir misal géstarak.

Tutaq ki, riyazi struktur olaraq qrup strukturu gétiralmisdir. R haqiqi
adadlerin toplamaya nazaran additiv qrupudur. R+ isa miisbat haqiqi
adadlerin vurmaya nazeran multiplikativ qrupudur. Bels bir f : Ry —»R
inikasini tayin edak. v xeR+ tgin f(x)=Inx. Askardir ki, v x,yeR+" li¢iin
f(xy)=In(xy)=Inx+Iny= f(x)+f(y). Bu yazilis gésterir ki, R+ ve R gruplar bir-biri
ile izomorfdurlar.
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