I Mihazirs
Fazada afin va diizbucaqgli koordinat sistemlari. Parcanin verilan nisbatda béliinmasi.

1. Tutaq ki, fezanin ixtiyari O noqtesi va ixtiyari |1, 12,15 bazisi verilmisdir. O nogtesindan va I1, 12,13
bazisinden ibarat olan dordliye fezada tmumi dekart koordinat sistemi ve ya afin koordinat sistemi
deyilir va Olilzls vo ya (O, l4,l2,ls) simvolu ile isara olunur (sakil 1).
0 noqtesi koordinat baslangici, 14,12 ve |s- koordinat vektorlar adlanir.
Koordinat baslangicindan kegan, koordinat vektorlarina paralel olan I
va lizerinde musbat istigamat tayin olunmus diiz xattlars koordinat Iy Y
oxlari deyilir. I1,l2 vo |s vektorlarina paralel olan oxlara uygun olaraq abs 1
ordinat, aplikat oxlar deyilir va Ox, Oy, Oz kimi isara olunur. X
Ox va Oy, Ox vo Oz, Oy vo Ox, Oy va Oz oxlan ile teyin olunan mdustevilora
sakil 1.
koordinat mustavileri deyilir va Oxy, Oxz, Oyz kimi isara olunur. Olilzls koordinat sistemi bazen Oxyz
kimi da isara olunur. Fezanin ixtiyari M noqtesini goturak. OM radius-vektorunun I, Iz, Is bazisindaki
X, Y, Z
koordinatlari M négtasinin Olil=ls koordinat sistemindaki
koordinatlar adlanir va M(x,y,z) kimi isara olunur. X adadi I
absis, Y adadi ordinat, Z adadi aplikat adlanir (sakil 2).
Belslikls, OM=xe1+ye-+zes. I >

Umumi dekart koordinat sisteminda verilmis M1(x+,y1,z1) sakil 2.
vo Ma(xz,y2z2) noqtelari tguin M:M: vektorunun koordinatlari bele hesablanir; MiM:=OM.-OM;=
=X2€81+Y2€2+Z2€3- (X1€1+Y1€2+Z1€3) = (X2-X1)€1+(Y2-y1)€2+ (Z2-z1)es. Demali, MiM: vektorunun M1Mz(xz-x1,
y2-y1, Z2-Z1) koordinatlar vardir.

Diger terafdan, M:iM: pargasini A nisbatinde bolek (A # -1). M noégtasinin koordinatlarini
hesablamagq

tgln OM=—OM1117;L0M2 barabarliyindan istifade olunur. Bu berabarliys esasen misyyan edirik
ki,

+
M noégtesinin X, y, z koordinatlari xéle Axy , 1}’,1_+ Ay2 ’21f_/122 disturlar ile
hesablanr. 1+ 1+ +2
Xususi halda, M:M; parcasinin orta nogtasinin (A=1) ;)fl-; az , y}%” ,212_22

koordinatlari vardir.
l1,12,13 bazisi ortonormal bazis oldugda Olills diuzbucagli dekart ve ya sadace duzbucaql
koordinat sistemi adlanir. Dizbucaqh koordinat sistemi adeten Ojik kimi isare olunur, burada
i2=j?=k2=l, ij=ik=jk=0.
Oijk duzbucaqli koordinat sisteminda koordinatlarn ile verilmis Mi(X1,y1,21) Vo Ma(X2,Y2,22)
noqtalari

arasindaki masafe Mi Mz = | Mi Mz| =N (X2 = X1)2 + (y2- y1 )2 + (z2- z: )? dusturu ile hesablanir.

Il Miahazire
Fazanin oriyentasiyasi. Fazada afin va diizbucaqli koordinat sistemlarinin ¢evrilmasi.

2. Koordinatlan ila verilmis tc vektorun komplanarliq slamatini ifade eden asagidaki teorem
dogrudur:

Teorem: ixtiyari |1, 12, Is bazisinds koordinatlari ils verilmis ai(as,az,as), b1(b1,bz,bs), ci(c1,c2,Cs)
Cll,bl,C1

az,bz,cz
a3,b3,03




vektorlarinin komplanar olmasi tgun zaruri va kafi sart =0 berabarliyin 6danilmasidir.

(2)

isbati. Tutaq ki, a , b ve ¢ komplanardirlar. Onda bu vektorlar xatti asilidirlar, yeni eyni vaxtda
sifira beraber > =~
olmayan ele a, B, y adadleri vardir ki, ad +[3% +yc=0 (3)
Bu berabarliyi koordinatlarala yazaq: aa:+ Bb:++ yci=0, aaxt Bba+ yc.= 0, aas+ Bbs+ ycs=0
4
@ Belalikla, (2) barabarliyinin sol terafindeki A determinantinin sutunlan xatti asilidir. Bu ise A=0,
yani (2) barabarliyinin 6danilmasi demakdir.
Tarsine, tutaq ki, (2) berabarliyi 6danilir. Onda A determinantinin situnlar xatti asihdir, yani

(4)

bircins tenliklar sisteminin sifirdan farqli halleri vardir. (4) baraberlikleri uygun olaraq, i, 12, I
vektorlarina vurub toplasagq, (3) berabarliyini alariq. Demali, a, b ve ¢ vektorlar xetti asilidirlar,
ona gore de komplanardirlar. Teorem isbat olundu.

Muiayyan nizamla géturilmis komplanar olmayan ixtiyari ¢ vektor Ug-6lguli V vektor
fozasinin bazisi emala gatirdiyinden V fazasinda sonsuz sayda bazisler vardir. Bu bazislerdan
ikisini gosterak: N

A=( as, 32,33) ve B Tbu’bszs). B bazisinin vektorlarini A bazisinin vektorlari tizra ayiraq:

>

> > > > > > > - > > >
bi= crai+ cz1az + czias, b2= ci2a1+ C2az + Cs2as, bs= Cisa1+ Cz2sa@z2 + Cs3as
C11C12C13
EN B > . .. .. .
b1, b2 ve 'bs vektorlarinin koordinatlarindan dizelen g tertjbli,,c.,c.; (5)
C31C32C33

matrisine baxaq. (5) matrisi A bazisinden B bazisine kegid matrisi deyilir. Kegid matrisinin
determinantini ClCiCis

A|B kimi isare edok. Beloliklo, A | B=(a1, &2, as) | (b, bz, bs)

C21C22C23

C31C32C33

51, 52,%3 vektorlari xatti asili olmadigindan isbat etdiyimiz teorema gore A | Ba#0

1.
2.
3.

Fazanin ixtiyari A, B ve C bazisleri tglin asagidaki barabarliklar 6danilir:

AlA=1;
(AIB)B|C)=A|C;
(A[B)(B|A) =1

Fazanin butun bazisleri coxlugunu B ile isare edak. A | Ba 0 olduqgda deyirki, & B  Bbazisleri A
munasibatindadirler (ve ya eyni oriyentasiyaya malikdirlar). 1-3 xasselarindan bilavasite alinir ki, A
munasi-bati B coxlugunda ekvivalentlik manasibatidir. Gosterak ki, B | A faktor- coxlugu yalniz iKi
elementdan ibaratdir. Bundan

010

strii A=(a@:, &2, @) vo B=( by, ba, bs) bazisleri gétirak. A|B=10 0 = -1 oldugundan, Ka ve Kg
ekvivalentlik



001
sinifleri Ust-tste dismiirler. Digar terafdan, ixtiyari =( ¢1, €2, ¢s) bazisi liglin 2 xassasina goérs,
A | C=(A | B)(B| C)=-B| C. Buradan alinir ki, ya A| C> 0, yada B| G 0. Birinci haldaeC Ka, ikinci
halda ise & Kgolur.

B| A fakor-goxlugunun elementlarindan har birine V vektor fozasinin oriyentasiyasi deyilir. Bu
oriyentasiyalarindan birini segak ve onu sag oriyentasiya (digarini ise sol oriyentasiya) adlandiraq.
Musbat oriyentasiyanin segildiyi V vektor fazasina oriyentasiya olmus vektor deyilir. Misbat
oriyentasiyali bazisler sag bazislar, manfi oriyentasiyali bazisler ise sol bazislar adlanir.

Tutaq ki, V-Es evklit fezasina uygun olan vektor fozadir (yeni onun yénaldici vektor fozasidir).

V oriyentasiya olunmus vektor faza olduqda deyirler ki, Es fazasi oriyentasiya olunmusdur. Bu halda
e1, 62, €3 sag (sol) bazis oldugda O¢ieze; koordinat sistemi sag (sol) koordinat sistemi adlanir.
Adatan fazanin oriyentasiyasi elo segilir ki, Oxyz sag koordinat sisteminin Ox, Oy, Oz oxlari sag slin
bas sahadet ve orta barmaglari boyunca yénalmis olsunlar.

3. Tutaq ki, fazada iki Og:e.e; va O'er'e.'es' afin koordinat sistemlari verilmisdir. Bu koordinat
sistemlarini kohna va yeni koordinat sistemleri adlandiraq. Tutaq ki, M-fazanin ixtiyari néqtasi olub,
kéhna ve yeni koordinat sistemlarindan ds x,y,z ve x’, y', z' koordinatlarina malikdir. Yeni koordinat
sisteminin baslangicinin ve bazis vektorlarinin kohna koordinat sistemindaki O'(Xo, Yo, Zo), €'(Cn1, Ca1,
Ca1), €'(C12, Ca2 , C32), €'(Cis, Cas, C33) koordinatlarini bilarak x, y, z koordinatlarini x', y, z' koordinatlari
ilo ifade edak.

Verilanlera gore,

PR N %
0O0' = xo&1 + yoe2 + Zoes

%
€% = C1261 ¥ Ca2€2 F C283, (6)

>

®'1 = ciie1 + Caies + Chies, e' = cue:r ¥ Cue2 ¥ Cases,

Ucbucaq qaydasina ssasen, OM = 00" ¥ O'M , ona gérs de xe: + e + zes = 00" + x'er ¥ y'e, + Z'es.

Bu barabarliyin sag tarefinda (6) ayrilislarini nazar alib, har iki terafdeki uygun amsallar muqgayise

etsok, yaza bilarik:

X=cuxX'+Cay' +Caz' +Xo, Yy=cCaX+Cny+CuZ'+yo, Z=Cax +Cuy'+ CaZ'+ Zo (7)

(7) dusturlarina fezada afin cevirma dusturlar deyilir. €1, ez, es vektorlari komplanar olmadigindan
ClCi2Ci3

231C22C23 (8)

C31C32C33
Matrisinin A determinanti sifirdan ferglidir. Ona gora da (7) sistemi x’, y', z' koordinatlarina nezaran

hall olunandir. (7) dusturlarindan xiisusi hal kimi koordinat baslangicinin kégirilmasi, yéni O'es'ez'es'
sistemindan O'ese-e; sistemina kegid zamani koordinatlarin cevirma dusturlar alinir. x =x' + xo, y =
y'+y,z=2+2 .
Diger terafden yeni Oe'ie"e's koordinat sistemi kshna Oesezes koordinat sistemindan
yalniz koordinat vektorlari ile farglandikda (koordinat vektorlarinin avez olunmasi), (7) disturlar
bels yazilir:
x=cux'+cay +caz', y=caX'+tCny'+CaZ', Z=cCaX +Cany' + CaZ'.

O>I'j>k> duzbucaqh koordinat sisteminden>6>'i'j'k' duzbucaqh koordinat sistemina kegid zamani (7)
dusturlanin-dan istifade oluna bilar. Lakin bu halda (8) kegid matrisinin Gzarina alave sartlar qoyulur.
Bu sartler asagidakilardir: C matrisinin har bir satrinin elementlarinin kvadratlari cemi vahide

barabardir ve iki muxtalif satrinin uygun elementlerinin hasilleri cemi sifira bgragardi cosp sing 0
100 -sing cosp 0

001 0 0 1



Belo xassalara malik olan C kvadrat matrisine ortogonal matris deyilir. Masalon:

Il Miihaziroa

Vektorial hasil, xassalari. Vektorial hasil vektorunun koordinatlari. Vektorial hasilin tatbiqlori.

1. Tutaq Ki, 5,5 kollinear olmayan vektorlardir. Fezanin miayyen M néqtasinden
MA = Zz,ﬁ = b vektorlanm ayiraq ve MACB paraleloqramini ele quraq ki, MA ve MB parcalari bu

paralelogramin  qonsu  terefleri  olsun. MACB  paraleloqgrami a,b vektorlar

tizerinde qurulan paraleloqgram adlanir. Fezada sonsuz sayda bele paraleloqramlar qurmaq olar.
Onlarin hamusi bir-birine baraber olacaqlar. Bu ise onlarin sahalerinin eyni olmasina gatirib
gixarir.

Tutaq ki, feza oriyentasiya olunmusdur.
Verilmis nizamla gétiiriilon kollinear olmayan a,b vektorlarinin vektorial hasili, uzunlugu bu
vektorlar iizerinds qurulan paraleloqramin sahssine baraber olan ele p vektoruna deyilir, bu vektor

a, b vektorlarina

perpendikulyardir ve els istiqametlonmisdir ki, 5,5 , p bazisi sag oriyentasiyali bazisdir. Kollinear
vektorlann vektorial hasili sifir-vektora berabar hesab olunur.

5,5 vektorlarmm vektorial hasili [&E J vo ya [6,5 J kimi isars olunur.
Teorem . dgar ave b vektorlarmin ortononnallasmis sag i, j.k @ =(a,,a,,a;), b= (by,b,,b5)

a,b, | |asbs| |a;b,

b b

asby|'|ab, | |ayb,

Vektorlarin vektorial hasilinin agagidaki esas xassalerini qeyd eds
bilarik:

1. |ab |=-|pa]

2. laé,gjz a l&EJ.

3. la+b.¢)=[ac]+ |pé]

Vektorial hasil emalinin asagidaki tetbiqaleri vardir:

1) Paralelogramin sahssinin hesablanmasina vektorial hasilin
totbiqi.

Tutaq ki, her hansi a va l; vektorlari verilmisdir. Bu vektorlar
tzerinds qurulan paraleloqgramin sahasi

s=[a.5]

koordinatlar vardirsa, onda [az? J vektorunun [az? J:{

} koordinatlari vardir.

diisturu ile hesablanir.
2) Ucbucagin sahssinin hesablanmasina vektorial hasilin tetbiqi.
Tutaq ki, tepsleri A,B,C néqtaleri olan ig¢bucaq verilmisdir.
A,B,C ig¢bucaginin sahssi



s=14B.ac]
2

disturu ila hesablanir.

1V Miihazirs

Qarisiq hasil, xassalori, koordinatlarla ifadasi. Qarisiq hasilin tetraedrin hacminin
hesablanmasina tatbiqi

I. Tutaq ki, a,b,c komplanar olmayan vektorlardir. Fezanin miayysn M néqtasindan
MA = é,]\ﬁ =b ,]\76" = ¢ vektorlarini ayiraq vo MADBCAIDIB paralelepipedini elo
quraq ki, MA, MB ve MC par¢alari bu paralelepipedin tilleri olsun. Quralan paralelepipeds a,b,¢
vektorlar izerinde qurulan paralelepiped deyilir. Tutaq ki, oriyentasiya olunmusdur. Komplanar
olmayan, verilmis nizamla gétiiriilon a,b,¢ vektorlannin qanisiq hasili dedikds bu vektorlar iizerinda
qurulan paralelepipedin, a,b,¢ sag bazisi olduqgda "+" isaresi ils, sol bazis olduqda ise
gétiriilen hacmi basa diisiiliir.

a,b,¢ vektorlannin qanisiq hasili abé ve ya (555 ) kimi isare olunur.

" n

isarasi ile

Teorem. ixtiyari a@,b,¢ bazisi ve ortonormallasmis sag i, j,k bazisi ticin  abc =(i,j,k)/(a,b ,c)
barabaerliyi dogrudur.
Teorem. 9ger a,b,¢ vektorlarmin ixtiyari é,e,,e;bazisinde a=(a,,a,,a;),
arbc,
b =(b,b,,b;), ¢ = (¢,,c,,c5) koordinatlan vardirsa, onda abc = a,b,c,le,e,e;.

asbycy

Neati¢a. ager 5,5,5 vektorlarinin ortonormallasmis f,],E sag bazisinde a = (a,,a,,a;),
a;byc,

b= (by,b,y,b5), ¢ =(c,c,,cy) koordinatlan vardirsa, onda abc = a,b,c,|.
asbscs

Qarisiq hasilin esas xasssalerini qeyd edak:
1. abé=héa=_cab ;
2. Gbé =-bac,ab¢ = —¢ba,abé = —ach ;
3. (cdlec = alabe);
4. (a+bld =acd +bed,
burada «a- ixtiyari heqiqi
adaddir.
Qarisiq hasilin bazi tetbiqlerini

qgeyd edak.
1. Tepaleri A,B,C,D néqtalerinde olan tetraedrin hacmi



v = |4B.4¢.4D)
disturu ile hesablanir.

2. A,B,C,D néqteleri yalniz ve yalniz (AB,AC,AD):O berabarliyi 6denildikde bir mistavi
lizerinda yerlasirlor.
3. d,b,¢ vektorlar yalniz ve yalniz (555)=0 munasibati 6denildikde komplanar olurlar.

V Miihazire

Fazada mistavinin verilma tisullan

Tutaq ki, fezada o miistevisi verilmisdir. o miistevisine paralel olan biitiin vektorlarin L ¢oxlugu
lgolgiliu V vektor fezasinin ikiélgili alt vektor fezasidir. L alt fezasi V-nin yénaeldici alt fezasi adlanir.

Forz edok ki, a ve b -L-den olan xatti asili olmayan vektorlar cdtudiir. a ve b vektorlan L alt
fezasimn bazisini emele gatirirlor. o mistevisi iizerinde miayysn M, néqtesini gétirek. M,

néqtesinin o miistsvisine aid olmas lgiin zeruri ve kafi sart M M ,a,b vektorlarmm komplanarlgi,

yoeni onlarm qarigiq hasilinin sifira barabarliyidir: (M—OM ,d,b ): 0. (1)
Bu beraberlikdan istifade ederak, miixtslif isullarla verilon o miistavisinin tanliyini yazaq: 1.
Afin koordinat sisteminde koordinatlan ile M (x,,y,.z, )néqtesi ve iki kollinear olmayan d(a,,a,,a;)
ve b(b,,b,,b;) vektorlan verilmisdir. M, néqtesinden kegan ve yénaldici alt fezasi L(a, b ) olan o
miisteavisinin tenliyini yazaq. (1) barabarliyine gére M(x, ys z) néqtssi yalniz ve yalniz
X—Xxya; b
y=Yoa, b|=0 (2)
z—2z, ay b,
bearaberliyi 6denildikde o mistsavisine aid olur.
M e oolduqgda (1) baraberliyi 6deniiir ve demali, M néqtssinin x, y, z koordinatlari (2) tanliyini
odayirler. M ¢ o olduqda ise W ,d,b vektorlari komplanar olmurlar, ona gére doa (1) barabarliyi

odenilmir ve demali, x, y, z koordinatlan (2) tenliyini édemirler. Belolikls, (2) tanliyi o miistavisinin
toenliyidir.

2. Afm koordinat sisteminde koordinatlari ile verilmis ve bir diz xette aid olmayan ii¢
Mi(xny,zi), M,(x,,v,,2,), M5(x5,y5,25) noéqtelerinden kecan miistevinin tenliyini yazaq. Verilmis

noqteler bir diiz xstte aid olmadiglarindan M M, ve M,M, vektorlari kollinear deyil ve baxilan

muistavinin yénaldici alt fezasi L( m W ) alt fezasi olan miistevi kimi tayin etmek olar. Ona
gore de M,,M,,M,néqtelerinden kegcan mistavinin (2)-ye analoji olan asadidaki tenliyi yaza bilerik:
X=X Xy —X X3—X
Y=y Y=y ¥3=»|=0.
Z—2Zy Zy—2Z| Z3—Z

3. o mustevisinin yénaeldici alt fezasinin ixtiyari vektoruna perpendikulyar olan n vektoruna
baxaq. Bu halda deyirloer ki, n vektoru o miistavisine perpendikulyardir. Tutaq ki, dizbucaqli
koordinat sisteminde koordinatlan ile M(x,,v,.z,) noqtesi ve sifirdan ferqli ii (A, B, C) vektoru

verilmisdir. Mo néqtesindasn n vektoruna perpendikulyar kecan o muiistavisinin tenliyini yazaq. M(Xx,



Y, z) néqtesi yalniz ve yalniz M M ve n vektorlan ortoqonal olduqda, yeni (MOM ,ﬁ):o sorti

6dendikds o miistsvisine aid olur. M M vektorunun M,M (x-x,, y-y,, Z-z,) koordinatlanni nazere
alsaq,
sonuncu baraberliyi
A(x-x0)+B(y-yo0)+C(z-z0)=0 (4)

saklinde yamaq olar. (4) tenliyi Mo(xo, yo,zo) néqtesindasn kegen ve n vektoruna perpendikulyar
olan miistevinin tenliyidir.

4. Tutaq ki, fezada afin koordinat sistemi daxil edilmisdir. M (x,,y,.z,) néqtesinden kegan ve
yénaldici alt fozasi d(a,,a,,a;) , b(b,,b,,by) bazisli L fazasi olan ¢ miistavisine baxaq. M(x, y, z)

néqtesi yalniz ve yalniz (1) beraberliyi 6dendikde o miistsavisine aid olur. MO—M ,d,b vektorlarinin
komplanarhgina asasen ele u,v adadlari vardir ki,
MM =ud+vb. (5)
Belsliklo, M néqtesi yalmz ve yalniz (5) beraberliyi é6dendikde o miistavisine aid olur. MM
X—Xx, =ua, +vb,,
vektorumm W (X-xo, Y-vo, Z-z,) koordinatlar oldugundan (5) sorti Y=y, =ua, +vb,,
Z—2zy =uay +vb,
beraberliklor sistemi saklinde yazila biler. Bu beraberliklore o miistevisinin parametrik tenliklori
deyilir.
VI Miihazire

Miistavinin iimumi tanliyi, onun arasdinlmasi. iki miistavinin qarsiligh veziyyati

5. Tutaq ki, afin koordinat sistemindaki (2) tenliyi ile mistavi verilmisdir. agar bu tenliyin sol
terefindoeki determinanti birinci siitun elementleri iizre ayirsaq, mistavinin

Ax+By+Cz+D=0 (6)
saklindae tenliyini alanq, burada
b b b
A=|"272 p o [N oMU b =(Axo+Byo+Czo),
asb, asb, a, b,

a ve b vektorlar komplanar olmadiqlarmdan (6) tenliyinde A, B, C emsallari eyni vaxtda sifira
barabar olmurlar. Ona gére de (6)-bir deracali tanlikdir, Bu nsticeni bels ifads etmak olar: istanilan
mustevi bir tertibli sethdir. Ters hékmiin dogrulugu asanliqla isbat oluna biler:
Teorem. Fazada afin koordinat sistemina nazaran (6) bir deracali tenliyi ilo verilmis sath
mistevidir.  @(0,~C, B),b(- C,0, 4).é(- B, 4,0)vektorlari bu mustevinin yénaldici alt fezasma
aiddirler va onlardan har hansi ikisi bu alt fezanin bazisini emale gatirirlor.
(6) tonliyine miistavinin imumi tenliyi deyilir. Umumi tenliyin xisusi hallarini geyd edak.
1) D=0. Bu halda o miistevisi koordinat baslangicindan kegir.
2) A=0,B#0,C #0. Bu halda o mistsvisi Ox oxuna paralel olur, D=0 olduqda ise bu oxdan
kecir.
3) A#0,B=0,C #0.. o mistavisi Oy oxuna paralel olur ve D=0 olduqda bu oxdan kegir.
4) A+ 0,B=0,C=0.0 mistavisi Oz oxuna paralel olur ve D=0 olduqda bu oxdan kegir.
5) A=0,B=0,C = 0.0 miistavisi Oxy miistavisine paralel olur, D=0 olduqda ise bu miistavi ile



ust-tste diistir.
6) A=0,B #0,C = 0.0 miistavisi Oxz miistavisine paralel olur, D=0 olduqda ise bu miistavi ilo
ust-tste diisdir.
7) A+ 0,B=0,C = 0.0 mistavisi Oyz miistavisine paralel olur ve D=0 olduqda bu mdistavi
ile ust-iste diisir. Askardir ki, mistavi diizbucaqgh koordinat sisteminds (6) tenliyi ile verildikde
ii(4, B,C)vektoru bu misteviya perpendikulyar olur.

Tutaq ki, miayyan afm koordinat sisteminde
A]x+B|y+C]Z+D] :0
(1)

(2)
dmumi tenlikleri ile o, ve a2 muistevilari verilmisdir. Bu miistavilarin qarsihql veziyyaetini arasdiraq.
o, Ve o2 mustaviiarinin qarsiligh veziyyati ilo bagh measeale (1) ve (2) xatti tenliklarinin tadqiqine
gatirilir.

(446 ) 1o [4262 ]

matrislarinin ranqlarini uygun olaraq r ve r, ile isare edsk. Aydmdir ki, r <r,. Kroneker-Kapelli teoremina g
sislemi yalniz ve yalniz r =, olduqda uyusandir, yeni o, ve o2 miistavilerinin yalniz ve yalniz » =r, old
bir ortaq néqtesi vardir. Asagidaki hallar mimkdnd(ir.
1) r, =1,r =1. Bu onu gésterir ki, (1) tenliyinin  Ai, Bi,Ci ve D, amsallan (2) tenliyinin Az, B2, C2ve
amsallarina miitenasibdirler:
A _B_G _D
AZ B 2 C2 D 2 '
Bu halda o 1 ve a2 miistavilerinden har hansi birinin istenilen néqtssi digerine aid olur ve ona gére ds o 1 ve
uste disdir.
2) rn=2,r=2. Bu halda o 1 ve a2 mistavileri miixtslif miistavilardir ve en azi bir ortaq néqtays
malikdirler. Ona gére de onlar diiz xstt boyunca kssisirler.
3) r=2,r=1. Bu halda (1) ve (2) tenlikler sistemi uyusan deyil, ona gére de o 1 va a2 miistavilarinin
ortaq
néqtaleri yoxdur, yeni paraleldirler. o 1 ve a2 miistavilarinin paralellik sartini
A _B_G D

AZ - B 2 C2 D 2
soklinde yaza bilarik.

VIl Miihazira

iki miistavi arasinda qalan bucaq. Miistavinin normal tanliyi. Négtadan miistaviya qadar olan
maosafe

2. Tutaq ki, diizbucaqgl koordinat sisteminde Ax+By+Cz+D=0 tanliyi ilo o miistavisi ve bu miistaviye aid
olmayan M, (x0 , V0> zo) néqtesi verilmisdir. M , négtesinden o miistevisine qadar olan p(Mo, o) mesafesi



X
0+
B
Y
o+ C
z
O+
D|

VA% +
B? +
C2

pM
0’0')
(3)



disturu ile hesablanir. (4) diisturundan astifads edsrak, diizbucaqh koordinat sisteminde
Ax+By+Cz+Di=0, Ax+By+Cz+D2>=0 tanlikleri ile verilmis vo bir-birine paralel olan o 1 ve a2 miistavileri
arasmdaki p(o,,o, ) mesafesini tapaq, burada D, # D,. Tutaq ki, M ,(x,,,.z,) -, mistevisinin ixtiyari
néqtasidir. Onda askardir ki, p(o , 02)= p(Mo, o2), ona gére de (4) disturundan istifade etsak,



alangq:
D, - D)|

ploy,o,)= .
v NA* +B* +C?

3. Tirtaq ki, diizbucaql koordinat sistemindas (1) ve (2) tenlikleri ilo kesisan o 1 ve o2 miistavilari
verilmisdir. Bu miistavilor arasindaki bucagi tapagq. iki kesisan miistevi dérd ikiiizlii bucaq emelo
gatirirlar ve bu bucaqlardan ixtiyari biri verilmis miistaviler arasindaki bucaq adlanir . 7,(A4,,B,,C,) vo
ii,(4,,B,,C, ) vektorian uygun olaraq, o  ve o> miistevilarine perpendikulyar olduglanndan ¢ = (i, , 7,
bucagdi o 1 ve a2 miistavilsrinin emale gatirdiyi ikiiizlii bucaqlardan birinin xatti bucagidir. Ona gére de
@ bucagmi tayin etmek yeterlidir:

AA +BB,+CC,

- - - 2 2
2+C2

COSQ = — (4)

(4) dusturundan gérinir ki, o 1 ve o2 mistevileri yalniz ve yalniz nn, =0, yeni
A, A4, + BB, + C,C, =0olduqda perpendikulyardirlar.
Miistavinin normal tenliyi
xcosa + ycosff+zcosy —p=0

soklindadir, burada cos® a +cos’ S+ cos’y =1 ve p>0.
VIll Miihazirs

Fazada diiz xattin verilma iisullan

1. Foezada verilmis diiz xstto paralel olan istenilen sifirdan fargli vektor onun yonaldici, yaxud istigamatverici
vektoru adlanir. Diiz xattin veziyyeti bu diiz xsttin yéneldici vektorunun ve misyysn ndqtesinin, yaxud iki néqtesinin
verilmasi ile birqiymetli tayin olunur. Fezada diiz xatt ii¢ isulla verils bilar:

1) bir néqtesi ve bir yinasldici vektoru ils;

2) iki miixtalif néqtasi ilo;

3) iki miistavinin kesismasi kimi.

Tutaq ki, fezada 0515253 afin koordinat sistemi segilmisdir ve bu sistemds d diiz xettinin miisyysn

Mo(xo,yo,z3) néqtesinin ve ydénaldici Zz(al,az,a3)

vektorunun koordinatlar melumdur d diiz xattinin tenliyini yazaq. Askardir ki, M (x, v,z ) néqtesi yalniz ve yalniz

MM ve a vektorlan kollinear oldugda d diiz xettine  aid olar. Kollinearhq sartini

MM=t-a (1)

ve ya
X=X _ Y=V _Z—Z 2
al az a3
soklinds yazmagq olar. (1) tenliyi diiz xattin fezada vektorial tenliyi, (2) tenliklari ise kanonik tenliklari adlanr.

Foezada iki nbqtesi ile verilon diiz xattin tenliyini ¢ixaraq. Tutaq ki, 0515253 afin koordinat sisteminda d

diiz xettinin M 1(xl, yl) ve M, (xz, yz) néqtelerinin koordinatlari melumdur Onda M M, vektoru d diiz

xattinin yGnaldici vektorudur. Bu vektor 0515253 afin koordinat sisteminde (x2 =XV, V2, — Z1)
koordinatlarina malikdir. Ona gére de (2) diisturuna esasen d diiz xsttinin tenliyi asagidaki kimi yazilar:



X=X :y_yl :Z_Zl (3)
X, =X Vo=V Z,7Z%
(3) tenliklarine fozada iki néqtadan kegan ve ya iki néqtesi ile verilon diiz xettin tenlikleri deyilir.

Miihazire 9
Foazada iki diiz xattin, diiz xatle mistavinin qarsiligh vaziyyati. Fazada iki diiz xatt
arasinda galan bucaq

Tutaq ki, fezada d,=(M,,p,) ve d,=(M,,p,) diz xetleri verilmisdir. Bu diz
xatlorin garsiligh veziyyatinin asagidaki 4 hal vardir:

1) (MM,.5.p,)=0 serti odenildikde d,=(M,.5,) ve d,=(M,.p,) diz xtleri
carpaz olurlar;

2) d =(M,p)ve d,=(M,p,) diz xstleri yalniz ve yalniz (W,ﬁ,ﬁz):o
sorti 6denildikda ve p,, p, vektorlar kollinear olmadigda bir néqgtadas kasisirlar;

3)d =M, p)ve d,=(M,,p,) duzxstleri yalniz ve yalniz (Mle,ﬁ,faz):O sorti
odenildikde, p,,p, vektorlarn kollinear oldugda, lakin W,ﬁl vektorlari kollinear
olmadiqda bir-birina paralel olurlar;

4) d =(M,,p,) ve d,=(M,,p,) duz xatleri yalniz ve yalniz p,,p, vo MM,
vektorlar cut-cut kollinear olduqda ust-tsta dusirler.

Tutaq ki, fezada M, (x,,y,,z,) noqtesinden kegen, yénaldici vektoru
i=1{a,,a,,a,} vektoru olan d diiz xatti ve tmumi tenliyi Ax+ By +Cz+ D=0 saklinds
olan o miustevisi verilmisdir. d diz xattinin va o mustavisinin qarsiligh veziyystinin
asagidaki 3 hal vardir:




1) d diz xetti yalniz va yalniz
Aa, + Ba, + Ca, #0

sorti 6danildikdea o mistavisini bir négtade kasir. Kasisma noqtasinin tapilmasi tgiin d
diuz xattinin va o mistavisinin tenliklari birlikda hall olunur.
2) d duz xettiyalnizveyalniz da//o,M,¢oc veya
Aa, + Ba, + Ca, =0,
{Ax0 + By, +Cz, +D=#0
sortlari 6denildikde o mistavisine paralel olur;
3) d diuz xaetti yalnizve yalniz a//oc,M eoc vaya
Aa, + Ba, + Ca, =0,
{Ax0 +By,+Cz,+ D=0
sortlori 6denildikde o mustavisinin tzarinds yerlasir.
Tutaq ki, fezada yénaldici vektorlart p={p,p,,p,} v G=1{4..4,.9,} olan d, ve d,
diz xotleri verilmisdir. Bu diz xatlor arasindaki ¢ bucaq asagidaki disturla
hesablanir:

D-q + +
cosp = _]? % b4, T P4, T P4, (1)
Bl-ldl ! +pi+pl o +a+al
(1) dusturundan goranur ki, d, ve d, diz xatleri yalniz ve yalniz p-4=0,

yaxud pq, + p,q, + p,q, =0 sorti 6danildikde perpendikulyar olurlar.

Miihazira X
Fozada diiz xatt vo miistavi arasinda qalan bucaq. Fazada miistavilor dostasi

Tutaq ki, fezada yénaldici vektoru a={a,,a,,a,} vektoru olan d diiz xetti ve

Ax+ By+Cz+ D=0 dmumi tenliyine malik olan o mistevisi verilmisdir. Nezardes

tuturuq ki, d diiz xetti o miistavisine perpendikulyar deyildir.

d diiz xetti ile o miistevisi arasinda qalan ¢ bucag: dedikde d diiz xsttinin o
miistevisi iizerindeki proyeksiyasi ilo emale gatirdiyi bucaqlardan kigiyi basa disdiliir.
d 1 o halinda ise (ng qebul olunur. ¢ miistevisinin i ={4,B,C} vektoruna baxagq,

koordinat sisteminin dizbucaqli oldugu nezesrde tutulur. n ve a vektorlar arasindaki

bucadi 0 ile isare edek. Asanhqla yoxlanilir ki, 6 iti bucaq oldugu halda ¢ = % -0, 0

kor bucaq oldugu halda ise ¢ =6— % Buradan alinir ki, sing =|cos6|. Belslikls, d diiz

xotti ile o miistavisi arasinda qalan ¢ bucadi asagidaki diisturla hesablanir:



|ﬁ-ﬁ B |Aal + Ba, + Ca3|
ilal  J4*+ B+ Ja +ad +a’

Tutaq ki, fezada Ax+By+Cz+D =0 vo Ax+B,y+C,z+D,=0 dmumi
tenlikleri ile 7, va m, miistevilsri verilmisdir. =, ve x, miistavilsrinin tenliklarinin sol
teroflerinden istifade etmokle asagidaki tenliyi tartib edok:

sing =

MAx+By+Cz+D,)+ u(Adx+B,y+C,z+D,)=0, (1)
burada A,u eyni vaxtda sifra beraber olmayan ixtiyari haqiqi adadlardir. (1) tanliyi ilo
miayyean x miistavisi tayin olunur. Asadidaki mimkin hallara baxaq.

1) Tutaq ki, =7, "z, =d, yoni x, ve x, mistevileri miiayyen d diiz xstti boyunca
kasisirler. Askardir ki, = mistavisi de d diiz xettinden kegar. A,u dayisanlerine ixtiyari
qgiymetloer vermokloe sonsuz sayda miistavilor ¢oxlugunu alariq. Bu ¢oxluga fezada
miistavilarin mexsusi dastasi deyilir. d diiz xatti ise dastanin oxu adlanir.

2) Tutaq ki, =,// z,, yeni =, ve x, miistavileri paraleldirlor. Asanlqla yoxlanihr Ki,

bu halda (1) tenliyi ile tayin olunan =z mistevisi =, ve =z, mistavilerinin her birine
parallel olur. Ona gére de A,u dayisanlarine ixtiyari qiymetlor vermekle z, ve r,

miistavilarinin har birine parallel olan sonsuz sayda miistevilar ¢coxlugunu alarq. Bu
coxluga fazada miistavilerin qeyri-maxsusi dastasi deyilir.
(1) tenliyi miistavilor destesinin tenliyi adlanir. Miiayysnlik tgin, A+0 oldugunu
qabul edek. Onda (1) tenliyi
Ax+By+Cz+D, +A(4,x+B,y+C,z+D,)=0 (2)

saklinds yazilar, burada A, =% isare olunmusdur.

(2) tenliyinden miiayyan edirik ki, mustaviler destasi birparametrli coxluqdur.

XI Miihazira

ikitartibli sath anlayisi. Firlanma sathlari

Fazada ixtiyari afin koordinat sistemindaki koordinatlari iki tartibli

a, x> +a,,y? +a,z’ +2a,xy +2a,,xz + 2a,,yz + 2a,,x + (1)

+2a,, +2a,, +a,, =0
tenliyini ~ &dayan bditin nboqteler c¢oxluguna iki tertibli seth deyilir, burada
a,,,a,,,....a, —haqiqi adadlerdir, bels ki, iki tertibli hadd emsallarindan he¢ olmasa biri
sifirdan ferqlidir.
Kesiklor metodu yalniz iki tertibli sethlere deyil, ixtiyari sethlers tetbiq oluna bilar.

Bu metodun mahiyyetini izah edek. Tutaq ki, S sethi diizbucaqli koordinat sisteminde



(1) tenliyi ile verilmisdir. S sathini koordinat mlistavilarine paralel olan mdstavilorle
(ve ya koordinat mustevileri ilo ) kasirik ve sathin bu miistevilorle kesisme xatlarini
tayin edirik. Bu xatlerin tiplorine asasen seathin formasi haqqinda fikir ylridUrik.
Keasiklar metodunun tetbiqi asagidaki teorema asaslanir:

Teorem 1. Tutaq ki, diizbucaql Oijk koordinat sisteminda (1) tenliyi ile S sathi
ve z=nh toenliyi ile Oxy mustevisine paralel olan, ve ya onunla uUst-Uste dusen o

mustavisi verilmisdir. ©ger S sathi o mustevisi ile y xatti boyunca kasisirsa, onda »

xattinin Oxy mustavisi lizerindaki proyeksiyasinin Oij koordinat sisteminds
F(x,y,h)=0
tonliyi vardir.

Her bir néqtesi ile berabar bu néqtenin misyyan qeyd olunmus d diz xotti
atrafinda firlanmasindan alinan gevreni de &6ziinde saxlayan sethe filanma sathi
deyilir. Strafinda firlanmanin aparldigi d diz xetti firfanma oxu adlanir. Firlanma
sothinin filanma oxuna perpendikulyar olan miistevilerlo kesismasinden alinan
cevrolora paralellor deyilir. Firlanma oxundan kegen muiistevilar ise filanma sethini
meridianlar adlandirilan xatler boyunca kasirler.

Firlanma sethi asagidaki kimi tayin oluna bilsr. Tutaq ki, o mdstevisinde d viiz
xotti ve y xaftti verilmigdir. y xattinin d dlz xaftti etrafinda filanmasindan alinan seth
oxu d duiz xetti olan firlanma sethidir. y
xattinin her bir noqtesi d diiz xetti otrafinda firlanaraq, bu sathin paralelini emale
getirir.

Asadidaki teorem y xoftinin o mdstavisindeki tenliyine esasen, firlanma

sethinin tanliyini misyyan etmaya imkan verir.
Teorem 2. Diizbucagli Oijk koordinat sisteminde
Xyt =)
tonliyi
x=f(2),y=0

tonlikleri ila verilmis xattin Oz oxu atrafinda firlanmasindan alinan firlanma sathinin



tonliyidir.

Xl Miihazire

Silindrik va konik sathlar
Hear bir M néqtesi ile berabar, M ndqtesinden kegan ve verilmis sifirdan forqli

p vektoruna paralel olan dlz xatti de O6ziinde saxlayan sethe silindrik sath, ve ya
silindr deyilir. p vektoruna paralel olan ve silindrik sath (izerinde yerlosoen diiz xatlar
bu sathin doguranlar adlanir.

Silindrik sath bu sakilds qurula bilar. Tutaq ki, y —mdiiayyan xatdir, p ise sifirdan
forqli vektordur. Har biri y xettinin miisyyan nbqtasindan kegan ve
p vektoruna paralel olan bdtin diiz xetlerin emale gatirdiyi sath silindrik sethdir. Bu
halda y xatti bu silindrik sathin yonaldicisi adlanir.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem. Tutaq ki, fezada diizbucaqli Oijk koordinat sistemi ve mistevi

lizerinde Oij koordinat sisteminde
F(x,y)=0 (1)
tonliyi ile y xotti verilmigdir.

Onda (1) tenliyi fozada yonaldicisi » xatti olan ve doguranlar k vektoruna
paralel olan silindrik S sathini teyin edir.

Oger (1) tenliyi x ve y dayisenlarine nezaren iki daracali tonlikdirse, onda
yénaldicisi y xatti olan ve doduranlar k vektoruna paralel olan silindrik sethe iki
tortibli silindrik seth (ve ya qisa gokilds iki tertibli silindr) deyilir. (1) ydnaldicisinin
ellips, hiperbola, ve ya parabola olmasindan asili olaraq, bu silindri elliptik, hiperbolik,

ve ya parabolik silindr adlandirirlar.

Tutaq ki, dizbucaqh O?]IE koordinat sistemi ele secilmisdir ki, iki tortibli silindrik

sethin doguranlan k vektoruna paraleldirler, y yénaldicisinin ise Oij koordinat



sisteminde kanonik tenlikleri vardir. Bu halda mimkdn silindrik sethlerin asagidaki

tonliklari olacaqdir:

* 4 Z_ =1 — elliptik silindr;
a
x2 2
X ;;_2 =—1 - hiperbolik silindr;
a
y?=2px - parabolik silindr;
x2 2
L Z_z =0 — Oz oxu boyunca kesisen iki miisteviye parcalanan
a
silindr;
x*—a*=0
> - paralel mistsvilsr ciitiine parcalanan silindr;
a#0
x> = - ust-tste diisen mdisteviler ciitlinii ifade edan silindr.

Bu tanliklere uygun iki tartibli silindrik sethin kanonik tenliklari deyilir.

Tepasi M, ndqtesinde olan konik seth, ve ya konus ele setha deyilir ki o M,
néqtesinden farqli har bir M néqtesi ile barabsr, M, M diiz xattini de &6ziinds

saxlayir.

Konusun tepasindan kegan ve onun lizarinde yerlasen dliz xatlere bu konusun
doguranlarn deyilir. Konusun terifinden heg¢ de o alinmir ki, konus yegane topayeo
malikdir. Mesalan mlistevi de konik sathdir ve onun har bir néqtasi tepse qabul oluna
biler.

Konik seth asagidaki kimi qurula biler. Fezada y xettini ve onun Uzsrinde
olmayan M, ndqtsesini nezarden kecirok. Her biri M, ndéqtesindsn ve y xattinin
muioayyan ndqtesinden kegen bltin diiz xatlorin tayin etdiyi sath tepasi M,

néqtasinds yerlogon konik sethdir. Bu halda y xasttine yénaldici deyilir.

Topasi O?}'l? diizbucaql koordinat sisteminin baslangicinda yerlasen vo

yonaldicisi

2 2
X
XLy

e Lz=c,(c#0)



tenliklari ile verilon y ellipsi olan ® konik sathinin tenliyi

2

+

2 2
X z
— Tt

=0 (1)

=<

1N
9

soklindadir.
(1)  tenliyina iki tartibli konusun kanonik tenliyi deyilir.
y ybneldicisi gevre olduqda, yani a =b halinda (1) tenliyi

x2 y2
>t 7
a a

2
+Z =0 (2)

o

soklinde olur. Diizbucaqli koordinat sisteminde (2) tenliyi ilo verilon sathe dairavi

konik sath, ve ya dairavi konus deyilir. Askardir ki, bu seth Oxz mdustavisinde yerlasan

ve 0ij koordinat sisteminda x=2; tenliyi ile verilon diiz xsttin Oz oxu etrafinda
C

filanmasindan alinmisdir.
Dairsvi konik sathin mlixtalif mlistavilerle kasiklarini tayin edak.

1) Oxy mlstavisine paralel olan istanilen miistevi (2) dairevi konusunu g¢evro
boyunca kassir;
2) Dairavi konusun tepasindsn kegan o, miistavisi ya onunla tepadan forqli he¢

bir ortaq néqteys malik deyil, ya dairevi konusa toxunur, ya da konusu iki doguran

boyunca kssir;
3) ©ger o kasik mlistavisi tepadan kegmirse ve Oxy muiistavisiilo a (0<a < %)

bucagini emele getirirse, onda bu halda o mdstavisinin dairevi konusla y kasiyi ya
ellips, ya hiperbola, ya da paraboladir.

Konus kesiyi ele xatta deyilir ki, bu xatt boyunca dairavi konus onun tepasindan
kegmayoan ixtiyari mustevi ilo kesigir. Belosliklo, konus kasiklori ellips, hiperbola ve

paraboladir



Xl Miihazire
Ellipsoidlar

Miisyyan diizbucaqli koordinat sisteminde
LI A Z—z =1 (1)

tanliyi ile verilon satha ellipsoid deyilir. (1) tenliyi ellipsoidin kanonik tenliyi adlanir.
Miisbat a,b,c adadlerine ellipsoidin yarimoxlari deyilir. ©ger a #b,b +#c,c #a olarsa,
onda deyirlar ki, ellipsoid lgoxludur. (1) kanonik tenliyinden gériinir ki, ellipsoid
koordinat mdstevilerine, koordinat baglangicina ve koordinat oxlarina nazaran
simmetrikdir. Ellipsoidin simmetriya merkazine onun merkazi, simmetriya oxlarina ise
onun oxlari deyilir. Oxlardan her biri ellipsoidi iki nbqtede kesir. Bu nbéqtelor

ellipsoidin tepalari adlanir. Ucoxlu ellipsoidin alti tepasi vardir: A4,(a,0,0),4,(—a,0,0),
B,(0,0,0),B,(0,-b,0),C,(0,0,¢),C, (0,0,—¢c). Asanliqla mtayyan olunur Ki,
—a<x<a, -bLy<h, —-c<z<c

Ellipsoidin z =h miistavisi ile kasiyinin Oxy miistavisinds Oij koordinat sisteminda

2

2
L —1-= 2
a2 b ¢’ (2)
tenliyi vardir.

U¢ miimkiin hal geyd eda bilarik.

1) |h| < c. Bu halda kasikde yarimoxlari a —a1/1——2, b* —bw/l—— adadlari olan

ellips alinir. Xdsusi halda Oxy mdstevisi e//IpSOIdI — + Z_ =1 ellipsi lizroe kesir.
a

2 2
2) |h|=c. (2) tonliyi % +2_=0 soklinde yazilir. z=h miistevisi ellipsoidle yalniz

=
bir ortaq néqtaye-ellipsoidin tapalarindan birine malik olur.
3) |h| > c. (2) tenliyi xayali ellipsin tonliyi olur. z=h mlistavisinin ellipsoidle ortaq

noqtelari olmur.



Oger ellipsoidin iki yarim oxu barabardirss, maselan, a=5b olarsa, onda ona

firlanma ellipsoidi deyilir ve tanliyi
2 2 2
X y z
ctete

-1 (3)

soklinde yazilir. Qeyd edak ki, (3) sethi Oxz miistavisinds yerleson

ellipsinin Oz oxu etrafinda filfanmasindan alinmisdir.
Her ¢ oxu bir-birine barabar olduqda, yani a =b = c gertlari danildikds ellipsoid

sfera olur: x* + y* +z*> =a*. Demoali, sfera ellipsoidin xiisusi haldir.
X1V Miihazire

Hiperboloidlar
Biroyuqlu ve ikioyuqlu hiperboloidleri farqlandirirlor.

1) Miayyean diizbucaql koordinat sisteminds

2 2 2
I (1)

a® b
tonliyi ile tayin olunan sethe biroyuqlu hiperboloid deyilir. (1) tenliyi biroyuqlu
hiperboloidin kanonik tenliyi adlanir. Kanonik tenlikden gdériintir ki, biroyuqlu
hiperboloid koordinat mdistavilarine, koordinat oxlarina (sethin oxlari) ve koordinat

baslangicina (sathin merkazi) nazeren simmetrikdir. Ox ve Oyoxlari biroyuqlu
hiperboloidi 4,(a,0,0), 4,(-a,0,0) va B,(0,b,0),B,(0,—b,0)
noqtelarinde kesirlar. Bu oxlar biroyuqlu hiperboloidin haqiqi oxlari, gdsterilen nbqteler

ise onun tepaleri adlanir. Oz oxunun ise biroyuqlu hiperboloidle ortaq ndéqtaleri

yoxdur. Ona gére da Oz oxuna biroyuqlu hiperboloidin xayali oxu deyilir.

(1) sothinin z=h mistovisi ilo kesismesindan yarnmoxlan a* =%\ +h?,
&

b = é\/c2 + h* edadlari olan

c



2 2
ellipsi alinir. h=0 olduqda x—2 +z—2 =1 ellipsi alinir. Bu ellipsa biroyuqlu hiperboloidin
a

bogaz ellipsi deyilir. Eyni qayda ile biroyuqlu hiperboloidin x=h ve y=h mistsvilari
ile kasikloarini tayin etmak olur.

Oger (1) tenliyinde a=b olarsa, onda firlanma biroyuqlu hiperboloidi

adlandirilan sethin

2 2 2

Xy oz
>t T

a a C

=1

2 2

tenliyini alariq. Bu sat x—z—z—zzl hiperbolasinin Oz oxu etrafinda firlanmasindan
a C

alinmigdir.

2) Misyyean diizbucaql koordinat sisteminda

2 2 2
z

L A — (2)

a b
tanliyi ile verilan sathe ikioyuqlu hiperboloid deyilir. (2) tanliyi ikioyuqlu hiperboloidin
kanonik tenliyi adlanir. (2) tenliyinden gérindr ki, ikioyuqlu hiperboloid koordinat
mudistavilorine, koordinat oxlarina (simmetriya oxlari)) ve koordinat baslangicina
(simmetriya merkazi) nezeroen simmetrikdir. Oz oxu (2) sethini onun tepaleri

adlandirilan C,(0,0,¢),C,(0,0,—c) noqtalerinde kasir. Oz oxuna ikioyuqlu hiperboloidin
heqiqi oxu deyilir. Ox ve Qy simmetriya oxlarinin ikioyuqlu hiperboloidle ortaq

néqteleri olmadigindan, bu oxlar xayali oxlar adlanir.

(2) sethinin z =h misteavisi ilo kasiyinin
2 2 2
x—2 +2 = h_ 1
a b
tenliyi vardir. |h|>c oldugda bu tanlikle ellips tayin olunur. Géstarmek olur ki, (2)
sethinin x=h va y =h mdstavileri ile kasiklari hiperbolalardir.

Oger (2) tenliyinde a=b olarsa, onda firlanma  ikioyuqlu hiperboloidi

adlandirilan sathin



2 2 2
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2 2
X

tenliyini alanq. Qeyd edek ki, bu sath —2—2—2:—1 hiperbolasinin Oz oxu atrafinda

a C

filanmasindan alinmigdir.

XV Miihazirs
Paraboloidlar
Elliptik ve hiperbolik paraboloidlari forqlandirirlor.
1) Muayyan diizbucaql koordinat sisteminda
2
X
—+ Z—z =2z (1)
tonliyi ile tayin olunan sethe elliptik paraboloid deyilir. (1) tenliyi elliptik paraboloidin

kanonik tenliyi adlanir. (1) tenliyinden gériiniir ki, elliptik paraboloid Oxz ve Oyz

koordinat mdustevilerine ve Oz koordinat oxuna (simmetriya oxu) nezeren

simmetrikdir. Bu seth Oxy koordinat mdstevisina, Ox,0Oy koordinat oxlarina ve

keoordinat baglangicina nezaran simmetrik deyil. Elliptik paraboloidin 6z oxu ila
kasismoa néqtasinio onun tepasi deyilir. Seth (1) kanonik tenliyi ilo verildiyi halda
koordinat baglangici sethin tepssinds segilmis olur.

(1) kanonik tanliyi ila verilmig elliptik paraboloidin z =h mdistavisi ile kasiyinin

2 2
x—2+;—=2h (2)

N

tenliyi vardir.
(2) tenliyi h>0 olduqda ellips, h=0 olduqda koordinat baglangicinda kasisen
xayali dliz xatler clitlinli, h <0 olduqda isa xayali ellips tayin edir.

Asanligla yoxlamaq olur ki, (1) sethinin y=h ve x=h mistevilori ilo kasiklori

parabolalardir.

9ger (1) tenliyinde a =b qobul etsak, firlanma paraboloidi adlanan sathin



5 +2 =27
a a

X2 2
2 2
tonliyini alanq. Bu seth x* =2a’z parabolasinin Oz oxu strafinda filanmasindan
alinmigadir.

2) Miisyyoan diizbucaql koordinat sisteminda
X2 y2
a—z—b—zzzZ (3)
tonliyi ile tayin olunan sethe hiperbolik paraboloid deyilir. (3) tenliyi hiperbolik
paraboloidin kanonik tenliyi adlanir. Elliptik paraboloidds oldugu kimi, hiperbolik

paraboloid Oxz ve Oyz koordinat mliustavilerine ve Oz koordinat oxuna (simmetriya
oxu) nezeren simmetrikdir. Bu sath Oxy koordinat mdstevisine, Ox,0Oy koordinat

oxlarina ve keoordinat baslangicina nezaran simmetrik deyil. Hiperbolik paraboloidin
6z oxu ile kesisme néqtasinio onun tepasi deyilir. Seth (3) kanonik tenliyi ile verildiyi
halda koordinat baslangici sathin tepasindes secilmig olur.

(3) kanonik tenliyi ila verilmig hiperbolik paraboloidin z =h mustavisi ilo kasiyinin

2

X2 y
—Z—b—=2h (4)

N

tenliyi vardir.
h>0 oldugda (4) tenliyi hiperbola, h=0 olduqda sethin tepasinds ksasison
heqiqi diiz xatlar citiini, h<0 olduqgda ise hiperbola teyin edir.

Asanliqla yoxlamaq olur ki, (3) sethinin y=h ve x=h mistevileri ilo kasiklori

parabolalardir.



