
Ы  Мцщазиря 
 

Vektor  anlayışı, vektorlar üzərində xətti əməllər 
 

 1. Уъ нюгтяляринин низамы нязяря алынан парчайа истига-мятлянмиш парча дейилир. 
Тутаг ки, уъ нюгтяляри A  вя B нюгтяля-риндя олан парча верилмишдир. A -биринъи нюгтя, B  
ися икинъи нюгтя олдугда A  нюгтясиня бу истигамятлянмиш парчанын башланьыъы, 
B нюгтясиня ися сону дейилир; бу щалда AB  йазылышындан истифадя олунур. Башланьыъы вя 
сону цст-цстя дцшян истигамятлянмиш парчайа сыфыр истигамятлянмиш парча дейилир. Тярифя 
эюря ихтийари Aнюгтяси цчцн AA  сыфыр истигамятлянмиш парчадыр.  

 AB  парчасынын узунлуьу AB  истигамятлянмиш парчасынын узунлуьу адланыр вя AB  

кими ишаря олунур. Сыфыр истигамятлянмиш парчанын узунлуьунун сыфра бярабяр олмасы 
нязярдя тутулур. 
 Тутаг ки, A  вя B  верилмиш ики нюгтядир. Онда AB  вя BA  мцхтялиф истигамятлянмиш 
парчалардыр. AB  вя BA   парчала-рындан щяр бири диэяриня якс олан истигамятлянмиш парча 
адланыр.  
 AB  вя CD  шцалары ейни (якс) истигамятли олдугда дейирляр ки, AB  вя CD  ейни (якс) 
истигамятлянмиш парчалардыр. Сыфыр истига-мятлянмиш парчанын истянилян истигамятлянмиш 
парча иля ейни истигамятли олмасы гябул едилир. 

 Ейни истигамятлянмиш вя узунлуглары бярабяр олан AB  вя CD  парчаларына 

еквиполент парчалар дейилир. Бу щалда CDAB

  йазылышындан истифадя олунур. Асанлыгла 

йохланылыр ки AB  вя CD  истигамятлянмиш парчалары йалныз вя йалныз AD  вя BC  парчалары-
нын орта нюгтяляри цст-цстя дцшдцкдя еквиполент олурлар.  
 Гейд едяк ки, еквиполентлик мцнасибяти ашаьыдакы шяртляри юдяйир: 

1. ихтийари истигамятлянмиш AB  парчасы цчцн ABAB

 . 

2. CDAB

  ABCD


 . 

3. 


 CDAB


 вя 


EFCD


EFAB

 . 

Беляликля, еквиполентлик  мцнасибяти  фязанын  бцтцн   истига- 
мятлянмиш парчалар чохлуьунда еквивалентлик мцнасибятидир. Фязанын бцтцн 

истигамятлянмиш парчалар чохлуьуну W  иля ишаря едяк. 

  еквиполентлик мцнасибятинин щяр 

бир еквивалентлик синифиня вектор ( вя йа сярбяст вектор ) дейилир. БТярифя ясасян, вектор-

 /WV  фактор-чохлуьунун елементидир. Векторлар цстцня ох ишаряси гойулан щярфлярля 

ишаря олунурлар: ,...,ba


. 
 Беляликля, вектор-еля истигамятлянмиш парчалар  чохлуьудур ки, онлардан ихтийари икиси 
еквиполент парчалардыр. Бу чохлуьун ян азы бир парчасы сыфыр истигамятлянмиш парча 

олдугда вектор сыфыр вектор адланыр вя 0


 кими ишаря олунур.  

 Тутаг ки, a


верилмиш вектордур, йяни 

  мцнасибятинин еквивалентлик синфидир. 

aAB


  олдугда AB  бцтцн еквивалентлик синфини, йяни a


 векторуну тямсил едир. Бу щалда a


 

вектору AB  кими ишаря олунур. ba


  йазылышы эюстярир ки, a


 чохлуьу b


чохлуьу иля цст-цстя 

дцшцр, йяни a


 вя b


 мцхтялиф ъцр ишарялянмиш ейни вектордур.  
 Фязанын ихтийари a


 векторуну вя мяййян O  нюгтясини эютцряк. Исбат едяк ки, 

aOM


  шяртини юдяйян бир вя йалныз бир M нюгтяси вардыр. Доьрудан да фярз едяк ки, 



.aAB


 OB  парчасынын C  орта нюгтясиня бахаг вя C  нюгтясиня нязярян Aнюгтясиня 
симметрик олан M  нюгтясини эютцряк. Ики истигамят-лянмиш парчанын еквиполентлик 

яламятиня ясасян ABOM

 , она эюря дя aOM


 . Инди ися эюстяряк ки, M - aOM


  

шяртини юдяйян  йеэаня нюгтядир. Тутаг ки, aMO


 . Онда MOOM  . Бурадан 
истигамятлянмиш парчаларын еквиполентлик яламятиня ясасяналырыг: 

,0 MMMMOOMMOO  йяни M  вя M   нюгтяляри цст-цстя дцшцрляр. 

M нюгтясинин гурулмасыны O  нюгтясиндян a


 векторунун айрылмасы адландырырлар. 
 a


 векторуну тямсил едян ихтийари истигамятлянмиш парча l  дцз хяттиня паралел 
олдугда вя йа онун цзяриндя йерляшдикдя дейирляр ки, a


 вектору l  дцз хяттиня паралелдир. 

Сыфыр векторун истянилян дцз хяття паралел олмасы гябул едилир.  

Яэяр a


 вя b


 векторларынын паралел олдуьу дцз хятт вардырса, бу щалда дейирляр ки, 

a


 вя b


 векторлары коллинеардырлар. Айдындыр ки, щеч олмаса бири сыфыр вектор олан ики вектор 

коллинеардыр. ba


йазылышы эюстярир ки, a


 вя b


 векторлары коллинеар-дырлар. 

Тутаг ки, a


 вя b


-коллинеар векторлардыр вя ., bCDaAB


  AB  вя CD  ейни 

истигамятлянмиш парчалар олдугда a


 вя b


 ейни истигамятли, якс истигамятлянмиш парчалар 

олдугда ися якс истигамятли векторлар адланыр. ba


  йазылышы a


 вя b


векторларынын ейни 

истигамятли олмасыны, ba


  йазылышы ися бу векторларын якс истигамятли олмасыны ифадя едир.  

Ихтийари a


 векторуна бахаг вя щяр щансы A  нюгтясиндян aAB


  векторуну айыраг. 

BA  вектору a


 векторуна якс олан вектор адланыр вя a


  кими ишаря олунур. BA  векторуна 

якс олан вектор AB  вектору олдуьундан,   .aa


  Сыфыр вектора якс олан вектор сыфыр 
векторун юзцдцр. 

Векторун узунлуьу дедикдя ону тямсил едян щяр щансы истигамятлянмиш парчанын 
узунлуьу баша дцшцлцр. Сыфыр векторун узунлуьу сыфра бярабярдир. a


 векторунун узунлуьу 

a


 кими ишаря олунур. Узунлуьу ващидя бярабяр олан вектора ващид вектор дейилир. 

2.  Векторлар ъябриндя векторларын топланмасы ямяли мц-щцм рол ойнайыр. Ихтийари a


 

вя b


 векторларыны эютцряк. Щяр-щансы A  нюгтясиндян aAB


  векторуну, сонра ися 

B нюгтясиндян bBC


  векторуну айыраг. cAC


  вектору a


 вя b


 векторлары-нын ъями 

адланыр вя беля ишаря олунур: .bac


  
Векторларын топланмасынын йухарыда эюстярилян гайдасы цчбуъаг гайдасы адланыр. 

Бу гайданы беля ифадя етмяк олар: ихтийари BA,  вя C  нюгтяляри цчцн  

ACBCAB                                        (1) 
бярабярлийи доьрудур. 

 Цчбуъаг гайдасыны ABA ,,  нюгтяляриня тятбиг етмякля алырыг: AABAAB  . 

Аналожи олараг мцяййян едирик ки, ABBBAB  , ABABAA  . Беляликля, ихтийари a


 
вектору цчцн: 

  ,0


 aa                                        (2) 

aa


 0  вя .0 aa


                               (3) 
 Коллинеар олмайан векторларын топланмасы цчцн диэяр гайдадан-паралелограм 

гадасындан истифадя олуна биляр. Шякил 1-дя a


 вя b


 векторларынын c


 ъяминин бу гайда иля 
гурулмасы эюстярилмишдир. 
 
                                                                    D                                  C  
                                                                                                                                                                         

                b


 



                               a


                          A                                 B  
                                                                                                   
                                             Шякил 1 

 Теорем 1. Ихтийари ba


,   вя c


  векторлары цчцн ашаьыдакы бярабярликляр доьрудур: 

 .10  abba


  (йердяйишмя хассяси вя йа коммутатив-лик хассяси). 

 .20     cbacba


  груплашдырма хассяси вя йа ассосиативлик хассяси). 

 Исбаты. .10  Тутаг ки, a


 вя b


- ихтийари векторлардыр. Щяр щансы A  нюгтясиндян 

aAB


 , bAD


  векторларыны, сонра ися B  нюгтясиндян bBC


  векторуну айыраг (шяк.1). 

Гурмайа ясасян, ,BCAD   она эюря дя ,DCAB  йяни .aDC


  Цчбуъаг гайдасына 

эюря,  ACBCAB   вя ACDCAD  . Бу ися о демякдир ки, ., ACcbACba 


 

Беляликля, ba


  вя cb


  ейни вектордур. 

 .20 Тутаг ки, cba


,, ихтийари векторлардыр. Щяр щансы Aн.гтясини эютцряк вя ардыъыл 

олараг, cCDbBCaAB


 ,,  векторларыны айыраг (шяк.2). Цчбуъаг гайдасына эюря, 

 BCAB  ., ADCDACAC   Бу ися о демякдир ки,   .ADcba 


 Диэяр тяряфдян, 

,, ADBDABBDCDBC   она эюря дя   .ADcba 


 Беляликля,   cba


  вя 

 cba


   ейни вектордур.  
                                                               
 
                                                                            D       
 

                                         b


                                                  c


 
                  a


                                                                             C                

 
                                                                                                b


 

                                                              A  
                    c


                                                                        

                                                                              a


         B  

                                       cbaAD


    
Шякил 2 

  
   cbap


  вектору  ba


,  вя c


векторларынын  ъями гябул олунур. Теорем 1-я 

ясасян,  .cbap


 Аналожи гайда иля ихтийари  3,...,, 21 naaa n


 векторларынын ъями тяйин 

олуна биляр.  

a


 вя b


 векторларынын фярги  

axb


  
бярабярлийини юдяйян x


 векторуна дейилир. Эюстярмяк олур ки, ихтийари ики векторун фярги 

вардыр вя биргиймятли тяйин олунур.  
 3. a


 векторунун  щягиги ядядиня щасили  ашаьыдакы шяртляри юдяйян p


 векторуна 

дейилир: 
 а) ,ap


  бурада    ядядинин мцтляг гиймятидир. 

 б) 0 олдугда ap


  вя 0 олдугда ap


 . 
 p


 векторуну a

  кими ишаря едирляр. 



 а) шяртиндян алыныр ки, йалныз вя йалныз 0  вя йа 0


a  олдугда .0


p Беляликля, 

.00,00


 a  

 Теорем 2. Ихтийари ,  ядядляри вя ba


,  векторлары цчцн ашаьыдакы бярабярликляр 
доьрудур: 
 .10  aa


1 . 

 .20      .aa
    

 .30    .baba
    

 .40    .aaa
    

 Исбаты. 01  хассясинин доьрулуьу векторун ядядя щасилинин тярифиндян билаваситя 

алыныр.  , ядядляриндян щеч олмаса бири сыфра бярабяр олдугда вя йа a


 вя b


 
векторларындан щеч олмаса бири сыфыр вектор олдугда диэяр хассялярин дя доьрулуьу 

ашкардыр. Она эюря дя 0,0,0,0


 ba  щалында 00 3,2  вя 04  хассяляри-нин  
доьрулуьуну ясасландырмаг йетярлидир. 

.20 Тутаг ки,     ., aqap
    Векторун ядядя щаси-линин тярифиня эюря, 

., aaqaap
     

Бурадан алыныр ки, .qp


  Эюстяряк ки, .qp


 0  вя 0  мцмкцн щаллары вардыр. 

Биринъи щала бахаг.  ap
   олдуьундан, щямчинин  вя   ейни ишаряли ядядляр 

олдугларындан p


 вя a


 векторлары ейни истигамятлидирляр. Лакин  aq
   вя a


 векторларынын 

да истигамятляри ейнидир, беляликля, .qp


  Аналожи гада иля 0  щалында да мцяййян 

едирик ки, .qp


 Бурадан qp


  бярабярлийиния ясасян,    aa
    олмасы алыныр. 

 .30 Щяр щансы Aнюгтясиндян aAB


  векторуну, сонра ися B нюгтясиндян bBC


  

векторуну айыраг. Цчбуъаг гайдасына ясасян, ACBCAB  , йяни .baAC


  Ямсалы 
  ядяди олан вя мяркязи BCAB,  вя AC  дцз хяттляриня оид олмайан мцяййян O  
нюгтясиндя йерляшян щомотетийайа бахаг. Тутаг ки, BA , вя C - BA, вя C  нюгтяляринин 

образларыдыр.Онда ,ABBA   ACCABCCB   ,   вя йа  ,aBA
  ,bCB


  

 .baCA


   Диэяр тяряфдян, цчбуъаг гайдасына ясасян, CBBABA  , йяни 

  .baba
    

 .40 Ики мцмкцн щала бахмаг лазымдыр: а) 0  вя б) 0 . 

 а) 0 . Мцяййян A  нюгтясиндян aAB
  векторуну, сонра ися B нюгтясиндян 

aBC
 векторуну айыраг. Онда ., aBCaAB

   0  олдуьуна эюря, BCAB  , 

йяни B нюгтяси A  вя C нюгтяляри арасында йерляшир. Беляликля, BCABAC   вя йа 
aaAC
   . Лакин   вя   ейни ишаряли ядядлярдир, она эюря дя .  Бу 

ися эюстярир ки, 
.aAC
                                       (4) 

0,0     олдугда   AC   вя     a


 векторлары  ейни   истигамятли,  
0,0   , йяни 0   олдугда ися якс истигамятли вектор-лардыр. Она эюря дя (4) 

бярабярлийиния ясасян аларыг:  aAC
  . Диэяр тяряфдян, .baBCABAC

    

Беляликля,   .aaa
     

0 щалында да 04  бярабярлийинин доьрулуьу аналожи гайда иля ясасландырылыр.    
 



 
 

ЫЫ  Мцщазиря 
 

Vektorların xətti asılılığı, xassələri. Vektor fəza. Вazis, vektorun 
koordinatları. 

 
 1. Яввялъя векторларын коллинеарлыьына даир ашаьыдакы теореми исбат едяк: 

 Теорем 1. Яэяр a


 вя b


векторлары коллинеардырларса вя 0


a шярти юдянилирся, онда 
еля йеэаня  ядяди вардыр ки,  

ab


 .                                           (1) 
Исбаты. Илк нювбядя (1) бярабярлийини юдяйян   ядядинин варлыьыны ясасландыраг. 

ba


олдуьундан, йа ba


 , йа да .ba


  Биринъи щалда ,
a

b




 икинъи щалда ися 
a

b




  

гябул едяк. Векторун фдядя вурулмасы ямялинин тярифиня ясасян, щяр ики щалда (1) 
бярабярлийини алырыг. 
 Инди ися исбат едяк ки, (1) шяртини юдяйян   ядяди биргиймятли тяйин олунур. Фярз 

едяк ки, 1  еля бир щягиги ядяддир ки, .1ab


 Бу бярабярликдян вя (1) бярабярдийиндян 

алыныр ки, aa


1   вя йа   .01


 a  0


a  олдуьундан, 01   вя йа .1    

 a


 вектору   мцстявиси цзяриндя йерляшян мцяййян дцз хяття паралел олдугда 
дейирляр ки, a


 вектору    мцстявисиня пара-лелдир. Ашкардыр ки,   мцстявисиня паралел олан 

a


 вектору   мцстявисиня паралел олан истянилян мцстявийя дя паралелдир. 

 Яэяр ba


,  вя c


 векторларынын паралел олдуглары мцстяви вардырса, бу щалда дейирляр 

ки, cba


,,  векторлары компланардырлар. Гейд едяк ки, ba


,  вя c


векторларындан щеч олмаса 
бири сыфыр вектор олдугда бу векторлар компланардырлар. Доьрудан да, мцяййянлик цчцн, 

мясялян, 0


c  олдуьуну фярз едяк. Фязанын щяр щансы O  нюгтясиндян 

cOCbOBaOA


 ,,  векторларыны айыраг. AO,  вя B  нюгтяляриндян ba


,  вя 
c


векторларына паралел олан мцстяви кечдийиндян бу векторлар компланардырлар. 
 Компланар векторлара даир теореми исбат едяк: 
 Теорем 2. Яэяр ba


,  вя c


 векторлары компланардырса вя  ba


, -коллинеар олмайан 

векторлардырса, онда еля йеэаня   вя   ядядляри вардыр ки,  

.bac
                                         (2) 

 Исбаты. Яввялъя (2) бярабярлийини юдяйян   вя   яэядляринин варлыьыны исбат едяк. 

Мцяййян O  нюгтясиндян cOCbOBaOA


 ,,  векторларыны айыраг. Бу векторлар комп-
ланар олдугларындан CBAO ,,,  нюгтяляри бир мцстяви цзяриндя йерляширляр, ейни заманда 

BAO ,,  нюгтяляри бир дцз хятт цзяриндя йерляшмирляр ( bOBaOA


 ,  коллинеар олмайан 
векторлардыр). 
                                                                                                                                                                                                        
                        B                                    B                                 C  
                                                                                                           
       
          C  
                                                                                  A         1C  
      O                              A               O     
                    )a                                                    )b  



Шякил  5 
C  нюгтяси OB  дцз хятти цзяриндя йерляшдикдя  (шяк.5, a ), cOCbOB


 ,  векторлары 

коллинеар олурлар. Бу щалда теорем 1-я ясасян bc
   вя йа bac

  0 шяртини юдяйян 
  ядяди вардыр, йяни (2) бярабярлийи юдянилир. C  нюгтясинин OB дцз хятти цзяриндя 

йерляшмядийи щала бахаг (шяк. 5, )b . OB  дцз хяттиня 1CC  паралел дцз хяттини кечиряк, 

бурада 1C OA  дцз хяттинин нюгтясидир. Цчбуъаг гайдасына ясасян, 11 CCOCOC  . 

Лакин OAOC1 , ,1 OBCC она эюря дя bCCaOC
   11 ,  бярабярликлярини юдяйян   вя   

ядядляри вардыр. Беляликля, baOC
   , йяни (2) бярабярлийи юдянилир. 

 Инди ися (2) бярабярлийини юдяйян   вя   ядядляринин биргиймятли тяйин олундуьуну 

исбат едяк. Тутаг ки, 1  вя 1   еля ядядлярдирляр ки, .11 bac
    Бу бярабярликдян вя (2) 

бярабярлийиндян аларыг:     .011


 ba   Ашкардыр ки, .0,0 11   Доьрудан 

да, мясялян, 01   олду-ьуну фярз етсяк, сонунъу вектор бярабярлийиндян 

аларыг: ,
1

1 ba








  бу ися a


 вя b


 векторлары коллинеар олмадыьына эюря мцмкцн дейил. 

 2. Тутаг ки,  

naaa


,...,, 21                                        (3) 
векторлар системи вя n  сайда n ,...,, 21  щягиги ядядляри верил-мишдир. 

nnaaab





  2211  вектору верилмиш naaa


,...,, 21  векторларынын хятти комбинасийасы  

адланыр. Щямчинин дейирляр ки, b


 вектору naaa


,...,, 21  векторлары иля хятти ифадя олунур.  
 Яэяр   

02211





 nnaaa                           (4) 

бярабярлийини юдяйян вя  щеч олмаса бири сыфырдан фяргли олан n ,...,, 21  ядядляри вардырса, 

о щалда дейирляр ки, (3) векторлар системи хятти асылыдыр. (4) бярабярлийи йалныз 
0...21  n  олдугда юдянилдийи щалда ися  naaa


,...,, 21  хятти асылы олмайан векторлар 

системи адланыр.  
 1n  щалында бир вектордан ибарят систем алыныр. Ашкардыр ки, беля систем йалныз 
системин вектору сыфыр вектор олдугда хятти асылыдыр. 
 Хятти асылы олан векторлар системинин бязи хассялярини нязяр-дян кечиряк.  

 .10 1n  щалында  (3) векторлар системинин хятти асылы олмасы цчцн зярури вя кафи шярт 
бу векторлардан щеч олмаса биринин системин галан векторларынын хятти комбинасийасы 
олмасыдыр. 
 Тутаг ки, (3) векторлар системи хятти асылыдыр. Бу о демякдир ки, (4) бярабярлийи 
юдянилир  вя n ,...,, 21  ядядляриндян щеч олмаса бири сыфырдан фярглидир. Мцяййянлик цчцн 

0k   ( nk ,..,2,1  ядядляриндян биридир) олдуьуну  фярз  едяк. (4) бяра-бярлийини  

n
k

n
k

k

k
k

k

k

kk
k aaaaaa
























 





1
1

1
1

2
2

1
1  

шяклиндя йазаг. Бурадан эюрцнцр ки, ka


 вектору (3) системинин галан векторларынын хятти 

комбинасийасыдыр. 
 Тярсиня, тутаг ки, (3) системиндя ka


 вектору галан вектор-ларын хятти 

комбинасийасыдыр: 
.111111 nnkkkkk aaaaa







     
Бу бярабярлийи ашаьыдакы кими йазаг: 

  .01 111111








  nnkkkkk aaaaa   



Сонунъу бярабярлик (3) векторлар системинин хятти асылы олдуьуну эюстярир ( ka


 векторунун 

ямсалы сыфырдан фярглидир).  

 .20  Алт системи хятти асылы олан векторлар системи хятти асылыдыр. 
 Тутаг ки, (3) векторлар системи верилмишдир вя laaa


,...,, 21   nl   векторлар системи хятти 

асылыдыр. Демяли, щеч олмаса бири сыфырдан фяргли олан еля l ,...,, 21  ядядляри вардыр ки,  

.02211





 llaaa   

Бу бярабярлийи ашаьыдакы кими дя йаза билярик: 
.000 12211








  nlll aaaaa   

Беляликля , (3) векторлар системи дя хятти асылыдыр.  

.30  Хятти асылы олмайан векторлар системиндя сыфыр вектор йохдур. 

.40  Хятти асылы олмайан векторлар системинин истянилян алт системи хятти асылы дейил. 
03  хассясинин доьрулуьу 02  хассясиндян билаваситя алыныр, 04  хассясинин 

доьрулуьу ися яксини фярз етмя иля асанлыгла ясасландырылыр. 
3. Векторларын хятти асылылыьынын щяндяси мащиййятини изащ едян теоремляри гейд 

едяк. 

Теорем 3. ba


,  векторлар системи йалныз вя йалныз бу векторлар коллинеар олдугда 
хятти асылыдыр. 

Исбаты. Тутаг ки, ba


,  векторлар системи хятти асылыдыр. 01  хассясиня эюря бу 

векторлардан щеч олмаса бири диэяри иля хятти ифадя олунур. Мцяййянлик цчцн ab


  

олдуьуну гябул едяк. Бурадан эюрцнцр ки, a


 вя b


 векторлары коллинеардырлар. 

Тярсиня, тутаг ки, a


 вя b


 векторлары коллинеардырлар. 0


a  олдугда 03  хассясиня 

эюря ba


,  векторлар системи хятти асылыдыр. 0


a  олдугда ися теорем 1-я ясасян, ab


 . 

Бурадан   01


 ba  бярабярлийи алыныр, йяни ba


,  векторлар системи хятти асылыдыр. 

Теорем 4. cba


,,  векторлар системи йалныз вя йалныз бу векторлар компланар 
олдугда хятти асылыдыр. 

Исбаты. Тутаг ки, cba


,, векторлар системи хятти асылыдыр:  

0


 cba  , 

бурада  ,,  ямсалларындан щеч олмаса бири сыфырдан фярглидир. Эюстяряк ки, ba


,  вя c


 
векторлары компланардырлар.  ,   вя йа   ямсалларындан щеч олмаса бири сыфра бярабяр 
олдугда щюкмцн доьрулуьу ашкардыр. Доьрудан да, мясялян, 0 олурса, онда 

0


 ba   вя теорем 3-я эюря a


 вя b


 векторлары коллинеар-дырлар. Бу ися ba


,  вя c


 
векторларынын компланар олмасы демякдир. 0,0,0    щалына бахаг.  

 Мцяййян O  нюгтясиндян aOA


  векторуну, сонра ися A  нюгтясиндян bAB


  

векторуну айыраг. OBABOA   олдуьундан, .OBba 
   Диэяр тяряфдян, 

,cba
   она эюря дя .cOB

 AO,  вя B  нюгтяляриндян   мцстявиси кечир. 

0,0,0    олдуьундан, aOA
 , bAB


  вя  cOB

  бярабярликляриндян алыныр 

ки, ba


,  вя c


 векторлары   мцстявисиня паралелдирляр вя она эюря дя компланардырлар. 

 Тярсиня, тутаг ки, cba


,, векторлары компланардырлар. Яэяр ba


оларса, онда теорем 

3-я ясасян, a


 вя b


 векторлары хятти асылыдырлар вя 02  хассясиня эюря cba


,, векторлар 

системи хятти асылыдыр. a


 вя b


 векторлары коллинеар олмадыгда ися теорем 2-йя ясасян, 

.bac
    Бурадан 01  хассясиня ясасян cba


,, вектор-лар системинин хятти асылы олмасы 

алыныр.  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

III  Мцщазиря 
 

Мцстяви цзяриндя афин координат системи. Parçanın verilən nisbətdə bölünməsi 
 
 1. Тутаг ки, V цч юлчцлц вектор фязадыр, L  ися бу фязанын векторларынын мцяййян 
бош олмайан чохлуьудур. Ашаьыдакы шяртляр юдянилдикдя L  чохлуьу V  фязасынын вектор алт 
фязасы адланыр: 
 .10  Яэяр La


 вя Lb 


 оларса, онда Lba 


. 

 .20  Яэяр La


 оларса, онда истянилян щягиги   ядяди цчцн .La


  
 L  вектор алт фязасынын базиси  хятти асылы олмайан векторларын еля низамланмыш 
системиня дейилир ки, L  вектор алт фязасынын истянилян вектору бу системин векторларынын хятти 
комбинасийасы олсун. Исбат етмяк олур ки, вектор алт фязасынын бцтцн базисляри ейни сайда 
векторлара маликдирляр. Базис векторларынын сайына вектор алт фязасынын базиси дейилир. 
Коллинеар олмайан a


вя b


 векторлары  вя ихтийари   вя   щягиги ядядляри цчцн ba


   

шяклиндя олан бцтцн векторларын  baL


,  чохлуьу ики юлчцлц вектор алт фязасыны ямяля эятирир. 

Гейд едяк ки,  baL


,   вектор  алт фязасы-нын истянилян вектору a


вя b


 векторларынын паралел 
олдуглары мцстявийя  паралелдир.  
 Тутаг ки, мцстяви цзяриндя щяр щансы O  нюгтяси вя  бу мцстявийя паралел олан 
векторларын L  вектор алт фязасынын ихтийари 21,ee


 базиси верилмишдир. O  нюгтясиндян вя 21,ee


 

базисиндян ибарят олан цчлцйя мцстяви цзяриндя  афин координат системи дейилир вя 21eeO


 вя 
йа  21,, eeO


 символу иля ишаря олунур (шяк. 9). O  нюгтяси координат башланьыъы,  1e


 вя 

2e


координат векторлары ( 1e


 биринъи координат вектору, 2e


икинъи координат вектору) 
адланыр. Коор-динат башланьыъындан кечян вя координат векторларына паралел олан 
истигамятлянмиш дцз хяттляря координат охлары дейилир. Цзяриндяки мцсбят истигамятин 1e


 

вектору иля тяйин олундуьу координат оху абсис оху адланыр вя Oxкими ишаря едилир. Диэяр 
ох-ординат оху  адланыр вя Oy  кими ишаря олунур (шяк.9). Она эюря дя  
                          y                                           y  
 
 
                                                       2M                          M  
            2e


                                    2e


  

                                                             
     O        1e


                x            O      1e


             1M       x  

                  Шякил 9                                                    Шякил 10 

21eeO


 координат системини Oxy  кими дя ишаря едирляр. 
 2. Тутаг ки, 21eeO


-афин координат системидир, M  ися мцс-тявинин  ихтийари ногтясидир 

(шяк.10). OM  вектору M нюгтясинин O  нюгтясиня нязярян радиус-вектору адланыр. OM  
векторунун 21,ee


 базисиндяки x  вя y координатларына M нюгтясинин 21eeO


 координат 



системиндяки  координатлары дейилир. x  ядяди M нюгтя-синин абсиси, y  ядяди ися ординаты  
адланыр вя   yxM ,  йазылыр. Беляликля, M нюгтясинин 21eeO


 системиндяки координатлары еля x  

вя y ядядляриня дейилир ки, 

.21 eyexOM


                                                               (1) 
Сечилмиш координат системиндя мцстявинин щяр бир M нюгтяси  yx,  координатларына малик 
олур вя яэяр  ,, 111 yxM  222 , yxM  мцхтя-лиф нюгтялярдирлярся, онда  11, yx  вя  22 , yx  ъцтляри 
цст-цстя дцш-мцрляр (йяни 21 xx   вя 21 yy   бярабярсизликляриндян щеч олмаса бири 
юдянилир). Тярсиня, ядядлярин щяр бир низамланмыш   yx,  ъцтц цчцн верилмиш координатлары 
олан нюгтяни эюстярмяк мцмкцндцр. Доьрудан да, яэяр O  нюгтясиндян 21 eyex


  

векторуну айырсаг, мцстявинин мцяййян M нюгтяси цчцн 21 eyexOM


  бярабярлийи 
юдяниляр. Ашкардыр ки,  yx,  M нюгтясинин  координатлары олар. Беляликля, яэяр мцстяви 
цзяриндя афин координат системи верилмишдирся, онда мцстявинин нюгтяляри иля щягиги 

ядядлярин  yx,  низамланмыш ъцтляри арасында, йяни мцстявинин нюгтяляри иля 2R  
чохлуьунун елементляри арасында гаршылыглы биргиймятли уйьунлуг тяйин олунур, бурада 

 RRR2 щягиги ядядляр чохлуьунун декарт квадратыдыр. 
 Тутаг ки, афин координат системиндя  11, yxA  вя  22 , yxB  нюгтяляри верилмишдир. AB  

векторунун координатларыны тяйин едяк. Айдындыр ки, .OAOBAB   OA  вя OB  векторларынын 

A  вя B  нюгтяляринин радиус-векторлары  кими  11, yxOA  вя  22 , yxOB  координатлары вардыр. 

Беляликля, AB  вектору OB  вя OA  вектор-ларынын фярг вектору олараг  

 1212 , yyxxAB                                                                (2) 
координатларына маликдир, йяни векторун щяр бир координаты векторун сонунун вя 
башланьыъынын уйьун координатларынын фяргиня бярабярдир. 
3. Тутаг ки, 1M  вя 2M  мцстявинин щяр щансы ики нюгтяси-дир,   ися 1  шяртини юдяйян 
мцяййян ядяддир.  

21 MMMM                                                               (4) 

шярти юдянилдикдя дейирляр ки, M нюгтяси 21MM  (истигамятлянмиш) парчасыны   нисбятиндя 
бюлцр.  
 (4) бярабярлийиндян мцяййян едирик ки, MM1  вя 2MM  векторлары коллинеардырлар. Бу 

ися о демякдир ки, M нюгтяси 21MM  дцз хятти цзяриндя йерляшир. 0  олдугда, йяни MM1  

вя 2MM  векторлары ейни истигамятли олдугда M нюгтяси 21MM  парчасына аид олур. 0  
шярти юдянилдикдя ися 21MM  парчасындан кянарда йерляшир. 

 Мцстяви цзяриндя 21eeO


 афин координат системини дахил едяк вя фярз едяк ки, 21MM  
парчасынын башланьыъынын вя сонунун  111 , yxM ,  222 , yxM  координатлары вардыр. 21MM  
парчасыны   нисбятиндя бюлян  yxM ,  нюгтясинин координатларыны тяйин едяк. Айдындыр ки, 

,, 2211 OMOMMMOMOMMM  она эюря дя (4) бярабярлийини беля йазмаг олар: 

 .21 OMOMOMOM    Бурадан алырыг:   01.1 21   OMOMOM  олдуьундан,  

.
1

1

1

1

1 21
21 OMOM

OMOM
OM













                                          (5) 

 ,OM 1OM вя 2OM  векторлары 1,MM  вя 2M  нюгтяляринин рабиус-векторлары 

олдугларындан, 21,ee


 базисиндя  ,, yxOM   ,, 111 yxOM  222 , yxOM  координатларына 

маликдирляр. (5) бяра-бярлийиндя векторун координатларынын  03 вя 01  хассяляриндян (§ 3)  
истифадя етсяк,  x  вя y  координатлары цчцн аларыг: 



,
1

21








xx

x .
1

21








yy

y                                                         (6) 

 Хцсуси щалда, 21MM  парчасынын орта нюгтясинин, йяни бу парчаны йарыйа бюлян 
 1  нюгтянин  

,
2

21 xx
x




2
21 yy

y


  

координатлары вардыр.  
 
 

IV Mühazirə 
Düzbucaqlı koordinat sistemi. Skalyar hasil, xassələri 

 
 1. Координат векторлары гаршылыглы перпендикулйар ващид векторлар олан координат 
системиня дцзбуъаглы декарт координат системи дейилир. Башланьыъы O  нюгтясиндя олан беля 
координат системи jiO


 вя йа  jiO


,,  кими ишаря  

олунур   бурада   ,122  ji


 0ji


 
(шяк. 1).                                               2M                     M  
 Дцзбуъаглы  координат  систе- 
миндя  yxM ,  нюгтясинин координат-       j


 

ларынын  мянасыны  изащ едяк. iix


 вя           

jjy


 олдуьундан Ox  вя Oy  коорди-    O                     1M  

нат охлары цзяриндя  уйьун олараг еля                       Шякил 1 

1M  вя 2M  нюгтяляри вардыр ки, ix


,, 21 OMjyOM 


 она эюря дя ., 21 yOMxOM   1M  вя 

2M  нюгтяляри M нюгтясинин коорди-нат охлары цзяриндя пройексийаларыдыр (шяк. 1). Беляликля, 

1M  нюгтяси Ox  охунун мцсбят йарымохунун нюгтяси олдугда ,1OMx   мянфи 
йарымохунун нюгтяси олдугда 1OMx   вя 1M  нюгтяси O нюгтяси иля цст-цстя дцшдцкдя 

.0x M нюгтясинин y ординаты да ейни щяндяси мянайа маликдир.  

 Тутаг ки, дцзбуъаглы декарт jiO


координат системиндя BA, нюгтяляринин  11, yxA , 
 22 , yxB  координатлары вардыр. Бу нюгтяляр арасындакы мясафяни, йяни ABпарчасынын 

узунлуьуну щесаблайаг. Векторун узунлуьунун тярифиня ясасян, AB  векторунун 
 1212 , yyxxAB   координатлары вардыр, она эюря дя бу векторун узунлуьу  аналожи олан 

ашаьыдакы дцстурла щесабланыр: 

    .2
12

2
12 yyxxABAB                                                (1) 

2. Тутаг ки, a


 вя b


сыфырдан фяргли векторлардыр. Ихтийари O  нюгтясиндян aOA


  вя bOB


  
векторларыны айырыб OAвя OB  шцаларына бахаг (шяк. 2, а).  a


 вя b


 векторлары арасындакы 

буъаг дедикдя  OA вя OB шцалары цст-цстя дцшмядийи щалда  бу шцалар арасындакы буъаг, 
йяни AOB буъаьы баша дцшцлцр. OA вя OB  шцалары цст-цстя дцшдцкдя ися a


 вя b


 

векторлары арасындакы буъаьын сыфра бярабяр олмасы гябул едилир. a


 вя b


 векторлары 
арасындакы буъаг  ba


,  кими ишаря олунур. Тяряфляри ейни истигамятли олан буъаглар бярабяр 

олдуьундан (шяк. 2, б), верилмиш векторлар арасындакы буъаг O  нюгтясинин сечиминдян 
асылы дейил. 
                                                                                             1A                                                               
      a


      A          

                                                         A                                    1B     
   O                       B                                                1O  



           b


                                 O  
                                                                         B  
                   а)                                                            б)  

Шякил 2 

  ba


, =
2


 олдугда сыфырдан фяргли a


 вя b


 векторларына гаршылыглы перпендикулйар 

векторлар дейилир. Бу щалда ba


  йазылыр. a


 вя b


 векторларындан щеч олмаса биринин  сыфыр 

вектор олмасы щалында  ba


, =
2


 олдуьуну гябул едирик. Бурадан айдын олур ки, сыфыр вектор 

истянилян вектора перпендикулйардыр. Беляликля,  истя-нилян a


 вя b


 векторлары цчцн  
  .,0  ba


 
 Ики векторун узунлугларынын онлар арасындакы буъаьын косинусуна щасилиня бу 
векторларын скалйар щасили дейилир. a


 вя b


 векторларынын скалйар щасили ba


  вя йа ba


 кими 

ишаря олунур. Беляликля, тярифя ясасян, 
 .,cos bababa


                                                               (2) 

 Бу дцстурдан эюрцнцр ки, йалныз вя йалныз  ba


  олдугда 0ba


. Бу нятиъя a


 вя 
b


 векторларындан щеч олмаса бири  сыфыр вектор олдугда да доьрудур. 

 (2) дцстурундан алыныр ки, .
2

aaa


  aa


 ядяди  a


векторунун скалйар квадраты адланыр 

вя 2a


 кими ишаря олунур. Беляликля, 

.2aa


                                                                   (3) 

 3. Ики векторун скалйар щасилини онлары координатларына эюря тяйин етмяйя имкан 
верян ашаьыдакы теорем доьрудур. 
 Теорем 1. Ортонормаллашдырылмыш базисдя верилмиш  321 ,, aaaa


 вя  321 ,, bbbb


 

векторларынын скалйар щасили 

332211 babababa 


                                                      (4) 
дцстуру иля ифадя олунур. 
 Исбаты. a


 вя b


 векторларындан щеч олмаса бири сыфыр вектор олдуьу щалда (4)  

бярабярлийинин доьрулуьу ашкардыр. Она эюря дя 0


a  вя 0


b  щалына бахмаг  кифайятдир.  
Яввялъя фярз едяк ки, a


 вя b


 векторлары коллинеардырлар. Щяр щансы  O  нюгтясиндян 

aOA


  вя  bOB


  векторларыны айыраг вя OAB  цчбуъаьына бахаг. Косинуслар теореминя 

эюря               cos2222 OBOAOBOAAB  , бурада  ., ba


  ,abAB


  bOBaOA


 ,  
олдуьундан  сонунъу бярабярлийи беля йаза билярик: 

.
2

1 222






  abbaba


                          (5) 

  332211 ,, abababab 


 олдуьундан,      233
2

22
2

11

2
abababab 


. Аналожи 

мцщакимяйя эюря 

,23
2
2

2
1

2
aaaa 


.23

2
2

2
1

2
bbbb 


                                                (6) 

Бу гиймятляри (5) дцстурунда йериня йазыб, мцвафиг елементар чевирмяляри 
апарсаг, (4) дцстуруну аларыг. 
 Инди ися a


 вя b


 векторларынын коллинеар олдуьуну гябул едяк. Коолинеар векторлара 

даир теоремя ясасян еля   ядяди вардыр ки, .ba


 Бу ися о демякдир ки,  

332211 ,, bababa   .                                                         (7) 



Скалйар щасилин тярифиня ясасян    .,cos bbbbbbba


   Бура-дан алыныр ки, истянилян   

ядяди цчцн: .
2

bba


 Билирик ки, ,23
2
2

2
1

2
bbbb 


она эюря дя  

        332211
2
3

2
2

2
1 bbbbbbbbbba  


. 

Сонунъу бярабярликдя  (7)  шяртляриндян истифадя етсяк, (4) дцстуруну аларыг.  
           Нятиъя 1.Ортонормаллашдырылмыш базисдя верилян  321 ,, aaaa


  вя  321 ,, bbbb


  

векторлары йалныз вя йалныз  
0332211  bababa  

олдугда гаршылыглы перпендикулйардырлар. 
           Нятиъя 2. Ортонормаллашдырылмыш базисдя верилян сыфырдан фяргли   321 ,, aaaa


  вя 

 321 ,, bbbb


 векторлары арасында галан буъаьын косинусу 

 
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211,cos
bbbaaa

bababa
ba







                                                   (8) 

дцстуру иля щесабланыр. 

            Доьрудан да, (2) дцстуруна эюря   .,cos
ba

ba
ba 


  Бу бярабярликдя aba


,  вя 

b


нин  (4) вя (5) дцстурларындан олан гий-мятлярини йериня йазсаг,  (8)  дцстуруну аларыг.  

 4. Ашаьыдакы теорем векторларын скалйар щасили ямялинин ясас хассялярини ифадя едир.  
 Теорем 2. Ихтийари  вя   ядядляри вя ихтийари ba


, вя c


 векторлары цяцн ашаьыдакы 

бярабярликляр доьрудур: 

 ..10 abba


  

    baba


 .20  вя    .baba


   

   ..30 cbcacba


  

Исбаты. Ортонормаллашдырылмыш kji


,,  базисини сечяк вя верилмиш векторларын 

     321321321 ,,,,,,,, ccccbbbbaaaa


 коорди-натларыны  дахил едяк. Бярабярликлярдян бирини, 

мясялян 03 бярабярлийини исбат едяк, галанлары  ейни гайда иля исбат олунур.  
  32211 ,, babababa 


 олдуьундан,    (4) дустуруна ясасян,                  

          2211222222111 cacacbacbacbacba


  

   .33221133 cbcacbcbcbca


   

 Нятиъя 3. Ихтийари cba


,, вя c

векторлары цчцн  

   dbdacbcadcba


  
 бярабярлийи доьрудур. 
 

В  Мцщазиря 
 

Мцстявинин орийентасийасы 
  
 1. Тутаг ки, L мцстявийя паралел олан векторларын  ики юлчцлц вектор алт фязасыдыр. 
Бу вектор алт фязасынын щяр щансы ики  21,aaA


  вя  21,bbB


  базисляриня бахаг. B  

базисинин вектор-ларыны Aбазисинин векторлары цзря айыраг: 
,2211111 acacb


 .2221122 acacb


                                              (1) 



1b


 вя 2b


 векторларынын координатларындан дцзялян 








2221

1211

cc

cc
 матрисиня A  базисиндян B  

базисиня кечид матриси, онун детерми-нантына, йяни 12212211 cccc   ядядиня ися A  
базисиндян B  базисиня кечид матрисинин детерминанты дейилир вя беля ишаря олунур: 

   .
2221

1211
2121 cc

cc
bbaaBA 


                                                          (2) 

1b


, 2b


 векторлары  хятти асылы олмадыьындан, .0BA  

 Бир базисдян диэяриня кечид матрисляринин детерминантлары-нын бязи хассялярини гейд 
едяк. 
 .10 Истянилян  21, aaA


  базиси цчцн: .1AA  

 Доьрудан да, ,10,01 212211 aaaaaa

  она эюря дя .1

10

01
AA  

 .20  Ихтийари цч  21,aaA


 ,  21,bbB


  вя  21,ccC


  ба-зисляри цчцн  

   .CACBBA                                      (3) 

бярабярлийи доьрудур.  
Хассянин доьрулуьуну ясасландырмаг цчцн фярз едяк ки, 

,2211111 bdbdc


 .2221122 bdbdc


  Бу бярабярликлярин саь тяряфляриндя  (1) айрылышларыны нязяря 
алаг: 

   ,22211221221111111 acacdacacdc


  
   .22211222221111122 acacdacacdc


  

 Бурадан A  базисиндян C  базисиня кечид матрисинин детерминантыны детерминантыны 
тяйин едирик: 

.
2222211222212111

1222111212211111

cdcdcdcd

cdcdcdcd
BA




  

2221

1211

dd

dd
CB   олдуьундан, (2)  дцстуруну нязяря алараг, мцвафиг щесабламалар 

апармагла  (3) бярабярлийинин доьрулуьуну мцяййян едирик.  
 Яэяр (3) бярабярлийиндя AC   гябул едиб  02  хассясиндян истифадя етсяк, 03  
хассясини аларыг. 
 .30     .1ABBA  

 2. L  алт фязасынын бцтцн базисляри чохлуьуну Б иля ишаря едяк. 0BA  олдугда 

дейяъяйик ки, BA, Б  базисляри   мцнасибятиндядирляр (ейни орийентасийайа маликдирляр). 
Бу щалда BA  йазылышындан истифадя едяъяйик. Исбат едяк ки, L  алт фязасынын бцтцн 
базисляринин Б чохлуьунда   мцнасибяти еквивалентлик мцнасибятидир.  
 1) Истянилян A  базиси цчцн: .AA Бу нятиъя 01  хассясиндян алыныр.  
 2) Яэяр BA  оларса, онда .AB Доьрудан да, BA  .0 BA Лакин 03  

хассясиндян алыныр ки, 0
1


BA

AB , она эюря дя .AB  

 3) Яэяр BA  вя CB  оларса, онда .CA Доьрудан да, 
BA .0,0  CBCBBA 02  хассясиня  ясасян, CA     ,0 CBBA  йяни .CA  

 Исбат едяк ки, Б /  фактор-чохлуьу йалныз ики елементдян ибарятдир. Бундан ютрц 

 21,aaA


  вя  12 ,aaB


  базисляриня бахаг. 1
01

10
BA  олдуьундан, AK  вя BK  

еквивалентлик синифляри цст-цстя дцшмцрляр. Йохламаг олур ки, ихтийари  21,ccC


  базиси йа 



AK  синфиня, йа да BK  синфиня дахилдир. Доьрудан да, 02  хассясиня эюря   .CBBACA   

Лакин ,1BA  она эюря дя .CBCA   Бурадан алыныр ки, йа ,0CA  йа да .0CB Биринъи 

щалда ,AKC икинъи щалда ися BKC  олур. 
 Б /   фактор-чохлуьунун елементляриндян щяр бириня L  вектор алт фязасынын 
орийентасийасы  дейилир. Бу орийентасийалардан бирини сечяк вя ону мцсбят орийентасийа   
( диэярини ися-мянфи орийентасийа) адландыраг. Мцсбят орийентасийанын сечилдийи L  вектор 
алт фязасына орийентасийа олунмуш алт фяза дейилир. Мцсбят орийентасийалы базисляр  саь 
базисляр, мянфи орийентасийалы базисляр ися сол базисляр адланыр.  
 Векторларынын алт фязасы орийентасийа олунмуш мцстявийя орийентасийа олунмуш 
мцстяви дейилир. 21,ee


 базиси саь базис олдугда  21eeO


 координат  системи 

 саь,  сол  базис   олдугда   ися   сол                                                       1e


       
координат системи адланыр. Шякил 12- 
дя 21eeO


- саь   координат   системи,                                                        O      1e


      

  21 eeO


сол  координат   системи-                                                    2e


  
дир.  Цмумиййятля,  координат  сис- 
темляринин тясвири заманы саь коор-                                                                    Шякил 1     
динат системиня  еля  координат  системи аид едилир ки, онун Ox  вя Oy охлары саь ялин ачылмыш 
овуъуна бахдыгда баш вя шящадят бармаглары кими йерляшмиш олсунлар. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ВЫ  Мцщазиря 
 

Müstəvi üzərində afin və düzbucaqlı koordinat sistemlərinin чевrilməsi. 
Müstəvi üzərində pолйар координат sistemi 

 
 1. Орийентасийа олунмуш мцстяви цзяриндя векторлар ара-сында галан 
истигамятлянмиш буъаг анлайышыны дахил едяк. Тутаг ки, a


  вя b


мцяййян низамла 

верилмиш сыфырдан фяргли векторлардыр: a


биринъи вектордур, b


 ися икинъи вектордур. a


вя b


 
векторларынын коллинеар олмадыьы щалда a


 вектору иля b


 вектору ара-сында галан 

истигамятлянмиш (орийентасийа олунмуш) буъаг олараг, ba


,  базиси саь базис олдугда  

 ba


,  кямиййяти, ba


,  базиси сол  базис олдугда ися   ba


,  кямиййяти эютцрцлцр. a


 вя b


 
вектор-ларынын истигамятляри ейни олдугда онлар арасында галан истигамят-лянмиш буъаьын  
0 а, якс олдугда ися  йя бярабяр олмасы гябул едилир. a


 вя b


векторлары арасында 

галан истигамятлянмиш буъаг 






 

ba


,  кими ишаря олунур. Беляликля, сыфырдан фяргли истянилян a


 

вя b


векторлары цчцн  






 

ba


,  .  

 






 

ba


, =- 






 

ab


,  олдуьундан, коолинеар олмайан a


 вя b


 векторлары цчцн 

sin 






 

ba


, =- sin 






 

ab


, , cos 






 

ba


, = cos 






 

ab


, . 



Эюстярмяк олур ки, смыфырдан фяргли истянилян ba


, вя c

 векторлары цчцн  

                                               sin(( 






 

ba


, + 






 

cb


, ))= sin ,, 





 

ca
  

                                              cos(( 






 

ba


, + 






 

cb


, ))= cos ., 





 

ca
                                                 

(2) 
 Ашаьыдакы терем доьрудур: 
 Теорем 1 . Ортонормаллашмыш саь ji


,  базисиндя сыфырдан фяргли истянилян 

a


векторунун  21,aa координатлары  






















aiaaaiaa


,sin,,cos 21                                                      (3) 

дцстурлары иля щесабланыр. 
 Исбаты. Векторун координатларынын тярифиня эюря .21 jaiaa


  Бу бярабярлийи 

i


векторуна скалйар вурмагла аларыг: ,,cos1 











aiaiaia


 вя йа  .,cos1 











aiaa


Аналожи 

гайда иля яввялки бярабярлийи j


 векторуна скалйар вурмагла йаза билярик: 

,,cos2 











ajajaja


 вя йа  .,cos2 











ajaa


 

 (2) дцстуруна ясасян, cos 
































 

aiijaj


,,cos,  = ,,sin
2

,cos 



























aiai
  она  

эюря дя  .,sin2 











aiaa


 

 Нятиъя. Ортонормаллашмыш ji


,  базисиндя ващид 0a


 вектору-нун 
























 

00 ,sin,,cos aiai
  координатлары вардыр. 

 2. Мцстяви цзяриндя ики 21eeO


 вя 21eeO    афин координат сис-темлярини нязярдян 
кечиряк. Биринъи системи кющня, икинъи системи ися йени координат системи адландыраг. Тутаг 
ки, M мцстявинин ихтийари нюгтясидир вя бу нюгтянин  кющня 
системдя yx,  координатлары, йени  систем-                                1e 


                                

дя ися yx ,  координатлары вардыр (шяк.1).               2e
   

Координатларын чевирмяси иля  баьлы  мяся-                                O  
лянин  мащиййяти  йени  координат  башлан- 
ьыъынын  вя  йени  координат  векторларынын          2e


 

кющня систем дяки  
       ,,,, 2212221111 ccecce  

  00 , yxO        (4)                          1e


       
координатларына   ясасян   M   нюгтясинин 
кющня   системдяки  yx,   координатларыны                               M  
щямин   нюгтянин   йени  системдяки  yx ,                       Шякил 1    
координатлары иля ифадя етмякдян ибарятдир.                                    
 Векторларын вя нюгтялярин координатларынын тярифиня ясасян, (4)-дян аларыг: 

,2211111 ecece


 ,2221122 ecece


 .2010 eyexOO


                                   (5) 

Цчбуъаг гайдасына эюря, .MOOOOM   Бурадан айдын олур ки, 

 OOeyex 21


,21 eyex 


 вя йа (5) бярабярликляриня ясасян: 

 21 eyex
     .22221112112010 eycxceycxceyex

   



1e


вя 2e


 векторлары коллинеар олмадыгларына эюря бу бярабярликдян ашаьыдакы дцстурлар 
алыныр:  

.

,

02221

01211

yycxcy

xycxcx




                                                             (6) 

(6) дцстурлары афин координат системинин чевирмя дцстурлары адланыр. Гейд едяк ки, 

бу дцстурлардакы ямсаллардан дцзялян 








2221

1211

cc

cc
 матриси 21,ee


 базисиндян 21,ee  

 базисиня 

кечид матрисидир. 1e


вя 2e


 векторлары коллинеар олмадыьындан, ,0
2221

1211 
cc

cc
она эюря дя (6) 

системи yx ,  координатларына эюря щялл олуна билян системдир. Бу ися M  нюгтясинин йени 

21eeO    системиндяки координатларыны щямин нюгтянин кющня 21eeO


 системиндяки координатлары 
иля ифадя етмяйя имкан верир. 

Афин координат системинин чевирмясинин ики хцсуси щалына бахаг. 
А. Башланьысын кючцрцлмяси. Бу щалда 21eeO


 вя 21eeO    координат системляри ейни 

координат векторларына вя мцхтялиф башланьыълара малик олурлар. 2211 , eeee 


 олдуьундан 

21,ee


 базисиндян 21,ee  
 базисиня кечид матриси 








10

01
 шяклиндя олур, она эюря дя  (6) 

чевирмя дцстурлары беля йазылыр: 
., 00 yyyxxx                               (7) 

 Б. Координат векторларынын явяз едилмяси. Бу щалда 21eeO


 вя 21eeO    координат 
системляринин ортаг башланьыъы вардыр вя координат векторлары иля фярглянирляр. O  вя O  
нюгтяляри цст-цстя дцшдцкляриндян, 0,0 00  yx  олур. Нятиъядя  (6) чевирмя дцстурлары бу 
шякилдя йазылыр: 

., 22211211 ycxcyycxcx                         (8) 
 3. Индии ися дцзбуъаглы декарт координат системляринин чевирмясиня бахаг. 
Дцзбуъаглы декарт координат системи афин координат системинин хцсуси щалы олдуьундан, бир 
дцзбуъаглы координат системиндян диэяриня кечид заманы да (6) дцстурларындан истифадя 
едя билярик, лакин бу щалда кечид матрисинин ijc  елементляринин цзяриня ялавя 

мящдудиййятляр гойулур. Кющня jiO


 координат системинин саь орийентасийайа малик 
олдуьуну фярз едяк вя ики щала бахаг. 
 А. jiO


 вя jiO 


 координат системляринин орийентасийалары ейнидир, йяни щяр ики систем 

саь орийентасийайа маликдир. Тутаг ки, ., 











ii


  Теорем 1-ин нятиъясиня эюря i 


 вя j 


 

векторларынын 

  




























jijiji

,sin,,cos,sin,cos                                                 (9) 

координатлары вардыр. Лакин  

;sin
2

cos,,cos,cos  





 






































jiiiji


 

.cos
2

sin,,sin,sin  





 






































jiiiji


 

 Беляликля, (6) дцстурлары ашаьыдакы кими йазылыр: 

,cossin

,sincos

0

0

yyxy

xyxx







                                                       (10) 

бурада 



.1
cossin

sincos






 

 Щяр ики координат системинин ортаг O  башланьыъына малик олдуьу щала бахаг. Бу 
щалда дейирляр ки,  

jiO 


 координат  системи  jiO


 координат                 j


            i

    

системиндян O  нюгтяси   ятрафында    бу-         j

                

ъаьы  гядяр   дюнмя  нятиъясиндя  алынмыш-                               
дыр (шяк.2). Oвя O   нюгтяляри  цст-цстя                 O                     i


 

дцшдцкляриндян, 0,0 00  yx .  Она эю-                   шякил 2              
ря  дя (10)  дцстурлары беля йазылыр: 

.cossin

,sincos




yxy

yxx




                                                           (11) 

 Б. jiO


 вя jiO 


 якс орийентасийа олунмуш координат системляридир: jiO


 саь, jiO 


 

ися сол  координат системидир. Бу щалда да  i 


 вя j 


 векторларынын (9) координатлары вардыр, 

лакин бурада ,
2

,














ji


она эюря дя  

;sin
2

cos,,cos,cos  





 






































jiiiji


 

.cos
2

sin,,sin,sin  





 






































jiiiji


 

Нятиъядя (6) дцстурлары беля йазылыр: 

,cossin

,sincos

0

0

yyxy

xyxx







                                                         (12) 

бурада  
 

.1
cossin

sincos


 


 

 4. Мцстяви цзяриндя афин координат системиндян (вя онун хцсуси щалы олан 
дцзбуъаглы декарт координат системиндян) башга, полйар координат системиндян дя 
истифадя олунур. Орийентасийа олунмуш мцстяви цзяриндя O  нюгтясинин вя ващид 
i


векторунун верилдийини фярз едяк. O  нюгтясиндян вя                                    
 i


 векторундан  ибарят олан  ъцт полйар                              Q  
координат  системи адланыр  вя  беля ишаря                        M  
олунур: iO


вя йа  ., iO


 O  нюгтясиндян                         

i


векторуна паралел кечян вя мцсбят ис-                                
тигамяти бу векторла  тяйин  олунан OP  
охуна бахаг. O  нюгтясиня полйус, OP           O      i


                  P    

охуна ися полйара дейилир (шяк. 15).                             Шякил 15 
 Тутаг ки, M мцстявинин ихтийари нюгтясидир. O  нюгтясиндян M  нюгтясиня гядяр 

олан мясафяни   иля,  OMi 


 истигамятлянмиш буъаьыны ися   иля ишаря едяк, йяни 

  ,OM  OMi 


. M нюгтяси O  нюгтяси иля цст-цстя дцшдцкдя 0 олур,   буъаьы ися 

тяйин олунмур.   вя   ядядляри мцстяви цзяриндя M  нюгтясинин вязиййятини биргиймятли 

тяйин едирляр. Бу ядядляря M  нюгтясинин iO


 полйар координат системиндя полйар 
координатлары дейилир.   ядяди M нюгтясинин биринъи полйар координаты, вя йа полйар радиусу, 



  ядяди ися бу нюгтянин икинъи полйар координаты, вя йа полйар буъаьы адланыр. 
M нюгтясинин полйар координатлары  ,  олдугда беля йазылыр:  .,M  
 Гейд едяк ки,   полйар радиусу ихтийари нюгтя цчцн мянфи олмайан ядяддир вя 
 ,0  аралыьында дяйишир.   полйар буъаьы ися    шяртини юдяйир.  

 5. Щяр бир iO


полйар координат системиня мцсбят орийентасийа олунмуш jiO


 
дцзбуъаглы декарт координат системини гош-маг мцмкцндцр, бурада башланьыъ O  
нюгтясидир, биринъи координат вектору i


                                      M  

векторудур вя 2
,










 

ji


 (шяк. 16).            j


 

 Тутаг ки,   вя  -O  нюгтясин- 
дян фяргли олан  M нюгтясинин    полйар  
координатларыдыр, yx,   ися онун гошул-        O             i


            P       

муш  дцзбуъаглы  координат системиндя                      Шякил 16 
дцзбуъаглы координатларыдыр. Онда jyixOM


  вя  .OMi 


  Теорем 1-я эюря  

.sin,cos   yx                                                            (13) 
 M нюгтясинин   вя   полйар координатларыны биляряк, (13) дцстурларына ясасян бу 
нюгтянин дцзбуъаглы декарт  координат-ларыны тяйин етмяк олар. (13) дцстурларындан алырыг: 

222  yx  вя она эюря дя  

.22 yx                                                                  (14) 

O  полйусундан фяргли олан  M нюгтяси цчцн (13) вя (14) дцстурла-рындан мцяййян едирик: 

.sin,cos
2222 yx

y

yx

x





                                                 (15) 

Координат башланьыъындан фяргли олан  M нюгтясинин   yx,  дцзбуъаглы декарт 
координатларыны билмякля  (14) вя (15) дцстурларына ясасян бу нюгтянин   вя   полйар 
координатларыны тяйин етмяк олур.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ВЫЫ  Мцщазиря 
 

Мцстяви цзяриндя  дцз хяттin verilmə üsulları.. Дцз хяттинцмуми тянлийи, onun 
araşdırılması 

  
 
 1. Верилмиш дцз хяття паралел олан истянилян вектор онун йюнялдиъи, йахуд 
истигамятвериъи вектору адланыр. Дцз хяттин вязиййяти  бу дцз хяттин йюнялдиъи векторунун 
вя мцяййян нюгтяси-нин, йахуд ики нюгтясинин верилмяси иля  биргиймятли тяйин олунур. 
 Тутаг ки, мцстяви цзяриндя 21eeO


 афин координат системи сечилмишдир вя бу системдя 

d  дцз хяттинин мцяййян  000 , yxM  нюгтясинин   вя   йюнялдиъи   21aaa


                                           
d  



векторунун координатлары мялум-                  a


              
дур  (шяк. 1). d  дцз хяттинин тянли-                                    yxM ,  
йини  йазаг. Ашкардыр  ки,   yxM ,  

нюгтяси йалныз вя йалныз  MM 0  вя          0M     
a


 векторлары коллинеар  олдугда d                  2e


 

дцз хяттиня аид олар.  MM 0  векто-             O                       1e


 
ру   21eeO


  координат   системиндя                                           

 00 , yyxx   координатлары олду-                          Шякил 1 

ьундан, MM 0  вя a


 векторларынын коллинеарлыг шяртини беля йаза билярик: 

.0
20

10 




ayy

axx
                                                              (1) 

 M нюгтяси d дцз хятти цзяриндя йерляшдикдя онун координатлары  (1) тянлийини 
юдяйирляр вя бу нюгтя d дцз хятти цзяриндя йерляшмядикдя ися онун координатлары (1) 
тянлийини юдямирляр, она эюря дя (1) тянлийи d дцз хяттинин тянлийидир. (1) тянлийини бу шякилдя 
дя йазмаг олар: 

    .00102  yyaxxa                             (2) 
 2. Ики нюгтяси иля верилян дцз хяттин тянлийини чыхараг. Тутаг ки, 21eeO


афин координат  

системиндя d                      d  
 дцз хяттинин  111 , yxM  вя  222 , yxM                         1M    
нюгтяляринин координатлары мялумдур 
(шяк. 2). Онда 21MM вектору d дцз 
хяттинин йюнялдиъи векторудур. Бу век-        2e


    

тор 21eeO


  афин  координат  системиндя                                     2M  
 1212 , yyxx   координатларына ма-    O               1e


        

ликдир. Она эюря дя (1) дцстуруна яса- 
сян d дцз  хяттинин  тянлийи  ашаьыдакы                         Шякил 2 
кими йазылар: 

.0
121

121 


yyyy

xxxx
                                                              (3) 

012  xx  вя 012  yy  олдугда (3) тянлийини бу шякилдя дя йазмаг олар: 

.
12

1

12

0

yy

yy

xx

xx








                                                                 (4) 

 3. Тутаг ки, мцстяви цзяриндя 21eeO


 афин координат системи сечилмиш вя  ординат 
охуну кясян d дцз хятти верилмишдир. Яэяр  21,aaa


- d дцз хяттинин йюнялдиъи векторудурса, 

онда a


 вя 2e


 коллинеар олмайан векторлардыр, она эюря дя .01 a
1

2

a

a
k   ядяди d дцз 

хяттинин буъаг ямсалы адланыр. Эюстяряк ки, буъаг ямсалы дцз хяттин йюнялдиъи векторунун 
сечиминдян асылы дейил. Дюьрудан да, яэяр  21,bbb


 d дцз хяттинин диэяр йюнялдиъи 

векторудурса, онда ba


 вя она эюря дя a


вя b


 векторларынын координатлары 

мцтянасибдирляр: ,11 ba   .22 ba  Бурадан 0,0 11  ba  шяртляриня яса-сян  аларыг: 

.
1

2

1

2

1

2

b

b

b

b

a

a





 

 d  дцз хятти jiO


 дцзбуъаглы координат системиндя верил-дикдя k  буъаг ямсалы 
даща садя щяндяси мянайа малик олур. Доьрудан да,  тутаг  ки,  21,aaa


 

бу дцз хяттин йюнялдиъи векторудур. 



Онда  § 6-дакы  теорем  1-я  ясасян                                           
         ,sin,cos 21  aaaa


                                        a


                            

бурада  ai
  (шяк. 3). Она эю- 

ря дя                                                            j


                           

.
cos

sin





tg
a

a
k  



 Беляликля,  k ядя-    O       i


                  

ди   ai
  истигамятлянмиш буъа-                      Шякил 3       

ьыны тяйин етмяйя имкан верир.  
 Тутаг ки,  k - 21eeO


 афин координат системиндя верилмиш d дцз хяттинин буъаг 

ямсалыдыр. Ашкардыр ки, координатлары 
1

2

p

p
k   бярабярлийини юдяйян истянилян сыфырдан фяргли 

 21, ppp


 вектору d дцз хяттинин йюнялдиъи векторудур. Она эюря дя k  ядяди мялум 
олдугда d дцз хяттинин истигамятини вя бу дцз хяттин щяр щансы 0M  нюгтяси верилдикдя ися 
онун вязиййятини тяйин етмяк мцмкцндцр.  
 21eeO


 афин координат системиндя  000 , yxM  нюгтяси вя k буъаг ямсалы иля верилян 

дцз хяттин тянлийини йазаг. Тутаг ки,  21,aaa


дцз хяттин йюнялдиъи векторудур. (2) 
дцстуруна ясасян дцз хяттин тянлийи      00102  yyaxxa  шяклиндядир. Бурадан 1a  
ядядиня бюлмякля аларыг: 

 .00 xxkyy                                                                     (5) 
Яэяр  000 , yxM  нюгтяси олараг d дцз хяттинин ординат оху иля  bB ,0  кясишмя нюгтясини 
эютцрсяк, онда (5) тянлийи беля йазылыр: 

.bkxy                                                                            (6) 
(6) тянлийи дцз хяттин буъаг ямсаллы тянлийи  адланыр. Гейд едяк ки, ординат охуну кясян 
истянилян дцз хяттин тянлийини (6) шяклиндя йазмаг олар.  
 4.  Мцстяви цзяриндя щяр щансы 21eeO


 афин координат системини сечяк .  Тутаг ки, d -  

йюнялдиъи вектору  21,aaa


 век-тору олан вя  000 , yxM  нюгтясиндян  кечян дцз хяттдир. 

 yxM ,  нюгтяси йалныз вя йалныз aMM


0   олдугда, йяни  мцяййян t  ядяди цчцн atMM


0  

бярабярлийи юдянилдикдя d  дцз хяттиня аид олур. Бу мцнасибяти координатларла 

2010 , tayytaxx   вя йа 

.

,

20

10

tayy

taxx




                                                                      (7) 

шяклиндя йаза билярик. Бу бярабярликляр дцз хяттин параметрик тянликляри, t  ися онун 
параметри адланыр. (7)  параметрик тянликля-ринин  мащиййяти ашаьыдакылардан ибарятдир: 
истянилян t  ядяди цчцн yx,  координатлары (7) шяртлярини юдяйян  нюгтя d  дцз хяттинин 
цзяриндя йерляшир. Тярсиня, яэяр  yx, d  дцз хяттинин нюгтясидир-ся, онда  (7) 
бярабярликлярини юдяйян t  ядяди вардыр.  
 5. Йухарыдакы мцщакимяляр эюстярир ки (бах (2) тянлийи), истянилян дцз хяттин афин 
координат системиндя тянлийи бир дяряъяли тянликдир, йяни  

0 CByAx                                                                  (9) 
шяклиндя йазыла биляр, бурада A  вя B  ейни вахтда сыфра бярабяр олмайан ядядлярдир.  

Тярс щюкмцн доьрулуьуну исбат едяк.  
 Теорем 1. Афин координат системиндя  (9)  бир дяряъяли тянлийи иля верилян хятт дцз 
хяттдир.  AB,  вектору бу дцз хяттин йюнялдиъи векторудур.  
 Исбаты. Тутаг ки,  (9) тянлийи иля верилян дцз хяттдир,  000 , yxM  ися онун мцяййян 
нюгтясидир. Бу о демякдир ки,  000 , yxM  нюгтясинин координатлары (9) тянлийини юдяйирляр: 

.000  CByAx                                                           (10) 



C  ямсалыны (10) бярабярлийиндян тяйин едиб, (9) тянлийиндя йериня йазмагла,   хяттинин 
000  ByAxByAx  вя йа   0xxA     00  yyB  шяклиндя тянлийини алырыг. Бу тянлик  

(2) шяклиндя олан тянликдяр, она эюря дя  000 , yxM  кечян вя йюнялдиъи вектору  ABa ,


 
олан дцз хятти тяйин едир.  
 Беляликля афин координат системиндя истянилян бир дяряъяли (9)  тянлийи дцз хятт тяйин 
едир. (9) тянлийиня дцз хяттин цмуми тянлийи  дейилир. Дцз хяттин цмуми тянлийинин хцсуси 
щалларыны гейд едяк. 
 1) 0C олдугда  0,0O  нюгтясинин координатлары (9) тянлийини юдяйирляр, она эюря дя 
дцз хятт координат башланьыъындан кечир. Тярсиня, дцз хятт координат башланьыъындан 
кечдийи щалда 0C олур. Беляликля, (9) дцз хятти йалныз вя йалныз 0C  олдугда координат 
башланьыъындан кечир. Бу щалда дцз хяттин тянлийи 0 ByAx  шяклиндя олур.  
 2) 0A  олдугда дцз хяттин йюнялдиъи  0,Ba 


 вектору 1e


 координат векторуна 

коллинеар олур, бу ися 1e


 векторунун дцз хяття паралел олмасы демякдир. Тярсиня, яэяр 

1ea


 оларса, онда .00
01




A
AB

Беляликля, 1e


 вектору йалныз вя йалныз 0A  олдугда 

(9) дцз хяттиня паралел олур. Бу щалда дцз хяттин тянлийи 0 CBy  вя йа by   шяклиндя 

олур, бурада .
B

C
b   

 0,0  BA  олдугда, (9) дцз хятти координат башланьыъын-дан кечмир вя она эюря 
дя Ox  охуна паралел олур; 0 CA  олдугда ися дцз хятт Ox  охуна паралел олур  вя 
тянлийи 0y  шяклиндя йазылыр. 
 3) Аналожи олараг 2e


 вектору йалныз вя йалныз 0B  олдугда (9) тянлийиня паралел 

олур. 0,0  CB  олдугда дцз хятт Oy охуна паралелдир вя 0CB  олдугда ися Oy  оху иля 
цст-цстя дцшцр вя тянлийи 0x  шяклиндя йазылыр. 
 6. Мцстяви цзяриндя 21eeO


 афин координат системини дахил едяк вя бу системдя (9) 

тянлийи иля верилян d  дцз хяттиня бахаг. d  дцз хятти мцстявинин  щяин дцз хяття аид 
олмайан нюгтяляр чохлуьуну ики йарыммцстявийя айырыр. Бу йарыммцстявиляри тяйин едян 
шяртляри мцяййянляшдиряк. d  дцз хятти цзяриндя мцяййян   000 , yxM  нюгтясини гейд 

едяряк   BAa ,


 вя  ABb ,


 векторларына   бахаг   (шяк. 4).    d  

022 


BA
AB

BA
   олдуьун-            M                0M  

дан,  бу векторлар саь базис  тя-          BAa ,


                ABb ,


 

йин  едирляр. b


 вектору  d   дцз                      1M                2M  
хяттиня  паралел  олдуьундан  a


                                           

вектору бу дцз хяття паралел де- 
йил.  a


  вя  b


  векторларыны  0M       2e


 

нюгтясиндян айыраг: aMM


10     O     1e


                       

вя  bMM


20 . Сярщядди d дцз 
хятти   олан   вя   1M   нюгтясини                            Шякил 4 
юзцндя сахлайан  йарыммцстявини    иля ишаря едяк (шяк. 22). Ашкардыр ки,  yxM ,  нюгтяси 

йалныз вя йалныз ba


,  вя bMM


,0  базисляринин орийентасийалары ейни олдугда, йяни  bMM


,0  
базиси саь орийентасийайа малик олдугда   йарыммцстявиси цзяриндя йерляшир.  Диэяр 

тяряфдян,  000 , yyxxMM   вя  ABb ,


  олду-ьундан   bMM


,0  базиси йалныз вя йалныз 

0
0

0 



Ayy

Bxx
  вя йа   000  ByAxByAx   бярабярсизлийи юдянилдикдя саь 



орийентасийайа   малик олур. dM 0  олдуьундан, 000  CByAx   вя йа  .00 ByAxC   
Она эюря дя йухарыдакы бярабярсизлик бу шякилдя йазылыр: 

.0 CByAx                                                                 (11) 
 (11) -   йарыммцстявисини тяйин едян бярабярсизликдир. Сяр-щядди d  дцз хятти олан 
диэяр   йарыммцстявиси  ися  

0 CByAx                                                                  (12) 
бярабярсизлийи иля тяйин олунур. 
 Белякля, ашаьыдакы теорем доьрудур. 
 Теорем 2. Яэяр афин координат системиндя d дцз хятти  (9) тянлийи иля верилмишдирся, 
онда сярщядди d дцз хятти олан йарыммцстявиляр  (11) вя (12)  бярабярсизликляри иля тяйин 
олунурлар. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ВЫЫЫ  Мцщазиря 
 

Müstəvi üzərində iки дцз хяттин гаршылыглы вязиййяти. Нюгтядян дцз хяття гядяр олан 
мясафя.  

Ики дцз хятт арасында  галан буъаг 
 

 1. Щансы шяртляр дахилиндя  



,0111  CyBxA                                                              (1) 
        0222  CyBxA                                                                (2) 

тянликляринин ейни бир дцз хятти тяйин етдийини айдынлашдыраг. Ашаьыдакы теорем доьрудур. 
 Теорем 1. (1) вя (2) тянликляринин афин координат системиндя ейни бир дцз хятти тяйин 
етмяси цчцн зярури вя кафи шярт бу тянликлярдяки ямсалларын мцтянасиб олмасыдыр. 
 Исбаты. Тутаг ки, (1) вя  (2) тянликляри 21eeO


афин координат системиндя  ейни бир d дцз 

хяттини тяйин едирляр. § 7-дяки теорем 1-я ясасян   111 ,ABa 


 вя  222 ,ABa 


 векторлары  
d дцз хяттинин йюнялдиъи векторларыдыр, она эюря дя коллинеардырлар. Бу ися  о демякдир ки, 
 111 , ABa 


 вя  222 , ABa 


 векторларынын  координатлары мцтянасибдир:  

  ,, 1212 AABB    вя йа  ., 1212 BBAA    
 Тутаг ки,   dyxM 000 ,  дцз хяттинин нюгтясидир. Онда  

,010101  CyBxA  .020202  CyBxA  
Бурадан 1212 , BBAA    шяртляри дахилиндя алырыг: 

  .101012 CyBxAC    
Беляликля, 

.,, 121212 CCBBAA                                                              (3) 
 Тярсиня, тутаг ки, (1) вя (2) тянликляриндя ямсаллар (3) бяра-бярликлярини юдяйирляр. 
Ашкардыр ки, 2A  вя 2B  ямсаллары  ейни вахтда сыфра бярабяр олмадыьындан, бу щалда  .0  
Она эюря дя (2) тянлийини  

0111  CyBxA                                  (4) 
шяклиндя йазмаг олар. Яэяр нюгтянин  yx,  координатлары (1) тян-лийини юдяйирлярся, онда 
бу координатлар (4) тянлийини дя юдяйирляр. Бу ися о демякдир ки, (1) вя (4)  тянликляри  иля  
ейни  бир  дцз  хятт  тяйин олунур.  
 Мцяййян 21eeO


 афин координат системиндя (1) вя (2) тянликляри иля верилмиш 1d  вя 2d  

дцз хяттляринин гаршылыглы вязиййяти иля баьлы мясяляйя бахаг. Гейд етдийимиз кими, 
 111 , ABa 


 вектору  1d  дцз хяттиня,  222 , ABa 


 вектору ися 2d  дцз хяттиня паралелдир. Ики 

мцмкцндцр. 
 1) 1a


 вя 2a


 коллинеар олмайан векторлардыр. Бу щалда 1d  вя 2d  дцз хяттляри 

кясиширляр. Тярсиня, яэяр 1d  вя 2d  дцз хяттляри кясиширлярся, онда 1a


 вя 2a


  коллинеар 

олмайан векторлардыр. 1a


 вя 2a


 векторларынын коллинеар олмамасы шярти 0
21

21 

AA

BB
, вя йа 

0
22

11 
BA

BA
 шяклиндя йазмаг олар. Бу дцз хяттлярин кясишмя нюгтясинин координатларыны 

тяйин етмяк цчцн (1) , (2) тянликляр системини щялл етмяк лазымдыр.  
 2) 1a


 вя 2a


 векторлары коллинеардырлар. Бу щалда  верилмиш дцз хяттляр  паралел олур (бу 

дцз хяттлярин цст-цстя дцшмямяси фярз едилир). Тярсиня, яэяр 1d  вя 2d  дцз хяттляри 
паралелдирлярся, онда 1a


 вя 2a


 коллинеар векторлардыр. 1a


 вя 2a


 векторларынын коллинеарлыг 

шярти  беля йазылыр: 

0
21

21 

AA

BB
, вя йа .0

22

11 
BA

BA
 

 Беляликля, (1) вя (2) тянликляри иля верилмиш 1d  вя 2d  дцз хяттляринин гаршылыглы вязиййяти 
иля баьлы ашаьыдакы нятиъяни гейд едя билярик: 
 а)  1d  вя 2d  дцз хяттляри йалныз вя йалныз (1) вя (2) тянликля-риндя x  вя y  
дяйишянляринин ямсаллары мцтянасиб олдугда  кясиширляр (шяк. 1, а). 



 б) 1d  вя 2d  дцз хяттляри йалныз вя йалныз (1) вя (2) тянликля-ринин бцтцн ямсаллары 
мцтянасиб олдугда, йяни мцяййян   ядяди цчцн  121212 ,, CCBBAA    шяртляри 
юдянилдикдя цст-цстя дцшцрляр (шяк. 1, б). 
 ъ) 1d  вя 2d  дцз хяттляри йалныз вя йалныз (1) вя (2) тянликля-риндя x  вя y  
дяйишянляринин ямсаллары мцтянасиб олдугда, лакин сярбяст ямсаллар онлара мцтянасиб 
олмадыгда, йяни мцяййян    ядяди цчцн  121212 ,, CCBBAA    шяртляри юдянилдикдя  
паралел олурлар  (шяк. 24, ъ). 
                                                                                         2d  
                         1d                          1d                                               2d                    
                                2d  
 
                           2d   
               
               а)                                          б)                                      ъ) 

Шякил 1 
 2.  Дцз хяттин истянилян йюнялдиъи векторуна перпендикул-йар олан  сыфырдан фяргли n


 

вектору  бу дцз хяття перпендикулйар олан вектор адланыр (шяк. 2). Верилмиш дцз хяття 
перпендикулйар олан сонсуз сайда векторлар вардыр. Ашаьыдакы лемма доьрудур. 
  
                                                                                                0M  
                                                             d  
d                       n


                                                      

 
                                                                         1M  
                a


 

                                                                                    M  
           
              Шякил 2                                                     Шякил 3 
 
 Лемма. Яэяр d дцз хятти дцзбуъаглы  координат систе-миндя  

0 CByAx                                    (5) 
тянлийи иля верилмишдирся, онда  BAn ,


 вектору d дцз хяттиня перпендикулйардыр.  

 Исбаты.  ABa ,


 вектору d дцз хяттинин йюнялдиъи век тору-дур. Лакин 
  0 BAABna


 олдуьуна эюря n


 вя a


 векторлары гаршылыглы перпендикулйардырлар. 

Бурадан n


 векторунун d  дцз хяттиня перпендикулйар олмасы алыныр.   
 Тутаг ки, dM 0  дцз хяттиня аид олмайан нюгтядир. 0M  нюгтясиндян d дцз хяттиня 
чякилян 10MM  перпендикулйарынын узунлуьу 0M  нюгтясиндян d дцз хяттиня гядяр олан 
мясафя адланыр (шяк. 3). dM 0 олдугда 0M  нюгтясиндян d  дцз хяттиня гядяр олан 
мясафя сыфыр гябул едилир. Мцстявинин ихтийари 0M  нюгтясиндян d  дцз хяттиня гядяр олан 
мясафя  dM ,0  кими ишаря олунур. Ашкардыр ки, d дцз хяттинин истянилян M нюгтяси цчцн 
  MMdM 00 ,   мцнасибяти доьрудур (шяк. 3). 

 Тутаг ки, дцзбуъаглы jiO


 координат системиндя  000 , yxM   нюгтяси вя (5) тянлийи иля  
d  дцз хятти верилмишдир.  dM ,0  мясафясини щесаблайаг.  
  
                                              
 
 
 



 
IX Mühazirə  

Müstəvi üzərində düz xətlər dəstəsi, onun tənliyi  
  

  
 Tutaq ki, müstəvi üzərində 0111  CyBxA  və 0222  CyBxA  ümumi 
tənlikləri ilə 1d  və 2d  düz xətləri verilmişdir. 1d  və 2d  düz xətlərinin 
tənliklərinin sol tərəflərindən istifadə etməklə aşağıdakı tənliyi tərtib edək: 

 
  111 CyBxA   0222  CyBxA  ,                              (1) 

burada ,  eyni vaxtda sıfra bərabər olmayan ixtiyari həqiqi ədədlərdir. (1) 
tənliyi ilə müəyyən d  düz xətti təyin olunur. 1d  və 2d  düz xətlərinin qarşılıqlı 
vəziyyəti ilə bağlı aşağıdakı mümkün hallara baxaq. 
 1) Tutaq ki, 1d  və 2d  düz xətləri müəyyən ),( 000 yxM  nüqtəsində 
kəsişirlər. Aşkardır ki, d  düz xətti də  ),( 000 yxM  nüqtəsindən keçər. ,  
dəyişənlərinə ixtiyari qiymətlər verməklə ),( 000 yxM  nüqtəsindən keçən 
sonsuz sayda düz xətlər çoxluğunu alarıq. Bu çoxluğa müstəvi üzərində düz 
xətlərin məxsusi dəstəsi deyilir. ),( 000 yxM  nüqtəsi isə bu düz xətlər 
dəstəsinin mərkəzi adlanır. 
 2) Tutaq ki, ,// 21 dd  yəni 1d  və 2d  düz xətləri paraleldirlər. Asanlıqla 
yoxlanılır ki, bu halda (1) tənliyi ilə təyin olunan  d  düz xətti  1d  və 2d  düz 
xətlərinin hər birinə parallel olur. Ona görə də ,  dəyişənlərinə ixtiyari 
qiymətlər verməklə 1d  və 2d  düz xətlərinin hər birinə parallel olan sonsuz 
sayda düz xətlər çoxluğunu alarıq. Bu çoxluğa müstəvi üzərində düz xətlərin 
qeyri-məxsusi dəstəsi deyilir. 
 (1) tənliyi düz xətlər dəstəsinin tənliyi adlanır. Müəyyənlik üçün, 0  
olduğunu qəbul edək. Onda (1) tənliyi  

111 CyBxA      02221  CyBxA                  (2) 

şəklində yazılar, burada 

 1  işarə olunmuşdur.  

 (2) tənliyindən müəyyən edirik ki, düz xətlər dəstəsi birparametrli 
çoxluqdur. 
 
 

Mühazirə 10 
 

Еллипс, kanonik tənliyi, xassələri 
 1. Мцстяви цзяриндя верилмиш 1F  вя 2F  нюгтяляриндян  мясафяляринин ъями 21FFPQ   

шяртини юдяйян верилмиш PQ   парчасынын узунлуьуна бярабяр олан бцтцн нюгтяляр чохлуьуна еллипс  
дейилир. 
 1F  вя 2F  нюгтяляриня еллипсин фокуслары,  онлар арасындакы мясафяйя -фокал мясафя  дейилир. 



 Яэяр M еллипсин нюгтясидирся, онда MF1  вя MF2  парчалары M  нюгтясинин фокал 

радиуслары  адланыр. MF1  вя MF2  парчаларынын узунлугларына да M  нюгтясинин фокал радиуслары 

дейилир. Тутаг ки, .2,221 aPQcFF   21FFPQ   олдуьундан, .ca   

 Еллипсин тярифиндян айдын олур ки, 1F  вя 2F  нюгтяляри цст-цстя дцшдцкдя еллипс a  радиуслу 

чевря олур. Бу щалда еллипсин фокуслары чеврянин мяркязи иля цст-цстя дцшцрляр.  
 Дцзбуъаглы jiO


 координат системиндя   еллипсинин тянли-йини йазаг, бурада  O 21FF  

парчасынын орта нюгтясидир вя 1OFi 


 (шяк. 28). Сечилмиш                                                 M  

координат  системиндя  1F  вя  

2F  фокусларынын   0,1 cF   вя 

 0,2 cF    координатлары вар-                                  j


 

дыр, она эюря  дя  еллипсин ихти-                                           
йари   yxM ,   нюгтясинин  фо-          2F                     O   i


           1F  

кал   радиусларынын  ашаьыдакы                                    
ифадялярини йаза билярик:                                            Шякил 28 

  ,22
1 ycxMF      .22

2 ycxMF           (1) 

 Еллипсин тярифиня эюря, .221 aMFMF   Бурадан айдын олур ки, 

   22 ycx     .222 aycx            

Бу тянлийи 

   22 ycx   222 ycxa                     (2) 

шяклиндя йазаг.  (2)  тянлийини квадрата йцксялтсяк вя охшар щядляри ислащ етсяк, аларыг: 

  .222 xcaycxa   

Бу тянлийи бир даща квадрата  йцксялдиб  садя чевирмяляр апарсаг,  ону  

1
2

2

2

2


b

y

a

x
                                       (3) 

шяклиня эятирмиш оларыг, бурада 

.222 cab                                          (4) 
 Беляликля, эюстярдик ки,   еллипсинин истянилян нюгтясинин координатлары (3) тянлийини юдяйирляр. 

Тярс щюкмцн доьрулуьуну исбат едяк: координатлары (3) тянлийини юдяйян щяр бир M  нюгтяси   

еллипсиня аиддир, йяни .221 aMFMF   (1) дцстурларында 2y  нын (3) тянлийиндян олан гиймятини 

йериня йазаг вя (4) бярабярлийини нязяря алаг: 

,
2

1 x
a

c
ax

a

c
aMF 






  .

2

2 x
a

c
ax

a

c
aMF 






   

 (3) тянлийиндян алыныр ки, .ax   Бу мцнасибят вя  10 
a

c
 шярти эюстярир ки, 

,0,0  x
a

c
ax

a

c
a  она эюря дя  

., 21 x
a

c
aMFx

a

c
aMF                          (5) 

 Беляликля, ,221 aMFMF   йяни .M  Бурадан беля бир нятиъяйя эялирик ки, (3) тянлийи 

еллипсин тянлийидир. Она еллипсин канонок тянлийи  дейилир.  
 1F  вя 2F  фокуслары цст-цстя дцшдцкдя, 0c   олур, бурадан (4) бярабярлийиня ясасян 

ba   шярти алыныр вя (3)  тянлийи 222 ayx   шяклини алыр. Бу тянликля a  радиуслу, мяркязи коор-
динат башланьыъында олан чевря  верилир. Бунунла бир даща ямин олуруг ки, чевря еллипсин хцсуси 
щалыдыр. 



 2. (3) каноник тянлийиндян   еллипсинин щяндяси хассялярини юйрянмяк цчцн истифадя едяк. 

Яэяр   yxM ,  оларса, онда yx,  координатлары (3) тянлийини юдяйирляр, она эюря дя 
2222 , byax  . Бурадан bybaxa  ,  мцнасибятляри алыныр, йяни еллипсин бцтцн 

нюгтяляри шякил 29-да тясвир олунан 4321 MMMM  дцзбуъаглысына аид олурлар.     

 
                         1B                 2M     

        3M           

             j


   

     2A                             1A         

O      i


            
               
             1M        2B          4M  

 
                                                     Шякил 29 

 Яэяр    yxM ,  оларса, онда   ,,  yxM  она эюря дя O  нюгтяси еллипсин 

симметрийа мяркязидир. Диэяр тяряфдян, яэяр   yxM ,  оларса, онда    yxM ,  вя 

  .,  yxM  Бура-дан эюрцнцр ки,  Ox  вя Oy  дцз хяттляри еллипсин симметрийа охларыдыр. Исбат 

етмяк олар ки, чеврядян фяргли еллипсин диэяр симметрийа охлары йохдур. Бу щалда фокуслардан 
кечян дцз хяття еллипсин биринъи , вя йа  фокал симметрийа оху  дейилир. Биринъи симметрийа 
охуна перпендикулйар олан ох икинъи симметрийа оху адланыр. Симметрийа охларындан щяр бири 
еллипсля ики нюгтядя кясишир:        .0,,0,,0,,0, 2121 bBbBaAaA  Бу нюгтяляря еллипсин тяпяляри  

дейилир (шяк. 29). 21AA  вя 21BB   парчалары еллипсин, уйьун олараг, бюйцк вя кичик   охлары 

адланырлар. Еллипсин O  мяркязи бу парчаларын цмуми орта нюгтясидир. Ашкардыр ки, ,21 aOAOA   

.21 bOBOB  Бу ядядляря еллипсин уйьун олараг, бюйцк вя кичик йарымохлары  дейилир.  

(3) тянлийи иля верилмиш еллипсин формасы щаггында тясяввцр йаратмаг цчцн еллипсин мцяййян 
нюгтялярини гурмаг лазымдыр. Еллипс координат охларына нязярян симметрик олдуьундан, биринъи 
координат рцбцндя йерляшян нюгтяляря бахылмасы йетярлидир. Биринъи рцбцн ( 0,0  yx )  yxM ,  

нюгтяси цчцн  (3) тянлийиндян аларыг:  

.1
2

2

a

x
by   

Бу бярабярликдян эюрцнцр ки, M  нюгтясинин x  абсисинин 0  дан a йа гядяр  артмасы заманы 
y  ординаты b дян 0 а гядяр  азалыр. Бу мцлащизяляря ясасян еллипсин графикини шякил 30-дакы 

кими  
гуруруг: 
                                                                                                                      
                                                        1B   

            2M                                                                                 3M      

                                                                          M    
 
 
             2A                                     j


                                         1A  

                          2F                       O    i


                       1F         

 
 
 
            1M                                                                                  4M  

                                                         2B    



        Шякил 30 

 3. 
a

c
e   ядядиня еллипсин ексентриситети  дейилир. Тярифдян айдын олур ки, .10  e  Ексентриситет 

йалныз вя йалныз 0c  щалында, йяни еллипс чевря олдугда  сыфра бярабярдир.  

 Еллипсин формасынын ексентриситетдян неъя асылы олдуьуну айдын-лашдыраг. Бу мягсядля 
a

b
 нисбятини 

ексентриситетля ифадя едяк:  

 .1, 22222222 eaaeacabeac   

Бурадан алырыг: 

21 e
a

b
 .                                         (6) 

 Бюйцк йарымохлары ейни, лакин ексентриситетляри мцхтялиф олан еллипсляр системиня бахаг. (6) 
мцнасибяти эюстярир ки, e  ексентриситети бюйцк олдугъа, b  йарымоху даща кичик олур вя бундан башга, 

ващидя йахынлашан e  ексентириситети цчцн b  ядяди сыфра йахынлашыр. Бу мцнасибят щям дя ону э.стярир ки, 

e  ексентриситети кичик олдугъа, b  йарымоху даща бюйцк олур вя сыфра бярабяр олан e  ексентириситети цчцн 

,ab   йяни еллипс чеврядир. Беляликля, ексентриситетин бюйцмяси заманы еллипсин «ени» кичилир вя о 

даща узунсов шякилли олур. Шякил 31-дя ексентриситетляри   

43210 eeee   

бярабярсизликлярини юдяйян еллипсляр тясвир олунмушдур: 
                                                               
                                                                   1 
                                                                2  
                                                               3  
                                                             4  
 
 
 
 
 
 
 

Шякил 31 
 

Mühazirə 11 
 

Щипербола, kanonik tənliyi, xassələri 
 
 1. Мцстяви цзяриндя верилмиш 1F  вя 2F  нюгтяляриндян мясафяляри фяргинин мцтляг гиймяти  

21FFPQ   шяртини юдяйян верилмиш PQ  парчасынын узунлуьуна бярабяр олан  бцтцн нюгтяляр 

чохлуьуна щипербола дейилир. 
  1F  вя 2F  нюгтяляри щиперболанын фокуслары, онлар арасындакы мясафя ися фокал мясафя 

адланыр. 021  PQFF  шяртиня ясасян,  щиперболанын фокуслары  мцхтялиф нюгтялярдир.  

 Яэяр M верилмиш щиперболанын нюгтясидирся, онда MF1  вя MF2 парчаларына 

M нюгтясинин фокал радиуслары дейилир. Бу парчаларын узунлуглары да M нюгтясинин фокал радиуслары 
адланыр. 
 Тутаг ки, .2,221 aPQcFF   21FFPQ   олдуьундан, .ca   

 Дцзбуъаглы jiO


 координат системиндя   щиперболасынын тянлийини  йазаг, бурада O 21FF  

парчасынын орта нюгтясидир вя .1OFi 


 Бу координат системиндя 1F  вя 2F  нюгтяляринин 

   0,,0, 21 cFcF   координатлары вардыр. Она эюря дя M нюгтяси-нин MF1  вя MF2  фокал радиуслары 



  ,22
1 ycxMF      .22

2 ycxMF           (1) 
дцстурлары иля щесабланыр. 

 Щиперболанын тярифиня эюря aMFMF 221   олдуьундан,  (1) шяртляри дахилиндя йаза билярик: 

    .22222 aycxycx   

Бу тянлийи  

   22 ycx   aycx 222                  (2) 

шяклиндя йазаг.  (2) тянлийинин  квадрата йцксялдиб, охшар щяддляри ислащ етсяк, аларыг: 

  .222 xcaycxa   

Бу тянлийи бир даща квадрата йцксялдиб, зярури чевирмяляр апарсаг, ону 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
                                       (3) 

шяклиня эятирмиш оларыг, бурада 

.222 acb                                          (4) 
 Беляликля, исбат етдик ки,   щиперболасынын истянилян нюгтя-синин координатлары (3) тянлийини 

юдяйирляр. Тярс щюкмцн доьрулуьуну исбат едяк: координатлары  (3) тянлийини юдяйян щяр бир 

M нюгтяси   щиперболасына аиддир, йяни aMFMF 221   бярабярлийини юдяйир. (1) дцстурларында 

2y  нын (3) тянлийиндян олан гиймятини йериня йазаг вя (4) бярабярлийини нязяря алаг: 

,1 ax
a

c
MF  .2 ax

a

c
MF   

(3) тянлийиндян алыныр ки, ax  . Диэяр тяряфдян, 1
a

c
 олдуьуна эюря ашаьыдакылар 

доьрудур: 

0x олдугда, ,1 ax
a

c
MF  ,2 ax

a

c
MF   

0x  олдугда, ,1 ax
a

c
MF  .2 ax

a

c
MF   

Бурадан мялум олур ки, aMFMF 221  , йяни .M Беляликля, (3) тянлийи   щиперболасынын 

тянлийидир. Бу тянлик щиперболаны каноник тянлийи  адланыр.  
 2. (3) каноник тянлийиндян истифадя етмякля   щипербола-сынын щяндяси хассялярини юйряняк. 

Яэяр   yxM ,  оларса, онда  yx,  ъцтц  (3) тянлийини юдяйяр, бурадан 22 ax   мцнасибяти 

алыныр. Беляликля, йа ,ax   йа да .ax   Бу ися о демякдир ки, шякил 33-дя  тясвир олунан 11MA  

вя 22MA  дцз хяттляринин ямяля эятирдикляри областын дахилиндя щиперболанын нюгтяляри йохдур 

( aOAOA  21 ).  

  
                                                                               
                                                                              1l  

                             2M                                 1M  
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Шякил 33 

 Еллипс щалына аналожи гайдада исбат етмяк олур ки, O  нюгтяси еллипсин симметрийа 
мяркязидир, Ox  вя Oy  дцз хяттляри ися онун симметрийа охларыдыр. Симметрийа мяркязиня 

щиперболанын мяркязи  дейилир. Фокуслардан кечян симметрийа оху-биринъи вя йа фокал симметрийа 
оху, она перпендикулйар олан вя мяркяздян кечян  ох ися икинъи, вя йа   хяйали симметрийа оху  
дейилир.Фокал симметрийа оху щиперболаны ики нюгтядя-    0,,0,1 aAaA   нюгтяляриндя кясир. Икинъи 

симметрийа оху щиперболаны кясмир. 1A   вя  2A нюгтяляриня щиперболанын тяпяляри,  21AA   

парчасына ися онун щягиги оху дейилир. a  вя  b  ядядляри щиперболанын уйьун олараг, щягиги вя 
хяйали йарымохлары  адланыр.  
 3. (3) каноник тянлийи иля верилмиш   щиперболасынын O  мяркязиндян кечян  l  дцз хятти иля 

бу щиперболанын гаршылыглы вязиййятини арашдыраг. l  дцз хяттинин jiO


 дцзбуъаглы координат 

системиндя буъаг ямсаллы kxy   тянлийи иля верилдийини  гябул едяк. y дяйишянинин гиймятини (3) 
тянлийинидя йериня йазыб, зярури елементар чевирмяляр апарсаг, аларыг:    

  .222222 baakbx                                 (5) 

 (5) тянлийинин кюкляри  l  дцз хятти иля   щиперболасынын кясишмя нюгтяляринин абсисляридир. 

 )a  Яэяр 0222  akb  оларса, онда l  дцз хяттинин   щиперболасы иля ики ортаг нюгтяси 
вардыр: 

,,
2222221 










 akb

kab

akb

ab
M 


















2222222 ,

akb

kab

akb

ab
M . 

 )b  Яэяр 0222  akb  оларса, онда (5) тянлийинин хяйали кюкляри вардыр, йяни l  дцз хятти  
  щиперболасыны кясмир.  

 )c  Яэяр 0222  akb  оларса, онда  (5) тянлийинин щялляри йохдур, йяни бу щалда да l  дцз 
хятти   щиперболасы иля ортаг нюгтяляря малик дейилдир.  

 Беляликля, беля бир нятиъяйя эялирик ки, kxy   дцз хятти  (3) щиперболасыны йалныз вя йалныз 

0222  akb , йяни 
a

b
k

a

b
  олдугда кясир. tgk   олдуьундан, 

a

b
tg

a

b
  , бурада 

 l  дцз хяттинин Ox  оху иля ямяля эятирдийи буъагдыр. Демяли, щиперболаны бцтцн нюгтяляри  
гаршылыглы буъагларын шякил 33-дя штрихлянян дахили областларында йерляширляр. Беляликля, щиперболанын 
ики ганады вардыр: онлардан бири 1 областында йерляшир (саь ганад), диэяри ися 2  областында 

йерляшир (сол ганад). Айдынды ки, бу ганадлар щиперболанын симметрийа мяркязиня вя симметрийа 
охларына нязярян симметрикдирляр. 
 4. O  мяркязиндян  кечян l  дцз хятти иля   щиперболасынын гапршылыглы вязиййятинин  

0222  akb  бярабярлийи иля мцяййян олунан щалына бир даща нязяр йетиряк. Гейд етдийимиз кими, 

бу щалда (5) тянлийинин щялляри йохдур. Бу щала буъаг ямсаллары 
a

b
k 1  вя 

a

b
k 2  олан 1l  вя 2l  

дцз хяттляри уйьундур. Бу дцз хяттляр щиперболанын асимптотлары  адланыр (бах шяк.33). 
 Щиперболанын ганадларынын асимптотлара нязярян щансы вязиййятдя йерляшдиклярини 
айдынлашдыраг. Тутаг ки,  1, yxM  щиперболанын биринъи рцбдя )0,0(  yx  йерляшян ихтийари 

нюгтясидир,   x
a

b
yyxN 2,  тянлийи иля верилян асимптотун нюгтясидир (шяк.34). MN  парчасынын 

узунлуьуну тапаг: 

 .2222
12 axx

a

b
ax

a

b
x

a

b
yyMN   

                         
                       1l  



  
                                        2, yxN  

                                                          1, yxM  
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

 
                                                   
 
 
 

Шякил 34 

 Бурадан сурят вя мяхряъи 22 axx   ифадясиня вурмагла алырыг: 

.
1

22 axx
MN


  

 Щиперболанын M нюгтясинин x  абсисинин гейри-мящдуд олараг артмасы заманы MN  
парчасынын узунлуьу монотон  азалараг, сыфра йахынлашыр, йяни M нюгтяси гейри-мящдуд олараг, 
асимптота йахынлашыр. Бу хасся щиперболанын асимптотлара нязярян йерляшмясиня даир яйани 
тясяввцр йарадыр. Шякил 35-дя щипербола асимптотлары иля тясвир олунмушдур. 
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 5. 
a

c
e   ядяди щиперболанын ексентриситети  адланыр. ac   олду-ьундан, щиперболанын ексентриситети 

ващиддян кичикдир. Щиперболанын формасынын ексентриситетдян неъя асылы олдуьуну айдынлашдыраг. (4) 

дцстурундан  алырыг: ,12  e
a

b
 вя йа ,12  etg  бурада   абсис  оху иля асимптот арасында 

галан буъагдыр. Беляликля, ексентриситет ня гядяр бюйцкдцрся,   буъаьы да бир о гядяр бюйцкдцр, йяни  
щипербола юзцнцн хяйали оху бойунъа бир о гядяр «дартылмышдыр». 
 

Mühazirə 12 
 

Parabola, kanonik tənliyi, xassələri. Ellips, hiperbola və 
parabolanın polyar koordinat sistemində tənliyi 

 
 



Парабола  мцстявинин   еля  нюгтяляринин чохлуьуна дейилир ки, бу нюгтялярдян щяр биринин  
верилмиш F  нюгтясиня  гядяр олан мясафяси  F  нюгтясиндян кечмяйян верилмиш d дцз хяттиня 
гядяр олан мясафясиня  бярабярдир. 
 F  нюгтяси параболанын фокусу,  d  дцз хятти ися директриси адланыр.  Фокусдан директрися 
гядяр олан мясафяйя фокал параметр дейилир вя p иля ишаря олунур. Ашкардыр ки, ,FDp   бурада 

D F  нюгтясинин d  дцз хятти цзяриндя пройексийасыдыр (шяк. 36). 
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jiO


 дцзбуъаглы координат системиндя   параболасынын тянлийини чыхараг, бурада DFO   

парчасынын орта нюгтясидир вя .OFi 


 Бу координат системиндя F  нюгтясинин 







0,
2

p
F  

координатлары, d директрисинин ися 0
2


p
x  тянлийи вардыр. Тутаг ки, ),( yxM  мцстявинин ихтийари 

нюгтясидир. MF  вя  dM ,  мясафялярини щесаблайаг: 

,
2

2
2

y
p

xMF 





    .

2
,

p
xdM              (1) 

Яэяр M  оларса, онда  ,,dMMF   она эюря дя 







  2

2

2
y

p
x .

2

p
x   

Щяр ики тяряфи квадрата йцксялтсяк, аларыг: 

.22 pxy                                            (2) 
 Беляликля, исбат олунду ки,   параболасынын истянилян нюгтясинин координатлары (2) тянлийини 

юдяйирляр. Бу щюкмцн тярсини исбат едяк: координатлары (2) тянлийини юдяйян щяр бир M  нюгтяси   

параболасына аиддир,йяни  .,dMMF    

 (1) дцстурларындан биринъисиндя 2y нын (2)-дян олан гиймятини йериня йазсаг, аларыг: 







  px

p
xMF 2

2

2

.
22

2
p

x
p

x 





   

Бурадан эюрцнцр ки,  ,,dMMF   йяни .M  

 (2) тянлийиня параболанын каноник тянлийи  дейилир.  
 2.   параболасынын  щяндяси хассялярини юйрянмяк цчцн онун  (2) каноник тянлийиндян  

истифадя едяк. (2) тянлийиндян алыныр ки,   параболасынын нюгтяляри 0x  йарыммцстявисиня аиддирляр. 

Яэяр ),( yxM  оларса, онда ,),(  yxM  йяни OF дцз хятти параболанын симметрийа 

охудур. Симметрийа охунун парабола иля O  кясишмя нюгтясиня параболанын тяпяси  дейилир.  
 Сечилмиш координат системинин охларынын парабола иля бир ортаг нюгтяси вардыр-O  тяпя 
нюгтяси. Исбат едяк ки, O  нюгтясиндян кечян истянилян диэяр l  дцз хятти параболаны ики нюгтядя 



кясир. Доьрудан да, y ин  l  дцз  хяттинин буъаг ямсаллы kxy   тянлийиндян  олан гиймятини (2) 

каноник тянлийиндя йериня йазсаг, аларыг: ,222 pxxk    вя йа   .022  xpxk  0k  олдугда l  

дцз хяттинин парабола иля ики ортаг нюгтяси вардыр:  0,0O  вя .
2

,
2

2 







k

p

k

p
M  

 Яэяр  yxM ,  нюгтяси парабола цзря x  абсисинин гейри – мящдуд  олараг артмасы шярти 

дахилиндя йерини дяйиширся, онда  (2) тянлийиндян эюрцндцйц кими, y  дя гейри-мящдуд олараг артыр. 

Парабола шякил  36-да тясвир олунмушдур. Эюстярмяк олур ки, параболанын фокал параметри бюйцк 
олдугъа, парабола Oy  оху бойунъа  даща чох «дартылыр».  

 3. Еллипсин (щиперболанын) директрисляри икинъи оха паралел олан вя ондан 
e

a
 мясафясиндя  

йерляшян ики дцз хяття дейилир, бурада a бюйцк (щягиги) йарым охдур, e ексентриситетдир. Чевря 
цчцн 0e  олдуьундан, чеврянин директрисляри йохдур.  
 Еллипсин (щиперболанын) директрислярини 1d  вя 2d  иля ишаря едирик, щям дя  индексляри еля 

сечирик ки, биринъи  0,1 cF  фокусу вя она уйьун олан 1d  директриси икинъи координат охундан бир 

тяряфдя, икинъи  0,2 cF   фокусу вя она уйьун олан 2d  директриси ися диэяр тяряфдя йерляшсин.  

 Исбат едяк ки, еллипсин директрисляринин онун 21AA  бюйцк оху иля ортаг нюгтяляри йохдур, она 

эюря  директрисляр еллипси кясмирляр (шяк. 37). Доьрудан да, тутаг ки, 1D  вя 2D - 1d  вя 2d  

директрисляринин еллипсин фокал оху иля кясишмя нюгтяляридир. Онда 

.,
2

2121 c

a

e

a
ODODaOAOA   ac   олдуьундан, 11 ODOA    вя .22 ODOA  Бурадан 

алыныр ки, 1A  вя 2A нюгтяляри  

                                     2d              y                 1d  

                                              
 
                                             2D        2F             1F        1D  

                                                    2A                            1A  x  

                                                                               
 
 
 

      Шякил 37 

21DD  парчасына дахилдирляр вя она эюря дя 1d  вя 2d  директрисля-ринин  1A 2A  парчасы иля ортаг 

нюгтяляри йохдур. 
 Аналожи гайда иля исбат етмяк олур ки, щиперболанын директрисляри онун щягиги охуну кясирляр, 
она эюря дя щиперболанын директрисляри онун ики ганадынын арасында йерляширляр вя бу ганадлары 
кясмирляр (шяк.38).  
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Шякил 38 



 Теорем. Еллипс (щипербола) мцстявинин еля  нюгтяляри чохлуьудур ки, бу нюгтялярдян щяр 

биринин фокуса гядяр олан мясафясинин щямин нюгтядян уйьун директрися гядяр олан мясафяйя 
нисбяти ексентриситетя бярабярдир. 
 Исбаты. Гейд едяк ки, бу теоремдя фактики олараг ики щюкм верилмишдир. Онлардан бири 
еллипся, диэяри ися щиперболайа аиддир. Щиперболайа аид олан щюкмцн доьрулуьу еллипсдя олдуьу 
кими йохландыьындан, йалныз еллипся аид олан щюкмц исбат едяк.  
 Тутаг ки,  верилмиш еллипсдир, 1F  саь фокусдур, 1d  ися она уйьун олан биринъи 

директрисдир. Каноник координат системиндя 1F  нюгтясинин  0,c  координатлары, 1d  дцз хяттинин 

0
e

a
x  тянлийи вардыр. Она эюря дя яэяр  yxM , мцстявинин нюгтясидирся, онда  

    .,, 22
11 ycxMF

e

a
xdM   

 Яэяр  M  оларса, онда   22 ycx 
e

a
xe  .Бу тянлийи квадрата йцксялтмякля, 

аларыг: 

    .1
2

2

2

2
222 

b

y

a

x
aexycx  

Бу ися о демякдир ки, .M  

 Тярсиня, тутаг ки,   ., yxM  § 9-кы  (5) дцстурларындан биринъисиня эюря,   .1 exaMF   

Диэяр тяряфдян,  

  ,, 1 e

exa

e

a
xdM


  

она эюря дя  11 ,dMeMF  , йяни . M  Беляликля,    чохлуьу   еллипси иля цст-цстя дцшцр.  

 Бу теорем еллипс вя йа щиперболанын ексентриситетинин щяндяси мянасыны изащ едир: еллипсин 
вя йа щиперболанын ексентриситети еля бир сабит ядяддир ки, хяттин щяр бир нюгтясиндян фокуса гядяр 
олан мясафянин щямин нюгтядян уйьун директрися гядяр олан мясафяйя нисбяти бу сабит ядядя 
бярабярдир. Параболанын тярифиндян мялум олур ки, онун нюгтяляри аналожи хассяйя маликдир-ляр, 
йяни параболанын щяр бир нюгтясинин фокусдан олан мясафяси-нин щямин нюгтянин директрисдян олан 
мясафясиня нисбяти сабитдир вя ващидя бярабярдир. Она эюря дя ващид  истянилян параболанын 
ексентриситети адланыр. 

 
  иля  йа чеврядян фяргли еллипси, йа щиперболанын бир ганадыны, йа да параболаны ишаря 

едяк. Тутаг ки, F  вя d -   хяттинин  фокусу вя директрисидир, беля ки,   хятти еллипс олдугда F  

онун фокусларындан биридир, d  ися уйьун директрисдир,    хятти щиперболанын ганадларындан бири 

олдугда ися  F  вя d - икинъи симметрийа охуна нязярян    щиперболасынын  ганадынын йерляш-дийи 
йарыммцстявидя йерляшян  фокус вя директрисдир. Ашкардыр ки,  хятти бцтцн нюгтяляри иля  сярщядди  

d  директриси олан вя F  фокусунун йерляшдийи   йарыммцстявисиндя йерляшир. Исбат етдийи-миз 
теореми (бах, бянд 3) вя параболанын тярифини нязяря алараг, беля бир нятиъяйя эялирик:   хятти   

йарыммцстявисинин  dMeFM ,  бярабярлийини юдяйян бцтцн M нюгтяляринин чохлуьудур, 
бурада e  хяттинин ексентриситетидир. 

 F  фокусунун полйус олдуьу вя i
DF

DF 
  шяртини юдяйян iF


 полйар координат системиндя 

  хяттинин тянлийини чыхараг, бурада D F  нюгтясинин d  дцз хяттинин цзяриня пройексийасыдыр 

(шяк. 39).  Яввялъя     dM ,    мясафясини     щесаблайаг,   бурада  
                                                                         

                      d  
                                                              ,rM  

                                                                      



 
                                                                  

                     D                          F    i


             
 
 
 
 
 

Шякил 39 

 ,rM мцстявинин ихтийари нюгтясидир. Яэяр 1M M нюгтяси-нин FD  дцз хятти цзяриндя 

пройексийасыдырса, онда  

  ,cos, 1 iDMMDFDMDMdM




  

(бах, шяк. 39). Лакин ,FMDFDM   она эюря дя  

    .cos,  rDFiFMiDFiFMDFdM 


 

  ,rM  нюгтяси йалныз вя йалныз   dMeFM ,  вя йа  cosrDFer   олдугда   

хяттиня аид олур. Яэяр eDFp   ишаря етсяк, бурадан аларыг: 

  ,cos1 per    
вя йа 

cos1 e

p
r


   .                                    (3) 

 (3) тянлийи   хяттинин ( йяни еллипсин, щиперболанын бир ганадынын  вя йа параболанын) полйар 

координатларла тянлийидир.  Бу тянлик 1e  олдугда еллипс, 1e олдугда параболаны, 1e  олдугда 
ися щиперболаны тяйин едир. p  ядяди фокал параметр  адланыр. Бу термин параболанын фокал 

параметри иля тамамиля узлашыр. Доьрудан да, яэяр   хятти параболадырса, онда ,1e  она эюря 

дя .DFp   

 DF фокусдан уйьун директрися гядяр олан мясафя олдуьундан, еллипс вя йа щипербола  
щалында йаза билярик: 

.
e

eca
c

e

a
DF


                               (4) 

p  фокал параметринин ифадясиндя  (4) бярабярлийини нязяря алаг: 

.

222

a

ca

a

c
aecaDFep


                 (5) 

Яэяр   хятти еллипсдирся, онда .22222 bcaca   Диэяр тяряфдян,  яэяр   хятти щиперболанын 

бир ганадыдырса, онда  

.22222 bacca   

Беляликля, (5)  бярабярлийиндян эюрцндцйц кими, щяр ики щалда 

.
2

a

b
p                                          (6) 

 
 

Mühazirə 13 
 

Икитяртибли хяттин цмуми тянлийи. 
Икитяртибли хяттин дцз хятля kəsişməsi 

 



 1. Яввялъя мцстяви цзяриндя нюгтя анлайышыны эенишлян-диряк, даща дягиг десяк, 
мцстявини  хяйали нюгтяляр адландырылан нюгтялярля тамамлайаг. Сечилмиш jiO


 координат 

системиндя нюгтя дедикдя мцяййян низамла верилмиш  yx,  ядядляр ъцтцнц баша дцшяъяйик, 

бурада    CCyx ,, 2 комплекс ядядляр чохлуьудур. x  вя  y  щягиги ядяляр олдугда нюгтя 
щягиги , онлардан щеч олмазса бири комплекс ядяд олдугда ися хяйали  нюгтя  адландыры-лыр. 
Мясялян, )4,3( A  нюгтяси щягиги, )6,4( iB  нюгтяси ися хяйали нюгтядир. Бцтцн щягиги вя хяйали 

нюгтялярин чохлуьуна комплекс мцстяви дейилир.  Верилмиш   ,, 111 yxM  222 , yxM  нюгтяляри  бу 
нюгтялярин уйьун координатлары комплекс-гошма ядядляр олдугда комплекс-гошма нюгтяляр 
адланырлар. Мясялян,  iiA 54,1    вя  iiB 54,1   нюгтяляри комплекс-гошма нюгтялярдир. 

 2. Мцстяви цзяриндя  щяр щансы  афин  координат  системиндя   
  0, yxF                                          (1) 

тянлийи иля вериля  билян хяття ъябри хятт дейилир, бурада  yxF ,  yx,  дяйишянляриндян асылы олан 

чохщядлидир.  yxF ,  чохщядлисинин дяряъяси (1) тянлийи иля тяйин олунан хяттин тяртиби адланыр. Бир 

тяртибли хяттляря мисал олараг дцз хятти эюстярмяк олар (бах, ЫВ фя-сил, § 7).  
 Ъябри хяттин тярифиндян айдын олур ки, мцстяви цзяриндя 21eeO


 афин координат системиндя 

икитяртибли хяттин цмуми тянлийини 

0222 002010
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa        (2) 

шяклиндя йазмаг олар.  
 (2) тянлийинин ямсаллары ихтийари щягиги ядядлярдир, беля ки, 221211 ,, aaa  ямсаллары ейни вахтда 

сыфра бярабяр олмурлар.  
 201012 ,, aaa  ямсалларыны бязи щалларда 020121 ,, aaa  кими дя ишаря едяъяйик.  

 Ашаьыдакы кими гысалдылмыш ишарялямяляр дахил едяк: 

   ,222, 002010
2

2212
2

11 ayaxayaxyaxayxF   

   ,, 1012111 ayaxayxF   

   ,, 2022212 ayaxayxF   

   ., 0020100 ayaxayxF   

Бу ишарялямялярдян истифадя едяряк,  (2) тянлийини гысалдылмыш шякил-дя беля йазмаг олар: 
  ,0, yxF  вя йа 

      0,,, 021  yxFyyxFxyxF .                      (3) 

Хассялярини юйряндийимиз еллипс, щипербола вя парабола  ики тяртибли хяттлярин айры-айры нцмуняляридир. 

Икитяртибли хяттляря даир диэяр нцмунялярля таныш олаг. 0
2

2

2

2


b

y

a

x
 тянлийи иля верилян   хятти 

икитяртибли хяттдир. Бу тянлийи 0





 





 

b

y

a

x

b

y

a

x
 шяклиндя йазмаг олар. Бу щалда дейирляр ки,   

хятти бир ъцт кясишян 0
b

y

a

x
 вя 0

b

y

a

x
 дцз хяттляриня парчаланыр. (шяк.40).  Ана- 

                      y                                                           y  

 
                      j


                                                          j


 

 
                      O   i


           x                                       O    i


           x  

 
 
                     Шякил 40                                                       Шякил 41 

ложи олараг, 022  ax  тянлийи иля верилян икитяртибли хятт паралел 0 ax  вя 0 ax  дцз хяттляр 
ъцтцня парчаланыр, бурада 0a (бах, шяк. 41). Бу икитяртибли хятлярин щяр бириня дахил олан сонсуз 
сайда щягиги вя хяйали нюгтяляр вардыр. Лакин беля хассяйя малик олмайан икитяртибли хятляр дя 



вардыр. Мясялян, 022  yx  тянлийи иля тяйин олунан икитяртибли хяттин бир щягиги   0,0  нюгтяси вя 

сонсуз сайда хяйали нюгтяляри вардыр, 01
2

2

2

2


b

y

a

x
 хяттинин ися щягиги нюгтяляри йохдур, йяни 

онун бцтцн нюгтяляри хяйали нюгтялярдир. 
 3. Тутаг ки, икитяртибли   хятти афин координат системиндя 

  0222, 002010
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxayxF       (4) 

цмуми тянлийи иля, l  дцз хятти ися  
tpyytpxx 2010 ,                              (5) 

параметрик тянликляри иля верилмишдир. 
 l  дцз хятти иля   хяттинин кясишмя нюгтялярини тапаг. x  вя y  дяйишянляринин (5) 

тянликляриндян олан гиймятлярини (4) тянлийиндя йериня йазсаг, зярури чевирмялярдян сонра аларыг: 

,022  RQtPt                                     (6) 
бурада  

   
 .,

,,,

,2

00

20021001

2
2222112

2
111

yxFR

pyxFpyxFQ

pappapaP





 

 (6) тянлийиндян кясишмя нюгтяляринин 21,tt  параметрлярини тяйин едиб, онлары (5) тянликляриндя 

йериня йазмагла кясишмя нюгтяляринин координатларыны тапмыш олуруг. Гейд едяк ки, (6) тян-лийинин 
щяр бир кюкцня кясишмя нюгтяси уйьундур, беля ки, мцхтялиф кюкляря мцхтялиф нюгтяляр уйьундур: 
щягиги кюкляря-щягиги нюгтяляр вя комплекс кюкляря-хяйали нюгтяляр.  
 (6) тянлийини тядгиг едяк.  Ики щал мцмкцндцр: 
 1) .0P  (6) тянлийинин ики вардыр: 

,1 P

Q
t


 ,2 P

Q
t


  

бурада PRQ  2  -(6) тянлийинин дискриминантыдыр. l  дцз хятти   хяттини  0  олдугда ики 

мцхтялиф щягиги, 0  олдугда комплекс-гошма, 0  олдугда ися цст-цстя дцшян щягиги  1M  

вя 2M  нюгтяляриндя кясир. Шякил 42-дя 1l  дцз хятти 0  щалына, 2l  дцз хятти 0  щалына, 3l  

дцз хятти  ися 0  щалына уйьундур. 
 
      21, ppp


                               2l              3l         

                                1l     

                                                                1M  

                                 1M                   2M   

 
 
 
                                                 2M           

                                                                 0M  
 

Шякил 42 
 2) .0P  (6) тянлийи беля бир шякля эялир: .02  RQt 0Q  олдугда l  дцз хятти   хяттини 

бир нюгтядя кясир (шяк. 43-дя вя йа шяк. 44-дя l  дцз хятти). 0,0  RQ  олдуг- 

                                                                                                            
 
                           
 
 



 
 
                         l                                                     l  
 
 
                  Шякил 43                                                          Шякил 44 
да l  дцз хятти   хятти иля щеч бир ортаг нюгтяйя (щягиги вя йа хяйали) малик олмур. 0,0  RQ  

олдугда ися истянилян t  (6) тянлийини юдядийиндян,  l  олур.  

 Беляликля, l  дцз хятти  иля    икитяртибли хяттинин гаршылыглы вязиййятинин алты щалы  мцмкцндцр: 

                         0 ики щягиги кясишмя нюгтяляри вардыр, 
,0P              0 хяйали комплекс-гошма кясишмя нюгтяляри  

                                     вардыр,  
                         0 цст-цстя дцшян кясишмя нюгтяляри вардыр. 
                         0Q бир кясишмя нюгтяси вардыр, 

,0P              0,0 RQ кясишмя нюгтяляри йохдур, 

                         0,0 RQ дцз хятт икитяртибли хятт цзяриндя йер- 
                                                  ляшир. 
 4. (6) тянлийиндяки P  ямсалы йалныз l  дцз хяттинин p


 йю-нялдиъи векторунун 

координатларындан асылыдыр вя 0M  нюгтясинин  00 , yx  координатларындан асылы дейил. Бурадан айдын 

олур ки, яэяр 0P  оларса, онда   21, ppp


  вектору истигамятиндя йюня-лян бцтцн дцз хятляр   
икитяртибли хяттини ики нюгтядя (щягиги мцхтялиф, цст-цстя дцшян вя йа хяйали комплекс-гошма)  
кясирляр. Яэяр 0P  оларса, онда йа ,l  йа да  l  дцз хятти   икитяртибли хяттини бирдян чох 
олмайан нюгтядя кясир. 
 Яэяр сыфырдан фяргли p


 векторуна паралел олан l  дцз хятти   икитяртибли хятти иля бирдян чох 

олмайан ортаг нюгтяси вардырса вя йа l  дцз хятти   хяттинин цзяриндя йерляширся, онда дейирляр ки, 

p


 векторунун истигамяти   икитяртибли хяттиня нязярян асимптотик истигамятдир. Бу тярифдян алыныр: 

сыфырдан фяргли  21, ppp


 вектору-нун тяйин етдийи истигамят йалныз вя йалныз  

02 2
2222112

2
111  pappapa                           (7) 

шярти юдянилдикдя   икитяртибли хяттиня нязярян асимптотик истигамят олур. 

 (7) дцстурундан истифадя етмякля икитяртибли хяття нязярян асимптотик истигамятляри тапмаг 
олур. 
 022 a  олдугда (7) тянлийиндян алыныр ки, 01 p  ( p


 сыфырдан фяргли вектор олдуьу цчцн), 

она эюря дя (7) тянлийинин щяр ики тяряфини 2
1p на бюлцб,  

1

2

p

p
k   олдуьуну нязяря алсаг, йаза 

билярик: 

.02 1112
2

22  akaka  

Бу квадрат тянлийин щялляри  

,
22

12

a

a
k


                                      (8) 

шяклиндя тапылыр, бурада .2
122211 aaa    

 022 a  олдугда (7) тянлийи  02 2112
2

111  ppapa  шяк-линдя йазылыр. Бу тянлийи  

 1,02e


  вя   1112 ,2 aap 


                              (9) 
векторларынын координатлары юдяйирляр.  
 Икитяртибли   хяттиня нязярян нечя асимптотик истигамятин олдуьуну айдынлашдыраг. Цч щалы 
нязярдян кечиряк. 

 1) 02
122211  aaa . Бу  о демякдир ки, 022 a . (8) дцстурундан мцяййян едирик ки, 

  хяттиня нязярян асимптотик истигамятляр йохдур. 



 2) .02
122211  aaa  Бу щалда   хяттиня нязярян  ики асимптотик истигамят  вардыр. 

Доьрудан да, 022 a  олдугда бу нятиъя  (8) дцстурундан, 022 a  олдугда ися (9)-дан алыныр. 

022 a  щалында 012 a  олур вя она эюря дя   1,02e


  вя   1112 ,2 aap 


 векторлары коллинеар 

олмурлар. 

 3)  .02
122211  aaa  Бу щалда   хяттиня нязярян  йалныз бир асимптотик истигамятл  

вардыр. Доьрудан да, 022 a  олдугда бу нятиъя (8) дцстурундан,  022 a  олдугда ися  (9)-дан 

алыныр. Икинъи щалда 012 a  олур вя она эюря дя  1,02e


  вя   11,0 ap


 векторлары коллинеар олмагла 
ейни бир асимптотик истигамяти тяйин едирляр. 
 Беляликля, ашаьыдакы теорем доьрудур: 

 Теорем. Тутаг ки, икитяртибли  хятт (4) тянлийи иля верилмишдир вя  .2
122211 aaa   Онда 

0  олдугда  бу икитяртибли хяття нязярян асимптотик истигамятляр йохдур, 0  олдугда ики 
асимптотик истигамят вардыр, 0  ися бир асимптотик истигамят вардыр.  
 Гейд. Асимптотик истигамят анлайышы щяндяси анлайышдыр (йяни щяндяси фигурларын гаршылыглы 
вязиййятиня эюря тяйин едилмиш-дир) вя она эюря дя координат системинин сечиминдян асылы дейил. 
Бурадан исбат етдийимиз теоремя ясасян алыныр ки, 0 , 0 вя йа 0  шяртляри координат 
системинин сечиминдян асылы дейил.  
 Еллипс, щипербола вя параболайа нязярян нечя асимптотик истигамятин олдуьуну 

айдынлашдыраг. Тутаг ки, еллипс  1
2

2

2

2


b

y

a

x
 каноник тянлийи иля верилмишдир. Бу щалда  

0
1

22


ba
 олдуьундан, еллипся нязярян асимптотик истигамятляр йохдур. Аналоэийайа эюря 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 каноник тянлийи иля верилмиш  щипербола цчцн 0

1
22


ba
 олдуьундан,  щипербо-

лайа нязярян ики асимптотик истигамят вардыр (бу истигамятляр щиперболанын асимптотларынын 
истигамятляри иля цст-цстя дцшцрляр). Ейни гайда эюстярмяк олур ки, парабола щалында ,0  она 

эюря дя параболайа нязярян йалныз бир асимптотик истигамят вардыр. Бу нятиъялярля баьлы олараг, 
икитяртибили хятти 0  олдугда еллиптик тип, 0  олдугда щиперболик тип, 0 олдугда ися 
параболик тип хятт адландырырлар. 
 

Mühazirə 14 
 

İkitərtibli xəttin mərkəzi 
 
 
Яввялъя икитяртибли хяттин вятяринин орта нюгтясиня даир лемманы исбат едяк. 
Лемма.  

0222 002010
2

2212
2

11  ayaxayaxyaxa           (1) 

тянлийи  иля верилмиш икитяртибли хяттиня  асимптотик истигамятли олмайан    21, ppp


 вектору 

верилмишдир.  
  00 , yxM  нюгтясинин p


векторуна паралел олан щяр щансы вятярин орта нюгтяси олмасы 

цчцн зярури вя кафи шярт  
    0,, 20021001  pyxFpyxF                          (2) 

бярабярлийинин юдянилмясидир.  
 Исбаты.  00 , yxM  нюгтясиндян кечян вя p


 векторуна паралел олан l  дцз хяттинин 

параметрик тянликлярини йазаг: ., 0201 ytpyxtpx   Тутаг ки, 1M  вя 2M  l  дцз хяттинин 

верилмиш хятля  кясишмя нюгтяляридир,  1t  вя 2t бу нюгтялярин параметрляридир. Онда 1M  вя 2M  

нюгтяляринин  



 ,, 0120111 ytpxtpM    0220212 , ytpxtpM   

координатлары вардыр.  Ашкардыр ки,  00 , yxM  нюгтяси йалныз вя йалныз  021  tt  шярти юдянилдикдя   

21MM  парчасынын орта нюг-тяси олур. Диэяр тяряфдян, 1t  вя 2t   § 12-дя верилян   

022  RQtPt                                       (3) 

квадрат тянлийинин щялляридир. Вийет теореминя эюря (3) тянлийинин кюкляринин ъями йалныз вя йалныз 
0Q  олдугда, йяни  (2) шярти юдянилдикдя сыфра бярабяр олур.  

 2. Икитяртибли хяттин симметрийа мяркязи олан C  нюгтясиня онун мяркязи  дейилир.  
 Терем 1.  00 , yxC  нюгтясинин (1) тянлийи иля верилмиш икитяртибли хяттин мяркязи олмасы цчцн 

зярури вя кафи шярт 00 , yx  ядядляр ъцтцнцн  








0

,0

222221

121211

ayaxa

ayaxa
                            (4) 

системинин щялли олмасыдыр. 
 Исбаты.  Тутаг ки,   00 , yxC  икитяртибли хяттинин мяркя-зидир. Исбат едяк ки,  00 , yx  

ядядляри (4) системини юдяйирляр. C  нюгтясиндян, уйьун олараг,   21, ppp


 вя  21,qqq


 

векторларына паралел олан асимптотик олмайан истигамятли ики вятяр кечиряк. C  хяттинин мяркязи 

олдуьундан, бу нюгтя вятярлярдян щяр биринин орта нюгтяси олар. Вятярин орта нюгтясинин 
координатларына даир леммайа эюря 

   
   








.0,,

,0,,

20021001

20021001

qyxFqyxF

pyxFpyxF
                         (5) 

  21, ppp


 вя  21,qqq


  коллинеар олмайан векторлардыр. Она эюря дя  .0
22

11 
qp

qp
 

Бурадан айдын олур ки, (5) биръинс хятти тянликляр системинин йалныз сыфыр щялли вардыр:   ,0, 001 yxF  

  ,0, 002 yxF  йяни C  нюгтясчинин координатлары  (4) системини юдяйирляр.  

 Тярсиня, тутаг ки,  00 , yxC  нюгтясинин координатлары (4) тянликляр системини юдяйирляр; исбат 

едяк ки, C  хяттинин мяркя-зидир. Координат башланьыъыны  00 , yxC  нюгтясиня паралел кючцряк  

вя йени координат системиндя   икитяртибли хяттинин тянлийини йазаг. Бахылан щалда координатларын 

чевирмя дцстурлары  ,0xXx   0yYy   шяклиндядир.   хяттинин йени координат системиндя 

тянлийини йазмаг цчцн  x  вя y  дяйишянляринин гиймятлярини (1) тянлийиндя йериня йазаг:  

        2
0220012

2
011 2 yYayYxXaxXa  

    ,22 00020010 ayYaxXa   

вя йа  

0222 002010
2

2212
2

11  aYaXaYaXYaXa ,        (6) 

бурада  
     .,,,,, 00000022000110 yxFayxFayxFa   

 00 , yxC  нюгтясинин координатлары  (4) системини юдядикляриндян, ,0,0 2010  aa  она эюря дя  

(6) тянлийи  

02 00
2

2212
2

11  aYaXYaXa  

шяклиндя йазылыр. Бу тянликдян эюрцнцр ки, C  нюгтяси     хяттинин симметрийа мяркязидир. 

Доьрудан да, яэяр   yxM ,  оларса, онда   ,,  yxM   бурада MM   нюгтясиня   

хяттиня нязярян симметрик олан нюгтядир. Беляликля, C  хяттинин мяркязидир.    

 Нятиъя. Координат башланьыъынын (1) тянлийи иля верилян хяттин мяркязи олмасы цчцн зярури вя 
кафи шярт 02211  aa  бярабярликля-ринин юдянилмясидир.  



 Доьрудан да,  0,0  ядядляри йалныз вя йалныз 02211  aa  олдугда  (4) системини 

юдяйирляр.  
 3. Теорем 2 верилмиш икитяртибли хяттин мяркязляринин варлыьы иля баьлы мясяляни арашдырмаьа 
имкан верир. Мясяля  (4) тянликляр системинин тядгигиня эятирилир.  


















202221

101211

2221

1211 ,
aaa

aaa

aa

aa
                      (7) 

матрисляриня бахаг вя бу матрислярин рангларыны уйьун олараг, r  вя R  иля ишаря едяк. Ашкардыр ки, 
.Rr   Ашаьыдакы щаллар мцмкцндцр: 

 .2)1  Rr  Бу щалда (4) тянликляр системинин  йеэаня щялли вардыр вя она эюря дя    хятти 
бир вя йалныз бир  мяркязя маликдир. Беля хассяйя малик олан икитяртибли хятляря мяркязи икитяртибли 
хятляр дейилир. 
 .1)2  Rr  Бу щалда (4)  системинин сонсуз сайда щялляри вардыр: (4) системинин 

тянликляриндян бири диэяринин нятиъя-сидир. Икитяртибли хятт мяркязляр дцз хяттиня маликдир. Бу дцз хятт 
(4) системинин  тянликляриндян бири иля верилир.  
 .2,1)3  Rr  (4)  системи уйушмайандыр вя бунунла ялагядар олараг,  икитяртибли хяттин 
мяркязи йохдур. 
 Мяркязляри олмайан вя йа бирдян чох мяркязи олан икитяртибли хятляря гейри-мяркязи хятляр 
дейилир. Йухарыдакы мцщакимялярдян  алыныр ки, йалныз вя йалныз 0  олдугда икитяр-тибли хятт  
мяркязи хяттдир. Беляликля, еллиптик вя щиперболик тип хятляр мяркязи хяттлярдир, параболик тип хятляр ися 
гейри-мяркязи хятлярдир. 
 Еллипс вя щипербола мяркязи икитяртибли хятлярдир ( 0  олдуьуна эюря), она эюря дя бу 
хятлярин йеэаня мяркязи вардыр. Еллипс вя щиперболанын мяркязи  координат башланьыъыдыр. 

pxy 22   каноник тянлийи иля верилмиш парабола цчцн (7) матрисляри  2,1  Rr  рангларына малик 

олдугларына эюря параболанын мяркязи йохдур. 
 

Mühazirə 15 
 

İkitərtibli xəttə toxunan, onun tənliyi 
 
 
  икитяртибли хятти цзяриндя йерляшян  0M  нюгтяси  бу хяттин мяркязи оларса, онда дейирляр 

ки, 0M  мяхсуси  нюгтядир, якс щалда  0M  нюгтясиня ади  нюгтя дейилир.  

 Яэяр икитяртибли хяттин ади 0M  нюгтясиндян  кечян дцз хятт икитяртибли хятти цст-цстя дцшян ики 

нюгтядя кясирся вя йа онун цзяриндя йерляширся,  онда дейирляр ки, дцз хятт 0M  нюгтясиндя 

икитяртибли хяття тохунур. Тохунан дцз хяття даир теореми исбат едяк.  
 Теорем 2. Икитяртибли хяттин истянилян ади нюгтясиндя бу хяття бир вя йалныз бир тохунан дцз 
хятт вардыр. Яэяр икитяртибли хятт (1) цмуми тянлийи иля верилярся, онда  000 , yxM  нюгтясиндя 

тохунанын тянлийи  
     yayaxaxayaxa 2002202110012011  

  000020010  ayaxa                              (7) 

вя йа  
      0,,, 000002001  yxFyyxFxyxF  

шяклиндя олар. 
 Исбаты. Тутаг ки, 0M  нюгтясиндян кечян l  дцз хятти tpyytpxx 2010 ,   параметрик 

тянликляри иля верилмишдир. l  дцз хяттинин верилмиш   икитяртибли хятти иля кясишмя нюгтяляринин 

параметрляри (3)  тянлийиндян тяйин олунурлар. 0M  олдуьун-дан,  бу нюгтянин координатлары (1) 

цмуми тянлийини юдяйирляр, йяни   ,0, 00  yxFR  она эюря дя бахылан щалда (3) тянлийи  

022  QtPt                                      (8) 



шяклиндя йазылыр.  
 Исбат едяк ки, l  дцз хятти йалныз вя йалныз 0Q  олдугда   икитяртибли хяттиня тохунандыр. 

Доьрудан да, яэяр l -тохунан дцз хяттдирся, онда йа (8)  тянлийинин цст-цстя дцшян ики кюкц , йа 
да сонсуз сайда кюкляри вардыр. Щяр ики щалда 0Q  шярти юдянилир. Тярсиня, яэяр 0Q  оларса, 

онда (8) тянлийинин йа цст-цстя дцшян ики кюкц ( 0P  олдугда), йа да сонсуз сайда кюкляри 
( 0P  олдугда) вардыр. 0Q   бярабярлийинин ачыг шякилдя йазылышы  (3)  шяклиндядир.  000 , yxM  

ади нюгтя олдуьундан,  (3) бярабярли-йиндяки     002001 ,,, yxFyxF  ямсалларындан щеч олмазса 

бири сыфырдан фярглидир. Она эюря дя (3)  бярабярлийи  йеэаня  21, ppp


 истигамятини тяйин едир. Беля 

бир вектор олараг,   
    001002 ,,, yxFyxFt 


 

векторуну эютцрмяк  олар. 0M  нюгтясиндян  t


 вектору истигамя-тиндя  йюнялян бир вя йалныз бир 

дцз хятт кечир, она эюря дя 0M  нюгтясиндя йеэаня тохунан дцз хятт вардыр.  

 Тохунан дцз хятт 0M  нюгтяси вя t


 йюнялдиъи вектору иля тяйин олундуьуна эюря 

 
  0

,

,

0010

0020 



yxFyy

yxFxx
                                (9) 

тянлийиня маликдир.  
 0M  олдуьундан,  § 12-дяки (3) дцстуруна ясасян  йаза билярик: 

      0,,, 00000020001  yxFyyxFxyxF . 

Бурадан                 
 000 , yxF     00020001 ,, yyxFxyxF               (10) 

шярти алыныр.  (10)  шярти дахилиндя (9)  тянлийи беля йазылар: 
      0,,, 000002001  yxFyyxFxyxF . 

Эюрцндцйц кими, бу тянлик  (7) тянлийидир.  
 5. Еллипс,  щипербола вя  параболанын  бцтцн нюгтяляри ади нюгтялярдир, она эюря дя бу 
хятлярин щяр бир нюгтясиндя бир вя йалныз бир тохунан дцз хятт вардыр. Каноник тянликляри иля 
верилдиклярини нязяря алмагла еллипс, щипербола вя параболанын тохунан дцз хятляринин тянликлярини 
йазаг. 

 1) 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 еллипсиня  00 , yx  нюгтясиндя тохунан дцз хятт.  Бу  щалда  

0,1,
1

,
1

00201000222211  aaaa
b

a
a

a ,          

она эюря дя (7) тянлийи  

1
2
0

2
0 

b

yy

a

xx
                                       (11) 

шяклиндя йазылыр. 

 2) 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 щиперболасына  00 , yx  нюгтясиндя тохунан дцз хятт. Аналожи гайда иля 

мцяййян едирик ки, щиперболайа тоху-нан дцз хятт 

1
2
0

2
0 

b

yy

a

xx
                                      (12) 

тянлийиния маликдир.  

 3) pxy 22  параболасына  00 , yx  нюгтясиндя тохунан дцз хятт. Бу щалда 

,0,,0 002012111022  aaaapaa  она эюря дя тохунанын тянлийи  

 00 xxpyy                                       (13) 

шяклиндядир. 
 


