I Muhazira
Vektor anlayisi, vektorlar iizarinda xatti amallar

1. Uc négtelarinin nizami nazare alinan pargaya istiqa-metlanmis parga deyilir.
Tutaq ki, uc noqgtsleri 4 ve B ndqgtele-rinds olan parca verilmisdir. A4 -birinci néqte, B
iso ikinci ndqgte oldugda A4 ndqgtesine bu istigamatlonmis parganin baslangici,

B nogtesina ise sonu deyilir; bu halda 4B yazilisindan istifade olunur. Baslangici ve
sonu Ust-Uste dlugen istigamatlenmis parcaya sifir istigametlonmis parga deyilir. Terifo

gora ixtiyari 4 négtesi Ugln AA sifir istigamatlenmis parcadir.

AB pargasinin uzunlugu 4B istiqgamatlenmis parcasinin uzunlugu adlanir va |E|
kimi isara olunur. Sifir istigamatlonmis parganin uzunlugunun sifra barabar olmasi
nazarda tutulur.

Tutaq ki, 4 ve B verilmis iki ndqgtadir. Onda 4B ve BA miixtalif istiqamatlonmis

parcalardir. 4B ve BA parcala-rindan har biri digarine ks olan istiqamatlanmis parga
adlanir.

AB ve CD suialari eyni (aks) istigamatli olduqda deyirler ki, 4B ve CD eyni (aks)
istigametlonmis parcgalardir. Sifir istiqa-matlonmis parganin istenilon istiqgamatloanmis
parca ile eyni istigamatli olmasi gabul edilir.

Eyni istigametlonmis ve uzunluglari berabsr olan 4B ve CD parcalarina

ekvipolent pargalar deyilir. Bu halda Ei@ yazilisindan istifade olunur. Asanligla

yoxlanilir ki 4B ve CD istigamatloenmis pargalari yalniz ve yalniz AD ve BC pargalari-
nin orta ndqteleri Ust-Uste dusdikda ekvipolent olurlar.
Qeyd edak ki, ekvipolentlik miinasibati agagidaki sartleri 6dayir:

1. ixtiyari istiqgametleanmis 4B parcasi iclin AB =AB.
2. AB=CD = CD=4B.
3. [E:C_D ve c—Dzﬁ]:E:ﬁ.

Belalikla, ekvipolentlik munasibati fezanin butin istiga-
metlenmis parcalar c¢oxlugunda ekvivalentlik minasibatidir. Fezanin  butin

istigamatlenmis pargalar goxlugunu W ile igare edak. Z ekvipolentlik munasibatinin har
bir ekvivalentlik sinifine vektor ( ve ya sarbast vektor ) deyilir. BTerifo esasan, vektor-

V =W /= faktor-goxlugunun elementidir. Vektorlar Ustline ox isaresi qoyulan harflerla
isare olunurlar: @,b,....

Belaliklo, vektor-elo istigamatlonmis pargalar g¢oxlugudur ki, onlardan ixtiyari ikisi
ekvipolent pargalardir. Bu c¢oxlugun an azi bir pargasi sifir istigamatlonmis parga

oldugda vektor sifir vektor adlanir ve 0 kimi isare olunur.

Tutaq ki, a—verilmis vektordur, yeni = munasibatinin ekvivalentlik sinfidir.
ABea oldugda 4B biitiin ekvivalentlik sinfini, yani @ vektorunu temsil edir. Bu halda a
vektoru AB kimi isara olunur. a =b yazihisi gostarir ki, a goxlugu b goxlugu ile Ust-Uste

dusur, yeni a ve b muxtalif clr isarelenmis eyni vektordur.
Fozanin ixtiyari @ vektorunu ve meayyen O néqtesini gétirek. isbat edek ki,

OM =i sortini 6dayan bir ve yalniz bir M ndqgtesi vardir. Dogrudan da ferz edak ki,



ABea. OB pargasinin C orta nogtesine baxaq ve C noqgtesine nazaren 4 nogtesine
simmetrik olan M noqgtesini goéturak. Iki istigamet-lanmis parganin ekvipolentlik

[0}

alamatine asasen OM=A4B, ona gbre de OM =a. Indi ise gosterek ki, M- OM =a
sortini 6deyan yegana noqtedir. Tutaq ki, OM'=a. Onda OM =OM’. Buradan
istigamatlonmis pargalarin ekvipolentlik alamatina asasanaling:
FOzMM’:|OO|=|MM’|:>O=‘MM",yeni M ve M' ndqgteleri Ust-lists dlslrler.
M noqgtasinin qurulmasini O nogtesinden a vektorunun ayriimasi adlandirirlar.

a vektorunu tamsil edan ixtiyari istigameatlonmis parca [ diz xsttine paralel

oldugda ve ya onun Uzsrinda yerlasdikda deyirlar ki, a vektoru [ diiz xsttine paraleldir.
Sifir vektorun istaniloen diz xatts paralel olmasi gabul edilir.

oger a ve b vektorlarinin paralel oldugu duz xett vardirsa, bu halda deyirler ki,
a ve b vektorlar kollineardirlar. Aydindir ki, heg olmasa biri sifir vektor olan iki vektor
kollineardir. 5||E yaziligl gostarir ki, a ve b vektorlari kollinear-dirlar.

Tutaq ki, @ ve b -kollinear vektorlardir vo ABed,CDeb. AB va CD eyni
istiqgamatlonmis parcalar olduqda a ve b eyni istiqgamatli, aks istigamatlanmis pargalar

oldugda ise oks istiqamatli vektorlar adlanir. @ 7145 yazilisi @ ve b vektorlarinin eyni
istigamatli olmasini, a TV b yaziligi ise bu vektorlarin aks istigamatli olmasini ifade edir.
ixtiyari @ vektoruna baxaq ve her hansi 4 ndqgtesinden AB=a vektorunu ayiraq.
BA vektoru a vektoruna aks olan vektor adlanir ve —a kimi isara olunur. BA vektoruna
oks olan vektor 4B vektoru oldugundan, —(—a)=a. Sifir vektora oks olan vektor sifir

vektorun ozudur.
Vektorun uzunlugu dedikde onu tamsil eden har hansi istigamatlenmis parganin
uzunlugu basa dusulur. Sifir vektorun uzunlugu sifra berabardir. a vektorunun uzunlugu

|5| kimi isara olunur. Uzunlugu vahida barabar olan vektora vahid vektor deyilir.

2. Vektorlar cabrinde vektorlarin toplanmasi emali mi-hiim rol oynayir. ixtiyari a
ve b vektorlarini goéturek. Har-hansi 4 ndqtasinden AB=a vektorunu, sonra ise
B noqgtesinden BC=b vektorunu ayiraq. AC=¢ vektoru @ ve b vektorlar-nin cemi

adlanir ve bels isare olunur: ¢ =a+b.
Vektorlarin toplanmasinin yuxarida gdsterilan gaydasi licbucaq qaydasi adlanir.
Bu gaydani bele ifade etmak olar: ixtiyari A,B ve C ndqtaleri ligiin

AB+BC=AC (1)
baraberliyi dodrudur.
Ugbucaq qaydasini 4,B,4 ndqtelerine tetbiq etmokls aling: AB+BA=AA.

Analoji olaraq mueayyan edirik Ki, AB+BB=AB, AA+AB=AB. Belalikla, ixtiyari a
vektoru dgun:

i+(-a)=0, (2)
i+0=a ve 0+ad=a. (3)
Kollinear olmayan vektorlarin toplanmasi Gg¢lin diger qaydadan-paraleloqram

qadasindan istifada oluna biler. Sakil 1-da a ve b vektorlarinin ¢ caminin bu gayda ile
qurulmasi gostarilmisdir.
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akil 1

Teorem 1. ixtiyari 5,; ve ¢ vektorlan Uglin asagidaki barabarlikler dogrudur:

1°. G+b=>b+a (yerdayisma xassasi va ya kommutativ-lik xassasi).

2°. (5+1;)+5 =d+b+¢c gruplasdirma xassasi ve ya assosiativlik xassasi).

isbati. 1°. Tutaq ki, @ ve b - ixtiyari vektorlardir. Har hansi 4 noqtasinden
AB =G, AD =b vektorlarini, sonra ise B nogtasindan BC =b vektorunu ayiraq (sok.1).
Qurmaya esasan, Ezﬁ?, ona gore de Z%zD—é,yeni DC =a. Ugbucaq qaydasina
gbre, AB+BC=AC ve AD+DC=AC. Bu ise o demakdir ki, G+b =AC,b +¢ = AC.
Belolikla, a+b ve b+¢ eyni vektordur.

2° Tutaq ki, d,B,E—ixtiyari vektorlardir. Her hansi 4 n.qtesini goéturek ve ardicll
olaraq, Zz:a,ﬁ*:&c—Dza vektorlarini ayiraq (sek.2). Ugbucaq qaydasina gérs,
AB+BC = R‘,/TC+C7)=E. Bu ise o demakdir ki, (a+/5)+a=E. Diger terefden,
BC+CD=BD,AB+BD=AD, ona goro do a+(1§+5)=ﬂ). Belaliklo, (Ez+l§)+6 vo
Zz+(l;+5) eyni vektordur. l

y

p=(&+5)+5 vektoru a,b ve ¢ vektorlarinin cami gabul olunur. Teorem 1-o
@sasan, p :d+(E+E)Ananji qayda ile ixtiyari d,,d,,...,d,(n >3) vektorlarinin cemi tayin
oluna biler.

a ve b vektorlarinin forqi

Sakil 2

b+x=d
barabaerliyini 6dayan X vektoruna deyilir. Gostarmak olur ki, ixtiyari iki vektorun ferqi
vardir va birgiymatli teyin olunur.

3. a vektorunun A haqiqi adadine hasili asagidaki sertleri 6deyan p vektoruna
deyilir:

a

|b|=|4|"|d], burada || 2 edadinin miitlaq giymatidir.

a)
b) 2 >0o0ldugda p 717 d ve A1 <0oldugda p T a.
p vektorunu Aa kimi igars edirler.



a) sortinden alinir ki, yalniz ve yalniz 1=0 ve ya a =0 oldugda ﬁz().BeIeIikIa,
20=0, 0d=0.

Teorem 2. ixtiyari A, odadleri ve a,b vektorlari ticiin asagidaki baraberliklar
dogrudur:

3% Ala+5)=1a+ b,

4° (A+p)a = 2d + .

Isbati. 1° xassesinin dogrulugu vektorun adede hasilinin terifinden bilavasite
alhnir. A, uadadlerinden he¢ olmasa biri sifra beraber oldugda ve ya a ve b
vektorlarindan he¢ olmasa biri sifir vektor oldugda diger xassslerin de dogrulugu
askardir. Ona gore do A#0,u#0,d#0,b#0 halinda 2°3° ve 4° xassalari-nin
dogrulugunu asaslandirmaq yetorlidir.

2° Tutaq ki, p=A(ud)g=(1u)a. Vektorun adede hasi-linin terifine gore,
|| = Al = |2l ulal gl =|Auda] = |2 al
Buradan alinir ki, [p|=|g| Gosterek ki, p T1§. 4>0 ve Au<0 mimkin hallari vardr.

a

Birinci hala baxaq. [9:/1(;157) oldugundan, hamginin Ave u eyni isareli adadler
olduglarindan p ve a vektorlan eyni istigamatlidirler. Lakin q:(/w)a vo a vektorlarinin
da istiqgameatleri eynidir, belslikle, 5 T1 . Analoji qada ile Aux <0 halinda da miieyyen
edirik ki, p 1 g.Buradan |p|=|g| beraberliyinie esasen, A(ui)=(Au)d olmasi alinir.

3°.Har hansi 4 noqtesindan AB=a vektorunu, sonra isa B ndgtesindan BC=bh

vektorunu ayiraq. Ugbucaq gaydasina esasen, E+FCzTC, yani AC=a+b. Omsall
A odadi olan ve markazi 4AB,BC va AC duz xaettlarine oid olmayan musyyen O

ndqtasinde yerlagsen homotetiyaya baxaq. Tutaq ki, 4",B've C'- 4,Bva C ndqtalerinin
obrazlaridir.Onda A'B'=A4B, B'C'=ABC, AC =14AC vevya AB =id, B'C =ib,
AC = z(mz?) Diger terafden, uUg¢bucaq qaydasina esasen, A'B'=A'B'+B'C', yaoni
Ma+b)=ad+ b,

4° 1ki miimkiin hala baxmagq lazimdir: @) Az >0 ve b) Au<0.

a) Au >0. Musayyan 4 ndgtesindan AB = G vektorunu, sonra ise B ndqtasinden
BC = yi vektorunu ayiraq. Onda 4B = |A|d|, BC = |ufa| 2u >0 olduguna gére, 4B ™1 BC,
yani Bnoqtesi 4 ve Cnoqtsleri arasinda yerlagir. Beloalikle, AC=A4B+BC va ya
AC =|A|a|+|p|a|. Lakin 2 ve u eyni isareli adadlardir, ona gore do |4|+|x|=|4+ 4| Bu
ise gOsterir Ki,

da

AC =|A+ pal. (4)
A>0,u>0 oldugda AC ve G vektorlan eyni istigamatli,
A<0,u<0, yoni A+ u<0 olduqda isa aks istigamatli vektor-lardir. Ona géra da (4)
baraberliyinis esasen alariq: AC = (/1 + y)a . Diger tarefdan, AC=AB+BC=2d+ yl;
Belslikle, (4 + u)d = Ad + p.
Au < 0halinda da 4° berabarliyinin dogrulugu analoji qayda ile esaslandirilill



Il Mihazira

Vektorlarin xatti asilihigi, xassalari. Vektor faza. Vazis, vektorun
koordinatlar.

1. Bvvaelca vektorlarin kollinearligina dair agagidaki teoremi isbat edak:

Teorem 1. Oger a ve b vektorlari kollineardirlarsa ve G # 0 sarti 6danilirss, onda
ele yegana o adadi vardir Ki,

b=aa. (1)
isbat. ilk névbade (1) beraberliyini ddeyen « adadinin varidini esaslandiraq.
. . . b b
Zz“b oldugundan, ya @ 175, yada a T\ b. Birinci halda « = P ikinci halda ise « = —H
a a

gabul edak. Vektorun fdada vurulmasi emalinin tarifine asasan, har iki halda (1)
barabarliyini alirq.
Indi ise isbat edak ki, (1) sortini 6deyan « adadi birgiymatli tayin olunur. Farz

edok ki, o, ele bir haqiqi adeddir ki, b = ,a.Bu baraberlikden va (1) berabardiyinden
alinir ki, ad =a,d veya (@ —a,)i=0. d@+0 oldugundan, a —a, =0 vo yMa =q,.
a vektoru o mustavisi Uzarinda yerloagan muayyen diz xette paralel oldugda

deyirler ki, a vektoru o miistavisine para-leldir. Askardir ki, & mustevisina paralel olan
a vektoru o mustevisina paralel olan istanilon musteviye da paraleldir.

Bger a,b va ¢ vektorlarinin paralel olduglar mistavi vardirsa, bu halda deyirler
ki, a,b,¢ vektorlar komplanardiriar. Qeyd edsk ki, a,b ve ¢ vektorlarindan he¢ olmasa
biri sifir vektor oldugda bu vektorlar komplanardirlar. Dogrudan da, muayyanlik Ugln,
mesalen, ¢=0 oldugunu ferz edek. Fezanin her hansi O ndqtesindan
@:a,@:g,%:é vektorlarini ayiraq. 0,4 va B noqtelarindan ab Ve
¢ vektorlarina paralel olan mustavi kec¢diyindan bu vektorlar komplanardirlar.

Komplanar vektorlara dair teoremi isbat edak:

Teorem 2. Oger a,b ve ¢ vektorlarl komplanardirsa ve a,b -kollinear olmayan
vektorlardirsa, onda ele yegana « va £ adadleri vardir ki,

¢=ad+ fb. (2)

isbati. ©vvaelce (2) beraberliyini ddeyen a ve S egadlerinin varligini isbat edek.
Musyyan O néqtesinden 04 =ad,0B =b,0C =¢ vektorlarini ayiraq. Bu vektorlar komp-
lanar olduglarindan O, 4,B,C noqtelari bir mustavi Uzarinds yerlasirlar, eyni zamanda

0, A4,B noqgtsleri bir diz xatt Uzarinde yerlagmirlor (@:é, OB =b kollinear olmayan
vektorlardir).
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Sakil 5
C noOqtesi OB duz xatti Uzerinds yerlosdikds (sok.5,a), @:E,&f:é vektorlari

kollinear olurlar. Bu halda teorem 1-o asasen ¢ = b vo ya ¢ =0-a+ fb sertini ddeysn
B oadadi vardir, yani (2) berabaerliyi ddenilir. C ndqtasinin OB duz xatti Uzarinde
yerlesmadiyi hala baxaq (sek. 5,b). OB duz xettine CC, paralel diz xattini kegirak,

burada C,— 04 diiz xettinin ndqtesidir. Ugbucaq gaydasina esasen, OC, =0C +CC; .
Lakin O—Cl“ﬁ @HOT? ona gére de OC, = ai,C,C = b berabaerliklerini 6deysn a ve S

adadleri vardir. Belalikle, OC = wi + Bb , yani (2) barabarliyi ddanilir.

indi isa (2) barabarliyini ddeysn a ve S adadlerinin birgiymatli tayin olundugunu
isbat edsk. Tutaq ki, ; va 3, ele adadlerdirler ki, ¢ = ,d + . Bu berabarlikdan va (2)
berabarliyinden alariq: (o -« )i+ (8- 4,)b =0. Askardir ki, & -a, =0, g -, =0.Dogrudan
da, meselen, a—-«, =0 oldu-gunu forz etsek, sonuncu vektor barabarliyindan
alanq: a _AZh _ﬂE, buise @ ve b vektorlar kollinear olmadigina gére mimkin deyilll

a—oy
2. Tutaq ki,
dy,dy,...,d, (3)

vektorlar sistemi ve n sayda «,a,,.,a, heqiqi odadleri veril-migdir.

b = ayd, +ardy ++--+a,a, vektoru verilmis a,a,,.,a, vektorlarinin xatti kombinasiyasi

adlanir. Hemginin deyirler ki, 5 vektoru a,,a,,....a, vektorlar ile xatti ifade olunur.
oger
oyd, + iy +--+at,d, =0 (4)
barabaerliyini 6deyan ve heg¢ olmasa biri sifirdan fergli olan «,,a,,...,a, @dadleri vardirsa,
o halda deyirler ki, (3) vektorlar sistemi xatti asilidir. (4) baraberliyi yalniz
o =a, =..=a,=0 oldugda 6denildiyi halda ise 4,,a,,....a, xatti asili olmayan vektorlar
sistemi adlanir.

n=1 halinda bir vektordan ibarst sistem alinir. Askardir ki, bele sistem yalniz
sistemin vektoru sifir vektor oldugda xatti asilidir.

Xaotti aslli olan vektorlar sisteminin bazi xassalarini nazer-dan kegirak.

1°. n>1 halinda (3) vektorlar sisteminin xatti asili olmasi li¢iin zeruri ve kafi sert
bu vektorlardan he¢ olmasa birinin sistemin qalan vektorlarinin xotti kombinasiyasi
olmasidir.

Tutaq ki, (3) vektorlar sistemi xotti asiidir. Bu o demakdir ki, (4) bearabarliyi
ddenilir ve «,a,,...,a, adadlerindan he¢ olmasa biri sifirdan ferglidir. Muayyanlik Gglun
o, 20 (k-12,.,n adadlerindan biridir) oldugunu ferz edak. (4) bara-barliyini

G- %o X1 5 g 28| 5k+1—"'—a—"5n
27 277 273 23 23
soklinde yazaq. Buradan gérundr ki, a4, vektoru (3) sisteminin qalan vektorlarinin xatti
kombinasiyasidir.
Tersine, tutaq ki, (3) sisteminde a, vektoru galan vektor-larin xatti

kombinasiyasidir:

dp = Pay+-+ Brlgy + Bradg ++ Bua,.
Bu berabarliyi asagidaki kimi yazaq:

B+ + By by + (= 1) + Bl + -+ Byd, =0.



Sonuncu barabarlik (3) vektorlar sisteminin xatti asili oldugunu goéstarir (a, vektorunun
amsali sifirdan ferglidir).

2°. Alt sistemi xatti asili olan vektorlar sistemi xatti asililr.
Tutaq ki, (3) vektorlar sistemi verilmisdir ve a,,d,....d, (I <n) vektorlar sistemi xatti

asilidir. Demali, heg olmasa biri sifirdan ferqgli olan ele «,a,,...,; @dadlari vardir ki,
oG, + iy ++-+ayd; = 0.
Bu barabarliyi asagidaki kimi de yaza bilarik:
oay +onay +-+opa; +0a,,, +---0a, =0.
Belslikla , (3) vektorlar sistemi do xatti asilidir.
3%, Xetti asili olmayan vektorlar sisteminds sifir vektor yoxdur.
4°. Xatti asili olmayan vektorlar sisteminin istenilon alt sistemi xatti asili deyil.

3% xassosinin dogrulugu 2° xassesinden bilavasite alinir, 4° xassaesinin
dogrulugu ise aksini farz etma ile asanligla esaslandirilir.

3. Vektorlann xatti asiiliginin handasi mahiyyatini izah eden teoremlari geyd
edak.

Teorem 3. a,b vektorlar sistemi yalniz ve yalniz bu vektorlar kollinear oldugda
xaftti asilidir.

Isbati. Tutaq ki, a,b vektorlar sistemi xatti asilidir. 1° xassesine gdre bu
vektorlardan hec olmasa biri digeri il xatti ifade olunur. Miieyyenlik Uciin b = ad
oldugunu gabul edak. Buradan gorindr ki, a ve b vektorlari kollineardirlar.

Tersina, tutaq ki, @ ve b vektorlar kollineardirlar. @ =0 oldugda 3° xassasine
gore a,b vektorlar sistemi xatti asilidir. a+0 oldugda ise teorem 1-o esasen, b =cd .
Buradan ai+(-1)b =0 barabarliyi alinir, yani a,5 vektorlar sistemi xotillsilidir.

Teorem 4. G,b,¢ vektorlar sistemi yalniz ve yalniz bu vektorlar komplanar
olduqgda xetti asilidir.
isbati. Tutaq ki, 5,5,5 vektorlar sistemi xatti asilidir:
aa + ﬂg +7=0,
burada «,f,y amsallarindan he¢ olmasa biri sifirdan ferglidir. Gosterak ki, ab va ¢

vektorlari komplanardirlar. «, g ve ya y amsallarindan heg olmasa biri sifra baraber
oldugda hokmin dogrulugu askardir. Dogrudan da, masslan, y =0olursa, onda

ai+ Bb =0 vo teorem 3-o gdre @ ve b vektorlar kollinear-dirlar. Bu ise a,b ve ¢
vektorlarinin komplanar olmasi demakdir. « # 0,4 # 0,7 = 0 halina baxaq.

Miieyyan O néqtesinden OA4=ad vektorunu, sonra iss 4 nogtesindan ﬁ:ﬂg
vektorunu ayiraq. OA+ AB = OB oldugundan, aZz+,BE =O0B. Diger terefden,
ad + ffb = —)¢,ona gore de OB =—y¢.0,A va B nogtelerinden o mdustavisi kegir.
a#0,8+0,y#0 oldugundan, OA=ci, 4B = Bb ve OB = —y¢ berabarliklarinden alinir
ki, a,b ve ¢ vektorlar o mistavisine paraleldirler va ona gdre da komplanardirlar.

Tersinag, tutaq ki, a,E,E vektorlari komplanardirlar. ©ger d“l; olarsa, onda teorem

3-0 @sasan, d ve b vektorlar xatti asiidirlar ve 2° xassesina gora a,b,¢ vektorlar

sistemi xotti asilidir. @ ve b vektorlar kollinear olmadiqda ise teorem 2-ys asasan,
¢=ad+ fb. Buradan 1° xassesine esasen a,b,¢ vektor-lar sisteminin xatti aggi olmasi
alinir.



lll Miihazira
Miistavi lizarinda afin koordinat sistemi. Parcanin verilan nisbatda bolinmasi

1. Tutaq ki, ¥ -Uug 6l¢ullu vektor fazadir, L ise bu fezanin vektorlarinin miayyan
bos olmayan ¢oxlugudur. Asagidaki sertler 6denildikde L coxlugu ¥ fezasinin vektor alt
fozasi adlanir:

1°. ©ger deL vo beL olarsa,onda a+bel.

2°. Bger a e L olarsa, onda istenilen haqiqi « adadi liclin «d L.

L vektor alt fezasinin bazisi xatti asi olmayan vektorlarin ele nizamlanmis
sistemina deyilir ki, L vektor alt fezasinin istenilen vektoru bu sistemin vektorlarinin xatti
kombinasiyasi olsun. isbat etmak olur ki, vektor alt fezasinin biitiin bazisleri eyni sayda
vektorlara malikdirler. Bazis vektorlarinin sayina vektor alt fezasinin bazisi deyilir.

Kollinear olmayan ave b vektorlari ve ixtiyari « ve g heqiqi ededleri ligiin aa + Bb
soklinda olan butun vektorlarin L(&,l;) goxlugu iki 6l¢lli vektor alt fezasini emals gsatirir.

Qeyd edak ki, L(&,E) vektor alt fazasi-nin istanilen vektoru ave b vektorlarinin paralel
olduglari mustaviya paraleldir.

Tutaq ki, mustevi Uzerinde har hansi O noqgtesi ve bu mustaviye paralel olan
vektorlarin L vektor alt fozasinin ixtiyari ¢,,¢, bazisi verilmisdir. 0 ndgtasindan ve ¢,é,

bazisinden ibarat olan Ugliysa mustavi Uzarinde afin koordinat sistemi deyilir vo 0Oé,é, vo
ya (0,¢,¢,) simvolu ils isars olunur (sek. 9). 0 noqtesi koordinat baglangici, & va
¢, —koordinat vektorlari (e — birinci koordinat vektoru, e, —ikinci koordinat vektoru)
adlanir. Koor-dinat baslangicindan kegen ve koordinat vektorlarina paralel olan
istigamaetloenmis duz xattlera koordinat oxlari deyilir. Uzarindeki musbat istigamatin ¢
vektoru ile tayin olundugu koordinat oxu absis oxu adlanir vo Oxkimi isare edilir. Diger
ox-ordinat oxu adlanir va Oy kimi isara olunur (sak.9). Ona gore do

y
M
é
) / 2 X /O 2 M, X
Sakil 9 Sekil 10

0é ¢, koordinat sistemini Oxy kimi da isara edirlar.
2. Tutaq ki, 0Oe¢e,-afin koordinat sistemidir, M ise mus-tavinin ixtiyari nogtasidir

(sek.10). OM vektoru M ndgtasinin O néqtasine nazeren radius-vektoru adlanir. oM
vektorunun ¢,¢, bazisindeki x ve ykoordinatlarina M noqtesinin Oé¢e, koordinat



sistemindeki koordinatlari deyilir. x adedi M noqte-sinin absisi, y adadi ise ordinati
adlanir v M(x,y) yazilir. Belslikls, M ndgtesinin 0é¢é, sistemindaki koordinatlar ele x
va yadadlarina deyilir ki,
W=x51+yéz. (1)
Segilmis koordinat sisteminde mistavinin her bir A ndgtesi (x,y) koordinatlarina malik
olur ve agar M,(x,,y,), M,(x,,y,) mlxte-lif nogtelerdirlerss, onda (x,,y,) vo (x,,y,) cltleri
ust-Oste dls-mdrler (yeni x, =x, ve y =y, berabersizliklorinden he¢ olmasa biri
6denilir). Tersina, adadlerin har bir nizamlanmis (x,y) cltl Gglin verilmis koordinatlar
olan ndqteni gdstarmak mumkindur. Dogrudan da, agar O ndqtesinden xé + ye,
vektorunu ayirsaq, mustavinin muayyan M noqgtesi Ugun W:xél+yéz barabarliyi
odeniler. Agkardir ki, (x,y) M nogtesinin koordinatlari olar. Belsliklo, ager mistavi
Uzerinde afin koordinat sistemi verilmisdirss, onda mustavinin noqgteleri ile haqiqi
adadlerin (x,y) nizamlanmig cltleri arasinda, yeni mistevinin nogteleri ile R?
coxlugunun elementlari arasinda qarsiligh birgiymatli uydunluq tayin olunur, burada
R* = Rx R —haqiqi adadlar goxlugunun dekart kvadratidir.
Tutaq ki, afin koordinat sisteminds A(x,,y,) ve B(x,,y,) ndqteleri verilmisdir. 4B

vektorunun koordinatlarini tayin edak. Aydindir ki, 4B =0B-04. 04 ve OB vektorlarinin
4 ve B néqtalerinin radius-vektorlari kimi OA(x,,y,) v OB(x,,y,) koordinatlari vardir.

Beloalikla, 4B vektoru OB ve 04 vektor-larinin farq vektoru olaraq

Z3.()‘2 —XYV2 )ﬁ) (2)
koordinatlarina malikdir, yeni vektorun har bir koordinati vektorun sonunun vo
baslangicinin uygun koordinatlarinin ferqine barabardir.

3. Tutaq ki, M, ve M, mustavinin har hansi iki noqgtesi-dir, 1 ise 1 =-1 sertini 6dayan
muayyan adaddir.

MM = AMM, (4)
sorti ddenildikde deyirler ki, M noqtesi MM, (istiqamatlenmis) pargasini A nisbatinds
boliir.

(4) berabarliyinden miayyan edirik ki, W va M—M£ vektorlari kollineardirlar. Bu

iso o demakdir ki, M noqtasi MM, diz xatti Gzarinds yerlagir. 1 >0 olduqda, yoni MM

ve MM, vektorlar eyni istigamatli oldugda A ndgtesi M,M, pargasina aid olur. 1<0
sorti 0danildikds ise M M, pargasindan kenarda yerlosir.

Mustavi lizerinde 0¢,¢, afin koordinat sistemini daxil edek ve ferz edek ki, MM,
pargasinin baslangicinin ve sonunun M,(x,,y,), M,(x,,y,) koordinatlar vardir. MM,
pargasini A nisbatinds bdlen M(x,y) noqtasinin koordinatlarini tayin edek. Aydindir ki,
MM =OM —OM,,MM, =OM, —-OM,ona gére de (4) berabaerliyini bele yazmaq olar:
OW—O—Mfzﬂ(T%—OW) Buradan aling: (1+4)OM = OM, + A0M,. 2 +1#0 oldugundan,

W=W;+EO—]\4£= 1 O—All'+
1+4 1+ 1+

OM,OM,ve OM, vektorlan M,M, ve M, noqtalerinin rabius-vektorlar

OM,. ()

olduglarindan, ., bazisinde OM(x,y). OM,(x,,y) OM,(x,,y,) koordinatlarina

malikdirler. (5) bsra-barliyinds vektorun koordinatlarinin  3°ve 1° xasselerinden (§ 3)
istifade etsek, x va y koordinatlan Ggln alarq:



x=xl+/1x2, :yl+/’ty2' (6)
1+4 1+4
Xususi halda, MM, parcasinin orta nogtesinin, yani bu parcani yariya boélen

(4 =1) nogtenin

Xt o Nty
2 7 2
koordinatlar vardir.
IV Miihazirs

Diizbucaqli koordinat sistemi. Skalyar hasil, xassalari

1. Koordinat vektorlari garsiligh perpendikulyar vahid vektorlar olan koordinat
sistemina diizbucaqli dekart koordinat sistemi deyilir. Baslangici O néqtsasinda olan bela
koordinat sistemi 0ij ve ya (O,f,]) kimi isara
olunur burada i?=7%=1, ij=0
(sok. 1). M, M

Duzbucagll koordinat siste-
minda M (x,y) nogtesinin koordinat- 4 ;

larinin manasini izah edak. x?"? Vo

%7 oldugundan ox ve Oy koordi- ¢ M,

nat oxlari Gzerinde uygun olaraq ele Sakil 1
M, vo M, ndqteleri vardir ki, xi = OM,yj =OM,, ona gbre do OM, =|x|,OM, =|y|. M, ve
M, ndqteleri M ndqtesinin koordi-nat oxlari Gzarinds proyeksiyalandir (sok. 1). Belalikls,
M, ndqtesi Ox oxunun musbst yarmoxunun noégtesi oldugda x=0M,, manfi
yarimoxunun noqgtesi oldugda x=-0OM, ve M, nogtasi O noqtasi ile Ust-Uste dusdukda
x =0. M noqgtesinin yordinati da eyni handasi manaya malikdir.

Tutaq ki, diizbucaqgl dekart Oij koordinat sisteminds 4, B noqgtslerinin 4(x,,y;),
B(x,,y,) koordinatlari vardir. Bu nogteler arasindaki masafeni, yeni A4Bpargasinin

uzunlugunu hesablayaq. Vektorun uzunlugunun terifine esasen, 4B vektorunun
AB(x, — x,,y, —y;) koordinatlari vardir, ona gére de bu vektorun uzunlugu analoji olan
asagidaki dusturla hesablanir:

AB:‘E‘:\/(?@_x1)2+(J’2—J’1)2- (1)

2. Tutaq ki, @ ve b sifirdan fargli vektorlardir. ixtiyari © ndqtesinden 04=a ve OB=b

vektorlarini ayinb 04ve OB sialarina baxaq (sek. 2, a). a ve b vektorlan arasindaki
bucaq dedikde 04ve OB sualan Ust-Uste dusmadiyi halda bu sualar arasindaki bucaq,

yeni AOBbuca basa disulir. o4ve OB sualan Ust-Uste disdilkde ise a ve b
vektorlar arasindaki bucadin sifra berabsr olmasi qebul edilir. @ ve b5 vektorlari
arasindaki bucaq (Ei,E) kimi isara olunur. Taraflari eyni istiqamatli olan bucaglar berabar
oldugundan (sek. 2, b), verilmis vektorlar arasindaki bucaq O ndqtesinin segimindan

asll deyil.

A
/7 4 B
O. , B @)
—_—




B
a) b)
Sakil 2

(Ez, 5)=% oldugda sifirdan ferqli @ ve b vektorlarina qarsiligh perpendikulyar

vektorlar deyilir. Bu halda a 1 b yazilir. @ ve 5 vektorlarindan heg olmasa birinin sifir

vektor olmasi halinda (&,5)=% oldugunu gabul edirik. Buradan aydin olur ki, sifir vektor

istonilon vektora perpendikulyardir. Belslikls, ists-nilen a@ ve b vektorlar Ugin
0<(a.b)<x.
Iki vektorun uzunluglarinin onlar arasindaki bucadin kosinusuna hasiline bu

vektorlarin skalyar hasili deyilir. a va b vektorlarinin skalyar hasili a-5 ve ya ab kimi

isara olunur. Belslikls, tarife asasan,
ab = |ﬁ|‘5‘cos(ﬁ, I;) (2)
Bu diisturdan goérinir ki, yalniz ve yalniz a 1 b oldugda ab =0. Bu netice a ve
b vektorlarindan heg olmasa biri sifir vektor oldugda da dogrudur.
(2) dusturundan ahnir ki, aa = |Zi|2. aa odadi a vektorunun skalyar kvadrati adlanir

ve a> kimi isare olunur. Belsliklo,
la = a2 3)
3. Iki vektorun skalyar hasilini onlari koordinatlarina gore teyin etmays imkan
veran asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 1. Ortonormallagdirimis bazisde verilmis a(ay,a,,a;) Vo b(by,b,,by)
vektorlarinin skalyar hasili
b = ab, + ayby + azby (4)
ddsturu ile ifads olunur.
isbatl. @ ve b vektorlarindan heg olmasa biri sifir vektor oldugu halda (4)
barabarliyinin dogrulugu askardir. Ona géra de @ =0 ve b =0 halina baxmaq kifaystdir.
Bvvalce forz edsk ki, @ ve b vektorlari kollineardirlar. Her hansi 0 néqtssindan
OA=d ve OB=b vektorlarini ayirag ve 04B Ugbucagina baxaq. Kosinuslar teoremina
gore AB® =04 + OB® —~204-OBcosa, buradaa = (d,b) AB=b-d, OA=i,0B=b
oldugundan sonuncu barabarliyi bele yaza bilerik:

b = %(W +[p?|-p - am. (5)

(l; —ﬁXbl —ay,by —ay,by —ay) oldugundan, ‘5 —5‘2 =B —a)) +(by—a,) +(b;—a;)*. Analoji
muhakimaya gore
6 = af +aF +ad. [ =07 + 03 + 3. (6)
Bu qiymatleri (5) dusturunda yerine yazib, muvafig elementar cevirmaleri
aparsaq, (4) dusturunu alariq.

indi ise @ ve b vektorlarinin kollinear oldugunu gebul edsk. Koolinear vektorlara

dair teorema asasan elo 1 adadi vardir ki, @ = A5.Bu ise o demakdir ki,
a; :ﬂabl,az :ﬂabz,a3 :ﬂb3. (7)



Skalyar hasilin terifine esasen 55=(/11;)5=‘/15“5‘cos(/11;,5) Bura-dan alinir ki, istenilen 1
e o N o ) )
adadi Ugln: ab = ﬁ‘b‘ Bilirik ki, ‘b‘ =b? + b} +b3,0na gors de

ab = ﬂ(bf +b? +b32): (b, )by + (Aby )by + (b3 Jbs .

Sonuncu baraberlikde (7) sertlerindan istifade etsak, (4) disturunu aIan!

Netice 1.Ortonormallasdinimis bazisde verilon —a(ay,a,,a;) v  b(by,by,by)
vektorlari yalniz ve yalniz

aiby + ayby +azby =0

olduqda qarsihiqli perpendikulyardirlar.

Natica 2. Ortonormallagdinimis bazisde verilon sifirdan forqli  d(a;,a,,a;) Vo
b(b,,b,,b;) vektorlar arasinda qalan bucadin kosinusu
aib, + ayb, + azby

cos(d,b)=
\/012 +a; +a32\/bl2 +b3 +b3

(8)

diisturu ile hesablanir.

@. Bu berabarlikde ab.|d ve
e

‘E‘—nin (4) ve (5) dusturlarindan olan giy-matlarini yerine yazsaq, (8) dUsturuHJ alariq.

Dogrudan da, (2) disturuna gére cos(a,E)z

4. Asagidaki teorem vektorlarin skalyar hasili emalinin asas xassalarini ifads edir.
Teorem 2. ixtiyari ave B odadleri ve ixtiyari a,bve ¢ vektorlan (aiin asagidaki
baraberlikler dogrudur:

1°. ab =ba.
2°, (0(51)5 = a(dl;) ve d(ag)z a(ﬁg)
3 (a+b ) =ac+be.
isbati. Ortonormallasdinimis 7,7,k bazisini secek ve verilmis vektorlarin
d(ay,as,a3),b(by,by,b3),¢(cy,cp,c3)  koordi-natlarini  daxil edek. Barabarliklarden birini,
masaloen 3°baraberliyini isbat edsk, qalanlari eyni qayda ile isbat olunur.
(a+I5Xal +by,ay +by,a+by) oldugundan, (4) dusturuna asasaen,
(Zi +E)5 =(ay +by)ey +(ay + by Jey +(ay + b2 )es = (e +aze, +
+ a3c3)+ (blcl +bycy + b3c3) —ac+b¢. A
Natica 3. ixtiyari a,b,c ve ¢vektorlari tglin
(@+b)c+d)=ac+bc+ad+bd
beraberliyi dogrudur.
V Miuhazirs
Mustavinin oriyentasiyasi

1. Tutaq ki, L-musteviya paralel olan vektorlarin iki dlgulu vektor alt fozasidir.
Bu vektor alt fezasinin her hansi ki 4=(G,,4,) ve B:(EI,E2) bazislerine baxaq. B
bazisinin vektor-larini 4 bazisinin vektorlari Gzrs ayiraq:

by = ¢1ay + €105, by = €54, + Cyyd;. (1)



‘1 O

b, ve b, vektorlarinin koordinatlarindan diizelen [ ) matrisine 4 bazisinden B

1 Cx

bazisine kegid matrisi, onun determi-nantina, yani ¢ ¢y, —cy ¢, 9dadine ise 4

bazisinden B bazisina kec¢id matrisinin determinanti deyilir ve bele isars olunur:
AB=(aa,)65,)= . (2)

‘1 Ci2

C21 €22

by, b, vektorlar xtti asili olmadigindan, 4|B 0.
Bir bazisden digerina kegid matrislerinin determinantlari-nin bazi xassalarini geyd

edak.
1. Istenilon 4 =(a,,a,) bazisi tglin: A4=1.
- .. 1
Dogrudan da, 4, =1-4,+0-d,,a, =0-a, +1-a,, ona gora do 4|4 = 0 ?‘:.
2°. Ixtiyari (i¢ 4=(d,,a,), B :(51,52) ve C=(¢,,¢,) ba-zisleri tigiin
(4B)Blc)= 4lc. (3)

baraberliyi dogrudur.

Xassanin dogrulugunu asaslandirmaq agln forz edak ki,
¢, =d, b +d,b,, ¢, =d,b +d,b,. Bu baraberliklerin sa§ tereflerinde (1) ayrilislarini nezers
alaq:

¢ = dll(cllgil +52152)+d21(01251 +022512),
G = dlz(cllal +62152)+d22(61251 +Cpd, )

Buradan 4 bazisinden C bazisina kec¢id matrisinin determinantini determinantini
tayin edirik:

‘B _ ‘dllcll tdycy  dipey +dye, _
dyCyy +dy 0y dipey +dycy,

d, d v .. .
Bc=|""" | oldugundan, (2) disturunu nazere alarag, mivafiq hesablamalar

21 22

aparmagla (3) barabarliyinin dogrulugunu milyan edirik.

Oger (3) berabarliyinde C=4 gobul edib 2° xassesinden istifade etsok, 3°
xassasini alariq.

3°. (4B)B|4)=1.
2. L alt fezasinin bitin bazisleri goxlugunu B ilo isare edek. 4B >0 oldugda

deyacayik ki, 4,BeB bazisleri A munasibatindadirler (eyni oriyentasiyaya malikdirlor).

Bu halda 4AB yazilisindan istifade edeceyik. Isbat edsk ki, L alt fozasinin biitin
bazislerinin B ¢oxlugunda A miinasibati ekvivalentlik miinasibatidir.

1) Istenilen 4 bazisi liglin: 4A4.Bu natice 1° xassasindan alinir.
2) ©ger AAB olarsa, onda BA4.Dogrudan da, AAB= = 4|B>0.Lakin 3’

xassasinden alinir ki, B|4 = A—Lg >0, ona gore do BAA.
3) oger AAB Vo BAC olarsa, onda AAC.Dogrudan da,
AAB= AB>0, BAC= B|C >0.2" xassesine esasen, 4|C = =(4B)B|C)> 0, yoni 4AC.

Isbat edsk ki, B /A faktor-goxlugu yalniz iki elementdan ibarstdir. Bundan 6trii

. . 0 1 .
A=(a,.a,) ve B=(d,.a,) bazislerine baxaq. A|B=‘1 o= oldugundan, kK, ve K,

ekvivalentlik sinifleri Ust-Uste dusmirler. Yoxlamagq olur ki, ixtiyari ¢ =(¢,,¢,) bazisi ya



K, sinfine, ya da k, sinfine daxildir. Dogrudan da, 2° xassesine gére 4|C =(4|B)B|C)
Lakin 4|B=-1, ona gore de 4|C =-B|C. Buradan alinir ki, ya 4/C>0, ya da B|C>0.Birinci
halda CeK ,,ikinci haldaise C ek, olur.

B /A faktor-gcoxlugunun elementlerinden her birine L vektor alt fazasinin
oriyentasiyasi deyilir. Bu oriyentasiyalardan birini se¢gek ve onu miisbet oriyentasiya
( digerini ise-menfi oriyentasiya) adlandiraq. Musbat oriyentasiyanin secildiyi L vektor
alt fezasina oriyentasiya olunmus alt feza deyilir. Musbat oriyentasiyali bazisler sag
bazisler, manfi oriyentasiyall bazisler ise sol bazisler adlanir.

Vektorlarinin alt fezasi oriyentasiya olunmus mdastaviye oriyentasiya olunmus
mustevi deyilir. ¢,e, bazisi sag bazis oldugda 0¢é, koordinat sistemi
sag, sol bazis oldugda ise sol é
koordinat sistemi adlanir. Sakil 12-
de 0éé,-sag koordinat sistemi, 0 ¢
0¢,(-¢,)-sol koordinat sistemi- é,
dir. Umumiyystle, koordinat sis-
temlarinin tasviri zamani sag koor- Sakil 1
dinat sistemina ele koordinat sistemi aid edilir ki, onun Ox va Oy oxlari sag alin acgilmig
ovucuna baxdigda bas ve sehadat barmaglar kimi yerlesmis olsunlar.

VI Miihazire

Mistavi iizarinda afin va diizbucaql koordinat sistemlarinin ¢gevrilmasi.
Miistavi lizarinda polyar koordinat sistemi

1. Oriyentasiya olunmugs mustevi uUzarinde vektorlar ara-sinda qalan
istigamatlonmis bucaq anlayisini daxil edsk. Tutaq ki, a ve b-miayyen nizamla
verilmis sifirdan forqli vektorlardir: a-birinci vektordur, 5 ise ikinci vektordur.ive b
vektorlarinin kollinear olmadi§i halda & vektoru ile 5 vektoru ara-sinda galan
istigametlenmis (oriyentasiya olunmus) bucaq olaraq, a,b bazisi sad bazis oldugda
(Ei,l;) kemiyyeti, a,b bazisi sol bazis oldugda ise —(&,5) kemiyyati goturilir. a ve b
vektor-larinin istiqgamsatleri eyni oldugda onlar arasinda qalan istigamat-lonmis bucagin

0-a, oks olduqda ise 7 -ya berabar olmasi gebul edilir. @ ve b vektorlar arasinda

galan istigamatlanmis bucaq (ajg] kimi isara olunur. Belalikla, sifirdan fargli istanilen a
ve b vektorlar Ggin -z < (ajg] <r.

(5, 1}] =-(1§,a} oldugundan, koolinear olmayan a ve 5 vektorlari Ggln

sin (5,5J=-sin (555} cos (5, [3]=cos (555}



Gostermak olur ki, smifirdan fergli istenilen a,5 ve ¢ vektorlar Ggiin

sin(( (ajg] + (E,AE] ))=sin (ﬁjEj,
o (5 o e 5]

(2)
Asagidaki terem dogrudur:

Teorem 1 . Ortonormallasmis sad i,; bazisinde sifirdan farqli istsnilon
a vektorunun (a,,a,)koordinatlari

a, = |Zt|cos[i, 5J,a2 = |Zt|sin(i, ZiJ (3)

diisturlari ile hesablanir.
Isbati. Vektorun koordinatlarinin terifine gére d=ai +a,;. Bu baraberliyi

i vektoruna skalyar vurmagla alariq: al=f&'=|f||ﬁ|cos(l7,d} Vo ya al=|&'|cos(f,5}Ana|0ji
qayda ilea evvalki beraberliyi ; vektoruna skalyar vurmagla vyaza bilerik:

a,=ji= |]'||c7|cos[]:a} veya a,=|d| cos(]jfi].

(2) dusturuna asasen, cos {j, a] = cos{(]‘, 7J + (?, aD = = cos{f,c’i—;j = sin[f, a} ona

gore do a, =|Zi|sin(fjﬁ]. u
Naticoe. Ortonormallagmis i,j bazisinde vahid d, vektoru-nun
(cos(f,%oJ, sin[?,AaOB koordinatlari vardir.

2. Mastavi Gzerinds iki O¢e, ve O'¢e, afin koordinat sis-temlerini nazarden
kecirak. Birinci sistemi kdhna, ikinci sistemi ise yeni koordinat sistemi adlandiraq. Tutaq
ki, M —mistavinin ixtiyari négtesidir ve bu négtenin kdhne
sistemde x,y koordinatlari, yeni sistem-
de ise x',y' koordinatlari vardir (sek.1).
Koordinatlarin gevirmasi ile bagli mase-
lonin mahiyyati yeni koordinat baslan-
gicinin ve yeni koordinat vektorlarinin
kohna sistem daki

él'(cll,c21), 52'(012,022), O'(xo,yo) 4)
koordinatlarina asasen M ndqtesinin
kohna sistemdeki x,y koordinatlarini M
hamin nogtenin yeni sistemdaki x,)’ Sakil 1

koordinatlar ile ifade etmakdan ibaratdir.
Vektorlarin ve néqtalerin koordinatlarinin terifine esasen, (4)-den alarq:

=

T . . I
€ =116 +118,, € = (€ + €y, 00 =Xye, + ye,. (9)

Ugbucaq qaydasina gdére, OM=00'+OM. Buradan aydin olur ki,
Xé,+yé, =00 + x'¢/ + yé,, vo ya (5) berabarliklerine ssasen:
xé +ye; = Xo€ + Yo, + (c“x' +612y’)51 + (CZIX’ +szy’)éz-



¢,va ¢, vektorlan kollinear olmadiglarina gére bu barabarlikden asagidaki disturlar
alinir:
x= c“x',+ clzy’,+ Xo» (6)
Y=03X +Cnpy Y.
(6) dusturlan afin koordinat sisteminin ¢evirme ddsturlari adlanir. Qeyd edak ki,

. .. ¢ C .. . . .
bu disturlardaki smsallardan diizelsn (“ 12) matrisi ¢,é, bazisinden ¢/,é; bazisine
€1 €

€11 €12

kecgid matrisidir. ¢ ve ¢, vektorlan kollinear olmadigindan, #0,0na gbra do (6)

C21
sistemi x’,y" koordinatlarina gora hall oluna bilen sistemdir. Bu ise M ndqgtasinin yeni
O'ee; sistemindaki koordinatlarini hemin noqgtenin kdhna 0Ogé, sistemindaki koordinatlar
ilo ifade etmaya imkan verir.

Afin koordinat sisteminin ¢gevirmasinin iki xisusi halina baxagq.
A. Baglangisin kéglritilmasi. Bu halda 0Oe¢e, ve O'¢e; koordinat sistemlsri eyni

— —y

koordinat vektorlarina ve mixtelif baglangiclara malik olurlar. ¢ =¢/,¢, =¢, oldugundan

¢,¢, bazisinden ¢/,¢, bazisine kegid matrisi [:) (;] soklinde olur, ona gbre da (6)
cevirma dusturlari bels yazilir;
x=x"+x5, y=y'+Y, (7)
B. Koordinat vektorlarinin svez edilmssi. Bu halda 0O¢eé, ve 0O'¢e; koordinat
sistemlarinin ortaq baslangici vardir ve koordinat vektorlari ile ferglenirler. 0’ ve 0
nogtaleri Ust-Uste dugdiklerinden, x,=0,y,=0 olur. Naticeds (6) ¢cevirma dusturlar bu
sokilda yazilir:
x=c X' +epy, y=cyx' +epy (8)
3. indii ise diizbucagli dekart koordinat sistemlerinin cevirmesine baxaq.
Diizbucagqli dekart koordinat sistemi afin koordinat sisteminin xtisusi hal oldugundan, bir
dizbucagh koordinat sistemindan digerine kec¢id zamani da (6) dusturlarindan istifade
edo bilerik, lakin bu halda kegid matrisinin ¢, elementlarinin Uzarine slave

g
mahdudiyystler qoyulur. Kéhne 0i; koordinat sisteminin sad oriyentasiyaya malik
oldugunu ferz edak va iki hala baxaq.
A. 0ij ve 07" koordinat sistemlarinin oriyentasiyalari eynidir, yani her iki sistem

sag oriyentasiyaya malikdir. Tutaq ki, a:(fff'j. Teorem 1-in naticasina gora i’ va J'

f’(cosa,sina),]'(cos{f?}’}sin(f;}’n 9)
koordinatlari vardir. Lakin
e 7 .
=cos| a+— |=—sina;
Jeoder3)

sin(f,}'j = Sin|:(l7,?j + (?,]'ﬂ = sin[a + %) =cosa.

Belsliklo, (6) disturlari asagidaki kimi yazilir:
x=x'cosa—y'sina +x,,

vektorlarinin

—
+
Y

~:
l>

(10)

y=x'sina+y'cosa+y,,
burada



cosa —sina

sin cosa

Har iki koordinat sisteminin ortag O baslangicina malik oldugu hala baxaq. Bu
halda deyirler ki,

X2l

i'j" koordinat sistemi Oij koordinat
sistemindan O néqtesi eotrafinda « bu-

cagl qader dbénme neticesinds alinmig- a
dir (sek.2). O've 0 nogqteleri Ust-Uste o i
dusduklarindan, x,=0,y,=0. Ona go- sokil 2

ro do (10) dusturlari bels yazilir:
xzx:c?sa—y:sina, (11)
y=Xx'sina+ y'cosa.
B. 0ij ve 0'i'/' oks oriyentasiya olunmus koordinat sistemleridir: 0i; sag, 07’
ise sol koordinat sistemidir. Bu halda da i’ ve ;' vektorlarinin (9) koordinatlari vardir,
lakin burada (ZAj’j =—%, ona gors da

cos[f,j’] = cos{(f,w) + (“, a”ﬂ = cos(a - %) =sina;
: ”A”! : =5 WA7! : 4
sm(i ] j = smK , "j +(z 5] ﬂ = sm[a _Ej =-—cosa.

Naticada (6) dusturlari bels yazilir:
x=x'cosa+y'sina+x,, (12)

y=x'sina—y'cosa+y,,
burada

cosa sina

sinad —cosa
4. Mdustavi Uzerinds afin koordinat sisteminden (ve onun xUsusi hali olan
dizbucagh dekart koordinat sistemindan) basqa, polyar koordinat sistemindan de
istifade olunur. Oriyentasiya olunmus mustavi Uzerinde 0O noégtasinin va vahid
i vektorunun verildiyini ferz edek. 0 ndgtesinden ve
i vektorundan ibarst olan cut polyar 0
koordinat sistemi adlanir ve belo isaro M
olunur: 07 vaya (0,i) 0 néqtesinden p
i vektoruna paralel kegen ve musbet is- )
tigamati bu vektorla teyin olunan orP —>
oxuna baxaqg. 0 noqgtasine polyus, OP o i P
oxuna isa polyara deyilir (sok. 15). Sakil 15
Tutaq ki, M —mdastavinin ixtiyari néqgtesidir. 0 nodgtesindan M ndqtesine gader
olan mesafeni p ilo, (?AO—M) istigamatlonmis bucagini ise ¢ ilo isare edsak, yani

p=‘W‘,(o= (?AW). M ndqtesi 0 ndqtesi ile Ust-Usts diisdilkde p=0o0lur, ¢ bucadi ise
toyin olunmur. p va ¢ adadleri mustavi Uzerinde M ndqtasinin vaziyyatini birgiymatli

tayin edirlor. Bu adadlere M nogtesinin Oi polyar koordinat sisteminds polyar
koordinatlar deyilir. p adadi M noqgtesinin birinci polyar koordinati, ve ya polyar radiusu,



¢ odedi ise bu nogtenin ikinci polyar koordinat, ve ya polyar bucagH adlanir.
M noqtesinin polyar koordinatlar p,¢ oldugda bels yazilir: M (p, ).

Qeyd edak ki, p polyar radiusu ixtiyari ndégte Ggliin manfi olmayan adaddir ve
[0,+0) araliinda dayisir. ¢ polyar bucadiise —z <@ <z sertini ddayir.

5. Her bir 0i polyar koordinat sistemine musbat oriyentasiya olunmus 0ij
dizbucagh dekart koordinat sistemini gog-maq mimkindir, burada baslangic o

noqtesidir, birinci koordinat vektoru i M

(-: -:j_ T //

L,] [+ - .
vektorudur ve 2 (sok. 16). ;o

Tutaq ki, p ve ¢-0 ndqgtesin-
dan fargli olan M ndqtasinin  polyar // >
koordinatlandir, x,y ise onun qosul- 0 i P
mus diuzbucaqgl koordinat sisteminda Sakil 16
diizbucagqli koordinatlaridir. Onda OM =xi +y; ve go:(z”O—M) Teorem 1-a gora
X =pcosp,y=psing. (13)

M nogtesinin p va ¢ polyar koordinatlarini bilerak, (13) dusturlarina asasan bu
nodqtenin duzbucaql dekart koordinat-larini teyin etmak olar. (13) dusturlarindan aling:

x* +y* = p* ve ona gore do
p=A/x"+ 7. (14)
O polyusundan fargli olan M néqtesi tgun (13) ve (14) dusturla-rindan muayyan edirik:

y
\/x2 +y? \/x2 42 (15)
Koordinat baslangicindan farqli olan M nogtesinin x,y duzbucagll dekart
koordinatlarini bilmakle (14) ve (15) disturlarina asasan bu nogtanin p va ¢ polyar
koordinatlarini tayin etmak olur.

cosQ = ,sinp =

VIl Miihazire

Mistoavi Uzarinda duz xattin verilma usullari.. Diiz xattinimumi tanliyi, onun
arasdinlmasi

1. Verilmis diz xette paralel olan istenilan vektor onun ydnaldici, yaxud
istigametverici vektoru adlanir. DUz xattin vaziyyati bu diz xattin yonaldici vektorunun
va muayyan noqtesi-nin, yaxud iki ndqgtasinin verilmasi ile birgiymatli teyin olunur.

Tutaq ki, mustavi Uzerinde O¢,e, afin koordinat sistemi segilmigdir ve bu sistemda
d diz xettinin muisyyan M,(x,,y,) nogtesinin ) yoneldici  d(a,a,)
d



vektorunun koordinatlari malum- 73
dur (sek. 1). d duz xattinin tenli- M(x,y)

yini yazaq. Askardir ki, M(x,y)

noqgtesi yalniz ve yalniz M M ve M,

a vektorlar kollinear oldugda 4 &

diiz xattine aid olar. M M vekto- é

ru 0eéé, koordinat sisteminde

(x —x,,y—y,) koordinatlar oldu- Sokil 1

gundan, W ve a vektorlarinin kollinearliq sertini bele yaza bilerik:
X=X, a _o. (1)
Y=Y 4,

M noqgtesi 4 duz xetti Uzerinde yerlasdikde onun koordinatlari (1) tenliyini
Odayirler vo bu ndqte 4 diz xatti Uzarinde yerlosmadikde ise onun koordinatlari (1)
tanliyini 6damirlar, ona goére da (1) tenliyi 4 diz xattinin tanliyidir. (1) tenliyini bu gakilda
da yazmagq olar:

az(x—xo)—al(y—y0)=0. (2)

2. iki néqtesi ile verilon diiz xettin tenliyini ¢ixaraq. Tutaq ki, 0¢,¢, afin koordinat
sisteminda 4 d
diz xattinin M,(x,,y,) v M,(x,,y,) M,
ndqtelarinin koordinatlari malumdur
(sok. 2). Onda M, M, vektoru d diiz

xattinin yonaldici vektorudur. Bu vek- é,
tor 0ée, afin koordinat sisteminde M,

(x, —x,,y, — y,) koordinatlarina ma- 0O é,

likdir. Ona goére da (1) dusturuna asa-

san d duz xattinin tanliyi asagidaki Sakil 2

kimi yazilar:
X=X X,—Xx 0. 3)
Y= Yo=nh

x, —x, 20 v y, —y, =0 oldugda (3) tenliyini bu sekilde de yazmagq olar:
XX zy_)ﬁ' (4)
Xo =X Va0

3. Tutaq ki, mustavi Uzerinde O¢é, afin koordinat sistemi segilmis ve ordinat
oxunu kasen d dlz xatti verilmisdir. 8ger d(a,,a,)-d dlz xattinin yonaldici vektorudursa,
onda a ve ¢, kollinear olmayan vektorlardir, ona gbra da aq, #0. k=22 odadi 4 diiz

a,
xattinin bucaq emsali adlanir. Gosterak ki, bucaq emsali diz xattin yonaldici vektorunun
seciminden asili deyil. Dégrudan da, eger bh(b.b,) ddiz xsttinin diger yoéneldici

vektorudursa, onda 5“5 vo ona gore deo ave b vektorlarinin koordinatlari

mutsnasibdirler: @, =Ab,, a,=1b,.Buradan a, #0,h,#0 gortlorine esa-sen  alariq:
a, Ab, b,
a b b

d diz xstti 0i; dizbucaqgll koordinat sisteminds veril-dikde & bucaq amsali
daha sade handesi manaya malik olur. Dogrudan da, tutaq ki, d(a,,a,)-

bu duz xettin yonaldici vektorudur.



Onda § 6-daki teorem 1-o asasen

a, = |5|cos @,a, =|Zi|sin o, a
burada gp:(z”a) (sek. 3). Ona go-
re de J @
:M:tg(p. Belslikle, kade- 0 i
|a|cos¢
di (pz(z”a) istigamatlenmis buca- Saokil 3

gini tayin etmaya imkan verir.
Tutaq ki, k-0¢e, afin koordinat sisteminds veriimig 4 diz xattinin bucaq

amsalidir. Askardir ki, koordinatlar k =£2 berabarliyini 6deyan istanilon sifirdan farqli
P

p(p,,p,) vektoru d diz xettinin yonsldici vektorudur. Ona gore de & oadadi malum

oldugda 4 duz xattinin istigamatini ve bu duz xattin har hansi M, noqtasi verildikde ise

onun vaziyyatini teyin etmak mumkundur.
0é,é, afin koordinat sisteminde M (x,,y,) nogtesi ve kbucaq smsali ile verilon
diz xattin tenliyini yazaq. Tutaq ki, a(a,,a,)-dlz xattin yonaldici vektorudur. (2)
dlsturuna asasen diz xattin tenliyi  a,(x-x,)-a,(y-y,)=0 soklindedir. Buradan g«
adadina bdlmakls alariq:
Y=Y =k(x—x0). (9)
Oger M,(x,,y,) noqtesi olaraq d diiz xattinin ordinat oxu ile B(0,6) kesisme noqtssini
gotursek, onda (5) tanliyi bele yazilir:
y=hkx+b. (6)
(6) tonliyi diiz xettin bucaq emsalll tenliyi adlanir. Qeyd edak ki, ordinat oxunu kasan
istonilan duz xattin tanliyini (6) saklinde yazmagq olar.
4. Mustavi Uzerinde har hansi Oe¢,e, afin koordinat sistemini segak . Tutaq ki, d -

yonaldici vektoru d(a,,a,) vek-toru olan va M(x,,y,) nogtesinden kegen diz xattdir.
M (x,y) ndgtesi yalniz ve yalniz M,M|a oldugda, yeni musyyen ¢ adadi lgln M M =ta
baraberliyi ddenildikde 4 duz xattine aid olur. Bu munasibati koordinatlarla
X—Xx,=ta;,y—y,=ta, Vvoya
X ixo +1a,, (7)
Y=y, tia,.
soklinde yaza bilerik. Bu berabarliklor diiz xattin parametrik tonliklori, ¢ is® onun

parametri adlanir. (7) parametrik tanlikla-rinin  mahiyyasti asagidakilardan ibaratdir:
istonilon ¢ adedi Ugln x,y koordinatlar (7) sertlerini 6deyan ndqte 4 duz xattinin
Uzerinde vyerlesir. Tersine, ager (r,y)-d dlz xettinin noqtesidir-se, onda  (7)
barabarliklarini 6dayan ¢ adadi vardir.
5. Yuxaridaki muhakimalar gosterir ki (bax (2) tenliyi), istenilon diz xattin afin
koordinat sisteminda tenliyi bir daracali tenlikdir, yoni
Ax+By+C=0 (9)
soklinda yazila biler, burada 4 ve B eyni vaxtda sifra berabar olmayan adadlerdir.
Toers hokmiin dogrulugunu isbat edak.
Teorem 1. Afin koordinat sisteminda (9) bir deracali tenliyi ile verilon xatt diiz
xottdir. (- B,4) vektoru bu diiz xattin yénaldici vektorudur.
Isbati. Tutaq ki, » —(9) tenliyi ile verilon diiz xattdir, M, (x,,v,) iS® onun miiayyan
noqtesidir. Bu o demakdir ki, A,(x,,y,) nogtesinin koordinatlar (9) tenliyini 6dayirler:
Axy + By, +C =0. (10)



C amsalini (10) barabarliyindan teyin edib, (9) tanliyinde yerine yazmagqla, y xattinin
Ax+ By — Ax, - By, =0 vo ya A(x—x,)—- —(-B)y-y,)=0 seklinds tenliyini aling. Bu tenlik
(2) soklinds olan tenlikder, ona gore de M,(x,,v,) kegen ve yonaldici vektoru a(- B, 4)

olan diiz xatti teyin JWr.

Belalikla afin koordinat sisteminda istenilen bir deracali (9) tenliyi diz xatt tayin
edir. (9) tanliyina diiz xsttin imumi tenliyi deyilir. Diz xattin dmumi tenliyinin xUsusi
hallarini geyd edak.

1) c=0oldugda 0(0,0) négtasinin koordinatlari (9) tenliyini 6dsyirler, ona gore de
diz xett koordinat baslangicindan kegir. Tarsina, diz xatt koordinat baslangicindan
kecdiyi halda C=o0olur. Belalikls, (9) diiz xstti yalniz ve yalniz C =0 olduqgda koordinat
baslangicindan kegir. Bu halda duz xattin tenliyi Ax+ By =0 saklinda olur.

2) 4=0 oldugda diz xattin yonaldici a(-B,0) vektoru & koordinat vektoruna
kollinear olur, bu iss ¢ vektorunun diz xstte paralel olmasi demakdir. Tarsina, agaer

-B 4 ,
dlle, olarsa, onda =0= 4=0.Belslikle, ¢ vektoru yalniz ve yalniz 4=0 olduqda

(9) diiz xsttine paralel olur. Bu halda duz xattin tenliyi By+C=0 ve ya y=»b $oklinde

olur, burada b=—%.

A=0,B=0 olduqda, (9) diz xatti koordinat baslangicin-dan ke¢gmir ve ona gora
do Ox oxuna paralel olur; 4=C=0 oldugda ise diz xott Ox oxuna paralel olur vo
tonliyi y =0 saklinda yazilir.

3) Analoji olaraq ¢, vektoru yalniz ve yalniz B=0 olduqda (9) tenliyine paralel
olur. B=0,C =0 oldugda duz xatt Oy oxuna paraleldir vo B=C=0 olduqda ise Oy oxu ile
ust-uste dusur ve tenliyi x=0 saklinds yazilir.

6. Mustavi Uzarinde 0O¢¢, afin koordinat sistemini daxil edek ve bu sistemde (9)

tenliyi ile verilon 4 duz xettine baxaq. 4 duz xetti mustavinin hain diz xatte aid
olmayan néqteler ¢oxlugunu iki yanmmusteviye ayirir. Bu yarimmiustavileri tayin eden
sortleri miayyenlesdirek. ¢ diz xatti Gzerinde miayyan M,(x,,y,) noqtesini qeyd

ederak a(4,B) ve b(- B,4) vektorlarina baxaq (sek.4). d

A-B .
=4 +B*>0 oldugun-
B A4
dan, bu vektorlar sag bazis te- b(- B, A)

yin edirlor. 5 vektoru 4 diiz

xottine paralel oldugundan a
vektoru bu diz xette paralel de-

yil. @ ve b vektorlarini M,
néqtesinden ayiraq: MM, =a
ve M,M,=5b.Serhaddi 4 diiz
xotti olan ve M, nogtssini Sokil 4

6zlinde saxlayan yarnmmustavini 4 ile isare edek (sek. 22). Askardir ki, M(x,y) noqgtesi
yalniz ve yalniz a,b ve W,E bazislerinin oriyentasiyalari eyni oldugda, yeni W,E
bazisi sag oriyentasiyaya malik oldugda 41 yarimmiustavisi Uzerinde yerlasir. Digar
terefden, M,M(x—x,,y—y,) Vo b(-B,4) oldu-Jundan M M,b bazisi yalniz ve yalniz
x-x, —B

Pkl Vo ya Ax+By—(Ax,+By,)>0 berabarsizliyi 6denildikde sag
Y=Y




oriyentasiyaya malik olur. M, ed oldugundan, dx,+By,+C=0 Ve ya C=—(dx,+ By,).
Ona gora da yuxaridaki barabarsizlik bu sekilda yazilir:
Ax+ By +C>0. (11)
(11) -2 yarnmmustavisini tayin edan barabarsizlikdir. Ser-haddi 4 duz xatti olan
diger A’ yarimmustavisi ise
Ax+By+C<0 (12)
barabarsizliyi ile tayin olunur.
Belaklo, asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 2. Oger afin koordinat sisteminds d dliz xatti (9) tenliyi ile verilmigdirss,
onda sarhaddi d dliz xstti olan yarimmdistavilor (11) ve (12) bearabersizlikleri ile tayin
olunurlar.

VIl Miihazira
Mastavi tizarinda iki diiz xattin garsiliqgh veziyyati. Nogtadan diiz xatte gadar olan
_ masafa.
Iki diiz xatt arasinda galan bucaq

1. Hansi sertler daxilinda



Ax+By+C =0, (1)
Ayx+ B,y +C,=0 (2)
tonliklarinin eyni bir diiz xatti tayin etdiyini aydinlasdiraq. Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 1. (1) ve (2) tenliklerinin afin koordinat sisteminde eyni bir diiz xatti tayin
etmasi lgln zaruri va Kafi gart bu tanliklordeki emsallarin miitanasib olmasidir.
Isbati. Tutaq ki, (1) ve (2) tenlikleri 0¢é, afin koordinat sisteminds eyni bir d diiz

xattini toyin edirlor. § 7-deki teorem 1-s @sasen a,(- B,,4,) Ve a,(- B,,4,) vektorlari
d duz xattinin yonaldici vektorlaridir, ona gore de kollineardirlar. Bu ise o demakdir Ki,
a,(-B,,4,) ve a,(- B,,4,) vektorlarinin koordinatlari mitenasibdir:
—~B,=A(-B,), 4, =4, vaya A,=14,,B, =AB,.
Tutaq ki, M,(x,,v,)—d diiz xattinin ndgtesidir. Onda
Axy+ By, +C =0, 4,x,+B,y,+C, =0.
Buradan 4, = 14,,B, = AB, sertleri daxilinds aliriq:
G :ﬁ(_ Ayx, _31)’0):ﬂcl-

Belalikls,

A, = A4,,B, = AB,,C, = AC,. (3)

Tarsina, tutaq ki, (1) va (2) tenliklerinde emsallar (3) beara-berliklarini ddayirlar.
Askardir ki, 4, vo B, emsallan eyni vaxtda sifra barabar olmadigindan, bu halda 2 =0.
Ona gora da (2) tenliyini

A4 x + ABy + AC, =0 (4)
soklinde yazmaq olar. ©ger ndqgtenin (x,y) koordinatlar (1) ten-liyini 6dayirlerse, onda
bu koordinatlar (4) tenliyini de 6dayirlar. Bu ise o demakdir ki, (1) ve (4) tenlikleri ilo
eyni bir diz xett tayjg olunur.

Muayyan 0Oeeé, afin koordinat sisteminda (1) ve (2) tenliklari ile verilmis d, vo d,
diz xettlerinin qgarsiligh veziyyeti ile baghh messloye baxaq. Qeyd etdiyimiz kimi,
a,(- B,.4,) vektoru d, diz xattine, a,(- B,,4,) vektoru ise 4, diz xattine paraleldir. Iki
mumkundur.

1) a, ve a, kollinear olmayan vektorlardir. Bu halda 4, ve 4, diz xattleri

kesigirler. Tersins, ager d, ve d, duz xattleri kssigirlorss, onda 4, ve 4, kollinear

. . |-B, —-B
olmayan vektorlardir. a, ve a, vektorlarinin kollinear olmamasi garti ' l%0, ve ya
1 2
4 B . . : : o .
L B #0 soklinde yazmaq olar. Bu diz xattlerin kasisma ndqtasinin koordinatlarini
2 2

tayin etmak ugun (1) , (2) tanlikler sistemini hall etmak lazimdir.
2) a, ve a, vektorlan kollineardirlar. Bu halda verilmis diz xattler paralel olur (bu

duz xattlerin Ust-Uste dusmemaesi forz edilir). Tersina, ager d, ve d, duz xattlori
paraleldirlarse, onda 4, ve a4, Kollinear vektorlardir. a, ve a, vektorlarinin kollinearliq
sorti bels yazilr:

_Bl _BZ Al Bl
Al A2 A2 BZ
Belaliklo, (1) vo (2) tonlikleri ile verilmis d, ve 4, diz xattlerinin garsiligh vaziyyati

ile bagli agagidaki naticani geyd eds bilarik:
a) d, va d, duz xettleri yalniz ve yalniz (1) ve (2) tenlikle-rinde x ve y

dayisenlarinin amsallar mitenasib oldugda kasisirler (sak. 1, a).

=0,vaya




b) 4, ve d, duz xattleri yalniz ve yalniz (1) ve (2) tanlikle-rinin butiin emsallar
mutsnasib oldugda, ysni musyysan 4 adadi uUgun 4, =14,,B,=4B,,C, =AC, sartleri
O0danildikda Ust-Uste dusurler (sok. 1, b).

Cc) d, vo d, duz xattleri yalniz ve yalniz (1) ve (2) tenlikle-rinde x ve y

dayisanlerinin amsallari mdtanasib olduqda, lakin serbast emsallar onlara muitanasib
olmadiqda, yeni musyyan A adedi Ugln 4, =14,,B, =1B,,C, # AC, seortleri ddenildikda
paralel olurlar (sek. 24, c).

X///

a)
Sekll 1
2. Duz xattin istanilon yodnaldici vektoruna perpendikul-yar olan sifirdan farqli 7
vektoru bu duz xette perpendikulyar olan vektor adlanir (sek. 2). Verilmis diz xatts
perpendikulyar olan sonsuz sayda vektorlar vardir. Asagidaki lemma dogrudur.

M
Saokil 2 Sekil 3
Lemma. Sger d dliz xetti diizbucaqli koordinat siste-minda
Ax+By+C=0 (5)
tenliyi ile verilmigdirse, onda ii(4,B) vektoru d diiz xattine perpendikulyardir.
isbati. a(- B, 4) vektoru 4 diiz xattinin yénaldici vek toru-dur. Lakin

aii=(-B)4+A-B=0 olduguna gére 7# ve & vektorlar qarsiligl perpendikulyardiriar.
Buradan 7z vektorunun 4 duz xattina perpendikulyar olrillks! alinir.
Tutaq ki, M,—d duz xsttine aid olmayan noqtaedir. M, nogtesindan 4 duz xattina

¢okilean M M, perpendikulyarinin uzunlugu M, néqtesinden d diiz xsttine qoader olan
mesafe adlanir (sek. 3). M,edolduqgda M, ndgtesinden 4 diz xattine gader olan
masafe sifir gebul edilir. Mustevinin ixtiyari M, nogtesinden ¢ duz xettine gader olan
mesafe p(M,,d) kimi isare olunur. Askardir ki, < diiz xattinin istenilen M néqtesi Ugiin
p(M,,d)<M,M minasibsti dogrudur (sek. 3).

Tutaq ki, diizbucagll 0i; koordinat sisteminds M,(x,,y,) noqtesi ve (5) tenliyi ile
d diz xatti verilmisdir. p(M,,d) masafasini hesablayaq.



IX Mihazira
Mistoavi Gizarinda diz xatlar dastasi, onun tanliyi

Tutaq ki, mistavi Gzerinde 4x+B,y+C,=0 VO Ax+B,y+C,=0 Gmumi
tonlikleri ile 4, ve d, diuz xatleri verilmisdir. 4, ve d, diz xatlerinin
tonliklerinin sol teraflerindan istifade etmakle asagidaki tanliyi tortib edak:

MAx+By+C)+ u(dyx+B,y+C,)=0 , (1)
burada A, u eyni vaxtda sifra barabar olmayan ixtiyari haqiqi edadlardir. (1)
tonliyi ile miayyan 4 diiz xatti teyin olunur. 4, vo 4, diz xatlerinin qarsihqgh
vaziyyati ile bagh asagidaki mumkiin hallara baxaq.

1) Tutaq ki, 4, v@ d, diz xatleri musyyan M,(x,,y,) hiqtesinda
kasisirlar. Askardir ki, d diz xastti do  M,(x,,y,) niqgtasinden kegar. A,u
dayisanlarine ixtiyari qiymatler vermakle M (x,,y,) nuqtasinden kegan
sonsuz sayda diz xatler coxlugunu alariq. Bu ¢oxluga mistevi izerinde diz
xatlorin maxsusi destasi deyilir. M (x,,y,) nuqgtesi ise bu duz xetler
dastasinin markazi adlanir.

2) Tutaq ki, d,//d,, yani d, v d, duz xatleri paraleldirlor. Asanligla
yoxlanilir ki, bu halda (1) tenliyi ile teyin olunan d duz xatti 4, ve 4, duz
xotlarinin har birina parallel olur. Ona géra do A,u dayisenlarine ixtiyari
giymatler vermakle d, va 4, diz xatlerinin har birina parallel olan sonsuz
sayda duz xatler coxlugunu alariq. Bu ¢oxluga mistavi Gizerinda diz xatlarin
geyri-maxsusi dastasi deyilir.

(1) tenliyi duz xetler dastesinin tanliyi adlanir. Misyyanlik tgin, A #0
oldugunu gebul edak. Onda (1) tanliyi

Ax+By+C, +2(4x+B,y+C,)=0 (2)

soklinds yazilar, burada 4, :% isare olunmusdur.
(2) tenliyindean miusyyan edirik ki, diz xatlor destasi birparametrli
coxluqdur.

Mihazira 10

Ellips, kanonik tanliyi, xassalari
1. Mustevi Uzsrinds verilmis £} ve F, ndgtslerinden masafslerinin cemi PQ > FF,
sartini ddayan verilmis PQ pargasinin uzunluguna barabar olan bitin ndqtsler gcoxluguna ellips
deyilir.
F, ve F, ndqtelerine ellipsin fokuslari, onlar arasindaki mesafeye -fokal mesafe deyilir.



Bger M —ellipsin ndqgtssidirse, onda FM ve F,M pargalarr M noqgtssinin fokal
radiuslari adlanir. F;M ve F,M pargalarinin uzunluglarina da M ndqtesinin fokal radiuslari
deyilir. Tutaq ki, F{F, =2c,PQ =2a. PQ> FF, oldugundan, a > c.

Ellipsin terifinden aydin olur ki, | ve F, noqteleri Ust-lsts digdikdas ellips a radiuslu
¢evro olur. Bu halda ellipsin fokuslari gevranin markazi ile Ust-Uste dusdrler.

Diizbucaqli Oij koordinat sisteminds y ellipsinin tenli-yini yazaq, burada O - FF,

parcasinin orta noqtesidir ve i 1T O—F1 (sok. 28). Segilmis M
koordinat sisteminds F| ve .

F, fokuslarinin £ (c,0) ve \\\

F,(~¢,0) koordinatlari var- f

dir, ona gére de ellipsin ixti- e L 5

yari M(x,y) nogtesinin fo- F oi N F

kal radiuslannin agagidaki

ifadslerini yaza bilerik: Sekil 28

EM =y(x=cf +3*, FEM =y(x+c) +y°. (1)

Ellipsin terifine gére, F{M + F,M = 2a. Buradan aydin olur ki,

\/(x—c)2 +y° + \/(X+C)2+y2 =2a.

w/(x+c)2+y2 :2a—w/(x—c)2+y2 (2)

soklinds yazaqg. (2) tenliyini kvadrata yukssltsak ve oxsar hadlari islah etsak, alariq:

a (x—c)2+y2 =a’ —xc.

Bu tanliyi bir daha kvadrata yikssldib sads ¢evirmalar aparsaq, onu

Bu tonliyi

2 2
X )
—+=1 (3)
a’ b
soklinae gatirmis olarq, burada
b*=a*—c. (4)

Belalikla, gostardik ki, y ellipsinin istanilon négtasinin koordinatlar (3) tanliyini 6dayirlar.
Tors hékmin dogrulugunu isbat edek: koordinatlari (3) tanliyini 6deyan har bir M néqgtesi y
ellipsina aiddir, yani F\M + F,M = 2a. (1) dusturlarinda y2 — nin (3) tenliyinden olan giymatini
yerina yazaq va (4) baraberliyini nazars alaq:

2
M = (a—ﬁxj =
a

c
a+—x|.

2
, oM = (a+£xj =
a

a

C
a——X|
a

(3) tenliyinden alinir ki, |x<a. Bu minasibst ve 0<S<1 sorti gdsterir ki,
a

C C .
a——x>0,a+—x>0, ona goro do
a a

FM=a-5x, FEM=a+5x. (5)
a a
Belalikle, F{M + F,M =2a, yoni M € y. Buradan bels bir naticaysa galirik ki, (3) tenliyi
ellipsin tanliyidir. Ona ellipsin kanonok tenliyi deyilir.
F, ve F, fokuslar Ust-uste disdikde, ¢=0 olur, buradan (4) bearaberliyine asasen

a=> sorti alinir va (3) tenliyi x? +y2 =a’ soklini alir. Bu tenlikle @ radiuslu, markazi koor-

dinat baslangicinda olan ¢evra verilir. Bununla bir daha amin oluruq ki, ¢evra ellipsin xUsusi
halidir.



2. (3) kanonik tenliyindan y ellipsinin handasi xassalerini dyrenmak Ugun istifade edok.
Bger M(x,y)e y olarsa, onda x,y koordinatlan (3) tanliyini ddayirlor, ona goére deo
x*<a®,y* <b*. Buradan —-a<x<a,-b<y<b minasibatleri alinir, yeni ellipsin bitiin
nogtsleri sakil 29-da tasvir olunan M M, MM , dizbucaqglisina aid olurlar.

B M,
M5
J
A4, A 4
o i -
Sokil 29
Oger u{(x,y) »—olarsa—onda M'( 5 ))ey, ona gore de O noqgtesi ellipsin

simmetriya markazidir. Diger terefdsn, eger M(x,y)ey olarsa, onda M’(—x,y)e}/ Ve
M'(x,—y)e y. Bura-dan gériinir ki, Ox ve Oy diz xattleri ellipsin simmetriya oxlardir. isbat
etmak olar ki, gevrodan farqli ellipsin digar simmetriya oxlari yoxdur. Bu halda fokuslardan
kecon diz xatts ellipsin birinci , vo ya fokal simmetriya oxu deyilir. Birinci simmetriya
oxuna perpendikulyar olan ox ikinci simmetriya oxu adlanir. Simmetriya oxlarindan har biri
ellipsle iki noqgtade kesisir: Al(a,O),Az(—a,O),Bl(b,O),Bz(—b,O).Bu noqgtelera ellipsin topalori
deyilir (sok. 29). 4,4, ve B,B, parcalar ellipsin, uygun olaraq, béylik ve kicik oxlar

adlanirlar. Ellipsin O merkazi bu pargalarin Gmumi orta néqtesidir. Agkardir ki, O4, =04, =a,

OB, = OB, = b.Bu adadlars ellipsin uygun olaraq, béytik ve kicik yarimoxlari deyilir.

(3) tonliyi ile verilmig ellipsin formasi haqqinda tassavvir yaratmaq ucun ellipsin muayyan
nogtelerini qurmagqg lazimdir. Ellips koordinat oxlarina nazeran simmetrik oldugundan, birinci

koordinat ribiinde yerlegan ndgtslere baxiimasi yeterlidir. Birinci ribin (x>0,y>0) M(x, y)

ndqgtesi tgln (3) tenliyindan alanq:
2
X
y= b1/1——.
a2

Bu baraberlikdan goérundr ki, M noégtasinin x absisinin 0— dan a—ya qadar artmasi zamani
y ordinatt b—den 0—a qadar azalr. Bu mulahizalers asasan ellipsin grafikini sakil 30-daki
kimi

qururug:




Sokil 30

&
3. e=— oadadine ellipsin eksentrisiteti deyilir. Terifden aydin olur ki, 0 <e<1. Eksentrisitet
a

yalniz ve yalniz ¢ = 0 halinda, yeni ellips gevrs oldugda sifra berabardir.

b
Ellipsin formasinin eksentrisitetden neca asili oldugunu aydin-lasdiraq. Bu magsadle — nisbatini
a

eksentrisitetle ifade edak:

c=cab® =a*-c*=a*-e*a? zaz(l—ez)

» Vi-¢e? . (6)

Boyuk yarimoxlari eyni, lakin eksentrisitetlori muxtelif olan ellipsloer sistemina baxaqg. (6)
minasibati gbsterir ki, e eksentrisiteti boylik oldugca, b yarimoxu daha kigik olur ve bundan basqa,
vahide yaxinlasan e eksentirisiteti Gigiin b edadi sifra yaxinlasir. Bu miinasibst hem de onu g.starir ki,
e eksentrisiteti kigik oldugca, b yarmoxu daha boyiik olur ve sifra baraber olan e eksentirisiteti tigiin
b=a, yoni ellips gevradir. Beloliklo, eksentrisitetin bdylimasi zamani ellipsin «eni» kicilir va o
daha uzunsov sakilli olur. Sakil 31-de eksentrisitetlori

O=¢ <e,<e;<e,
barabarsizliklerini 6dayan ellipslar tesvir olunmusdur:

Buradan aling:

| o~

1

Sekil 31

Mihazira 11

Hiperbola, kanonik tanliyi, xassalori

1. Mustavi Uzerinds verilmis F] ve F, noqtslerindsn masafsleri farginin mutlaq giymati
PO < F|F, sertini 6deyan veriimig PQ pargasinin uzunluguna beraber olan butin noqteler

goxluguna hiperbola deyilir.
F, ve F, ndqtaleri hiperbolanin fokuslari, onlar arasindaki masafe ise fokal mesafe

adlanir. F{F, > PQ >0 sartina asasen, hiperbolanin fokuslari muxtslif négtslerdir.
©ger M —verilmis hiperbolanin ndqgtesidirsse, onda MM ve F,M parcalarina

M noqtesinin fokal radiuslari deyilir. Bu pargalarin uzunluglar da M néqtssinin fokal radiuslari
adlanir.
Tutaq ki, F{F, =2c,PQ =2a. PQO<FF, oldugundan, a<c.

Diizbucagl 017' koordinat sisteminda y hiperbolasinin tanliyini yazaq, burada O - F,F,

pargasinin orta noqtesidir ve Z?TTO_F{. Bu koordinat sisteminde F, ve [F, ndqtslerinin
Fl(c,O),Fz(—c,O) koordinatlari vardir. Ona gére de M noqtssi-nin F{M ve F,M fokal radiuslari



F1M=\/(x—c)2+y2, M = (x+c)2+y2. (1)

Hiperbolanin terifine gore |FIM —F2M| =2a oldugundan, (1) sertleri daxilinde yaza bilerik:

Je=c) + 57 =(x+e) 42

dusturlarn ile hesablanir.

=2a.

Bu tonliyi

\/(x+c)2+y2 =\/(x—c)2+y2i2a (2)
soklinds yazaqg. (2) tenliyinin kvadrata yuksaldib, oxsar haddleri islah etsek, alarq:

ta (x—c)2+y2 =a’ - xc.

Bu tanliyi bir daha kvadrata yUksaldib, zaruri ¢evirmaler aparsaq, onu
2 2

Xy
2=l (3)
a’> b’
sokline gatirmis olarq, burada
b* =c* —-a’. 4)

Belalikla, isbat etdik ki,  hiperbolasinin istanilan ndqgts-sinin koordinatlan (3) tanliyini
Odayirler. Tars hokmiin dogrulugunu isbat edak: koordinatlari (3) tanliyini édeyan har bir
M noéqtesi y hiperbolasina aiddir, yani |FIM—F2M|=2a beraberliyini 6dayir. (1) disturlarinda

y2 — nin (3) tanliyinden olan giymatini yerina yazaq va (4) barabaerliyini nazars alaq:

C
—Xx+a
a

C
—X—a
a

FM = , M =

(3) tenliyinden alinir ki, |x/>a. Diger tersfden, €51 olduguna gore asagidakilar
a

dogrudur:

x>0oldugda, FM =<x—a, M =x+a,
a a

x<0 oldugda, FM =—<x+a, LM =—Sx-a.
a a

Buradan mealum olur ki, |}71M—F2M|=2a, yoni M € y.Belslikls, (3) tenliyi y hiperbolasinin

tonliyidir. Bu tanlik hiperbolani kanonik tenliyi adlanir.
2. (3) kanonik tanliyindan istifade etmakle » hiperbola-sinin haendasi xassalarini dyranak.

Bger M(x,y)ey olarsa, onda (x,y) cutt (3) tenliyini ddayer, buradan x?>a’ munasibati
alinir. Belolikle, ya x>a, ya da x<—a. Bu ise o demakdir ki, sokil 33-do tesvir olunan A4,M,
ve A4,M, duz xasttlerinin emale gatirdikleri oblastin daxilinde hiperbolanin néqtsleri yoxdur
(04, =04, =a).

A




l

Sokil 33
Ellips halina analoji qaydada isbat etmek olur ki, O ndqtasi ellipsin simmetriya
merkazidir, Ox ve Oy diz xattleri ise onun simmetriya oxlandir. Simmetriya merkazine

hiperbolanin merkazi deyilir. Fokuslardan kegan simmetriya oxu-birinci ve ya fokal simmetriya
oxu, ona perpendikulyar olan ve markazdan kegon ox isa ikinci, va ya xeyali simmetriya oxu

deyilir.Fokal simmetriya oxu hiperbolani iki n6gtede- Al(a,O),A(—a,O) nogtslerinds kesir. Ikinci
simmetriya oxu hiperbolani kesmir. 4, ve A4, ndqtelerine hiperbolanin tepaleri,  A4,4,
pargasina ise onun haqiqi oxu deyilir. a va b adadlari hiperbolanin uydun olaraq, haqiqi vo
xayali yarimoxlari adlanir.

3. (3) kanonik tanliyi ils verilmis » hiperbolasinin O markazinden kegan [ diz xatti ilo
bu hiperbolanin qarsiligh veziyystini arasdiraq. [/ diz xattinin 017 dizbucaqgl koordinat
sisteminda bucaq amsalli y =kx tanliyi ilo verildiyini gabul edak. y dayiganinin giymatini (3)
tonliyinids yerine yazib, zaruri elementar ¢cevirmaler aparsaq, alariq:

xz(bz—kzaz)zazbz. (5)

(5) tanliyinin kokleri [ duz xatti ile y hiperbolasinin kasisma ndgtalarinin absisleridir.

a) Oger b*—k*a* >0 olarsa, onda / diiz xattinin y hiperbolasi ile iki ortag ndqtesi

ab kab —ab — kab
Ml[ 2 22 [12 22}M{ 2 .22 [12 22)
Vb2 —k2a> b2 -ka Vb2 —k2a® b —k%a
b) Bger b? —k*a*® <0 olarsa, onda (5) tanliyinin xayali koklari vardir, yeni [ diiz xatti
¥ hiperbolasini kesmir.

vardir:

c) Bger b*—k*a® =0 olarsa, onda (5) tenliyinin hallari yoxdur, yani bu halda da / diz
xotti  hiperbolasi ils ortaq négtalere malik deyildir.
Belslikle, bele bir naticays galirik ki, y =kx diz xatti (3) hiperbolasini yalniz ve yalniz

b*—k*a* >0, yoni Ly oldugda kasir. k =tga oldugundan, —é<tga<2, burada
a a a a

a—1 diz xsttinin Ox oxu ile amale gatirdiyi bucaqdir. Demali, hiperbolani butin ndqtsleri
garsiigh bucaglarin sakil 33-ds strixlonan daxili oblastlarinda yerlagirler. Belalikla, hiperbolanin
iki ganadi vardir: onlardan biri €2, oblastinda yerlogir (sag qanad), digeri ise 2, oblastinda

yerlasir (sol ganad). Aydindi ki, bu ganadlar hiperbolanin simmetriya markazine ve simmetriya
oxlarina nazaran simmetrikdirlor.
4. O morkazinden kegen [ duz xatti ile y hiperbolasinin gaprsiligh vaziyyastinin

b* —k*a* =0 berabarliyi ilo miiayyen olunan halina bir daha nazer yetirak. Qeyd etdiyimiz kimi,
bu halda (5) tenliyinin halleri yoxdur. Bu hala bucaq emsallan &, :é vo k, :—é olan /; v [,

diiz xattleri uygundur. Bu diz xattler hiperbolanin asimptotlari adlanir (bax sak.33).
Hiperbolanin qganadlarinin asimptotlara nazeran hansi veziyystde yerlagdiklorini

aydinlasdirag. Tutaq ki, M(x,yl)— hiperbolanin birinci ribde (x >0,y >0) yerlasen ixtiyari
noqtasidir, N(x,yz)—yzéx tonliyi ile verilan asimptotun noqtesidir (sek.34). MN pargasinin
a

uzunlugunu tapaq:

MN=|y2 —y1|=2x—2 x* —a? zé(x—\/x2 —a2)

a a a

e



N(M’z)

M(x’yl)
i,
o i
Sokil 34
Buradan surat ve maxraci x++/x> —a® ifadesine vurmagla aliriq:
MN = !

x+\/x2—a2 '

Hiperbolanin M ndéqtssinin x absisinin geyri-mahdud olaraq artmasi zamani MN
pargasinin uzunlugu monoton azalaraq, sifra yaxinlasir, yani M néqtesi qeyri-mahdud olaraq,
asimptota yaxinlagir. Bu xasse hiperbolanin asimptotlara nazsron yerlosmasina dair ayani
tesavvlr yaradir. $Sakil 35-da hiperbola asimptotlari il tesvir olunmusdur.

Fy | 4 > 4, F
O i
Sakil 35
c
5. e =— oadadi hiperbolanin eksentrisiteti adlanir. ¢. .. <. gu..ww.., ... 2rbolanin eksentrisiteti
a

vahiddan kigikdir. Hiperbolanin formasinin eksentrisitetden nece asili oldugunu aydinlasdirag. (4)

b [ 2 -
dusturundan aling: —= e2—1, Ve ya Iga = e’ —1, burada o — absis oxu ils asimptot arasinda
a

galan bucaqdir. Belalikle, eksentrisitet na gadar bdyikdirse, & bucad da bir o gader bdyukdir, ysni
hiperbola 6ziunin xayali oxu boyunca bir o gadar «dartiimisdir».

Miihazira 12

Parabola, kanonik tanliyi, xassaleri. Ellips, hiperbola va
parabolanin polyar koordinat sisteminda tanliyi



Parabola mistavinin ele noqgtelarinin goxluguna deyilir ki, bu noqtelerden har birinin
verilmis F' nogtesine qader olan mesafesi F nogtasindan kegmayen verilmis d diz xasttine
gadar olan masafesine barabaerdir.

F nogtasi parabolanin fokusu, d duz xatti ise direktrisi adlanir. Fokusdan direktrisa
gadar olan masafaya fokal parametr deyilir va p ile isara olunur. Agskardir ki, p = FD, burada

D — F noqtesinin d diiz xatti (izerinda proyeksiyasidir (sak. 36).

d M

—

Sekil 36
017 dizbucagh koordinat sisteminde y parabolasinin tenliyini gixaraq, burada O - DF

parcasinin orta ndqtesidir ve i M OF. Bu koordinat sisteminde F ndqtesinin F(%,Oj

koordinatlari, d direktrisinin ise x+§:0 tenliyi vardir. Tutaq ki, M (x,y)— mdustevinin ixtiyari

noqtssidir. MF' ve p(M,d) masafaslerini hesablayaq:

2
MF = (x—%j +y2,p(M,d)=x+§‘. (1)
Bger M ey olarsa, onda Msz(M,d), ona gobrea do
2
p 2 V4
xX—=| +y° =[x+
( 2) g 2‘
Her iki terafi kvadrata ylksaltsak, alarq:
y*=2px. 2

Belaliklo, isbat olundu ki, y parabolasinin istanilen néqgtasinin koordinatlar (2) tenliyini
Odayirler. Bu hdékmun tarsini isbat edak: koordinatlar (2) tenliyini 6dayan har bir M noéqtssi y
parabolasina aiddir,yani MF = p(M,d).

(1) dusturlarindan birincisinda y2 —nin (2)-den olan giymatini yerina yazsaq, alariq:

N O

Buradan gorandr ki, Msz(M,d), yeni M ey.
(2) tenliyina parabolanin kanonik tenliyi deyilir.
2. y parabolasinin handasi xassalarini dyrenmak U¢ln onun (2) kanonik tenliyinden

istifade edak. (2) tanliyindan alinir ki, ¥ parabolasinin négtalari x >0 yarimmustavisina aiddirlar.
©ger M(x,y)ey olarsa, onda M'(x,—y)ey, yani OF diz xatti parabolanin simmetriya

oxudur. Simmetriya oxunun parabola ile O kasisma ndqtesina parabolanin tepsasi deyilir.
Secilmis koordinat sisteminin oxlarinin parabola ile bir ortag ndéqtesi vardir-O tepa
noqtesi. isbat edok ki, O ndqtesinden kegan istenilen diger / diiz xetti parabolani iki néqgteds

x+2
:




kesir. Dogrudan da, y—in [ diz xattinin bucaq amsalll y = kx tenliyinden olan giymatini (2)
kanonik tanliyinde yerine yazsaq, alanq: &°x* =2px, vaya (kzx—Zp)x:O. k #0 olduqda /
2p 2p
%)
oger M(x,y) noqgtasi parabola lizre x absisinin geyri — mahdud olaraq artmasi serti

dlz xattinin parabola ils iki ortaq négtasi vardir: 0(0,0) Vo M(

daxilinda yerini dayisirse, onda (2) tenliyinden gortiindiya kimi, |y| da qeyri-mahdud olaraq artir.

Parabola sakil 36-da tasvir olunmusdur. Géstermak olur ki, parabolanin fokal parametri boyuk
olduqca, parabola Oy oxu boyunca daha ¢ox «dartilir».

3. Ellipsin (hiperbolanin) direktrislori ikinci oxa paralel olan ve ondan 2 mesafesinds
e

yerlagan iki diz xstte deyilir, burada a—bdylk (haqiqi) yarim oxdur, e—eksentrisitetdir. Cevro
Ug¢lin e=0 oldugundan, ¢evrenin direktrislori yoxdur.
Ellipsin (hiperbolanin) direktrislerini d, ve d, ile isare edirik, hem de indeksleri elo

segirik ki, birinci Fl(c,O) fokusu ve ona uygun olan d, direktrisi ikinci koordinat oxundan bir
terafde, ikinci F, (— c,O) fokusu ve ona uygun olan d, direktrisi ise diger terofde yerlogsin.

Isbat edak ki, ellipsin direktrislorinin onun A4, 4, bdyiik oxu ile ortaq ndgtsleri yoxdur, ona
gore  direktrislor ellipsi kesmirler (sok. 37). Dogrudan da, tutaq ki, D, ve D,-d, ve d,

direktrislarinin ellipsin fokal oxu ilo kasisma ndqtsleridir. Onda
2

OA, =04, =a,0D, = 0D, =22 c<a oldugundan, 04, <OD, ve 04, <OD,.Buradan
e ¢

alnir ki, 4, ve A, ndqteleri
5 y d,

A
b/t Nl o
| S

Sokil 37
D,D, pargasina daxildirler ve ona gére de d, ve d, direktrisle-rinin A4, 4, pargasi ilo ortaq
nogteleri yoxdur.
Analoji gayda ila isbat etmak olur ki, hiperbolanin direktrislari onun haqiqi oxunu kasirler,
ona goéra de hiperbolanin direktrislari onun iki ganadinin arasinda yerlasirlor va bu ganadlan
kasmirlor (sok.38).

Sekil 38



Teorem. Ellips (hiperbola) miistavinin elo y' néqtalari goxlugudur ki, bu néqtalerdan har

birinin fokusa qader olan mesafasinin hamin néqtaden uygun direktrise qadsr olan masafays
nisbati eksentrisitete barabardir.

isbati. Qeyd edsk ki, bu teoremde faktiki olaraq iki hékm verilmisdir. Onlardan biri
ellipsa, digeri ise hiperbolaya aiddir. Hiperbolaya aid olan hokmin dogrulugu ellipsda oldugu
kimi yoxlandigindan, yalniz ellipsa aid olan h6kmu isbat edak.

Tutaq ki,  —verilmis ellipsdir, F; sag fokusdur, d, ise ona uygun olan birinci
direktrisdir. Kanonik koordinat sisteminde F; noqtssinin (c,O) koordinatlari, d, diz xattinin

-2=0 tanliyi vardir. Ona goére do ager M(x,y)— mustavinin négtasidirse, onda

e
p(M,dl)z x—ﬁ, MF, =w/(x—c)2 +y2.
e
Oger M €y’ olarsa, onda (x—c)2 +y2 =elx -4 Bu tonliyi kvadrata yukssltmakls,
e
alanq:
2 2
(x—c)2 +y? z(ex—a)2 :>—2+;;—2=1.
a

Bu ise o demakdir ki, M €.
Torsine, tutaq ki, M(x,y)ey. § 9-ki (5) disturlarindan birincisine gére, MF, =a —ex.
Diger tarofdan,

a
x—_
e

a—ex

b

p(M,d))=

ona gors de MF, = ep(M,dl), yani M € y'. Belalikls, ' ¢coxlugu y ellipsi ilo Ust-Uste dugdr.

Bu teorem ellips va ya hipeggolanin eksentrisitetinin handasi manasini izah edir: ellipsin
va ya hiperbolanin eksentrisiteti ele bir sabit adaddir ki, xattin har bir ndqgtasindan fokusa gader
olan masafanin hamin noégtadan uygun direktriss gadar olan masafaya nisbati bu sabit adeds
barabardir. Parabolanin tarifinden malum olur ki, onun ndqteleri analoji xasseya malikdir-lar,
yani parabolanin har bir néqgtasinin fokusdan olan masafasi-nin hamin ndqtenin direktrisden olan
masafesina nisbati sabitdir ve vahide berabeardir. Ona gbre de vahid istenilen parabolanin
eksentrisiteti adlanir.

e

y ile ya cevraden fargli ellipsi, ya hiperbolanin bir ganadini, ya da parabolani isara
edak. Tutaq ki, F/ va d- y xattinin fokusu ve direktrisidir, belo ki, y xatti ellips oldugda F
onun fokuslarindan biridir, d isa uygun direktrisdir, » xatti hiperbolanin ganadlarindan biri
oldugdaise F va d - ikinci simmetriya oxuna nezaran y hiperbolasinin ganadinin yerlas-diyi
yarimmustavide yerlagan fokus ve direktrisdir. Askardir ki, y xatti butiin ndgteleri ile  sarhaddi
d direktrisi olan ve F fokusunun yerlosdiyi A yarmmistavisinde yerlosir. isbat etdiyi-miz
teoremi (bax, band 3) ve parabolanin terifini nezere alaraq, beloe bir naticeya galirik: y xotti A
yannmmuistevisinin  FM :ep(M ,d ) baraberliyini 6deyen biitiin M néqtelerinin ¢oxlugudur,
burada e—y xsttinin eksentrisitetidir.

—_—

y DF - o - : . .
F fokusunun polyus oldugu va DF =i sortini ddeyan Fi polyar koordinat sisteminda

y xattinin tenliyini ¢ixaraq, burada D— F néqgtasinin d diz xattinin Uzerine proyeksiyasidir

(sok. 39). Dvvelca p(M,d) masafesini  hesablayaq, burada

d /




Sekil 39
M(r,q))— mustevinin ixtiyari ndéqgtesidir. ©ger M, — M néqtesi-nin FD diz xetti Uzerinde
proyeksiyasidirsa, onda
p(M,d)= DM, = DM -cos MDF =DM -7,
(bax, sok. 39). Lakin DM = DF + ﬁ/f, ona gobra da
p(M,d):(ﬁ+m)~f:ﬁ-f+m-f:DF+rcos¢).
M(r,p) nogtesi yalniz ve yalniz FM =ep(M,d) ve ya r=e(DF +rcosg) oldugda y
xottine aid olur. ©gar p =eDF isars etsok, buradan alariq:
r(l—eCOS(/)):p,
vaya
P (3)
l1—-ecosp
(3) tenliyi y xattinin ( yoni ellipsin, hiperbolanin bir ganadinin va ya parabolanin) polyar

koordinatlarla tanliyidir. Bu tenlik e <1 oldugda ellips, e =1oldugda parabolani, e>1 olduqda
iso hiperbolani tayin edir. p odadi fokal parametr adlanir. Bu termin parabolanin fokal

parametri ilo tamamile uzlasir. Dogrudan da, ager y xatti paraboladirsa, onda e=1, ona géra
de p=DF.

DF —fokusdan uygun direktrise gadar olan masafe oldugundan, ellips va ya hiperbola
halinda yaza bilarik:

a—ec|
DFzg—c‘:u. (4)
e e
p fokal parametrinin ifadesinda (4) barabarliyini nazers alaq:
2 ‘az —c2‘
pze-DF=|a—ec|=a——= . (5)
a a

=a® —c* =b*. Diger terefden, ager y xatti hiperbolanin

©ger y xatti ellipsdirss, onda ‘a2 —c2‘ 2

bir ganadidirsa, onda

2 2 2 2 2
‘a —c ‘zc —a“ =b".

Belolikla, (5) barabarliyinden gérinduyu kimi, har iki halda

Mihazira 13

_ Ikitartibli xattin imumi tenliyi.
Ikitartibli xattin diiz xatle kasismasi



1. Ovvelce mustevi Uzerinde ndqgte anlayisini genislen-direak, daha daqiq dessk,
mustavini  xayali ndqteler adlandirilan négtslerle tamamlayaq. Segilmis ij koordinat

sisteminda noqte dedikde misyyan nizamla verilmis (x,y) adadler cltinl basa disacayik,

burada (x,y)e C?,C —kompleks adadlor coxlugudur. x ve y haqiqgi adsler oldugda ndqgta
hegqiqi , onlardan he¢ olmazsa biri kompleks aded olduqda ise xayali néqgte adlandiri-lir.
Masalen, A4(3,—4) noqtesi haqiqi, B(4i,—6) noqtesi ise xayali néqgtadir. Butlin haqigi ve xayali
nogtalerin goxluguna kompleks miistavi deyilir. Verilmis Ml(xl,yl), Mz(xz,yz) nogtaleri bu
nogtelerin uygun koordinatlari kompleks-qogsma adadlar oldugda kompleks-qogsma néqteler
adlanirlar. Masalen, A(1—i,4+5i) ve B(l1+i,4—5i) néqteleri kompleks-qosma ndgtalardir.
2. Mustavi Uzerinda her hansi afin koordinat sisteminda
F(x,y) =0 (1)
tonliyi ilo verilo bilon xatte cabri xatt deyilir, burada F(x,y)— x,y dayisenlerinden asili olan
coxhadlidir. F(x,y) coxhadlisinin daracesi (1) tenliyi ilo tayin olunan xattin fertibi adlanir. Bir
tortibli xattlora misal olaraq duz xatti gdstarmak olar (bax, 1V fe-sil, § 7).
Cabri xattin terifinden aydin olur ki, mistavi tUzerinde Oe e, afin koordinat sisteminde
ikitartibli xattin Gmumi tenliyini
a“x2 +2a;,xy + a22y2 +2a;0x +2a,5,y +ay, =0 (2)
soklinde yazmagq olar.
(2) tenliyinin amsallari ixtiyari haqiqi adadlerdir, bels ki, a,,,a,,,a,, emsallar eyni vaxtda
sifra barabar olmurlar.
a,,,0a,,,d,, dmsallarni bazi hallarda a,,,a,,,a,, kimi de igars edaceyik.
Asagidaki kimi qisaldilmis igarelemaler daxil edak:
F(x,y)z ar“)c2 +2ap,xy+ a22y2 +2a,9x +2a,yy +ay,
F(x,y)=a;x+a,y+a,
Fy(x, )= ayx + aypy + ay,

Fo(x, ) = ajgx + ayy + ag,.
Bu isarslemslerden istifade edarek, (2) tenliyini qisaldiimis sekil-de bels yazmaq olar:
F(x,y)z 0, vaya

F(ny)x+ Fy (x, )y + Fy(x,1)=0. )
Xassalarini dyrendiyimiz ellips, hiperbola ve parabola iki tartibli xattlarin ayri-ayri nUmunaleridir.
2 2
ikitortibli xattlore dair diger nimunslerle tanis olaq. x_z_Z_: 0 tenliyi ilo verilon y xatti
a

ikitertibli xettdir. Bu tanliyi (f—%j(er%j:O soklinde yazmaq olar. Bu halda deyirler ki, »
a

a
xatti bir cut kesigen f—% =0 ve RSP 0 duz xattlerina pargalanir. (s8k.40). Ana-
a a
Y Y
f j
X + 0|7 X

Spkil 40 Sokjl 41

loji olaraq, x*ha?=0 tanliyi ila verilon ikitértibli xatt paralel x—a =0 va x+a =0 duz xattler

cutline pargalanir, burada a # 0 (bax, sek. 41). Bu ikitartibli xatlerin har birina daxil olan sonsuz
sayda haqiqgi ve xayali ndqteler vardir. Lakin bels xassays malik olmayan ikitartibli xstler da



vardir. Mesalen, x* +y2 =0 tonliyi ile tayin olunan ikitartibli xattin bir haqiqi (0,0) noqtesi va

2 2

sonsuz sayda xayali néqtsleri vardir, x—2+Jb/—2+1:0 xattinin isa haqiqi noqgteleri yoxdur, yani
a

onun batun ndqgtsleri xayali néqtelardir.
3. Tutaq ki, ikitertibli » xatti afin koordinat sisteminda
F(x,y) =aq, 1x2 +2a,xy+ arzzy2 +2a0x+2a,y+a, =0 (4)
Umumi tenliyi ile, ! duz xatti ise
X=Xo+tpt, y=yotpt (9)
parametrik tonliklori ilo verilmisdir.

[ diz xatti ilo y xottinin kesisma ndqtelerini tapaq. x ve y dayisenlarinin (5)

tonliklarinden olan giymatlerini (4) tenliyinda yerins yazsaq, zaruri gevirmalorden sonra alarq:
Pt* +20t+R =0, (6)
burada
2 2
P=a,p"+2a,pp,+app,,
0= Fl(xmyo)l?l +F2(xo=J/o)P2=
R=F (xo,yo )

(6) tenliyindan kesigma ndqtelerinin #,,¢, parametrlarini tayin edib, onlar (5) tenliklerinde
yerina yazmagla kasisma ndgtalerinin koordinatlarini tapmis olurug. Qeyd edak ki, (6) tan-liyinin
har bir kdklna kasisma ndqtesi uygundur, bela ki, mixtalif koklare muxtalif ndéqtsler uygundur:
haqiqi koklera-hagiqi nogtaler ve kompleks koklare-xayali noqgtaler.

(6) tenliyini tadqgiq edak. lki hal mimkuindur:

1) P #0. (6) tanliyinin iki vardir:

_-0+Vs Lm0~ Js
p 7 p
burada & =0%—PR -(6) tenliyinin diskriminantidir. / diz xatti » xettini & >0 oldugda iki

muxtslif haqgiqi, 6 < 0 oldugda kompleks-qogsma, & =0 olduqda ise Ust-lste dlsen haqiqi M,

4

ve M, ndqtslerinds kasir. Sekil 42-de [, dlz xatti 0 >0 halina, /, diz xetti 0 =0 halina, I,
diiz xeatti ise & < 0 halina uygundur.

ﬁ(Pan) L L

MO
Sokil 42

2) P=0. (6) tonliyi belo bir sakla galir: 20t+ R=0. Q0 #0 oldugda / diuz xatti y xattini
bir néqteda kesir (sok. 43-ds va ya sok. 44-da [ diz xatti). 0 =0,R = 0 oldug-

A ’
N ’
\ ’
N ’

\ ’

\ ’

N ’

N4
\

N




Sekil 43 Sekil 44
da / duz xetti y xatti ile heg bir ortaq ndqteys (haqiqi ve ya xayali) malik olmur. 0=0,R=0
olduqda isa istanilen ¢ (6) tenliyini ddadiyindan, [/ y olur.

Belalikla, [ diiz xstti ile y ikitortibli xattinin qarsiliql vaziyystinin alti hali mimkuandur:
0 > 0—iki haqiqi kesisma nogtaleri vardir,
P 0, 0 < 0 —xayali kompleks-qosma kasisma noqteleri

vardir,
0 =0 - Ust-Usta diisen kesisma ndqtaleri vardir.
0O # 0— bir kasisma nogtasi vardrr,

P=0, 0 =0, R # 0— kasisma ndqtalari yoxdur,
0 =0,R # 0—dlz xatt ikitartibli xatt Uzarinds yer-
losir.

4. (6) tenliyindeki P emsall yalniz [ diz xsttinin p yo-naldici vektorunun
koordinatlarindan asilidir ve M ndgtssinin (xo,yo) koordinatlarindan asili deyil. Buradan aydin

olur ki, ager P =0 olarsa, onda ﬁ(pl,pz) vektoru istigamatinde ydna-lon bitin diz xetler y
ikitartibli xattini iki néqtede (haqigi mixtalif, Ust-Uste diisen ve ya xayali kompleks-qgosma)
kasirlor. ©gar P =0 olarsa, onda ya /[ cy, ya da [ duz xstti y ikitertibli xattini birden gox

olmayan ndqteda kesir.
©ger sifirdan forgli p vektoruna paralel olan / duz xatti y ikitertibli xatti ilo birden ¢ox

olmayan ortaqg noqtesi vardirsa ve ya / diiz xatti y xattinin Gizerinde yerlasirsa, onda deyirler ki,
p vektorunun istigamati y ikitartibli xattine nazeren asimptotik istigamatdir. Bu terifden alinir:
sifirdan forqli [9( Dis pz) vektoru-nun tayin etdiyi istiqamet yalniz ve yalniz

2 2
ayp +2a,pppy+ayp,” =0 (7)
serti 6denildikde y ikitertibli xattine nazaren asimptotik istigamat olur.

(7) dusturundan istifade etmakls ikitartibli xatte nezaran asimptotik istigamatleri tapmagq
olur.
a,, # 0 olduqgda (7) tenliyinden alinir ki, p, #0 (p— sifirdan fergli vektor oldugu utgun),

ona gore da (7) tenliyinin har iki torofini p12 —na bollb, =22 oldugunu nazers alsaq, yaza
P
bilerik:

Bu kvadrat tenliyin halleri

k (8)
ax
soklinde tapilir, burada A =a,,a,, —ap.
a,, =0 oldugda (7) tenliyi a,,p,” +2a,,p,p, =0 sok-linds yazilir. Bu tenliyi
&(0,1) vo p(-2ay,ay) (9)

vektorlarinin koordinatlari 6dayirler. )
Ikitartibli » xettine nezeren nege asimptotik istigamatin oldugunu aydinlasdirag. Ug hali

nazeardan kegirak.
1) A=aa, —alz2 >0. Bu o demakdir ki, a,, #0. (8) disturundan muiayyan edirik ki,
y xattina nezeran asimptotik istigamatlar yoxdur.



2) A=a,a,, —a}, <0. Bu halda y xattine nezeren iki asimptotik istiqgamat vardr.
Dogrudan da, a,, #0 oldugda bu nstice (8) disturundan, a,, =0 oldugda ise (9)-dan alnir.
a,, =0 halinda a;, #0 olur ve ona gors ds 52(0, 1) Ve 13(— 2a,,,a,,) vektorlar kollinear
olmurlar.

3) A=ayay —afz =0. Bu halda y xsttine nezaren yalniz bir asimptotik istigamatl
vardir. Dogrudan da, a,, # 0 oldugda bu natice (8) dusturundan, a,, =0 oldugda ise (9)-dan
alinir. ikinci halda a,, =0 olur ve ona gére do ¢,(0,1) ve p(0,a,,) vektorlar kollinear olmagla
eyni bir asimptotik istiqgamati tayin edirlar.

Belslikla, agsagidaki teorem dogrudur:

Teorem. Tutaq ki, ikitertibli xstt (4) tenliyi ile verilmigdir ve A = ay,a,, —aj,. Onda
A>0 oldugda bu ikitartibli xsfte nezaren asimptotik istigametlor yoxdur, A <0 olduqda iki
asimptotik istigamat vardir, A =0 isa bir asimptotik istigamat vardir.

Qeyd. Asimptotik istigamat anlayigi handasi anlayisdir (yani handssi fiqurlarin garsiligli
vaziyyatine gore tayin edilmis-dir) ve ona goéra da koordinat sisteminin segimindan asil deyil.
Buradan isbat etdiyimiz teorema asasan alinir ki, A>0, A<O0Ove ya A =0 sertlari koordinat

sisteminin segimindan asili deyil.
Ellips, hiperbola ve parabolaya nazeren nega asimptotik istigamatin oldugunu

2 2
aydinlagdiraq. Tutaq ki, ellips x_2+2/_2=1 kanonik tenliyi ile verilmisdir. Bu halda
a

A= 21bz >0 oldugundan, ellipse nezsran asimptotik istigamatlor yoxdur. Analogiyaya goére
a

ﬁ_ 2

a’ b
laya nezeren iki asimptotik istigamet vardir (bu istigamatler hiperbolanin asimptotlarinin
istiqgamatleri ilo Ust-Uste disurler). Eyni qayda gbstarmak olur ki, parabola halinda A =0, ona
goOra da parabolaya nezsran yalniz bir asimptotik istiqamet vardir. Bu naticelarle bagli olaraq,
ikitortibili xatti A >0 oldugda elliptik tip, A <0 oldugda hiperbolik tip, A =0oldugda ise
parabolik tip xatt adlandirirlar.

|‘<

=1 kanonik tanliyi ile verilmis hiperbola lgin A =— < 0 oldugundan, hiperbo-

[\S]

a’b?

Miihazire 14

ikitartibli xattin markoazi

Bvvalce ikitartibli xattin vaterinin orta néqtesina dair lemmani isbat edak.
Lemma.

a11x2 +2c112xy+c122y2 +2a;0x +2a,,y +ay, =0 (1)
tenliyi ile verilmis ikitertibli xsttine  asimptotik istiqametli olmayan [9( D1 pz) vektoru

verilmigdir.
M (xo, yo) néqtssinin p vektoruna paralel olan her hansi veterin orta néqtesi olmasi
tigtin zeruri ve kafi sert
Fi(x0,70)py + Fy (0,0 )P, =0 2)
barabarliyinin 6denilmasidir.
isbat. M(xo,yo) négtesinden kegen ve p vektoruna paralel olan / diiz xattinin

parametrik tonliklerini yazaq: x= pt+x,, y= p,t+y,. Tutaq ki, M, ve M, — [ diz xattinin

verilmig xotle kesisme ndqgtsleridir, ¢, ve ¢, —bu ndqtelerin parametrloridir. Onda M, ve M,
nogtalerinin



M, (pity + %9, poty +y0 ), Mo (pity +Xo, oty + o)
koordinatlari vardir. Askardir ki, M(xo,yo) noqgtesi yalniz ve yalniz ¢, +¢, =0 serti 6danildikds
MM, pargasinin orta ndg-tasi olur. Digar terefden, ¢, ve ¢, § 12-de verilan

Pt* +20t+R=0 (3)
kvadrat tanliyinin halleridir. Viyet teoremina goéra (3) tenliyinin koklerinin cami yalniz va yalniz
0 =0 olduqda, yani (2) serti ddanildikds sifra barabar olur.

2. Ikitertibli xattin simnfltriya markazi olan C néqtasine onun merkazi deyilir.
Terem 1. C(xo, yo) néqtssinin (1) tenliyi ile verilmig ikitoertibli xattin merkezi olmasi lglin

zeruri ve kafi sert x,,y, adedler citiiniin

(4)

apx+a,y+a;, =0,
{azlx+azzy+a22 =0

sisteminin halli olmasidir.
isbatl. Tutaq ki, C(x,,y,)—y ikitertibli xattinin marke-zidir. isbat edek ki, x,,¥,
adadleri (4) sistemini Odayirler. C négtasinden, uygun olaraq, f)(pl,p2) vo (}(ql,q2)
vektorlarina paralel olan asimptotik olmayan istiqgamatli iki vater kegirek. C —y xattinin markazi

oldugundan, bu noéqgte veterlerden har birinin orta nogtesi olar. Vaterin orta noqtesinin
koordinatlarina dair lemmaya gore

{Fl(xo’yo)]?l +F2(x0,y0)p2 =0, (5)

Fl(xo,J/o)‘]l +F2(x0ayo)‘h =0.

f’(plapz) Vo @(ql,qz) kollinear olmayan vektorlardir. Ona goére de Pr £0.
P 49>

Buradan aydin olur ki, (5) bircins xatti tanliklar sisteminin yalniz sifir halli vardir: Fl(xo,yo):o,
Fz(xo,yo)zo, yani C noqtesginin koordinatlari (4) sistemini 6dayirlar.

Tersine, tutaq ki, C(xo,yo) ndgtasinin koordinatlari (4) tanlikler sistemini 6dayirler; isbat
edak ki, C—y xattinin markes-zidir. Koordinat baslangicini C(xo,yo) noqtasine paralel koglrak
vo yeni koordinat sisteminda y ikitertibli xattinin tenliyini yazaq. Baxilan halda koordinatlarin
cevirme dusturlan x=X+x,, y=Y+y, soklindadir. y xsttinin yeni koordinat sisteminde
tanliyini yazmaq Gg¢ln x ve y dayisanlarinin giymatlarini (1) tanliyinds yerins yazaq:

ay (X +x0 )+ 24, (X +x MV +3)+ an (Y + o ) +

+ 2410 (X + 30 )+ 2a5 (Y + 3 )+ g,

vo ya
a) X7 +2a, XY +a,Y? +2a),X +2a5Y +ah, =0,  (6)
burada
aj, = Fl(xo,J/o)’ ay :Fz(xo,yo)’ ag :F(xo,J/o)-

C(xy,y,) néqtesinin koordinatlari (4) sistemini 6dediklsrinden, a/, =0, a,, =0, ona gére de
(6) tonliyi

a;, X* +2a,XY +a,,Y* +a), =0
soklinde yazilir. Bu tenlikden goérinur ki, C ndqtesi y xettinin simmetriya markazidir.
Dogrudan da, ager M(x,y)ey olarsa, onda M’(—x,—y)e y, burada M'—M néqgtesine y
xottine nazeren simmetrik olan ndqtedir. Belalikla, C —y xattinin markazidir.

Natica. Koordinat baslangicinin (1) tenliyi ile verilon xattin merkezi olmasi tglin zeruri ve
kafi sort a,, Ji,, =0 baraberlikle-rinin édanilmasidir.



Dogrudan da, (0,0) adadleri yalniz ve yalniz a,; =a,, =0 oldugda (4) sistemini

Odayirlar.
3. Teorem 2 verilmig ikitartibli xattin markazlarinin varligi ile bagh masaleni aragdirmaga
imkan verir. Masalo (4) tanliklor sisteminin tadqiqgina gatirilir.

ay  ap dy 4 4

ay A dy Ay Ay
matrislerine baxaq ve bu matrislerin ranglarini uygun olaraq, » ve R ile isare edak. Agkardir ki,
r < R. Asagidaki hallar mimkunddr:

1) »=R =2. Bu halda (4) tanliklar sisteminin yegana halli vardir ve ona gére de y xatti

bir va yalniz bir markeze malikdir. Belo xassaya malik olan ikitartibli xetlora merkoazi ikitortibli
xatlor deyilir.
2) r=R=1. Bu halda (4) sisteminin sonsuz sayda halleri vardir: (4) sisteminin

tenliklarindan biri digerinin natice-sidir. Ikitartibli xatt markazler diiz xsttine malikdir. Bu diiz xatt
(4) sisteminin tenliklarindan biri ila verilir.
3) r=1,R=2. (4) sistemi uyusmayandir ve bununla alagedar olaraq, ikitartibli xattin

markazi yoxdur.

Markazleri olmayan ve ya birden ¢ox markazi olan ikitartibli xatlera qeyri-mearkazi xatlor
deyilir. Yuxaridaki mihakimalarden alinir ki, yalniz ve yalniz A#0 oldugda ikitar-tibli xatt
markoezi xettdir. Belaliklae, elliptik vo hiperbolik tip xatlar markazi xattlardir, parabolik tip xatlor iso
qeyri-morkazi xatlordir.

Ellips ve hiperbola markazi ikitertibli xatlordir (A0 olduguna goérs), ona gére da bu
xatlorin yegana merkazi vardir. Ellips ve hiperbolanin merkazi koordinat baglangicidir.

y2 =2px kanonik tenliyi ile verilmis parabola tgtin (7) matrislari »=1,R =2 ranglarina malik
olduglarina géra parabolanin markazi yoxdur.

Miihazira 15

ikitartibli xatte toxunan, onun tanliyi

y ikitertibli xatti Gzarinde yerlesen M, noqgtesi bu xattin markazi olarsa, onda deyirler
ki, M, mexsusi noqtedir, aks halda M, ndqtesine adi ndqts deyilir.

Bger ikitertibli xattin adi M, ndqtesindan kegan diiz xatt ikitertibli xatti Gst-Uste dugan iki
noéqteds kasirse va ya onun Uzsrinds yerlasirse, onda deyirler ki, diz xstt M, ndgtssinds

ikitartibli xatte toxunur. Toxunan duz xstte dair teoremi isbat edak.
Teorem 2. [kitortibli xottin istonilon adi ndqtasinds bu xatte bir ve yalniz bir toxunan diiz

xatt vardir. ©ger ikitartibli xatt (1) Gmumi tenliyi ile verilorss, onda M (x,,y,) noqtsesinde
toxunanin tenliyi
(a0 + a0 +ayg Jx+(ay % +anyg +ay )y +
+(a19%) + a0 +ag) =0 (7)
ve ya
F (g5 0 )5+ Fy (0,30 )y + Fy (%9, ) = 0

soklinds olar.

isbati. Tutaq ki, M, ndqtesinden kegen / diz xatti x =x, + p,f, ¥ =y, + p,¢ parametrik

tonliklari ile verilmisdir. [/ duz xattinin verilmis y ikitortibli xatti ilo kasisma ndqtslerinin
parametrleri (3) tenliyinden tayin olunurlar. M € y oldugun-dan, bu néqgtenin koordinatlari (1)
Umumi tenliyini édayirler, yani R = F(xo,yo): 0, ona goéra da baxilan halda (3) tenliyi

Pt* +20t=0 (8)



soklinda yazilrr.
isbat edak ki, / diiz xatti yalniz ve yalniz QO =0 oldugda y ikitertibli xsttine toxunandir.

Dogrudan da, ager /-toxunan diiz xettdirse, onda ya (8) tenliyinin Ust-Uste dlisen iki koki , ya
da sonsuz sayda kokleri vardir. Her iki halda O =0 serti 6denilir. Tersine, agar 0 =0 olarsa,

onda (8) tenliyinin ya Ust-Uste dugan iki kokl (P =0 oldugda), ya da sonsuz sayda kokleri
(P =0 oldugda) vardir. Q=0 barabarliyinin aciq sakilds yazilisi (3) seklindedir. M(x,,,)

adi noqgts oldugundan, (3) bsrabarli-yindaki Fl(xo,yo),Fz(xo,yO) amsallarindan heg olmazsa
biri sifirdan farglidir. Ona gore de (3) beraberliyi yegana ﬁ(pl,pz) istigamatini tayin edir. Bela
bir vektor olaraq,
;(Fz(Xano)a_ﬂ(x0=yo))

vektorunu goétirmak olar. M, nogtssinden ¢ vektoru istigama-tinde yonalen bir ve yalniz bir
diiz xatt kegir, ona goére de M, noqtesinda yegans toxunan diz xatt vardir.

Toxunan diiz xett M, ndqtesi ve 7 ydnaldici vektoru ile teyin olunduguna gére
X=X Fz(xo,)’ojzo

9
Y=Y _Fl(xmyo

tonliyina malikdir.
M, € y oldugundan, § 12-dski (3) disturuna esasen yaza bilerik:

F (g, y0 %o + Fy (g, ¥0 )y + Fo (. 7) = 0.
Buradan
Fo(x9570) = = (7 (x> 0 0 + F> (30,7 )7o) (10)
sorti alinir. (10) sarti daxilinda (9) tanliyi bels yazilar:
F (g, yo Jx+ F (g, 0 )y + Fy (x9,.v9) = 0.

Gorundlyd kimi, bu tenlik (7) tenliyidir. g

5. Ellips, hiperbola ve parabolanin butin ndéqtelari adi noéqgtalardir, ona gére da bu
xatlerin har bir néqtesinde bir ve yalniz bir toxunan diz xatt vardir. Kanonik tenlikleri ila
verildiklerini nazers almagqla ellips, hiperbola va parabolanin toxunan diz xastlerinin tanliklerini
yazaq.

2 2
1) x_2+z_2:1 ellipsina (xo, yo) noqtesinds toxunan diz xoft. Bu halda
a
a,, =—,d —La =—l,a,y =a,, =ay, =0
11 aZ’ 22 bz’ 00 >0 20 00 )
ona gobra da (7) tenliyi
X0 Vo
—+—===1 (11)
a’> b

soklinda yazilir.
2

2
2) x—z—z}—zzl hiperbolasina (xo, yo) néqtesinds toxunan diiz xstt. Analoji qayda ile
a

musyyan edirik ki, hiperbolaya toxu-nan diiz xatt
XX _ Yo
——===1 (12)
a’> b’
tonliyinio malikdir.
3) y®=2pxparabolasina (x,, yo) néqtesinds toxunan diz xstt. Bu halda
a,, =0,a,, =—p,a;, =a,, = a,, =a,, =0, ona gére de toxunanin tanliyi

o = plr+xy) (13)
soaklindadir.



