| Miuhazira

Proyektiv fozanin aksiomatik qurulmasi. Proyektiv koordinat sistemi

Proyektiv handasa XIX asrin birinci yarnisinda Fransada yaranmisdir.
Bu elmin yaranmasi fransiz riyaziyyat¢isi Ponselenin (1788-1867) ad ila
baghdir.

Tutaq ki, bize har hansi k¥ meydani tizerinda (n+1) élgulii ¥ vektor fazasi

verilir. 7'ile fazanin V/{Z}vektorlan coxlugunu isare edak. Hear hansi bos

olmayan Pgoxlugu Gglin  asagidaki iki sorti (aksiomu) o6dayan
f:V — Pinikasi varsa, onda P c¢oxluguna vV vektor fazasinin dogurdugu -
olgult proyektiv faza deyilir.

l. f:v'— P suryektivdir, yani P ¢oxlugunun har bir noqgtasi miayyen
bir x e ¥ vektorunun obrazidir.
Il. ixtiyari ;; e V'vektorlar Ggin f(;)zf(;) barabarliyi yalniz va yalniz

X Vo ;vektorlarl kolleniar olduqgda dogrudur.
P c¢oxlugunun elementlarine proyektiv fezanin nogtalari deyilir va latin

alifbasinin bas harfleri 4, B, C,.., x,7,... va s. isare edilir.

ogaer f(;)zXoIarsa, deyacayik ki, x vektoru x noqtasini dogurur. Il
aksiomdan alimir ki, v vektor fezasinin P proyektiv fezasinin eyni bir
nogtasini doguran bitin vektorlan ¢oxlugu, sifir vektoru istisna olmagqla,
birolguli altfezadir. Kolleniar olmayan vektorlar ise miuxtslif noqgteleri
dogururlar.

Bu sababdan da xmeydani sifir xarakteristikali meydan (sonsuz
sayda elementi olan meydan) olduqda, P proyektiv fozasi da sonsuz sayda
noqteys malikdir. Kk meydani sonlu meydan olduqda ise P proyektiv fazada

da sonlu sayda noéqte olar.



Sertlegak ki, bundan sonra biz yalmiz R haqiqi adadler meydani
uzarinde olan ¥ vektor fazalarin dogrulugu proyektiv fozalara baxacagiq.

Tutaq ki, P ugolgulu proyektiv fazadir. Onda pfezasini doguran »
vektor fazasi dordolcilu olacaq.

Dordolgult v vektor foezanin tgolgula L, alt vektor fezasinin dogrulugu

buatin nogtaler coxluguna p faezasinda proyektiv mustevi, L, alt ikiclgili
fozasinin dogurdugu nogteler coxlugu ise proyektiv duz xstt adlanir. L,
birél¢ilu altfezasinin dogurdugu coxlugun ise néqte oldugunu demisdik.
L, vo L, alt vektor fezalarinda cut —cut kolleniar olmayan sonsuz sayda
vektorlar oldugundan, proyektiv diz xett ve proyektiv mistevi tizerinde
sonsuz sayda néqte vardir. Ucélcili proyektiv fezada bir proyektiv diiz xatt
uzarinda olmayan lg¢ nogtanin, bir proyektiv mistavi Gzerinda olmayan dérd
noqtenin varhgini géstermak olar.

Dogrudan da, P ugolgilu proyektiv fazani doguran dérdolgila ¥ vektor
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fozasinda, onun bazisi olan dérd «, b, ¢, d vektorlan vardir. Bu vektorlarin
dogrulugu dord 4,B,C va D noqteleri bir proyektiv mustavi tzerinde
deyiller. Bundan basga onlardan istanilen ¢ danasi bir proyektiv diz xatt
uzarinda ola bilmazler.

Bunu isbat edak. aksini ferz edak. 4, B, vo C noqtelari bir proyektiv
diuz xeatte aiddirler. Onda bu noqtelari doguran Z, Z, ve ¢ vektorlari ikiolglu

L, vektor fazasina daxildirler. Bu isa Z, Z, ve ¢ vektorlarinin xetti asili
olmadiglarina ziddir.
isbat edecayimiz asagidaki xassaler colcili proyektiv fazanin, proyektiv
mustevinin ve proyektiv diz xattin tarifinden alinir.

Xassa 1. istonilon iki 4 ve Bnéqgtelerinden yalniz ve yalniz bir

proyektiv diz xatt kegir.



isbati. Ferz edsk ki, ave »vektorlari 4 ve Bnéqtslerini dogururlar.
Onda «va b vektorlan kolleniar ola bilmazler. Demali, « va » vektorlarinin

dogrulugu L(Z, Z) vektor fozas ikiolguli vektor altfezasidir. L(Z, Z) altfezasi
muayyan bir ¢ proyektiv diz xattini dogurur. 4 ve Bnoqtalarininin har ikKisi
¢ proyektiv diz xattinin Gzerinda olacaq.

indi gosterak ki, 4 ve Bnéqgtslerinden kegan yegans proyektiv diiz

xatdir. @gar ¢ 4 va Bnoqtalerinden kegan basqa bir diiz xatt, L.ise bu diz

xatti doguran altfeza olarsa, onda ZeL’zve ZeL’2 olar. Onda L(Z, Z) vo L,
altfezalan ust-uste diisacakler. Demali, ¢ve ¢'diuz xatloeri do ust —ista
disacekler.

Xassao isbat olundu.

Analoji olaraq asagidaki xasseni de isbat etmak olar.

Xasso 2. Ucolcilu proyektiv fozada bir proyektiv diiz xstt tizerinde
olmayan Ug noéqgtedan yalniz ve yalniz bir proyektiv miistavi kegir.

Xasso 3. 9ger iki 4 vo Bmuxtalif noqgteleri = proyektiv mistavisina
aiddirse, onda bu noqgtalarden ke¢an 4B diz xatti de ~ mustavisina aiddir.

isbati. Ferz edak ki, = proyektiv mistavisinin dogurani w t¢élcili
vektor fazasidir, 4 va B noqgtslarinin doguranlari ise ava bvektorlandr,

L(Z, Z) ikiolgilu vektor fezasi 4Bdiz xattinin dogurani olacaq.
ZeW, bew oldugundan L(Z, Z)c wolar. Tutaq ki, & noqgtesi 4B diz xattinin
ixtiyari noqtssi, m vektoru isa M noqtasinin doguranidir.

ZGL(Z, Z)oldugundan mew olar. Buradan cixir ki, M ez olur.

Xassa isbat olundu.
Xassa 4. Bir proyektiv mistavi tzarinda yerlasan iki proyektiv diiz xatt

kosisir.



isbati. Forz edak ki, ave »diiz xatleri o mistavisi izerinde yerlasen
ixtiyari iki proyektiv diz xatdirler. L,, L, ve w vektor fazalarn uygun olaraq bu
proyektiv duz xetleri vo o miustevisini doguran altfezalardirlar. aco ve
bco oldugu Gglin L,cw ve L,cw olar. L,va L,fazalan wigolgulu vektor
fozasinin muxtalif ikiolglu vektor altfezalar olduglarindan, cebrden malum

olan teorema esasan L,va L, fazalannin birdlgulu ortaq altfezalar vardir.

Hamin birdlgilu altfezanin dogurdugu noqgte ise « ve bproyektiv diz
xatlarinin ortaq noqtasi olar. Xassa isbat olundu.

Xassa5. Ucélcili proyektiv fazada ixtiyari proyektiv mistavi ile, onun
uzarinda yerleagsmayan proyektiv diz xattin yalniz ve yalniz bir ortaq néqtasi
vardir.

Xassoa 6. Ucolcili proyektiv fezada ixtiyari iki muxtslif proyektiv
mastavinin, onlarin ortaq noqtalarindan ibarst olan yalniz va yalniz bir ortaq
diz xaetti vardir.

5-ci ve 6-ci1 xassalerin isbati oxucuya catdirilir.
Torif 1. Tutaq ki, n(n>2) olculu proyektiv fezada B,, B,,...,B, (k>3)kimi

K noqte verilmisdir. @gar bu noqtelerin istanilon 3-U bir proyektiv diz xatt
uzerinde vyerlagmirse, onda deyirlor ki, B,B,,.. B noqgtaleri Gmumi

vaziyyatdadirlar.

Torif 2. o proyektiv mistevisinde Gmumi vaziyystde olan,
nizamlanmis 4, 4,,4,,E noqteleri sistemina proyektiv reper va ya proyektiv
mistavida proyektiv koordinat sistemi deyilir, R=(4,, 4,, 4, E) ila isars edilir.

4,,4,, négtalerine reperin taps noqtsleri, Endqtesina reperin vahid
noqtesi, 4,4,, 4,4,, 4,4,diz xatlerine ise koordinat diiz xatleri deyilir.

9gar reperin tapa néqtslerini ve vahid néqtesini doguran «,a, a, Ve e

> e e

vektorlan a,+a,+a,=¢ sartini 6demakle seciliblorse, onda a4, aq,, ¢



vektorlari sistemine R=(4, 4,, 4, E) reperine nazaran alagali vektorlar
sistemi deyilir.

Gostoarak ki, verilmis repera nazaran alagali vektorlar sistemi hamisa
vardir. b,,b, b,, e vektorlar uygun olaraq 4, 4,,4,, ve E ndéqtalerini doguran

vektorlar olsunlar. 4, 4,,4,, néqtsleri bir proyektiv diiz xatt tzerinde olmadig-

larindan, ZZ,b2 va b, vektorlan bir ikiclgtlu vektor fozaya aid ola bilmazler.

Demali, b5,b, b, vektorlan komplonar olmadiglarindan, onlan o

proyektiv mustevisini doguran ugolguli vektor fezanin bazis vektorlari kimi

gabul edas bilarik. Onda heg¢ olmazsa biri sifirdan fargli olan 24, 4,, 4, haqiqi

adadleri var ki,
e=A bt Abt b, (2)

a, =Ab, a,=4,b,, a, = A,b, vektorlar da 4, 4,,4,, noéqtalerini dogururlar.

Belalikle, biz 4, 4,,4,, E noqtelarini doguran ve (1) sartini 6dayen

> o> >

a,,a, aS,Z vektorlar sistemini aldiq.
oger 4 sifirdan fergli har hansi haqiqi adad olarsa, (1) bearabarliyinin
har tarafini 41-ya vurmagla
hat dyayt A, =Ae
baraberliyini alanq. /162,/122 /123, Ae vektorlan sistemi do r reperine nazaran

alaqgali vektorlar sistemi olar. Buradan c¢ixir ki, verilmis repera nazeren

sonsuz sayda salagali vektorlar sistemi vardir.

e T S > o5 5 o

Teorem 1. 9ger a,,a, a,, e VO a,d, a,, ¢ vektorlar sisteminin har biri

R=(4, 4,, 4, E) reperine nazeren slagsli vektorlar sistemi iss onda els
A= 0haqiqi adadi var ki,

a,=Aa, a,=Aa,, a,=la,, €=~Ae (3)

olur.



isbati. ;l've chektorIaru eyni bir 4, néqtasini dogurduqglarindan els bir

4, #0 hoqiqi adadi var ki, a =44, . Analoji olaraq elo 4, %0, 4, =0, 4, #0

B
f

haqiqi edadleri var ki, a, =4,a,, a,=Aa,, e =1,e.

> o o

a\,a> a5, e vektorlari R reperine nazeron alagsli vektorlar sistemi

- - - -

olduglarindan a\+t,a:tas=e barabarliyinden 21;1”2;2”3;3 =;L4Z
barabarliyini alariq. Axirinci barabarliyin har tersfini 4,- o bolsak

St g =e (4)
/14 /14 /14

alarq.
a,,a, a, vektorlar proyektiv miistovini doguran ucélcilii vektor fozanin

bazis vektorlari olduglarindan,

¢ vektorunun bu bazis vektorlarin iizre ayrilisi yeganadir. Onda (4) va (1)
barabarliklarinden alariq ki,

A A
Ay , A4 A4

A, = A, = A, = 4,ahnir. Bununla da (3) barabarliklarinin dogrulugu isbat olundu.

1

indi de, proyektiv mistevi tzerinde verilmis proyektiv koordinat
sisteminda noqtanin koordinati anlayisini verak.
Forz edak ki, X nogtesi proyektiv mistavinin ixtiyari noqgtasidir. Bu

mustevi Gzerinde R=(4,, 4,, 4,, E) proyektiv reperi verilmisdir. x négtasini

doguran ixtiyari x vektoruna ve R reperine nazaran nazeran alaqgali

> o> o

a,,a,,a,, e Vektorlar sistemina baxaq. «,,a,,a, vektorlarini ¢ muistavisini

doguran ucolgili ¥ vektor fezasinin bazis vektorlari gebul edak. x

vektorunun bu bazisa uzre ayrilisini yazaq.

- - - -
X =X,a,+X,a,+Xx 0, (5)



Miayyan nizamla goétirdlmis x,, x,,x, odadlerine Xx noqtasinin
Rreperinda proyektiv koordinatlari deyilir, X(x,,x,, x;) ve ya X(x,,x,, x,), Kimi

isara edilir. x,-o x nogqtasinin birinci, x,-ya ikinci, x,8 isa lGg¢lncl proyektiv

koordinati deyilir. x=0 oldugundan x,x, ve x, koordinatlarinin lcu de

birden sifra barabar ola bilmaz.

Qeyd etmoek lazmdir ki, x noqtesinin koordinatlari bu noqtani

doguran x vektorunun segilmasinden ve R reperine nazaran alaqgali

B e T

a,, a,,a,, e Vvektorlarinin secilmasinden asihdir. Bu asiliigin xarakterini

> 5 o5 o

aydinlasdiraq. Tutaq ki, q,aq,, a,,e vektorlan R reperine nazeroen basqa

alagali vektorlar sistemidir. x ise x noqtesini doguran basqga bir vektordur.
x va x vektorlar eyni bir nogtani dogurduglarindan olduglarindan ele 4 #0

haqiqi adadi var ki, ;=y; olur. Bundan qgabaq isbat etdiyimiz teorema

S5 > S5 o

gore ele 1 =0 haqiqi eadadi var ki, a, = 1a,, a, = 1a,, a, = Aa,
X noqtesinin yeni secilmis alagali vektorlar sistemine nazearen (xl', x’z,x;,)
olsun. Onda

- - - -
X =xa,+x,a,+x;a,

Yuxarida deyilenlari bu barabarlikde nazears alsaq alarq:

' =xAa,+x, da, + x,Aa,
Bu barabarliyin har tersfini ; adadina bolsak
r=txar e d L (6)
y7i
Bu baraberliyi (5) barabarliyi tutusduraq.

A A A A
X, =—X, X,=—X,, X3=—x;, —#0
H H H H

alariq.



Belslikla, alinq ki, proyektiv muistavide verilmis proyektiv repera
nazaran mustavinin har bir néqgtasinin koordinatlari sabit vuruq daqiqliyi ile
toyin edilir.

Yani ager (x,,x,, x,) adadleri (x,x,, x,) adadlarinin tg¢u da birdan sifir
deyil) har hansi bir négtanin R =(4,, 4,, 4,, E) reperinde koordinatlaridirsa,
onda ixtiyari 4, adadi tglin (1,x,,4,x,, 4,x,)nizaml adadlari d@ hamin néqgtanin
R=(4,, 4,, 4,, E) reperina nazaran koordinatlari dir.

R=(4,, 4,, 4,, E) reperinin tapa nogqtalerinin ve vahid néqtesinin bu

repera nazaran koordinatlar 4,(1, 0, 0), 4,(0,1,0), 4,(0,0,1), E(,1,1) olar.

Il Muhazira

Noqgtalarin proyektiv koordinatlarinin ¢evrilmasi

Forz edsk ki, o proyektiv mistavisinde iki R=(A, A, A, ,E) Vo
R=(A, A}, A}, E') reperlori verilib ve R reperinin tepa négtslerinin ve vahid
nogtesinin R reperina nazaran koordinatlari malumdur:

A, (a“, a,, a31)R, A, (alz, Ay, ay, )R, A, (a13, Ays,05, )R Vo E'(aw, Ayys a30)R .

ay ap a3 4y
C=|a, ay ay a, (1)

a3 Aip dy3 Ay

matrisine R reperinden R’ reperine kecid matrisi deyilir. 9ger a, a, a,,e

172 73

vektorlar sistemi R reperine nazaran alagali vektorlar sistemi olarsa, onda

- - - -
a, =a,,a\+a, at+a; as,

- - - —
a, =a,a1ta,azta; as,

(2)

- - - -
a, =da,;a1+adydr2+asas,

g — — -
e =4a Cll+6120 612+a30 as ,



vektorlarr R reperinin A, ,A},A, tepe noéqgtslerini ve E'vahid noqtasini

doguran vektorlar olacaqlar. (2) baraberliklarinden alinq:

5 e 2 o -
a+a,vay—e =(a, +a,+a,—a,)a+ (3)

- -
+(a21 +a, +a, _azo)a2+(a31 +a;, +as; _azo)a3

a1, a2, a» vektorlar o proyektiv mistavisini doguran ticélciili vektor fozasinda

xotti asili olmayan vektorlar olduglarindan, ai,a,as,e vektorlar sistemi R

reperine nazarean yalniz va yalniz onda slaqgali vektorlar sistemi olar ki, (2)
matrisinin birinci (¢ sutununun cami onun dordinci sdtununa baraber
olsun. Bu halda (1) matrisinin sutunlarina slaqgali sttunlar deyacayik.

9gar R reperindan R reperine (1) kegid matrisinin sutunlan slagali
olmazlarsa, onda bu matrisin birinci stitununu &, adadina, ikinci siitununu %,

adadina Ggunci sutununu &, adadina vurmagla onlar

ay ik, + apk, + a3k = a,
ayky + ayk, + ayky = ay, (4)

ay k) + apk, + agk; = ay,
(4) tenlikler sisteminin halli kimi teyin eda bilarik. Proyektiv koordinat
sisteminda noqtenin koordinatlari sabit adadi vurug daqiqgliyi ile tayin

olundugundan.

ka, kya, ka; a,
kiay kyay kiay a, (5)

ka, k,a, ka, a,
matrisi de R reperinden R reperine kecid matrisi olacaq. Bu matrisin
sutunlan salagalidir.
(4) tanliklar sistemi hagqinda onu qeyd edak ki, A, A,,A, noqtelari bir
diz xett Gizerinda olmadiglarindan

a; ap dp
Ay Ay Ay|#0

as 4y Ay



olar.

Demali (4) sisteminin yegana halli var. Hem da k, #0, k,#0 V@ k, =0
olar. Cuinki agar masalen k =0 olarsa, onda E noéqtesi 4,4, koordinat diiz
xotti uzerinda olar. Bu ise R’=(A'1,A'2,A'3,E')-in reper olmasi sartine ziddir.
Eyni gayda ile  k,#0 ve k =0. Belaliklo, R reperinden R reperina (5)
kecid matrisinin situnlan alagalidirler.

indi proyektiv mistevide mistevide koordinatlarin ¢evrilmasi
maosaloesina kegak.

Masala 1. Proyektiv mistevide R ve R reperlari, R reperinden R
reperina situnlan alagali olan (1) kegid matrisi ve proyektiv mustavisinin r
ve R reperlerinde koordinatlar uygun olaraq (x, x, x,) ve (x,x,, x;) olan
ixtiyari X néqtesi verilmisdir. x,, x,, x, koordinatlarini x,, x,, x, koordinatlari
ilo ifade etmak taleb olunur.

Halli. Tutaq ki, @, a, d,, e vektorlar sistemi R reperine nazaran slagali

vektorlar sistemidir. Onda (2) beraberlikleri ile tayin olunan

> 5> 5 >

a, a,, a,, e vektorlari R reperinin tapa noqtelerini ve vahid noqgtesini

doguran vektorlardir. (1) keg¢id matrisinin satunlan elagali oldugundan

> o> o -

a, a,, a, VO e vektorlan R reperina nazaron alagali vektorlar sistemi olar.

Ferz edak ki, ; vektoru x noéqgtasini doguran har hansi bir vektordur.

> o> >

(v,, »,,v;) bu vektorun g, a,, a, bazisinde, (y,v,, y,) IS8 a,a,,a, bazisinde
koordinatlandir
Onda

y=yiaqty,a,+y;a, (6)

d ' ' ' ' ] '
yEyaty,aty;a,

(2) ve (6) berabarliklerindan alanq:

10



- a4 e ., , - - -
YyEyaty,a,ty;a, :yl[a11a1+a21 a2+a31a3)+
) - - - . - - -
TV QT ay ay+as,a; |+, a13a1+a23a2+a33a3)= (7)
\ \ \ e d \ \ \ e d
= (an)ﬁ ta,y, +a;s); )a1+(a21y1 tayy, tayy; )a2+
- - - -

+(a31y1 +asyy, +a33y3)a3 =naty,a,ty;a,

Buradan ise alariq:

Yi=apy,+apy, +asy;
Vo =ay Y, +ayY, tayy, (8)

V3 =43y, t a3y, +a53;);

s v vs) VO (x, x5, X3) X nogtasinin @ R reperinde koordinatlar
olduglarindan ele 2=0 haqiqi adadi var ki, y, =, y,=4x,, y,=Ax, olar.
(v, ».») ve (x,x,x,) X nogtesinin R reperinde de koordinatlar
olduglarindan els 7 =0 haqiqi adadi var ki, y, = Ax,, v, = Ax,, y, = Ax, olar. Bu

giymatlari (8) de nazera alsaq:

Ax, =a, Ax, +a,Ax, +aAx,
AxX, =a, Ax, +a,Ax, +a,,Ax, (9)

Axy = ay Ax, +auAx, +a Alx,
Bu barabarliklarin her terafini 1- o bolsak ve %z p lisare etsak alariq.

PX) = a X, +a,X, +a,3X,
PXy =0y X+ apX, +ayX, (1 0)

PXy = Ay X, + Ay Xy + Ay,
(10) dusturlarina proyektiv mistavide koordinatlarin ¢evrilmasi dusturlar
deyilir. Biz x, x,,ve x, koordinatlarini sabit vuruq daqiqliyiile tapdiq. Bu ise
tobiidir, cunki proyektiv reper néqtanin koordinatlarini sabit vuruq daqiqliyi
ile tayin edir. (10) dusturlarini bir misal tizarinda nazerdan kegirak.

Misal. Proyektiv miistevide Rreperindan R reperina

11



1 201
01 01
-10 12

kecid matrisi verilmisdir. R reperinden R reperina kegidda proyektiv koor-
dinatlarin ¢evrilmasi disturlarini yazin.
Halli. Goranduyi kimi veriloan kegid matrisinin situnlan uygunlasmis

deyillar. Birinci sttunun els %, ikinci k,, Gglincu situnu els k,adadine vuraq

ki,

k, +2k, =1
k,=1
—k +k, =2

sarti o6densin. Bu sistemden &k =-1, k,=1ve k,=1 alang. Demali, R

reperinden R reperina kecid matrisinin sutunlari slagalidirler.

-1 201
01 01
1 012

R reperindan R reperina kegidda ¢evirma disturlar

X, ==X, +2x,
PXy = X,
pPxy =X + X3

olar.

indi proyektiv diz xstt tGizerinde proyektiv koordinatlarin ¢evriimasi
mosalesine baxaq. Ferz edoek ki, 4 proyektiv diz xatt Gzerinds
R=(4, 4,, E) v@ R=(A,,A,, E') reperleri verilir. R reperinin tope néqtsle-

29

rinin ve vahid noqtasinin R reperinds koordinatlan malumdur.

4, (a“, a21) 4, (a12’ azz) E (ay, ay)

[a“ a, a, ] (11)

) Gy Ay

12



matrisi R reperinden R reperina kegid matrisi adlanir. 8gar (11) matrisinin
birinci iki sitununun elementleri cemi onun uguncia sutununa barabar
olarsa, onda bu matrise sutunlar alagali matris deyacayik.

Masala 2. Proyektiv diiz xattin ixtiyari X noéqtasinin bu proyektiv diiz

xatlori R ve R’ reperlerinds koordinatlar uygun olaraq (x,, x,),ve (x, x, ), -dir.

9gar R reperinden R reperina situnlan alageli olan (7) kegid matrisi

verilibsa, x, vo x, koordinatlarini x,, x, koordinatlar ile ifada edin.

—

Healli: oger a_: a_;,e vektorlari  Rreperine neazeren vektorlar

sistemidirsa, onda

- - -
a =a,a,+a,a,

- - -
a,=a,a,+a,a, (12)
- - -

e =a,a,ta,a,

vektorlari R reperinin tepa noqgtalarini va vahid néqtasini doguran vektorlar

> >

olacaq. (11) kecid matrisinin sutunlan elagsli olduglarindan, aT,a'Z,e

vektorlari da R reperina nazaran alagali vektorlar sistemi olar.

- >

9ger X néqtesini doguran her hansi » vektorunun a, a,ve a, a,

bazislerinde koordinatlari uygun olaraq (y,, »,) (y,, y’z) olarsa onda

- — - - -

y=naty,a, VO y=ya+ya,  (13)
(12) ve (13) munasibatlerinden isa
y=ya+y.d =yi(au;+a21£j+yé(alz;+azzgzj=
(14)
= (ayyy + a0 Jay+ (@, + anyl)a, =y ar+ vy,
alariq. Burada isa

ylzallyi+al2yi (15)

YV, =a,uy, +ayy,

(», ) ve (x,x,) eyni bir R reperinde Xx noqtesinin koordinatlari

olduglarindan 2=0 haqiqi adedi var ki, y, =, y, =4x, olur. Analoji olaraq
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ele 1 =0 haqigi adadi var ki, y, =1x, y,=1x,. Bu munasibatlari (15) —da

nazara alsaq.
Ax, =a, Ax, +a,Ax,

Ax, = a, Ax, +a,Ax,
olar.

Bu barabarliklarin har tarafini 14 -e bolub, p:% isara etsok,

{px1 = allxi‘+a12x'2' (16)
PX, =ay X, +dyX,

disturlanni  alanq. (16) duasturlanina proyektiv  diz xatt Gzarinde
koordinatlarin gevrilmasi disturlar deyilir. Proyektiv mustavide oldugu kimi,
burada da x, v x, koordinatlarin tebii olaraq sabit vurug daqiqliyi ile tayin

etdik.

Ill Mihazira
Diiz xattin tanliklori. Diiz xattin koordinatlari. ikilik Prinsipi.

Biz evklid fezasinda koordinat Gsulu haginda bshs etdiyimiz zaman @
figurunu tayin edan sartlor, haqqinda xususi halda @ fiqurunun tenliyi
hagqinda danismisdiq.

Proyektiv fezada da @ fiqurunun tenliyi anlayisi analoji gayda ile
verilir.

Verilon reperds @ fiqurunun tenliyi ele bir tenliya deyilir ki, @
fiqgurunun har bir noqgtasinin koordinatlari bu tenliyi 6dayir, ® fiquruna aid
olmayan istenilan néqtanin koordinatlar bu tenliyi 6damir.

Proyektiv mustavide de evklid mistavisinde oldugu kimi fiqur olaraq
asasan duz xetlare baxilir. Biz de duz xattin muxtslif tenliklarini veracayik.
Verilon iki nogtadean kegan diz xattin tanliyini ¢ixaraq.

Forz edak ki, proyektiv mustavideki r reperinde 4 diiz xattini iki

Ala,, a,, a;), V@ B(b, b,, b,), néqteleri koordinatlar il verilmisdir. 4 diz

R
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xattinin ixtiyari X(x,, x,, x,), noqtesini goturek. 4, B ve x noqteleri bir duz
xatt tzarinds olduglarindan §4-ds 3cu teorema asasan

X, a; b
x, a, b, =0 (1)

Xy ay by
alariq.
Bu ise 4 diiz xattinin tanliyidir.

4 v B muxtalif nogteler olduglarindan

a, b
ranq|a, b, |=2 (2)

a, b,
Demali, (1) tenliyi yalniz ve yalniz onda o6denar ki, determinatin birinci
sutunu, onun ikinci va tglnciu situnlarinin xatti kombinasiyasi olsun.
Yoni ele 12 ve u (ikisi de birden sifra barabar olmayan) haqiqi

adadleri var ki,
x; = Aa, + ub,
x, = Aa, + b, (3)
Xy = Aay + ub,

Bu tanlikler proyektiv mustevide diz xattin parametrik tanliklori
adlanirlar. Onlarin mahiyyeti ondan ibaratdir ki, ikisi de birden sifra barabaer
olmayan 2 va u odadleri nece olurlarsa, olsunlar (3) tanliklerinden alinan
x,, x,, x, odadleri (1) tenliyini édadiyi tg¢in koordinatlarn (x, x,, x,) olan
néqte 4 diiz xatti tizerindadir.

Tersina koordinatlan (x,, x,, x,) olan négte « diiz xatti tizerindadirss,
onda hamiss ele 4 ve u heaqiqi adadleri var ki, x,, x,, x, koordinatlan (3)
tonlikleri vasitssi il «,, a,, a, Vo b, b,, b, 8dadleri il ifda olunurlar.

(1) tenliyinin sol terefindaki determinati birinci sutun elementlarina

gore acsaq.
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a, b b a a, b
x| 2 Clex | x|t '[=0 alang.
a, b, by a, a, b,
a, b b, a a, b .
u = > L ou, =" ', uy=|" | isare etsak.
a, b, by a a, 0,
u,x, +u,x, +ux; =0 (4)

(2) bsraberliyinden alinir ki, u,, u,, u, dadlerinden heg¢ olmazsa biri

sifirdan fergli olmahdir. Demeali, ixtiyari proyektiv reperde diz xatt
birdaracali bircins tanlikls verilir.

Bunun tersi de dogrudur:

Teorem 1. Proyektiv mustavide birderaceli bircins (4) tenliyi ile
verilan fiqur proyektiv diiz xatdir.

isbati. Ferz edok ki, u,#0. Onda P=(-u,, u,, 0) V& O(-u,, 0, u,)
noqtelarinin koordinatlar (4) tenliyini 6dayirler. P va @ noqtalerinden kegan
diiz xattin tanliyini yazaq:

Xy —U U
— 2 —
X, —u 0=0vVvaya u, x +uu,x,+uu,x;=0

x;, 0 u,

Axirinci tanliyin har tarafini «,-8 bolsak, onda

ux, +u,x, +u,x, =0tonliyini alang. Demali, p ve Q noégtelerinden kegan
PO duz xattinin tanliyi (4) tenliyi ile ust-uste dusur. Teorem isbat olundu.

Foerz edak ki, bize iki d,ve 4,dlz xatleri

d, cux, +u,x, +uyx, =0 (5)
d, :vx,+0,x, +0x, =0 (6)

tonliklori ila verilmislor.

Cabr kursunda bircins tanlikler sisteminin asas determinatinin ranqi

haqqinda teoremdan birbasa alinir ki,
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Teorem 2. (5) va (6) tanlikleri ilo verilmis diz xatler yalniz ve yalniz

onda ust-tsta duasir ki,

u u u
ranq[1 ? 3J:1

U U, U
olsun. Buradan bels natica gixir:
Naticea. (5) va (6) tenlikleri ila verilmis diiz xatlar yalniz ve yalniz onda

kasisirlor ki,

u u u
ranq(l 2 3Jzz

L, U, U;
olsun.

Forz edok ki, 4 diz xstti R reperinde ux, +u,x, +u,x, =0 tonliyi ilo
verilmisdir. Onda u,, u,, u, 8dadlerine 4  diz xottinin R reperinde
koordinatlari deyilir ve bels isare edilir: d(u,u,, u;) vo ya du,u,, u,),.
Yuxarida geyd etdiyimiz kimi diz xattin koordinatlarinin {ici de eyni za-
manda sifir ola bilmaz. Hem da ki, R reperinde duz xattin koordinatlan
sabit vuruq dagqiqliyi ilo tayin olunur. Proyektiv miistevide R=(4,, 4,, 4,, E)
reprinde koordinat diz xatlarinin tenlikleri ve koordinatlari asagidaki kimi

olur.

A A, :x,=0 4,4,(0, 0, 1)
A A, :x,=0 4,40, 1, 0)
A, 4, x, =0 4,45(1, 0, 0)

Proyektiv miustavide ikilik prinsipi proyektiv handaessnin mihim
anlayiglarindan biridir.

Noqta ve duz xattin qarsiigh aid olmalari minasibatini adstan bels
ifade edirik: «Noqte diz xettin Gzarindedir» ve ya «diuz xatt noqtadan
kecir». Bundan sonra biz bu minasibati bele ifade edacayik: «Noqgte diz

xatto aiddir» vae ya «diz xatt nogteys aiddir».
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Tutaq ki, ~' ¢oxlugu ~ proyektiv mistavisi Gzarinda batin diz xatler
coxlugudur. = mistavisinda R reperini gotirak. Koordinatlan ile verilmis har
bir Ala,, a,, a;), ez noqtesine R reperinde eyni koordinatlara malik me 7
diz xettini garsi qoysag onda miayyan bir ¢:7 -~ inikasini alanq.
Gosterak ki, bu inikas biyeksiyadir. ¢ inikasi A(q,, a,, a,), nogtesine
mla,, a,, a,), diz xattini garsi qoyur. 9ger 4ve B noqteleri = proyektiv
mustavisinin muxtslif noqgteleri ise onlarin koordinatlar mutenasib deyillor.
Onda onlara qarsi qoyulan m ve » diz xatlerinin da koordinatlar mitanasib
olmadiglarindan, bu diz xatler onlarda muxtalif diz xatlardirloer. Demali, ¢
inikasi inyeksiyasidir. Yoeni miixtsalif noqtslere qgarsi mixtelif diz xstler
goyulur. ¢ inikasi ham de siryeksiyadir. Cunki, ~' ¢oxlugunun har bir diz
xatti eyni koordinatlara malik olan néqtenin obrazi olacaq. Belslikla aldiq ki,
¢ inikasi biyeksiyadir, yani garsiigh birgiymatli uygynlugdur, ¢"':7 >
inikasi diiz xatlar ¢coxlugundan noqtalar coxluguna biyeksiyadir.

Qeyd etmak lazimdir ki, ¢ v ¢ inikaslan noqgteler ve diz xatler
arasinda «aid olmaqg» minasibatini saxlayirlar: Yani egar 4ded va a =¢(4)
ise onda D =¢'(d) noqtesi « diz xsttine aid olar, D ea. Haqigaten, 4
nogtesi (a,, a,, a;), koordinatlan ile 4 duz xatti (u, u,,u,), koordinatlan ile
verilen 4ed4 oldugundan

au, +a,u, +au;, =0 (1)

olar.

¢ inikasinin terifine gére «' duz xattinin de koordinatlar (a,, a,, a,), Vo D
néqtesininde koordinatlar (x,, u,,u,) olar. Yeni d'(a,, a,, a;) Vo D'(u,, u,, u,)

olar. (1) barabarliyi gostarir ki, D' e« oOlur.
Bu toeklifden istifade ederak asagidaki teklifin dogrulugunu isbat edask.

Toklif 4, B, ¢ noqtsleri bir 4 diz xattine aid olarlarsa, onda

a=@(A), b=¢(B), c=p(C)
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diz xatlari de bir D=¢"'(d) noqtesina aid olarlar, basqa sézle mearkazi D
noqgtesi olan diiz xatler dastasina aid olarlar.

isbati: Yuxarida qeyd etdiyimize gére 4ed oldugundan Dea, Bed
oldugundan Deb, Cedoldugundan Decolar. Demali, a, b,c diz xatlori

markazi D noqtesi olan diz xatler destesina aiddirlar.
Bu teklifdan alinir ki, ¢ inikasinda proyektiv mastavinin bir diz xattine

aid noqgtaleri coxlugu bir diiz xatlar destesine kecir.

Sakil 1

Tarsinae, ¢ ' inikasinda bir néqtaye aid diz xatlar destesi bir diz xatta

aid noqgtalar coxluguna kegar.

indi de proyektiv mistavids ikilik prinsipini ifade edak.

ikilik prinsipi (mustevide). 9ger proyektiv miistevide néqgtsler, diiz
xatlor va onlarin qarsiigh aid olmalan haqgqinda her hansi A taklifi
dogrudursa, onda bu taklifde «diz xatlor» soziuni «noqteler» sozi ils,
«noqtelar» soézuniu «diz xatlory s6zi ile evez etdikde alinan A* taklifi do
dogru olar.

A" teklifine A taklifi ila ikili teklif deyilir. Proyektiv mistavide ikilik
prinsipini asaslandirmaq ugiin , bu muastevide R reperini goétirak ve
yuxarida oldugu kimi ¢ va ¢ inikaslarni quraq. Farz edak ki, proyektiv
mistavinin noqtsler ve diz xatlerdan ibarst har hansi ® ¢oxlugu tg¢liin négte
va duz xattlerin garsihgl aid olmalar hagqinda har hansi A teklifi dogrudur.
® c¢oxlugunun ¢ inikasinda butin nogtelerinin obrazlarindan ve ¢

inikasinda batin diz xatlerini obrazlarindan ibarat olan @* isare edak.
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A tanliyine qarsi @ ¢oxluguna daxil olan néqtsler ve diuz xatlerin
garsiigh aid olmalan haqqinda A taklifindeki «noqtaleri duz xatlerla, diz
xatleri noqgtelerle» avez etmekdan alinan 4* teklifini garsi qoyaq. Aidliyi
ifade edan sozleri ise dayismadan saxladigimiz Ggiin agar Atoeklifi dogru
olarsa onda 4° toklifi de dogru olar. Fikrimizi bir neca misal Gzerinde
aydinlasdiraq.

Forz edak ki, A taklifi beladir: 1. «iki néqte neca olur olsunlar, bu
noqtelers aid olan bir diz xatt vardiry.

Onda 4 taklifi bele olar. 1°. «iki diz xatt nece olur olsunlar bu diz
xatlara aid olan ancaq bir nogta vardir.»

Hoaqigatan A toklifi dogrudur. Onunla ikili olan 4*teklifi de dogrudur.

2. Her bir diiz xatts aid olan sonsuz sayda noqts vardir.

2". Her bir néqtays aid olan sonsuz sayda diiz xatt vardir.

3. Bir diiz xetts aid olmayan an azi ¢ noqte vardir..

3". Bir néqtays aid olmayan an azi ii¢ diiz xatt vardir.

ikilik prinsipi bir sira teoremlerin isbatinda istifade olunur. Hemginin
geyd etmak lazimdir ki, yuxarida qurdugumuz ¢ ve ¢ ' inikaslari proyektiv
mustavinin noqteleri ve diz xatleri arasindaki yegana biyektiv inikaslar
deyil. Biz gelecakda ikilik prinsipi lgin yararli olan daha basqa inyektiv
inikaslar quracayiq.

indi de ugélculi proyektiv fezada ikilik prinsipi hagqinda qisa malumat
verok. Proyektiv fozada ikilik prinsipi bele ifads olunur:

ikilik prinsipi (proyektiv fezada). 9ger proyektiv fozada néqtslerin, diiz
xatlerin vo mdustavilerin qgarsiligh aid olmalan haqqinda har hansi B taklifi
dogrudursa, onda bu teklifde «noqgtalar» soézuni «mustavilery sozi ils,
«mistavileri» séziuni «noqtler» sézi ile avez etdikda, qalan soézleri ise eyni

ilo saxladigda alnan B taklifi de dogru olar. Misallar gostarak.
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1. Diz xatt ve ona aid olmayan noqta tgtin onlarin har ikisine aid olan
yegana miustavi vardir.

1". Diiz xatt va ona aid olmayan miistavi ii¢iin, onlarin har ikisine aid
olan yegana noqte vardir.

2. iki néqte neca olur-olsun, onlra aid olan ancaq bir diiz xatt vardir.

2". iki mixtslif mistevi neca olurlarsa olsunlar, onlara aid olan ancaq

bir duz xatt vardir.

IV Muhazire
Proyektiv handasadas ikilik prinsipi. Dezarq teoremi

Proyektiv mustavide ikilik prinsipi proyektiv handesenin mihim
anlayislarindan biridir.

Nogte ve duz xettin garsihgl aid olmalarn minasibatini adetan bels
ifade edirik: «Nogte diz xsttin Gzarindadir» ve ya «diz xatt nogtedan
kecir». Bundan sonra biz bu minasibati bele ifade edacayik: «Noqgte diz
xotta aiddir» ve ya «duz xatt ndéqteye aiddir».

Tutaq ki, ~' ¢oxlugu » proyektiv mistavisi Gzarinda batin diz xatler
coxlugudur. = mistavisinda R reperini gotiirak. Koordinatlan ila verilmis har

bir A4la,, a,, a,), ez noqtesine R reperinde eyni koordinatlara malik me 7
diz xettini garsi qoysag onda miayyan bir ¢:7— 7 inikasini alanq.
Gosterak ki, bu inikas biyeksiyadir. ¢ inikasi A(a,, a,, a,), nogtesine

mla,, a,, a;), diz xattini garsi qoyur. ger 4ve B noqgtaleri z proyektiv

i
mustavisinin muxtslif noqgteleri ise onlarin koordinatlan mutenasib deyillor.
Onda onlara qarsi qoyulan m ve » diuz xatlerinin da koordinatlar mitanasib
olmadiglarindan, bu diz xatler onlarda muxtslif diiz xstlerdirlar. Demali, ¢
inikasi inyeksiyasidir. Yoni muxtalif noqtelera qarsi muxtelif diuz xatler
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goyulur. ¢ inikasi ham de siryeksiyadir. Cunki, z' ¢oxlugunun har bir diz
xatti eyni koordinatlara malik olan néqtenin obrazi olacaq. Belslikla aldiq ki,
¢ inikasi biyeksiyadir, yani qarsiligh birgiymatli uygynlugdur, ¢ .7 >~
inikasi diiz xatlar goxlugundan noqtalar coxluguna biyeksiyadir.

Qeyd etmak lazimdir ki, ¢ va ¢ inikaslarn nogteler ve diz xetler
arasinda «aid olmag» minasibatini saxlayirlar: Yani egar 4ded va a =¢(4)
ise onda D =¢'(d) noqtesi « diz xsttine aid olar, D ea. Haqigaten, 4
nogtesi (a,, a,, a,), koordinatlar ile ¢ duz xatti (u, u,,u,), koordinatlar ilo
verilen 4ed4 oldugundan

au, +a,u, +au;, =0 (1)

olar.

¢ inikasinin terifine gére «' duz xattinin de koordinatlar (a,, a,, a,), Vo D’

néqtesininde koordinatlar (x,, u,,u,) olar. Yeni d'(a,, a,, a;) Vo D'(u,, u,, u,)
olar. (1) barabarliyi gésterir ki, D' €a’ olur.
Bu toklifden istifade ederak asagidaki taklifin dogrulugunu isbat edak.

Taklif 4, B, ¢ noqtaleri bir 4 diz xasttine aid olarlarsa, onda
a=@p(A), b=pB), c=¢(C)

duz xatleri de bir b=¢"'(d) nogtesine aid olarlar, basqa sézle merkazi D
nogtesi olan diiz xatler dastasina aid olarlar.

isbati: Yuxarda geyd etdiyimize gére 4ed oldugundan Deaq, Bed
oldugundan Deb, Cedoldugundan Decolar. Demali, a, b,c diz xatlori
markazi D noqgtasi olan duz xatler destasina aiddirler.

Bu taklifden alinir ki, ¢ inikasinda proyektiv mistavinin bir diiz xattine

aid noqtalari coxlugu bir diz xatlar destesina kegir.

sakil 1
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Tarsina, ¢ ' inikasinda bir néqtaye aid diz xatlar destesi bir diz xatta
aid noqgtalar coxluguna kegor.

indi de proyektiv mistavids ikilik prinsipini ifade edak.

ikilik prinsipi (mustevide). 9ger proyektiv miistevide néqgtsler, diiz
xatlor va onlarin qarsiigh aid olmalarn haqqinda her hansi A taklifi
dogrudursa, onda bu taklifde «diz xatlor» soéziuni «noqteler» sozi ils,
«nogtelar» soézuniu «diz xatlor» s6zi ilo evez etdikde alinan A* taklifi do
dogru olar.

A" teklifine A taklifi ila ikili teklif deyilir. Proyektiv mistavids ikilik
prinsipini asaslandirmaq ugiin , bu muastevide R reperini goétirak ve
yuxarida oldugu kimi ¢ va ¢ inikaslarni quraq. Farz edak ki, proyektiv
miustavinin noqtsler ve diz xatlerdan ibarst har hansi ® ¢oxlugu tg¢lin nogte
va duz xattlerin garsihgli aid olmalar hagqinda har hansi A taklifi dogrudur.
® c¢oxlugunun ¢ inikasinda butin nogtelerinin obrazlarindan ve ¢
inikasinda batin diz xatlerini obrazlarindan ibarat olan @* isare edak.

A tanliyine qarsi @ ¢oxluguna daxil olan néqtsler ve diuz xatlerin
garsiigh aid olmalan haqqinda A taklifindeki «noqtaleri diz xatlerla, diz
xatlori noqgtelarle» avez etmoekdan alinan A4* teklifini garsi qoyaq. Aidliyi
ifade edan sozleri ise dayismadan saxladigimiz Ggin ager Ateklifi dogru
olarsa onda 4" taklifi de dogru olar. Fikrimizi bir negas misal tizerinde
aydinlasdiraq.

Farz edak ki, A taklifi beledir: 1. «iki négte nece olur olsunlar, bu
noqtalare aid olan bir diiz xatt vardir».

Onda 4" taklifi bele olar. 1°. «iki diz xatt nece olur olsunlar bu diz
xatlere aid olan ancaq bir noqgte vardir.»

Hoaqgigaton A toklifi dogrudur. Onunla ikili olan 4*teklifi de dogrudur.

2. Her bir diiz xatts aid olan sonsuz sayda noqts vardir.

2". Her bir néqtays aid olan sonsuz sayda diiz xatt vardir.
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3. Bir diiz xatts aid olmayan an azi ti¢ noqte vardir..

3". Bir néqtays aid olmayan an azi ii¢ diiz xatt vardir.

ikilik prinsipi bir sira teoremlerin isbatinda istifade olunur. Hemcinin
geyd etmak lazimdir ki, yuxarida qurdugumuz ¢ ve ¢ ' inikaslari proyektiv
mastevinin noqteleri ve diz xatleri arasindaki yegana biyektiv inikaslar
deyil. Biz gelacakds ikilik prinsipi lg¢in yararli olan daha basqa inyektiv
inikaslar quracayiq.

indi de ugélculi proyektiv fezada ikilik prinsipi hagqinda qisa malumat
verok. Proyektiv fozada ikilik prinsipi bele ifads olunur:

ikilik prinsipi (proyektiv fezada). 9ger proyektiv fozada néqtslerin, diiz
xatlerin vo mdustavilerin qgarsiligh aid olmalan haqqinda har hansi B taklifi
dogrudursa, onda bu teklifde «noqtaler» soézunu «mistavilar» soézi ile,
«mistavileri» séziuni «noqtler» sézi ile avaz etdikda, qalan sozleri isa eyni
ilo saxladigda alnan B’ taklifi de dogru olar. Misallar gostarak.

1. Diz xatt ve ona aid olmayan noqta tgiin onlarin har ikisine aid olan
yegana miustavi vardir.

1". Diiz xett ve ona aid olmayan mdistavi t¢iin, onlarn har ikisine aid
olan yegana noqte vardir.

2. iki négte neca olur-olsun, onlra aid olan ancaq bir diiz xatt vardr.

2". iki muxtalif miistavi neca olurlarsa olsunlar, onlara aid olan ancaq
bir diiz xatt vardir.

1. Terif. Bir proyektiv duz xett tizerinde olmayan ug¢ noqgtadan va bu
nogteleri cut-cut birlesdiren i¢ diuz xetden ibaret olan handasi fiqura
uctapali deyilir.

Noqgtelera (gtapalinin tepe noqgteleri, diuz xstlera isa ugtapalinin
torafleri deyilir. Topaleri 4, B vo C noqtalari olan lgtepalini 4BC ile isare

edacayik.

\E/
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Proyektiv miistevida iki 4BC ve 4B C Ugtopalilerini gotirak. Farz edak
ki, bu tgtapalilerin tepa noqteleri yazildiglari kimi nizamlanmiglar. Onda 4
va 4, B Ve B, C va C tepslerina bu ugtepalilerin uygun tepaleri, 48 ve
BC va B'C', AC va AC tereflerina ise onlarin uygun teraflari deyacayik.

Teorem 1. (Dezarq teoremi). agar iki tGgtepalinin uygun tareflarinden
kegan diiz xatler bir négtedan kegilirsa, (bir néqteye aiddirlerse), onda bu
uctopalilerin uygun taraflarinin kesisma noqtsleri de bir diz xstt Gzsrinda
olar. (bir duz xatte aid olar ).

isbati. Farz edak ki, 4BC va 4BC verilon (ctapalilordir. 0 néqtesi
A4, BB ve CC duz xstlerinin har Ggnin kasisdiyi noqtelerdir. 4B va
A'B toroflerinin kasisdiyi noqgteni P ilsa, 4Cc ve 4'C' tersflerinin kasisdiyi
noqteni N ile BC ve B'C' taraflerinin kasisdiyi nogtani M ile isare edak (Sakil
2).

Sakil 2
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9gar O noqtesi 4B, BC ve ya C4 taraflerinin birina aid olarsa, onda
teoremin hokmunin dogrulugu askardir. Beleki ager 0e 4B olarsa, onda
A €04, B € OB Vo 04=0B = 4B oldugundan alariq ki, 4B terdfi ilo 4B terofi
ilo ust-tstoe dusar.

AC ile AC'-in kasisdiyi noqts N, BC ile B'C-in kasisdiyi nogte M olarsa
da MmN ile 4B diz xatti, bir P nogtesinda kasisar. P noqtesi ise 4B ve 4B
toraflerinin ortaq noqtesidir. 8ger bu gtepalilerin bir cut uygun teps
noqtaleri, masalen 4 va 4, Ust-Uste diserse yena teoremini hokmi
askardir.

Cunki, A noqgtesi ham 4B ve 4B teraflerinin, heam de 4C ve 4C
toraflerinin ortag noqtasi olar, yani N va P noqteleri 4 noqtasi ile tst-tste
disar (Sakil 3).

sakil 3

Onda 4m diz xetti bu dGgtepalilerin uygun taraflorinin kasisma
nogtelerinin aid oldugu diz xatt olar.

indi forz edsk ki, 4 ve 4', B v@ B, C va C ayn —ayn néqtslerdirlar
va 0 noqtesi bu ugtapalilarden heg birinin terafina aid deyil.

Proyektiv mistevide R=(4, B, C,0) reperini gétirek. Bu reperde
A, B, C, 0 noqtsleri

A(1, 0,0), B(0,1,0), (0, 0,1) va O(1, 1, 1)
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koordinatlarina malikdirler. 04 duz xattinin tanliyi x, —x, =0, OB diz
xottinin tenliyi x, —x, =0.

A nogtesi 04 diz xatti Gzerinde oldugundan onun koordinatlan
A(a,1,1) kimi, B'néqgtesi 0B diz xstti uzerinde oldugundan onun
koordinatlarini B'(1, »,1) kimi, c'néqtesi oc duz xatti tizerinde oldugundan
onun kordinatlarini C'(1, 1,¢) kimi gétirmak olar. Cinki géturdiyimiz
koordinatlar 04, 0B, oc diz xatlarinin tanliklarini 6dayirler.

indi de R reperinde M, N ve P néqgtslerinin koordinatlarini tapag.

P noqtesi 4B va 4 B'duz xatlarinin kasisma noqtasidir. 48 diz xattinin
tonliyi x, =0 ve A'B" diz xattinin tanliyi

Xy

Xy

_ = Q

—_ QN
Il
S

x3

olur.
Buradan da 4B :1-b)x, —(a-x,+x,@a-1)=0 alarg. x,=0oldugunu
nazere alsaq, onda P noéqtasinin koordinatlar Pw@ -1, 1-5, 0y kimi olar.
Analoji gayda ile M©,1-b, c-1) V& N@-1, 0, 1-¢) alarnq. M, N vo P

noqteleri bir diiz xett tizarindadir, ¢tnki,

a—1 0 a—1
1-b 1-b 0 =0
0 c—1 1-c

(Determinatin ikinci ve tginci situnlarinin cemi onun birinci sitununu

verir) Teorem isbat olundu.

V Mihazirs
Diiz xattin dord noqtasinin va dastanin dord diiz xattinin mirakkab

nisbatlori
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Torif. Tutaq ki, ¢ proyektiv diz xsttinin els dérd 4, B, ¢, b noqtelari
verilmisdir ki, 4, B, ¢ noqtaleri muxtslif D ise 4 noqtesi ile usta-lUste

diismayan har hansi néqgtadir. ¢ diz xetti izerinde R,=(4, B, C) reperinda

D nogtesinin koordinatlar (x, x,) ise, onda L nisbetine 4, B, C, D
X,

néqtelerinin mirekkab (ikigat ve ya anharmonik) nisbati deyilir ve (48, D)
Kimi isara olunur.

Qeyd edak ki, p noqgtasi 4 ile ust-tste dismadiyinden R, =(4, B, C)
reperinde (x,, x,) koordinatlari x, =0 gartini odayir.

Teorem 1. 9gar 4, B va C proyektiv duz xettin muxtalif négtsaleri, 1
har hansi haqiqgi adad iss, onda 4 diiz xatti tzarinds els yegana x noqtasi
var ki, bu néqte tigiin (4B, CX)= 4.

isbati: Proyektiv diiz xattin Gzerinde R, =(4, B, C) reperini va bu
reperde koordinatlar (4, 1) olan x néqgtesini géturek. Terife gére
(4B, Cx)= 4. indi gésterak ki, teoremin sartini 6deyan x néqtesi yeganadir.
oger proyektiv diiz xattin Gzerinde (4B, Cx')=1 sertini 6deyen basqa bir

X'(x, x,), nNéqtesi de olarsa, onda ™ = 4. Buradan -
x2 x2

=% alinir. Demali, x
va X noqgtalerinin koordinatlari matenasibdirler. Bu ise o demakdir
ki, X' noqgtesi x noqtesi ile Ust-tsta dusir.
Teorem isbat olundu.
Natica. oger proyektiv mistavide 4, B, ¢, b ve D noqtalari Ugln
(4B, cD)=(4B, cD') sorti 6denarss, onda D ve D' noqtaleri st-tste dusarler.
indi de mirskkab nisbatin verilmis négtslerin koordinatlar vasitasi ile
hesablanmasi diisturunu verak. Bunun tglin asagidaki teoremi isbat edak.
Teorem 2. ogaer proyektiv diiz xstt Gzarinde miayyan bir R reperinda

koordinatlari ile verilan

A(ala a, )’ B(bla b, )a C(Cla cz)
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nogtelari muxtslif, D(d,, d,) nogtesi ile A noqtssi ile tst-tsta dusmirse, onda

a, ¢| b d,
a, ¢| b, d
AB,CD)="2 212 =2 1
( ’ ) a d\| b ¢ ()
a, d,| |b ¢,
isbat. R reperinden R, =(4, B,C) reperine ke¢id zamani

koordinatlar ¢evrilmasi dusturlarini yazaq. Aydindir ki, ixtiyari &, =0, k, #0

haqigi edadleri igin 4 ve B négtelerini koordinatlarini  4(ka,, ka,) ve

B(k,b,, k,b,) kimi do yaza bilerik. &, ve k, adadlerini elo segak ki,

ka,
ka,

k,b , - : i
kzbl “ j kecid matrisinin situnlar slagali olsunlar. Yeni
20, 6

ka, +k,b =c,
ka, +k,b, =c,

Onda §7-da koordinatlarin ¢evrilmasinin (16) dusturlar
ox, = ka,x, + k,bx,
px, =ka,x, + kb,x,
Kimi olar.

9ger R,=(4, B, C) reperinde D noqtesinin koordinatlari

olarsa, onda (3) dusturlarindan alarq.
{pdl =a,ky, +bk,y,
pd, =a,k y, +b,k,y,
Buradan, y, ve y,-ni tapaq.

pd, bk, pdl b ki, pd, a, d,
y, = pd, bk, _ d, by _ ka, pd, __% d,
" lak, bk, L b|” 7? lak bk, a, b
ak bk la, b, ak bk la, b,
Mirskkab nisbatin tarifine asasan

dl bl

\d, b

(4B, cp)=2 =22 21

Y a, d,

k,
a, d,
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indi ise (2) sistemini &, vo k,-ya gére hall etsak, alariq.

¢ b a ¢

b = ¢, b, . = a, &

: a, b ? a, b

a, b, a, b,

Bu giymeatleri (5) —da yerina yazsaq

a ¢ ||d b a ¢ | b d
(AB CD)Z a, ¢|d, b, _14h G b, d,
, ¢ b|la d a, d| b ¢
¢, byla, d, a, d,| b, ¢,

Bununla da (1) dusturunu aldiq.
Teorem isbat olundu.
Diaz xettin dord nogtesinin mirakkeb nisbeti asagidaki xassalera
malikdir.
1) (4B, CD)=(CD, A4B)
1

(AB, CD): m,

1

(BA, CD) = m

2)(4B, CD)#0olarsa,

3) (4B, €D)=(BA4, DC)
4) (4B, cC)=1, (4B, CB)=0
5) (4B, CD)+(4C, BD)=1
1), 2) ve 3) xassalarini isbat etmak tg¢ln proyektiv diz xett tizerinds ixtiyari
reper goturab, yuxarndaki nogtelerin bu reperds A(a,, a,), B(b, b,), C(c,, c,)
ve D(d,, d,) koordinatlar vasitasi ila onlarin
(4B,CcD) (CD, 4B), (4B, DC), (B4, CD) (BA, DC)
murakkab nisbatlerini hesablasaq 1), 2), 3) xassalarinin dogrulugunu alariq.

4) xassali murakkab nisbatin terifinden birbasa alinir.
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5) xassasini isbat edek. R, =(4, B, C) reperinde D néqgtasinin koordinatlarini
(d,d,) isare edok. 4, B ve C néqtelerinin koordinatlar uygun olaraq

(1, 0), (0, 1) va (1, 1) oldugundan alarq.

‘1 o‘ ‘1 d,

(4B, BD)= L O 4l _d;—d, =1—i:1—(AB, CD)
1 4|1 o 4, d,
0 dy| I 1

Demali, (4B, CD)+(AC, BD)=1.
Xassa isbat olundu.

Qeyd etmak lazimdir ki, ager 4, B, ¢, D noéqtalarini misyyan ntzamla
goturdikda, onlarin mirakkab nisbati malum olarsa, 1) -5) xassalarinin
komayi ile onlarn ixtiyari nizamla gotirdalmis mirakkab nisbatini
hesablamaq olur. Ferz edak ki, (4B, CD)=7n=0.

Onda

l, (BA, CD)=1, (B4, DC)=n,

n n

(4D, BC)=1-(4B, DC)=1-L-1=1
noon

(4B, DC)=
Vo S.

indi ise genislenmis diiz xattin dérd négtasinin miirekkab nisbatinin
handasi manasini gésteren asagidaki teoremi isbat edak.

Teorem 3. 9ger 4, B, C, D genisleanmis diz xattin maxsusi noqtsleri,
P, is& geyri —maxsusi noqgtesidirse, onda

(4B, C)

(4B, CD)= (5. D)

(6)

(4B, CP,)=—(4B, C) (7)
olar. Burada (4B, C) ve (4B, D) diz xattin ii¢ néqtasinin sada nisbatidirlar.
isbati. Geniglonmis diiz xetde R=(P,, 4, B) reperini gétirek. Bu
reperde P, 4, B noégteleri ile P(1, 0), 4(0, 1), B(1, 1) olar. ¢ ve D
néqtelerinin koordinatlarini isa (c,, ¢,) vo (d,, d,) ile isare edak.

Aydindir ki, ¢, #0, d, #0.
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Genislanmis duz xattini maxsusi M, ve M, noqtslerinin tayin eladiyi

MM, parcasini i=-1 nisbatinde bdlen M néqtesi dcin M M =i MM,

muinasibati 6denir ve bele isare edirler. 1=(M,M,, M). 9ger M,, M,, M

noqtalarinin 4, 4B afin koordinat sisteminde koordinatlari uygun olaraq

x,, x VO x olarsa, onda

—

MM =(x-x) 4B, MM, =(x, - x) AB, buna géra

(Ml M,, M):jjl:); (8)

§14-do isbat etdiyimiz teoreme esasen R=(P, 4, B) reperinde

koordinatlari ile verilmis

A(Osl)a B(lsl)a C(CIHCZ)’ D(dl d2)

noqgteleri 4, AR  afin reperinde  4(0), B(l), C(c), D(d) koordinatlarina

malikdirler. Burada ¢ =<, =%
c, d,

Demali,

(4B, C)= 1% (4B, D)= % (9)

indi ise (1) disturundan istifade ederak (4B, CD) va (4B, CP,)

murakkab nisbatlerini hesablayaq.

‘0 ol I 4, Cl
(4B CD):1 o[l do| _eld,-d)_c;—¢ _
) 0 dl 1Cl dl(cz_cl) dl

1 d, ||l e, d,—d,
_c
_1-c _(48,0)
~d (48, D)
1-d

(6) dusturu isbat olundu.
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‘0 c, ‘1 1‘

1 10 -

(4B, cp,)="© -4 _~¢_ (4B, C)
01 |l ¢ ¢-¢c, l-c
1 0 1 c,

(7) dusturu isbat olundu. Teorem isbat olundu

VI Miihazira
Proyektiv miistavida ikitartibli xatlar
Torif. Proyektiv mistevide miayyan bir R reperina gora koordinatlar
X7+ Xy + Ay Xs + 2a,X,%, + 2a,,%,%; + 2a,,%,%, =0 (1)
tonliyini 6dayan bitin noqgtaler ¢coxluguna ikitartibli xatt deyilir.

Burada ferz olunur ki, a,, (;, j=1,2,3) emsallarinin hamisi birden sifra

baraber deyil ve 4, =a,,. Onda (1) tenliyini qisaca bels yaza bilsrik.

iaijxi x;=0 (2)

indi gosterak ki, ikitertibli xatt anlayisi ®r reperinin secilmasindan asili
deyil.

Tutaq ki, (2) tenliyi » ikitertibli xattin R=(4,, 4,, 4,, E) reperinds
tonliyidir. @ger proyektiv mistevide basga bir R’=(A1’, A;,A;,E’) reperi do
verilibse, onda R repermndan R’ reperina kegid disturlar

px, =b x! +b,x, +bx/y i=1, 23 (3)

saklinde olar. Bu dusturlari (2) —da nazare alsaq y xatti Gg¢lin yeni reperda

3

> alx]x' =0 (4)
tonliyi alinar. Burada

3
a;_/ = Zbkiak/b/,j (5)
K, (=

1
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(4) tonliyi gosterir ki, » ikitertibli xattinin istenilon repera goéra tanliyinin sakli
eyni olur, yalniz tenlikde emsallar (5) ganunu ile dayisirler.

(2) tenliyinin sol tarafi tgolgult ¥ vektor fozasinda

o %)= _iaijxixj (6)

i 1

kvadratik formasinin ifadssidir. » vektor fazasi proyektiv mistevini da

doguran fazadir. 4,,4,,4, noqtslerinin doguranlan a,,a,, a,eV bazis
vektorlar, 4/,4;,4; noqtslerinin doguranlan a4}, a; eV vektorlan olsun,

al, da,, a vektorlarn a,a,, a, bazisine  gore  koordinatlan ile

‘Z(bm b,,, b31), aZ(bIZ’ b,,, by, ), ‘Z(blza b,,, bzs) OIarsa’ onda

S
N

b

w

(7)

w

b
B=|b
b

~
N
S

b,
b

W

-> -

a,a, a, bazisinden a',a, a! bazisine kecid matrisi olar. (6) kvadratik
formasinin matrisi

ay a4
A=|a, ay ay (8)

ay ds, dgg
eyni zamanda (1) ikitertibli xattin de matrisi olar. (4) tenliyi ile verilon
ikitortibli xattin matrisi
ay ap, ap
A'=|a; a, a, (9)
ay ay, ay
olarsa, cabr va handasa kurslarindan malum oldugu kimi
A'='B-A-B (10)
olar. Burada ‘B il Bmatrisinin transponira olunmus matrisdir. Yena cabr
kursundan malum oldugu kimi detB = 0oldugu tc¢ln
ranqA' = ranqA (11)
olur.
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Demali (4) tanliyi ile tayin olunan xattin emsallar sifir ola bilmaz. isbat
etdik ki, ikitartibli xett anlayisi reperin segilmasindan asili deyil.

Toarif. 4 matrisinin ranqina (1) tenliyi ile verilan yikitartibli xattin ranq
deyilir.

Ranqi 3-a barabar olan ikitertibli xatlere cirlasmayan, ranqi 3-dan Kigik
olan ikitertibli xatlera cirlasan ikitertibli xatlar deyilir.

Yuxarida gorduk ki, bir reperdan digarine kecdikda ikitartibli xattin
ranqi dayismir. Asagidaki lemmani isbat edak.

Lemma. Proyektiv mustevide ixtiyari diiz xett cirlasmayan ikitertibli

xatti on coxu iki négtade kese biler.

Sakil 1
Isbati. Lemmanin aksini farz etmak usulu ilo isbat edek. 4 diz xatti

cirlasmayan » xattini ¢ M,,M, ve M, noqtelerinde kesir. Proyektiv
mistevide ele R=(4, 4,, 4, E) reperini elo segak ki, 4, noqtesi M, ils,
4,noqtesi M, ile ust —iste dissun. 4,noqtesini ise ele goturak ki, M, noqtasi
A,E duz xetti ile 4,4,diz xattinin kasisma noqtesi olsun. Bu repera gora
M,, M,, M, néqgteleri koordinatlari ile a,(1, 0, 0) ,(0, 1, 0), M,(1, 1, 0)

olacaqdir. Nogtalarin koordinatlarini » xattinin
Zai)jxl.sz 0
iLJj

tonliyinda yerina yazsaq, alarq ki,
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a, =a,=a,=a, =0

Bu ise o demakdir ki, det4=0

Yani y xatti cirlasandir. Bu ise lemmanin sartina ziddir.

Lemma isbat olundu.

Yuxarda da qeyd etdiyimiz kimi ikitartibli xatt anlayisi ve onun ranqi
reperin segilmasindan asil deyil. Belalikle asagidaki teoremi isbat etdik.

Teorem: ixtiyari proyektiv cevirmade ikitertibli xattin rangi dayismir,
yani ikitertibli xatt ranqi onun ranqina barabar olan ikitartibli xatta kegir.

indi ise ikitertibli xatlerin proyektiv tesnifatini verek. Cabr ve handasa

kurslarindan malumdur ki, tGgoélculi ¥ vektor fezasinda els «, 4}, a; bazisi

var ki, y xettinin

>a, 5 =0 2)
tonliyinin sol tarafindoki
SO RXIE (6)
kvadratik formasi
o ¥)= el +eule) o, () (12)

soklinda olur. Burada ¢, =+1, i=1,2, 3

> o > o o

9gar proyektiv mustavide ar_: a,, a., Z:a{+ a,+a eV vektorlarinin dogurulugu
A, 45,4, E' néqtalerinden ibarst R =(4], 4;, 4;, E') reperini segsak, (1) tanliyi
eyl +e,yi+e,yi =0 (13)
soklina dusar. (g, =+1, i=1, 2,3)
y xattinin » ranqinin giymatindan asil olaraq asagidaki hallar mimkundar.
l. »=3. Bu halda » xattinin tanliyi asagidaki iki tipden biri ola bilar.
x;+x+x; =0 (14)

xp+x;—x; =0 (15)
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(14) tenliyi odayen heg bir haqiqgi nogte yoxdur. Bu sebabdan de ona

ikitartibli sifir xatt deyilir. (15) tenliyi ilo verilon xatte ise ikitertibli oval xatt

deyilir.
lI. »=2. Bu halda y xattinin tenliyi asagidaki iki sakilden birinde ola
biler.
X +x;=0 (16)
xi-x2=0 (17)

(16) tanliyi ile verilon ikitartibli xatt x+ix, =0 va x-ix, =0 kimi iki xayali diz
xatte pargalanan xatt olur. Bu iki xatt (0, 0, 1) haqiqi néqgtade kasisirler.

(17) tanliyi ile verilon xatt ise x+x, =0, x—x, =0 kimi iki haqiqgi diuz xatta
parcalanan xatdir.

[ll. »=1. Bu halda y xattinin tenliyi

X =0 (18)

soklinde olur. Bu halda ikitertibli xatt x =0, x, =0 kimi iki Ust-lste disan
xatta pargalanan xatt olur. (14), (15), (16), (17), (18) seklinda olan tanliklara
ikitortibli xattin kanonik tenliklari deyilir.

Demali, proyektiv mustavide ancaq bes tip ikitortibli xett vardir. Onlan

asagidaki cadvelds verok.

Xattin adi Xaottin Xatti ranqi
kanonik
tonliyi
1. | Oval xatt xP+xs-x7=0 3
2. | Sifir xett XAl 4xl=0 3
3. | iki haqigi diiz xatt S 2
4. |ikixayali diz xstt | 2,2 _ 2
S| iki ust-tsts diisan ¥ 20
diz xett 1
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Miihazire 7

Topoloji fazanin bazasi, ona dair teorem

Tutaq ki, x coxlugunda muisyyan qayda ile asagidaki xassalera
malik olan 7 alt goxluglar sistemi secilmisdir:

|. @ bos ¢coxlugu ve x c¢oxlugunun 6zl r sistemina daxildirler.

ll. = sistemindan olan alt goxluglarin istenilan ailasinin birlegmasi ¢
sistemina daxildir.

lIl.  sisteminden olan alt coxluglarnn istenilen sonlu ailasinin
kesismasi r sistemina daxildir.

Bu halda deyirler ki, x ¢oxlugu Uzerinda topoloji struktur ( ve ya
topologiya ) tayin olunmusdur. (Xx,z) cutlini ise topoloji foza adlandirirlar.
LLIL1l xassalarina topoloji struktur aksiomlari deyilir.

x ¢oxlugunun elementleri (x,z) topoloji fezasinin néqteleri, «
sistemindan olan elementlar isa bu fazanin a¢iq ¢coxluglari adlanir. ©gar x
coxlugu uzerinda hansi ¢ topologiyasinin segildiyi artiq malumdursa, onda
(x,7) topoloji fezasini x ile de isare edirler.

Topoloji fazalara dair nimunalara baxaq.

Misal 1. (x, p) metrik fozasini nazarden kegirok. IV miihazireds verilan
teorem 2-den misyyan edirik ki, (x,p) metrik fozasi topoloji fezadir. Bu
topoloji fezanin r topologiyasi acgiq kurelaerin komayi ila verilir (IV
miihazirads, band 2-ds (X, p) fozasinda agiq goxlugun terifine baxin) ve p
metrikasinin dogurdugu topologiya adlanir.

Misal 2. r" arifmetik fozasinda agiq ¢oxluq anlayisini bu sakilde daxil
etmek olar. » sayda (¢.b")(i=12...n) intervallarini géturek.
a' <x' <b' (i=12,.,n) Sortini 6dayan butln M(xl,x2,...,x") noqtelari goxlugunu
acliq koordinat paralelepipedi adlandiraq.

Oger Fc R" ¢oxlugu har bir néqtasi ile berabar du ndqgteni 6ziinde

saxlayan muayyan acgliq koordinat parale-lepipedini de 06zinda saxlayirsa,
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onda bu g¢oxlugu aciq ¢oxluq adlandirirng. @ c¢oxlugu aciq ¢oxluq gabul
edirik. Asanligla yoxlamaq olur ki, bu qayda ile tayin edilen bitin agiq
coxluglar ailasi topoloji strukturun |1l va Ill aksiomlarini 6dayir va demali,
R" c¢oxlugu Uzerinde muayyan topologiya tayin edir. Bu topologiyani tebii
topologiya adlandinirlar. Tabii topologiya R” c¢oxlugunu topoloji fezaya
cevirir. Bu topoloji foza adadi feza (» =1 olduqda adad diiz xatti ) adlanir.

Misal 3. 4, afin mustavisinde 4BCD =P paralelogra-mina baxaq.

AM =aAB+ BAD,0<a <1, 0<pB<1 sortini ddeysn bitlin M ndgtelerinin P
coxlugu P paralelograminin daxili hissasi adlanir. ©gar F c 4, ¢oxlugunu

har bir noqgtesi ile barabar bu noqteni O6zunde saxlayan muayyen
paralelogramin daxili hissesini de 6zlinds saxlayirsa, onda bu ¢oxlugu aciq

coxlug adlandiraq. Terife gore her bir M e F noqgtesi Ugun ele P parale-

logrami vardir ki, onun P daxili hissesi M e P F sartini 6dayir.

Yoxlamaq olur ki, bu qayda ile 4, mustevisinde teyin edilen aciq
coxluglarin ¢ ailesi topoloji strukturun LIl ve IlI aksiomlarini 6dayir.
Belslikle, afin mustevi topoloji fezadir. Eyni qayda ile gostermak olar ki, 4,
afin fazasi topoloji fozadir.

Misal 4. ixtiyari x goxlugunda bu x goxlugunun 6ziinden ve @ bos
¢oxlugundan ibarst olan 7 = {x,&} ailasine baxaq. Askardir ki, alt goxluglarin
¢ ailesi LIl va Il aksiom-larini édayir, yoni - x c¢oxlugunda tayin edilmis
topologiyadir. Bu topologiya antidiskret ( ve ya trivial ) topologiya, (X,r)
fozasi isa antidiskret topoloji foza adlanir.

Misal 5. Tutaq ki, x -ixtiyari goxluqdur, r=P(x) ise x g¢oxlugunun
batin alt ¢coxluglan ailesidir. 1, 1,1l aksiom-larinin 6denilmasi askardir. Bu
topologiya diskret topologiya, (Xx,7) fezasi ise diskret topoloji feza adlanir.

4,5 misallari gosterirlar ki, istenilan x ¢oxlugunu topo-loji fezaya

cevirmak olar.
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2. Tutaq ki, (x,z) -topoloji fezadir. x topoloji feza-sinda agiq
coxluglarin tamamlayicilarina qapali ¢oxluglar deyilir.  Agkardir ki, x
topoloji fezasinda gapali goxluglar Gglin asagidaki ikili xassalar dogrudur:

I'. @ bos ¢oxlugu ve x ¢oxlugunun 6zU qapali goxluglardir.

11'. Qapali goxluglarin ixtiyari ailasinin kasismasi qapall goxlugdur.

mr'. Qapahl  coxluglann ixtiyari sonlu ailasinin birlesmasi qapali
coxluqdur.

Bu xassslerin dogrulugu muihazire 4-da verilan De-Morgan
dusturlarindan bilavasita alinir.

Belalikle, x c¢oxlugu Uzsrinds topologiyanin verilmasi Gg¢ln agiq
coxluglar ailesi avazine 1,1, 11’ gertlerini 6dayan goxluglar ailasini tayin
etmak ve bu coxluglar gapali coxluglar adlandirmaq olar.

Topoloji fezalarda metrik fezalara aid olan bir sira muhum anlayiglari
daxil etmak mumkundir. x topoloji fazasinin x ndqtesinin atrafi bu noqteni
6zinda saxlayan ixtiyari agiq c¢oxluga deyilir. Analogiyaya gore, Y alt
coxlugunu 6zinds saxlayan aciq coxluq Y goxlugunun etrafi adlanir. ¥ ¢ X
coxlugunun toxunma néqtesi ele x noqtesina deyilir ki, bu néqtenin har bir
atrafi vy gcoxlugu ile bos olmayan kasismaye malikdir. ¥ c¢oxlugunun butin
toxunma noéqtsleri coxlugu v c¢oxlugunun gapanmasi adlanir ve Y ila isare
olunur. v c¢oxlugu-nun daxili néqtesi ele xeY ndqtasine deyilir ki, bu
négtenin v c¢oxluguna daxil olan musayyan atrafi vardir. vy goxlugunun
bitin toxunma ndéqteleri goxlugu v ¢oxlugunun daxili hissesi adlanir va
Inty ila igara olunur.

Teorem 1. Y c x ¢oxlugu yalniz ve yalniz Y =Y olduqda qapalidir.

isbati. Tutaq ki, y-qapall coxlugdur, yeni x\Y-aciq coxlugdur.
Onda x\Y c¢oxlugu o6zunun ixtiyari ndqtesinin atrafidir, yani Xx\vy
goxlugunun néqtaleri ¥ ¢oxlugunun toxunma noéqtelari olmurlar. Ona gore
da Y c v.Diger terafden, Y c Y olmasi askardir. Belslikla, v =Y.

Tersing, tutaq ki, Y =Y. Bu o demakdir ki, eger x¢Y olarsa, onda x

nogtaesi ¥ ¢oxlugunun toxunma noéqtasi deyil, yani onun musayysan U_ atrafi
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Yy ¢oxlugu ile kasigmir: U, < x\v. Buradan alinir ki, x\Y c¢oxlugu U, agiq

coxluglarinin birleagsmasi saklinde gosterila biler:
X\v= UuU,. (1)

xeX\Y

(1) beraberliyindan Il topologiya aksiomuna asasen aling ki, X\Y- agiq

coxluqgdur. u

Teorem 2. x topoloji fozasinin ixtiyari v ¢oxlugunun Y qapanmasi

qapall coxluqdur.
isbat. Teorem 1-e esasen, Y=Y berabarliyinin dogrulu-gunu
gOstarmak yetorlidir. YcY olmasi askardir. YcY tors daxil olmasinin

dogru oldugunu esaslandirag. Tutag ki, xey. Bu o demokdir ki, =x
nogtesinin ixtiyari U etrafi ¥ goxlugu ile bos olmayan kesismays malikdir:

UnY #@. Forz edak ki, yeUnY. Onda U ¢oxlugu y noéqgtesinin atrafidir.
Diger terefden, yeY oldugundan, U c¢oxlugu v coxlugu ile bos olmayan
kasismaya malikdir. Belalikle, x ndqtasi vy coxlugunun toxunma noéqtssidir,
yoni xcY . Buradan Y c Y daxil olmasi ve

Y c v sertidaxilinde ¥ =¥ barabaerliyMalinr.

Tutaq ki, bize (Xx,r) topoloji fazasi verilmisdir. Bu fazanin agiq
¢oxluglarinin misyyan B={U,}a I ailosine baxaq. 8ger vxe X noéqtesi ve
onun istenilen U, etrafi Ugun ele B eB ¢oxlugu vardirsa ki, xe B, cU, onda

deyirlar ki, B ailasi r topologiyasinin bazasidir.

Teorem. B={U,},a e/ ailesinin ¢ topologiyasinin bazasi olmasi tgiin

zoruri va kafi sart r topologiyasindan gotarilen isteniloen agiq ¢oxlugun B

ailasinin miayyan coxluglarinin birlesmasi saklinde gostarilmasidir.

Miihazira 8

KOMPAKT TOPOLOJI FOZALAR
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1. Kompaktliq xassasi toroloji fazalarin en mihim xassslaerindan biridir. Bu xassanin
haqigi adadlarin ve elace dsa kasilmaz funksiyalarin tedgiqginde fundamental rolunu geyd etmak
olar.

Bger Hausdorf X topoloji fezasinin ixtiyari {U,, }

band 3) sonlu {Uak }szl

NUmunalers baxag.
1) Ixtiyari antdiskret foza kompaktdir.

2) ixtiyari sonlu topoloji feza kompaktdir.
3) Sonlu sayda agiq goxluglari olan ixtiyari topoloji foza kompaktdir.
4) Sonsuz sayda nogteleri olan diskret topoloji foza koipakt deyil.

aciq ortiyundan (bax, VIl mihazire,

ael

alt értuyu vardirsa, onda deyirler ki, X -kompakt topoloji fozadir.

Tutaq ki, (X, r) topoloji fezasinda 4 < X alt goxlugu verilmigdir. ©ger (A,TA) koipakt
alt foza olarsa, onda deyirler ki, 4 kompakt ¢oxlugdur.

Teorem 1. (X , r) topoloji fozasinin A goxlugunun kompakt olmasi (lglin zaruri vo kafi
sort onun X foazasindan olan agiq ¢oxluqlarla ixtiyari 6rtliyiindsn sonlu alt értiik se¢gmayin
mdimkiin olmasidir.

isbati. Bu sertin zeruriliyinden baslayaq. Tutaq ki, 4 g¢oxlugu kompaktdir, {Ua}

wel 1S9O

onun X fezasinda agiq olan coxluglardan ibarst ixtiyari ortiyadir: A< UU,,U, cr.

ael

{U,},., ortiyinden sonlu alt értiik ayiraq. Bundan étrii U, coxluglarinin 4 goxlugu ile
kesismalarine baxaq: V, =U, (14 isare edsk. V, coxluglan 4 alt fezasinda agigdirlar ve
askardir ki, onun Ortiylini emale gatirirler: A=A YU, =UV,. 4 coxlugu kompakt

ael a

Ortiydndan muayyan sonlu {Vak }sz1 Ortlylnl segs bilerik. Onda askardir

oldugundan, {V, }ael

ki, {U

274

N N
}j{v_l — A ¢oxlugunun axtarilan alt 6rtiyadar: 4= UV, < < UU,, .
= k=1 k=1

Kafilik analoji gaydada isbat olunur. i
Teorem 2. Kompakt X fezasinin qapali A alt coxlugu kompaktdir.
Isbati. Gostermak lazimdir ki, 4 ¢oxlugunun X fazasin-dan olan agiq ¢oxluglarla ixtiyari

v, }ae] drtliyiinden sonlu alt értiik segmak olar. Bundan étrii {U, }ae] ortytnl smals gatirsn

coxluglara X'\ A4 aciq goxlugunu da qossaq, neticeds bitlin X fezasinin agiq ortliylind alariq.
X fozasi kompakt olduguna gére bu ortlikden sonlu alt 6rtiik segmak olar, bele ki, X'\ A4
goxlugunun da bu alt 6rtliys daxil oldugunu hesab etmak mimkindir. Tutaq ki,

N
Xz(UUak)U(X\A).
k=1

Askardir ki, Ual,Uaz,...,U goxluglart 4 goxlugunun axtari-lan sonlu alt ortlylini emale

gatirirler. |

Qeyd edak ki, ¢coxlugun kompakthdindan onun gapaliigi, Umumiyyatle desak, alinmur.
Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3. Hausdorf X fezasinda kompakt A ¢oxlugu qapalidir.

isbati. Gostersk ki, X'\ A tamamlayicisi agiq goxlugdur. Bundan étrii Vx, e X \ 4

nogtasinin 4 c¢oxlugu ile kasismayan atrafinin varligini asaslandirmaliyiq. X Hausdorf fezasi
oldugun-dan, har bir x € A4 ndéqtesinin x, ndgtesinin misyyan ¥V atrafi ilo kesismayan U,

ay

atrafi vardir. Butlin mumkin U, etraflar, agkardir ki, 4 goxlugunun agiq etrafini emale gatirirlor:
Ac UU,. 4 ¢oxlugu kompakt oldugundan, {Ux} aclq ortlydnidn misyyan sonlu alt ortiyd

xeA

vard:  AcU, U---UU, , burada x,.,xy€4. x, ndqtesinin axtarlan strafi olaraq,

Vxlﬂ---ﬂVxN aclg c¢oxlugunu goétire bilerik; bu goxlug nainki A4 g¢oxlugu ile, ham de
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N
U, U---UU,, coxludu ile kesismir. Dogrudan da, tutaq ki, xe NV, —ixtiyari ndgtedir. Bu
k=1
noqgte Vxl,...,VXN ¢oxluglarindan har birine daxil oldugundan, le’“"UxN coxluglarindan heg
birine daxil deyil. Demali, x noqtesi bu goxluglarin birlesmasine de daxil deyil. Buradan X\ 4
coxlugunun dllq olmasi, yaxud 4 goxlugunun gapal olmasi alinir.

Naticoa 1. Metrik fozada istonilon kompakt goxluq qapalidir.

Dogrudan da, metrik fozanin Hausdorf feza oldugunu bilirik (bax, mihazirs 8, teorm 5-in
isbatr). Buradan teorem 3-a asasan metrik fezadaki har bir kompakt ¢coxlugun gapali olmasi
alinir.

2. Kompakt fazalarin miihiim xassalarindan biri bu fezalarin normallidi ile baghdir.

Teorem 4. Kompakt topoloji feza normaldir.

isbati. Tutaq ki, X — kompakt fezadir, F ise X —de gapali goxluqdur. Gdsterak ki, ager
x néqtesi F goxluguna daxil deyildirse, onda bir-biri ile kesismayen U(x) ve U(F) straflan

vardir. x ¢ Foldugundan, ixtiyari y € /' ndqtesi Gglin bir-biri ile kesismayan U, ox ve V oy

atraflari vardir. Askardi r ki, {Vy}

ailesi F goxlugunu ortir. Teorem 3-8 gora {Vy} Ortiylnin {V)’k }szl sonlu alt értayd vardir.

N N
Ona gobra da x noqtesinin ﬂka atrafi Uka D A birlagmasi ile kasigmir.
k=1 k=1
Indi ise X fozasinda bir-biri ile kesismayen gapall F; ve F, coxluglarina baxaq. Onda
ixtiyari x e F; néqgtesi Ggun bu ndgtenin ve F, coxlugunun bir-biri ile kesismaysn U sx ve

V. o F, etraflan vardir. {Ux} coxluglar ailesi qapali F; g¢oxlugunu &rtir, ona gére de sonlu

N
{U }N alt ortiyd vardir. Buradan aydin olur ki, Uka birlesmesi F; g¢oxlugunu 6ziinds
k=1

Yk k=1

N
saxlayir ve F, coxlugunu 6ziinde saxlayan ﬂka kasismasi ilo kasismir.
[ | k=1

Kasilmaz inikas zamani kompakt fazanin obrazina dair asagidaki teorem dogrudur:
Teorem 5. Kompakt fozanin kesilmez obrazi kompaktdir, yeni eger f : X — Y — kasilmez

inikasdirsa ve X fozasi kompakt-dirsa, onda f(X) ¢oxlugu da kompaktdir.
Isbati. ©ger agiq U,,ael c¢oxluglan f(X) g¢oxlugunu Ortirlerss, onda onlarin

proobrazlari olan f‘l(Ua) coxluglari X fezasini orturler. f kesilmaz inikas oldugundan,
{f‘l(Ua )}, a €1 0Ortliyu agiq 6rtikdir. Onda bu 6rtiikden sonlu alt 6rtiik segmak olar. Tutaq
K, x=sv,)U-Us'(U,,) Onda askardr ki f(X)cU,U--UU, — ve

Uak ,k=1..,N, cox-luglan U, ,a el ortlylnin axtarlan sonlu alt értliylinii emale gatirirler.

Miihazire 9

|
DIFRENSIALLANAN GOXOBRAZLI ANLAYISI, MiSALLAR

Tutaq ki hesabi bazasi olan M hausdorf topoloji fazasi verilmisdir. ©gar M fazasinin har bir
ndgtesinin  R" fazasinin oblastina homeomorf olan U strafi vardirsa, deyacayik ki, M —n-
olglilli goxobrazlidr. ¢:U — ¢(U)c R" qeyd edilon homeomorfizm oldugda, (U,p) ciiti
xarite ve ya lokal koor-dinat sistemi adlanir. Xarite istanilon x € U ndqgtasinin

o(x)= (ul,...,u”)
koordinatlarini tayin etmays imkan verir. ©ger xaritelerin har bir cutlinin kasismasinda
koordinatlarin

43



u' =f"(u1',...,u"') 4.1)
cevrilmasini tayin edan kegid funksiyalar C* sinfinden hamar funksiyalardirsa, deyacoayik ki,
M coxobrazlisi C* sinfinden diferensiallanandir (ve ya hamardir).
Coxobrazli Uzsrinde v vektoru xe(U,(p) ndqtesinda verilmis xaritaye nazeraen n

sayda (vl,...,v”) adadlar sistemi ile toyin olunur ki, bu adadlar diger xeritays kegid zamani

vektor ganunu ile gevrilirlar:
i
v=piey, A= L
ou'
X
Verilmis néqgtede teyin olunan butln vektorlar coxlugu 7. M toxunan fozasini emasle gatirir.
Vektorlara verilmis ndqtenin strafinda tayin olunmus hamar funksiyalara
v(p)=v'(0:0),
gaydasi ile tasir eden (bax § 1) xatti diferensial operatorlar kimi baxilmasi magsadauygundur.
Hamar funksiyalarin istenilon citi Ggilin asadidaki xasseler dogrudur:

AueR, WA+ puy)=v(p)+ wly)

oy )=wply +ov(y)
Xususi halda, 0, vektorlari xatti asili olmayib toxunan fezanin tebii bazisini emele gatirirler.

(4.2)

Tenzorlar cabrine analoji olaraq, tsbii bazisi {dui} olan 7;M kotoxunan fszasinin

elementlari kimi kovektorlar vo x ndégtesinds ixtiyari tipli tenzorlar, hamginin M c¢oxobrazlisi
Uzerinde vektor, kovektor ve tenzor meydanlari tayin edils bilar.
Bger M hamar goxobrazlisinin har bir xaritasi G¢lin koordinatlarin deyismasi zamani

(3.4) ganunu uzra c¢evrilon F}k (x)-hamar funksiyalari— V rabitasinin emsallari yigimi veri-larsa,

deyacayik ki, M afin (ve ya xatti) rabiteli fozadir. Bu halda (M,V) yaziligindan istifade olunur.
=TT (43

funksiyalari burugluq tenzoru adlandirilan (1,2) tipli tenzor meydaninin komponentlaridir.

Misal 1. § 3-de baxilan rabits burugsuz afin rabitadir ve onunla xarakteriza olunur ki,
dekart koordinatlarda amsallarn sifra baraberdir. Bu rabiteys afin fezanin kanonik rabitasi
deyilir.

Tutaq ki, z—(M,V) fozasi Uzarinda (p,q) tipli tenzor meydanidir. ¢ —nin mitlaq

diferensiall dedikda (U,go) xarite-sinda lokal olaraq
w:(wmf?}/uJ'l@-.-@dufq@a,. ®---®0, (4.4)
J17Jq 1 P
saklinda yazilan eyni tipli V¢ tenzor meydani baga dusulir. V¢ tenzor meydaninin koordinatlari
(3.13) dusturu ils tayin olunurlar.

Tenzor meydaninin  x € M ndqgtesinde v vektoru isti-qamatinds kovariant téromasi
bu ndqgtads koordinatlar

[ A
v"tjl"'./'q =V thjl"'./q (4.5)

iyeeei

olan V.t tenzoruna deyilir, burada V, —(3.14) disturu ile teyin olunan operatordur.

Bger y:I—> M —lokal olaraq ui:ui(a) parametrik tanliklori ile verilon hamar
ayridirss, onda
v k
VL _d g, (4.6)
do do
t tenzor meydaninin y ayrisi boyunca kovariant téremasi adla-nir. Analoji gayda ila (M,V)

fozasi Uzarinde verilan vektor meydani istiqgamatinde kovariant térema tayin edils bilar. Xisusi
halda, tebii bazisin vektorlar tgin
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k
x noqgtesinde v, vektoru verildikde ayrinin ixtiyari négtesinde bu vektora paralel olan
v(a) vektorunun tapiimasi

vk k du'

—+I W’ (o))—Vv/ =0 4.8

do U( ( ))dO' (48)

adi diferensial tanlikler sisteminin inteqgrallanmasina gatirilir (nezarda tutulur ki, » ayrisi bir

xaritenin tasir dairasinda yerlasir).

Malum oldugu kimi, verilmis baslangic sertler daxilinde (4.8) sisteminin yegana halli var.
Analoji qayda ile ayri boyunca tenzorun paralel kdgirilmasi tayin olunur.

(M,V) afin rabitali fozasinda verilmis » oyrisini gétlrek. ©gar y ayrisinin miayyan
kanonik u' =u'(s) para-metrizasiyasinda 7 toxunan vektoru onun 6zii boyunca paralel
kogurilarse, yoni

Ve _

ds
olarsa, deyacayik ki,  geodezik xatdir. Aydindir ki, bu halda u'(s) funksiyalarn asagidaki 2-ci
tortib adi diferensial tonliklor sistemini ddemalidirlar:

d*u' of o\du' du’
) <0 (4.9)

0

ds ds
Misal 2. Tutaq ki, (M,V)=A”—kanonik rabitali afin fezadir (bax misal 1). Hamar ayri
boyunca vektorun paralel kdgurilmasi ananavi gayda lzrs aparilir: onun dekart kompo-nentlari
sabit olmalidirlar. Dogrudan da, dekart koordinatlarda l“ij-‘ =0 vea vektorun (4.8) paralel
i
kogurilmasi sorti ZL =0 sek-linde yazilir, buradan V' =const olmasi alinir. Kanonik rabite-nin
o
geodezik xatleri diiz xatlerdir. Dogrudan da, dekart koor-dinatlarda (4.9) tanlikleri
2k
d u2 _0
ds
saklinde yazilir ve buradan asadidakilar alinir:
uf =aks + bk, ak, b* = const.

Miahazira 10
Diferensiallanan ¢oxobrazl iizarinda toxunan va kotoxunan vektorlar
Tutaq ki, M —-n-0lculi hamar ¢oxobrazl, 7 ise R adad oxunun aciq
intervaldir. Askardir ki, 7 aciq intervali R-da aciq alt coxobrazli kimi bir
olguli  ¢oxobrazlidir. Ona gére de y:I—-M inikasinin hamarligini
coxobrazlilarin hamar inikasi saklinde basa dismak olar.
M c¢oxobrazlisi Gzarinde hamar ayri (ve ya sadace oyri) y:1—->M

hamar inikasina deyilir. 9ger ¢, 1 lglin y(t,)=P olarsa, onda deyirlar ki,

ayri t=¢, olduqgda P noqtesindan kegir.
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9gar (U,p)-M ¢oxobrazhisi uzarinds lokal xaritedirse ve y:71—>M
ayrisi lGg¢in y(/)cU olarsa, onda R" foezasinin ¢U) oblastinda
7 =poy:1 - @) ayrisine y ayrisinin (U,p) xaritesinin lokal koordinatlarinda
verilmasi deyilir.

(U,p) lokal xaritesinin verilmasi iloe PeU noqtasinden kegan har bir

hamar y ayrisine 7 :1, — oU) ayrisinin ¢, noqtesinda surat vektoru olan

d?(to)_ d”l(to) du"(t,)
d | a4t 77 ar

vektorunu garsi goymagq olur, burada 1, = |, - .z, + £[,& > 0.

M g¢oxobrazlisi Gizerinda P néqtasinden kegan iki hamar ayri tGglin bu
ayrilera yuxandaki qaydada qarsi qoyulan vektorlar tst-liste dusirlerss,
onda deyirlar ki, verilen hamar ayriler P néqtasinda bir-birina toxunurlar.

M coxobrazlisi Gzerinde P noqgtasinda bir-birine toxunan hamar
ayrilerin ekvivalentlik sinfine P noqtesinde M ¢oxobrazlisina toxunan
vektor deyilir.

P noqQtesinda M c¢oxobrazlisina toxunan vektorlar ¢coxlugu 7,0 kimi
isare olunur. T,M n-0lguli vektorlar fezasidir va P noqtesinde M
coxobrazlisina toxunan feza adlanir.

R" fazasinin e,,..,e, kanonik bazisine 7,M toxunan fezasinda uygun

galen bazisi harakatli bazis adlandinrlar ve 4,,,...,6,, Kimi isare edirlor.

Miihazire 11
Diferensiallanan ¢oxobrazli iizarinda tenzor meydanlari
Tutaq ki, -k meydani uUzerinde vektor fezadir va  A-4,B,C,..
elementlerine malik olan ¢oxlugdur. A c¢oxlugunun elementlerini ndqtaler

adlandiraq. ©ger har bir nizamlanmis (4,8)e AxA elementlor cutlinas

asagidaki sartlarin ddanilmasi ile v= 4B ¥ vektorunu garsi goyan AxA -7

inikasi verilerse, deyacayik ki, A- Kk meydani Gzarinde afin fozadir:
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1) Istenilon 4<A noqtsesi ve istenilan ve ¥ vektoru Ggln els yegana
BeA ndqgtesi vardir ki, v=4B.

2) Istonilon 4,B,c e A néqtsleri ticiin Sall munasibsti dogrudur:

AB+BC+CA=0.
dim¥ =n olduqgda afin feza »-04lgull gabul olunur ve A" kimi isara edilir.
v — A" afin fozasi Ggun yonaldici vektor faza adlandirilir.

Ixtiyari gaydada secilmis 0 <A ndqtesini geyd edek. Bu halda v4 <A
noqtesi Uglin bu noqtenin radius-vektoru adlandi-rilan  x =04 vektoru
birgiymatli tayin olunur. ¥ —da {¢,} bazi-sini segmakle x=x'e, ayrilisini alariq.
x'adadlerine  4(x) nogte-sinin {0.e,} reperinde afin (ve ya dekart)
koordinatlari deyilir.

v yonaldici vektor fezasi psevdo-Evklid vektor foezasi ol-dugda A —
afin-psevdo-Evklid (ve ya psevdo-Evklid) fezasi adlandirilir.

A" afin faezasinin noéqtesinde 7. toxunan fezasi baslangi-ci bu
ndqtada olan butlin vektorlarin amala gatirdiyi eyni dlgulu
vektor fozadir. Mixtalif ndqgtelerdaki toxunan fazalar 6z aralarin-da paralel
kocurma vasitesila tebii olaraq eynilagdirila biler.

Ue A" oblastini naezarden kecirok. ©gar U oblastinin har bir
nogtesine bu nodqtedaki toxunan fezada (p.q) tipli tenzoru qgarsi goyan
x -1 inikasi verilorsa, deyaceyik ki, Uoblastin-da (p.q) tipli ¢ tenzor
meydani verilmisdir. Basqga so6zle, bu hal-da arqumentleri 7, vo T
fozalarindan olan ve ham da ndgtenin secimindan asili olan polixatti
funksiyaya baxilir. Masalen, p=1,
¢ =2 olduqda ¢ (&,u,v) polixatti funksiyasi tayin olunur. ©ger {0,¢;}- A"-do
dekart reperdirse, onda

tx:tj.k(xl,...,x”)@uf k. (1.1)
U oblastinda verilmis ¢, (x) funksiyalarina tenzor meydaninin koordinatlari

deyilir. ©ger ¢ (x) funksiyalar c*sinfinden olan hamar funksiyalardirsa,
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deyacayik ki, ¢-C*sinfinden olan ha-mar tenzor meydanidir.

1, =constolduqda , tenzor meydani sabit tenzor meydani adlanir.

Tenzorlar Uzerinde aparilan emaller tebii olarag noqgtsler Uzra
apariilmaqgla tenzor meydanlarina tetbiq edilir. Masalan, eyni tipli 1 vo s
tenzorlan Ggun toplama amali

(t+5), =t +s,
soklinds aparilrr.

Tenzor meydanlar uUzarinda yeni bir amal- diferensialla-ma amali da
aparnlhr. Polixatti funksiyanin diferensialini hesabla-digda nezesre almaq
lazimdir ki, dekart reperi halinda vektor ve kovektor arqumentlarinin
koordinatlari négtanin secimindan asili deyil. Masalan, (1,1) tenzoru tgln

dt =adt', (x)eu'v". (1.2)
Belslikls, dr-(1,2) tipli tenzor meydanidir, 4t diferensiallar onun dekart

repera nazaran koordinatlaridir.
Misal 1. A”-de nodqtslerin radius-vektorlarinin meydani-na baxaq.

Dekart repera nazeroen x=x'cayrilisini yaza bilerik. Diferensiallamaqla,
koordinatlar dx' = ¢'(dx) olan dx =dx'e; vektor meydanini alanq.

Diferensiallarin asagidaki xassaleri dogrudur:

a) Tenzor meydaninin diferensialinin sifra baerabar olmasi tGgln zeruri
ve kafi gert onun sabit olmasidir (istenilon dekart reperde
t' = const olmasidir);

b) Tenzor meydanlarinin ceminin diferensiali onlarin dife-rensiallari
camina barabardir: d(t+s)=dr + ds.

c) Tenzor hasilinin diferensiali Leybnis qaydasi ile hesab-lanir:
d(t®s)=dt ® s+t ®ds.Ogar xiisusi halda, :—adaddirse, onda d(zs)= tds.

d) BUkulma amali diferensiallama amali ile yerini dayise biler:

rk(de)= d(zr,,’;t)
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Tenzor meydaninin  koordinatlarinin  diferensiallarini  xU-susi

toramalarls ifade etmakle alariq:

. ‘ ot
k Jjk
dt =0ty Su/vidx®, Oty = PV

(1.3)

Misal 1-i nezere almagla bele bir naticays gelirik ki, o}

funksi-yalari (1,3)
tipli tenzor meydaninin koordinatlaridir. Bu tenzor meydani : tenzor
meydaninin téremasi adlanir ve ar kimi isars olunur. Umumi halda (p,q) tipli
tenzor meydaninin téremasi (p,q+1) tipli tenzor meydanidir. Téramani
verilmis  w=w'(x)e; vektor meydani ile diferensiallama indeksi Uzre
blikmakls yeni-dan (p,q) tipli
o t=ni(w®ar) (1.4)

tenzor meydanini alariq. o0,-w vektor meydani istigameti Uzre téremae
adlanir. Mesalen, o, =w'o,t',.

Misal 2. Tutaq ki, ¢(x1,...,x")—Uc A" oblastinda teyin olunmus skalyar

meydandir. Onda 4, - grade kimi igara olu-nan va ¢ meydaninin gradiyenti

adlandirilan kovektor meydani-nin koordinatlaridir. ©ger ydnaldici vektor
foza psevdo-Evklid fazasidirsa, onda indeksi qaldirmaqla, koordinatlar ile
asagidaki kimi ifade olunan vektor meydanini alariq:
gradp =(g0 0.
o potensial funksiya, grade ise potensial vektor meydani adlanir. istigamat
Uzra térama skalyar hasilin kdmayi ila ifade oluna biler:
0,0 =W (x)0,0 = g(w, gradyp)
Misal 3. Tutaq ki, ¢&-kovektor meydanidir. o6& térema-sinin

alternasiyasini aparaq va naticani 2-ys vuraq:
roté =2- Al(0).
rot¢ —koordinatlar s, =6,¢£,-0,£ olan tenzor meydanidir ve ¢ kovektor

meydaninin rotasiyasi adlanir.
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Misal 4. Tutaq ki, v—vektor meydanidir. Onun toramasi koordinatlari

o' olan (11) tipli tenzor meydanidir. Bu tenzor meydaninin #(ov) izi v-nin

divergensiyasi adlandirilan invari-antdir. Psevdo-Evklid  fezada
divergensiyani
divv=0y"=g"0v;
soklinde yaza bilerik. Bu invariant sifra baraber oldugda v- solenoidal
vektor meydani adlanir.
Tutaq ki, v-Uc A" oblastinda teyin olunmus vektor meydanidir.

v—nin inteqral xatleri (ve ya trayektoriyalar) dedikda toxunan vektorlari

meydanin vektorlari iloe Ust-Usts du-sen, yeni %zv(x(t)) munasibatini

O6deyan x=x(t) parametri-zasiya olunmus ayrilori basa dusdlir. Bu

munasibati koordinat-larla yazmagqla,

B () (1) (1.5)

dt

adi diferensial tenliklor sistemini alariq. (1.5) sisteminin integ-rallanmasi

inteqral xatlerini teyin etmaya imkan verir.

Miihazire 12

XARICi DIFERENSIAL FORMALAR. XARIiCi DIFERENSIALLAMA

Afin fozanin U c A" oblastinda xarici diferensial p — forma dedikde U oblastinda tayin
olunmus p daracali xarici formalarin wx(vl,...,vp) meydani basa dasulur. Koordinatlarda

= Za)l'l...' (X)eilA"'Aeip

ip
ve ya T, A fozasinda bazis kovektorlarini dx' kimi isare etmak gebul olundugundan
0=Y 0., (x)dx' A Adx” 2.1)

yaziligi dogrudur.
Xususi halda, skalyar meydana sifir deraceli forma kimi baxilmaldir. @ = a)i(x)dxi xarici

diferensial 1-formasina (yani kovektor meydanina) Pfaf formasi da deyilir. Xarici formalar
Uzerinds aparilan bitliin emaller tabii olaraq afin fezada xarici diferensial formalara tatbiq olunur
va bu amaller ndqtaler Gzra aparilir.
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Xarici diferensial formalar tzarinda yeni bir amal-xarici diferensiallama aparilir. Xarici
diferensiallama xarici p —forma-ya (p+1)—formani qgarsi qoyan ele d:w — dw inikasina

deyi-lir ki:

a) d — K -xatti inikasdir;

d(Aw+ ub)= Ado + udd;
b) ¢ funksiyasi Ggun dg xarici diferensiali adi difensialla Ust-Uste dusur;
c) ©ger w— p—forma, 6 — g —formadirsa, onda
d(wA8)=doNd+(-1) wAdb ;
d) istenilen @ formasi Gigiin
d*w=0.

Bu xassaler xarici diferensiallamani butlnlikle xarakteriza edir. Torifden aydin olur ki, lokal
sokilde, yani koordinatlarda

do=Ydo,.; ()" A Adx" .

dw =0 oldugda @ gapal xarici diferensial forma adlanir. ©gar @ =d6@ sertini 6dayan
0 xarici formasi vardirsa, deyaceyik ki, @ daqiq xarici diferensial formadir. d) xassesi onu
gOsterir ki, istenilon dagiq diferensial forma gapalidir.
Misal 1. A? mistavisi lizerinde verilmig
o = P(x,y)dx+O(x, y)dy
xotti diferensial formasi Ug¢lin yaza bilerik:

dow = dPAdx+ dQAdy = o9 _op dxAdy.
ox Oy
. L : . 00 oP
dw —deracasi 2 olan xarici diferensial formadir. Aydindir ki, 6_:6_ oldugda w qapal
X v

formadir.
Misal 2. Tutaq ki, @ —3-06lgullu psevdo-Evklid fezada xarici 2-formadir:

@ = @ ydx' Adx* + @p3dx' Adx® + wy3dx> Adx®.
Xarici diferensiallamagla alariq:
da) = (636()12 - 620)13 + alw23)dxlAdx2Adx3.

Mihazirs 13
Riman ¢oxobrazlisi

Tutaqg ki, M -hamar c¢oxobrazlidir va M {(izerinde simmetrik bixatti
formalar meydani verilmisdir, yani har bir Pe M noéqtesi Gglin 7,M toxunan
fozasinda simmetrik bixstti s, :7,M xT,M - R formasi verilmisdir. Bu
meydani s ilo isare edak.

M Uzerinde (U,p) lokal xeritesi tg¢lin harakstli bazisin ¢,,...,0, vektor
meydanlarini tayin edirik.

M Uzerinde s simmetrik bixatti formalar meydaninin (U,¢) lokal

xaritesina nazaran komponentlari U (izerinda
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s; =5(0,,0,),1<i,j<n
soklinda tayin olunmus funksiyalardir.
9gar s simmetrik bixatti formalar meydaninin & Gzarinds istenilan

(U,p) lokal xeritesine nazeran komponentlari U Gzarinde hamar
funksiyalardirsa, onda deyirler ki, s meydani hamardir.

M hamar c¢oxobrazlisi Gzerinde Riman metrikasi dedikde her bir
PeM noqtasine g,:T.MxTxM — R skalyar hasilini garsi qoyan misbaet-
muayyan simmetrik bixatti formalarin hamar g meydani basa disular. (A, g)
cutiine Riman ¢oxobrazlisi deyilir.

M Riman c¢oxobrazhsi dzerinda istenilen (U,9) lokal xaritesine
nazaran g Riman metrikasinin komponentleri g, =¢(0,,0,) saklinds tayin
olunurlar.

Tutaq ki, y:7 - M —-M ¢oxobrazlisi tzerinde hamar ayridir. Onda her

bir e 1 Gglin bu ayri 7,(r) toxunan vektorunu tayin edir. Naticedsa » ayrisinin

toxunan vektor meydani adlanan 7, :t - 7,(r) e T, inikasi tayin olunur,

(1)
M Riman c¢oxobrazlisi Gzarinda istanilon hamar y:1 — M ayrisi Ggln
her bir 1 -ys T () toxunan vektorunun uzunlugunun kvadratini garsi qoyan
I>R:t—>g,, (T 0T, )
funksiyasini teyin etmak mumkuandur.

M Riman coxobrazlisi tzerinde y hamar xattinin ¢,:, noqtsleri

arasinda galan gqovsunin uzunlugu

127 = [ &0 T, 0.7, ()t (1)

dusturu ile hesablanir.
9gar y ayrisinin y(I) obrazi U,p) lokal xeritasinin oblastinda

yerlagersa, onda (1) disturunu

du' (t) du’ (1)
dt dt

dt

=] \/gi,. @' (0),eerstt" (1))
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soklinde yazmagq olar, burada g, =g, - isare olunmusdur.

Mihazirs 14
Coxobrazli tizarinda afin rabita, rabite amsallar, onlarin ¢evrilma
ganunu
Hamar coxobrazli tzesrinda teyin olunan asas diferensial — handasi
strukturlardan biri de afin rabitedir. & coxobrazlisi tzerinde afin rabite
asagidaki sartleri 6dayan
V:X(M)x x(M)— X (M)

inikasina deyilir:
1) vV,U e X(M) tgun

vuy)=v,Vex(M);
2) vV,UeX(M), Vf eF(M) tgin

VIV =1V,
burada F(M)-M ¢oxobrazlisi izerinde hamar funksiyalar ¢oxlugudur;
3) vi,uex (M), Yge FM Ugun

V,(gU)=gV,U+U 7 (g),

burada /'(g)z%w'—g funksiyasinin ¥ vektor meydani boyunca
X

téremasidir.
U,y vektor meydanlarni o, ve o, bazis vektor meydanlar ile avez
edok ve v, o, vektor meydanini {6, }, k=12,...n bazisi ayiraq:
V,0,=T/0,.
(1)
1) — 3) sortlorindan istifade edearak, gostarmak olur ki, (1) barabarliyinin

sag
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torafindaki ayrilis emsallari tenzor qanunu ile deyil, asagidaki qaydada

k= % % ox’ ‘4 % o’xt
o lad o Lo )7 Lax Jlax‘ox’ )’

’ ' '
1 2

Bundan otri X, x" lokal koordinantlarindan xxt L x" lokal

dayisirler:

koordinantlarina

! !
i .

x =x' (xl,xz,...,x”)

kecid disturlarina baxaq. Yeni xl,,...,x", lokal koordinant sisteminda
V, 0, =I50,

aynhsini yaza bilerik.

k
Op = % o, oldugundan,
X

. . oxt
Vaua.i' = l“l.{fl.ﬁk, = E’;,W 6k .
Diger terafdan,
ox’ ox’ o .. . e e
@jyai : a/,zﬁai olduguna gore, v afin rabitesinin terifine asasen
X ’ X ’

yaza bilarik:

J i J i J J

V,o,=v , [ o |=2 v 2 5 |- 2 v ool P o |-
r & o\ox” ) oaxt o) ) ext\ex) T ox’ )’
i J J i J 2.7
Xy o e 2 X kg, OX 5
ox' ox’ Y ox’ )7 ox" ox) Y ox'ox”
i j 2k
= ai,,axdl“i’% ox 0, -
ox" ox’ " ox"ox’
Belalikls,

’ k i j 2k

WO o | e OX

7 ox ox" ox) " ox'ox’
veya

k i j 2_k
v 0" ox' ox' _y  O0°x

a1t ](' —_— o o . I
Y ox oxt ox’ Y oxtox!
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k
Bu berabarliyin har iki tersfini [%] kecid matrisinin ters matrisinin
X

ox*

! i j e 2 _k
e o oxt ox” —F‘é‘e _re _8x ox' ox’ F.‘.'+ax 0°x

7ot ok Tk o o’ T ot axoxd

ve ya

v 8xk'6_x"8x”' - +6xk' 0% x*
T o ox’ T owt ox' o

I, emsallan v afin rabitesinin emsallar adlanir. Rabite smsallan v, U

vektor meydaninin ifadasini teyin etmayes imkan verir:
V,U=7 -i(aiUk +F;Uj)af =7 .i(viUk)ak'
VU' =(oU* +T!U’) ifadesi U vektor meydaninin v afin rabitesinde kovariant

toremasi adlanir . Analoji gayda ile ixtiyari « kovektor meydaninin, hamginin
M ¢oxobrazhsi tzerinde verilmis ixtiyari (p.q) tipli ¢ tenzor meydaninin

kovariant toremasini hesablamagq olar:
V.aa,=0,a, F"(JcA )

thi‘lmi{) :a]\ 11 / rm ’1 /_ _r‘m ’1 /+1’"1 - { + .. +1" t’l

J1-Jg Ji- / ~Jq

Mihazira 15

KOVARIANT TOR9M®S Vo MUTL2Q DIFERENSIALLAMA

A" afin fazasinda (xi) dekart koordinatlari ile yanasi (u’) ayrixatli koordinatlarindan
istifade etmak daha slveriglidir. Dyrixatli koordinatlar afin fezanin misyysn U — A" oblastinda
verimis ve ¢:U — R" homeomorfizmini teyin eden n sayda u' =ui(x1,...,x") funksiyalari
vasitesile daxil edilirlor. Bu halda deyirler ki, A"-de (U,go) xaritesi ve ya koordinat sistemi veril-
misdir.Tors inikas x' = x'(u',...,u") funksiyalar ile ve ya

x(ul,...,u”)zxi(ul,...,u")ei (3.1)
vektor-funksiyasi ile tayin olunur. (3.1) vektor funksiyasinin C? sinfinden diferensiallanmasini
nazards tuturug.

Bger U oblastinda birinden basga qalan butlin ayrixatli koordinatlari geyd etsak,
naticada bir argumentin
x(u(l),...,uk,...,ug)
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vektor-funksiyasini alariq. Bu vektor-funksiya U oblastinda k —ci koordinat xattini tayin edir.

Her bir ndqgtads koordinat xatlerinin 6k:(6kxi)e-

. toxunan vektorlarl xatti asili olmayan

vektorlardir ve “akxiu Yakobi matrisinin geyri-maxsusiliyine @sasen x ndqtesi ilo barabar
{x,ak} tabii va ya natural reperini emals gatirirlor.

Tutaq ki, A" xeriteler sistemi ile 6rtilmusdir. Onda istenilen xaritsler cltinin teyin
oblastlarinin U nU' kasig-masinda koordinatlarin

u' =fi(u1’,...,u"’)
cevrilmasi yaranmis olur, burada f =g@og' ' = {fl,...,f” }-qeyri-mexsusi P :HPJH, Pl =0,u

i

Yakobi matrisine malik di-ferensiallanan funksiyalardir.

x ndqgtesinin sonsuz kigik yerdayismasi zamani tebii bazisin vektorlari da dayisirler. Bu
deyisiklikler dx, do, diferen-siallar ile xarakterize olunurlar. Qeyd olunan diferensiallari {x,a,.}
reperinin vektorlar Gzre ayiraq:

dx=du'd;, do, = }0,. (3.2)
(3.2) munasibatleri reperin harakat tanliklari adlanir. a),";(ul,...,u’,dul,...,du”)—diferensiallarln
xatti formalarndir ve rabits formalar adlanirlar:

o) (dx) =T (.. e’ (3.3)

F;k funksiyalarina ise rabite emsallari deyilir. Rabite amsallari agagi indekslarine gére simmetrik
olub, ayrixatli koordinatlarin cevrilmasi zamani

rj’l',k, =p (rj".k ij,' Bl +o j,P,j,) (3.4)
ganunu Uzra dayigirlar. Dekart koordinatlar onunla xarakterize olunurlar ki, bu koordinatlarda
ry, =0.

Psevdo-Evklid fezasi halinda metrik tenzorun gij(ul,...,u”):g(ai,a/) komponentlarini

hesablamagq olar. Ra-bite amsallari bu komponentlerle asagidaki dustur (zre ifade olunur va
Kristoffel simvollar adlandirilirlar:

i 1 is
e =58°(0,80 + Ok ~0,8) (3.5)

Misal 1.  E? Evklid mustevisi zerinde (xl,xz) dekart koordinatlan ils yanasi,

leI”COS¢, xZ:rSin(p mulnasibeat-leri ile polyar koordinatlari daxil edek. Yakobyani

1.2
olx',x

o(r.p)
r>0 serti daxilinde U:Ez\{0,0} oblastinda teyin olunmus-lar. Belalikle, J =0 sertinin

6danildiyi » =0 polyusu polyar koordinat sisteminin yegana maxsusi négtasidir. Koordinat saba-
kesi r = ¢; konsentrik gevralerinden ve ¢ = ¢, sualarindan tegkil olunmusgdur. (r,(o) nogtasinde

hesablayaq: J = =r. Bu isea o demakdir ki, polyar koordinatlar

tobii reperin vektorlari 0, = e(p), 0, =rg(¢) vektorlandir. Rabite smsallarini hesab-layaq. do,
diferensiallarini tayin etmakls, alariq:

do, = g(@)dyp, do, =g(p)dr —re(p)de.
Ona gora da reperin harakat tonliklari

46, =95, 4o, =—rdpo, + o,
r r
soklindadirlar. Buradan aydin olur ki, polyar koordinat sisteminda rabits formalar Ggln
0 —rdp
ol =|do ar 36)
r r
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yaziligi dogrudur va sifirdan fargli rabite amsallar asagidaki-lardir:

lez =1 r122 =F221 Zl-
p
Tutaq ki, (u’) ayrixatli koordinatlari daxil edilen afin fezanin U — A" oblastinda hamar
v vektor meydani verilmis-dir. v vektor meydanini 7, A" toxunan fazasinin {61.} tabii bazisi

Uzre ayiraq: v= vi(x)ﬁl-. Reperin (3.2) harakat tenliklerini nezers alaraq, v vektor meydaninin
diferensialini hesablayaq:
dv = (dv' + &lv");. (3.7)
Belslikle, dv vektor meydani
W =dv' + o (3.8)

koordinatlarina malikdir, basqa sézle, dv = (W’)ai.

\% diferensial operatoruna mutlaq diferensial deyilir. Xi-susi halda, dekart
koordinatlarda a); =0 oldugundan mitlaq diferensial adi diferensialla Ust-lste digur.

& kovektor meydani halina baxag. & meydanini T, A" kotoxunan fezanin bazisini tegkil
eden ve dui(aj)zéj gosma-lqg sertini ddayen tebii {du‘} koreperi Uzre ayiraqg. Neticeda

§:§i(x)dui xotti diferensial formasini alariq. Diferensiali he-sablayaraq, koreperin (3.2)
tonliklerina ikili olan

d(du’) = —wldu® (3.9)

harokat tanliklerini nazars alsaq, yaza bilarik:
dé = (d& - & yau'. (3.10)
V¢ =dé - &of (3.11)

funksiyalari d& kovektor meydaninin koordinatlaridir. Bura-dan aydin olur ki, ixtiyari tipli
tenzorun dr diferensiall asagidaki ayrilisa malikdir:

dt = (Vz"""’?? }zufl ®-@du" ®0, ®-®0, , (3.12)

./.l”../q
burada miitlaq diferensial

Ji °J m

) i 9. i
th.lml;’q :dt;'l,,"q + Zt;.llm}?q Yop -3 ol (3.13)
a=1 ’

ifadesine malikdir.
Misal 2. Tutaq ki, v—mustavi lzarinde vektor meydani-dir. Polyar koordinatlari segok.

Onda rabite formalarinin (3.6) ifadssini nezers alaraq, (3.8) dusturundan dv meydaninin koor-
dinatlari G¢ln yaza bilerik:

W =av! - rvzd(p, Vv =dv? + l(vla’go + vzdr)
r

(3.13) baraberliyinin sag terafinda dtj.‘l',’_'.ij.’ Vo a); xotti formalarini tabii koreperlo ifada
Jq
edoek:
R PR PR i _ i gk
dtjlqu —ﬁktjlqudu , ; =Tydu”.
Neticade
-l

dt =V} " du* ®@adu’ @@ du’ ®0, @ ®8,
q

oldugunu alariq, burada
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iyeei

VT =g, T +Zz’1”"""" fo _

Jvedg 11 Jg JiJg
(3.14)

ztll iy "
Jl"'m"'J k]b

tenzor meydanlmn ot toéremasinin koordinatlaridir.
(3.14) operatoruna kovariant torema operatoru deyilir. ot téramasini verilmis w vektor meydani
ile bikmakle koordinat-lari

th/l “Jq

olan istigamat Uzra téramani alariq.
Diferensiallanan M ¢oxobrazlisi, bu goxobraxl lizerinde hamar metrik tenzor meydani, yani
(0,2) tipli simmetrik vo geyri-moxsusi g tenzor meydani verildikde psevdo-Riman fozasi

iy iy

k
=W th/l j

adlanir va (M,g) kimi igara olunur. Bu fezanin har bir négtesinin 7,,M toxunan fezasi psevdo-
Evklid fezasidir. Nezar-de tutulur ki,
ds* = g,-j(x)duiduj (5.1)

diferensial kvadratik formasinin  signaturasi baxilan oblastda sabitdir, burada
g,-j(x)zg(ai,aj)—g tenzorunun tabii repera nazaron komponentloridir. Sgar (5.1) formasi
musbat-miayyan olarsa, deyacayik ki, (M,g) Riman coxobrazlisidir. Bu halda 7.M Evklid
fozasi olur.

(M,g) goxobrazlisi lizerinde asagidaki iki serti 6deyen yegana V rabitasi vardir:

1) bu rabitenin buruglugu sifra barabaerdir: S =0;

2) bu rabitede metrik tenzor kovariant sabitdir: Vv vek-tor meydani Ggln

V,g=0.

Yuxaridaki qayda ile teyin olunan V rabitasine Riman rabitesi deyilir. Riman rabitasinin
komponentlari tabii repers nazaran

|
I = Ph ¢ (@gjs +0,8;s — ﬁsgij) (5.2)

disturu ile ifads olunurlar, yani Kristoffel simvollandir (bax § 3, (3.5) dusturu).

Metrik tenzorun varligi psevdo-Evklid fezasinda oldugu kimi, vektor ve kovektor
meydanlar arasinda biyektiv uygunluq yaratmaga imkan verir. Bu uygunlug koordinatlarla
indeksin endiriimasi va qaldlrllmaS| sakllnde ifada olunur:

— g, V=g, (5.3)

Mahz bu sebebden vektor meydanlnln rotasiyasindan ve kovektor meydaninin
divergensiyasindan danigsmaqg olar:
(rotv)., = 2g4 Y, Vv,
ij ) il (5.4)
divv=g'Vy,.
indekslerin endiriimasi va qaldirimasi emalleri istenilen tipli tenzor meydanlarina tetbiq oluna
bilor.
Metrik tenzorun kovariant sabitliyine asasan, vektorlarin skalyar hasili paralel koglirma
zamani saxlanilir. Bagqa s6zle, paralel kdgirma zamani toxunan fazalarin

.M > T (\M
xatti izomorfizmi izometriyadir.
(M,g) fozasinda geodezik xatlor izotrop ve qeyri-izotrop ola biler. Her iki halda
geodezik xattin tenliyini

d*u k du’ du
I; =0 5.5
ds’® e ( (S)) ds ds (59

soklinde yazmagq olar, burada s — kanonik parametrdir.
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Bir sira hallarda ¢oxobrazli Gzarinde {81.} tobii reperina deyil, har bir négtade xatti asil
olmayan n sayda e;(x) vektor meydanlarindan teskil olunmus daha Gmumi ndv repers baxil-
masi zarurati yaranir. Bels reperlora geyri-holonom reperlar deyilir.

[el.,ej]z le (x)ey (5.6)
gabul edarok, geyri-holonom reperin struktur tanliyini alarig. Rg — qgeyri-holonomlug obyekti
adlanir. Qeyd edak ki, qeyri-holonomlug obyekti tenzor deyildir. Qosma {ei(x)}: e'(e;)=0;
koreperi

de* = —%R;?eiAej (5.7)
struktur tanliklarini 6dayir.
Ve, =Tje (5.8)
gabul etmakls, geyri-holonom reperds rabite amsallarini alarig. Bu halda kovariant torema
Vol =e,() + T/ (5.9)

saklinda yazilir ve burugluq tenzoru
k k k
S = 2T — Ry (5.10)
ifadasina malik olur.
(M,g) psevdo-Riman fezasl halinda burugluq sifra bara-bardir, lakin bu he¢ da

F[’;-] = ER’f rabite emsallarinin simmet-rikliyini gdstermir. Metrik tenzorun kovariant téramasinin

sabit-liyindan alinir ki,

Ly = %(ei(gjk)Jr ej(gik)_ek (gij))+

: (5.11)
E(szjj + Ry _Rijk)v
(5.11) disturu (5.2) disturunun  Umumilesmasidir. (M,g) foza-sinda daha ¢ox

ortonormallagsmis geyri-holonom reperlardan istifads olunur: g(ei,ej)z 0, i#], g(e- e-): +1.

ds” =(e1)z +---+(e )z_..._(en)z

soklina gatirilir va (5.11) dusturuna asasen rabite emsallari Ggln

1
Dy = E(Rkij + Ry, _Rijk) (5.12)

Bu halda metrika

ifadesi dogru olur.
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