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I  Мцщазиря 

Пройектив фязанын аксиоматик гурулмасы. Proyektiv koordinat sistemi 

 

Proyektiv həndəsə XIX əsrin birinci yarısında Fransada yaranmışdır. 

Bu elmin yaranması fransız riyaziyyatçısı Ponselenin (1788-1867) adı ilə 

bağlıdır.  

Tutaq ki, bizə hər hansı K  meydanı üzərində  1n  ölçülü V  vektor fəzası 

verilir. V  ilə fəzanın 






oV / vektorları çoxluğunu işarə edək. Hər hansı boş 

olmayan P çoxluğu üçün aşağıdakı iki şərti  (aksiomu) ödəyən 

PVf : inikası varsa, onda P  çoxluğuna V  vektor fəzasının doğurduğu n -

ölçülü proyektiv fəza deyilir.  

 I. PVf :  süryektivdir, yəni P  çoxluğunun hər bir nöqtəsi müəyyən 

bir Vx


vektorunun obrazıdır.  

 II. İxtiyari Vyx 


, vektorları üçün )()(


 yfxf bərabərliyi yalnız və yalnız 



x və 


y vektorları kolleniar olduqda doğrudur.  

 P  çoxluğunun elementlərinə proyektiv fəzanın nöqtələri deyilir və latın 

əlifbasının baş hərfləri ,....,,...,,, YXCBA  və s. işarə edilir.  

 Əgər Xxf 


)( olarsa, deyəcəyik ki, 


x  vektoru X  nöqtəsini doğurur. II 

aksiomdan alınır ki, V vektor fəzasının P  proyektiv fəzasının eyni bir 

nöqtəsini doğuran bütün vektorları çoxluğu, sıfır vektoru istisna olmaqla, 

birölçülü altfəzadır. Kolleniar olmayan vektorlar isə müxtəlif nöqtələri 

doğururlar.  

 Bu səbəbdən də K meydanı sıfır xarakteristikalı meydan (sonsuz 

sayda elementi olan meydan) olduqda, P  proyektiv fəzası da sonsuz sayda 

nöqtəyə malikdir. K meydanı sonlu meydan olduqda isə P   proyektiv fəzada  

da sonlu sayda nöqtə olar.  
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 Şərtləşək ki, bundan sonra biz yalnız R  həqiqi ədədlər meydanı 

üzərində olan V  vektor fəzaların doğruluğu proyektiv fəzalara baxacağıq. 

 Tutaq ki, P  üçölçülü proyektiv fəzadır. Onda P fəzasını doğuran V  

vektor fəzası dördölçülü olacaq. 

 Dördölçülü  V  vektor fəzanın üçölçülü 3L  alt vektor fəzasının doğruluğu 

bütün nöqtələr çoxluğuna P  fəzasında proyektiv müstəvi, 2L  alt ikiölçülü 

fəzasının doğurduğu nöqtələr çoxluğu isə proyektiv düz xətt adlanır. 1L  

birölçülü altfəzasının doğurduğu çoxluğun isə nöqtə olduğunu demişdik.  

2L  və 3L  alt vektor fəzalarında cüt –cüt kolleniar olmayan sonsuz sayda 

vektorlar olduğundan, proyektiv düz xətt və proyektiv müstəvi üzərində 

sonsuz sayda nöqtə vardır.   Üçölçülü proyektiv fəzada bir proyektiv düz xətt 

üzərində olmayan üç nöqtənin, bir proyektiv müstəvi üzərində olmayan dörd 

nöqtənin varlığını göstərmək olar. 

 Doğrudan da, P  üçölçülü proyektiv fəzanı doğuran dördölçülü V  vektor 

fəzasında, onun bazisi olan dörd 


dcba ,,,  vektorları vardır. Bu vektorların 

doğruluğu dörd CBA ,, və D  nöqtələri bir proyektiv müstəvi üzərində 

deyillər. Bundan başqa onlardan istənilən üç dənəsi bir proyektiv düz xətt 

üzərində ola bilməzlər. 

 Bunu isbat edək. Əksini fərz edək. ,, BA  və C  nöqtələri bir proyektiv 

düz xəttə aiddirlər. Onda bu nöqtələri doğuran ,,


ba və 


c  vektorları ikiölçülü 

2L  vektor fəzasına daxildirlər. Bu isə ,,


ba və 


c  vektorlarının xətti asılı 

olmadıqlarına ziddir. 

 İsbat edəcəyimiz aşağıdakı xassələr üçölçülü proyektiv fəzanın, proyektiv 

müstəvinin və proyektiv düz xəttin tərifindən alınır.  

Xassə 1. İstənilən iki A  və B nöqtələrindən yalnız və yalnız bir 

proyektiv düz xətt keçir. 
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İsbatı. Fərz edək ki, 


a və 


b vektorları A  və B nöqtələrini doğururlar. 

Onda 


a və 


b vektorları kolleniar ola bilməzlər. Deməli, 


a və 


b vektorlarının 

doğruluğu ),(


baL  vektor fəzası ikiölçülü vektor altfəzasıdır. ),(


baL  altfəzası 

müəyyən bir   proyektiv düz xəttini doğurur.  A  və B nöqtələrininin hər ikisi  

  proyektiv düz xəttinin üzərində olacaq. 

İndi göstərək ki, A  və B nöqtələrindən keçən yeganə proyektiv düz 

xətdir. Əgər  A  və B nöqtələrindən keçən başqa bir düz xətt, 2
'L isə bu düz 

xətti doğuran altfəza olarsa, onda '
2La



və  '
2Lb



 olar. Onda ),(


baL  və '
2L   

altfəzaları üst-üstə düşəcəklər. Deməli, və ' düz xətləri də üst –üstə 

düşəcəklər. 

Xassə isbat olundu. 

Analoji olaraq aşağıdakı xassəni də isbat etmək olar. 

Xassə 2. Üçölçülü proyektiv fəzada bir proyektiv düz xətt üzərində 

olmayan üç nöqtədən yalnız və yalnız bir proyektiv müstəvi keçir.  

Xassə 3. Əgər iki A  və B müxtəlif nöqtələri   proyektiv müstəvisinə 

aiddirsə, onda bu nöqtələrdən keçən AB düz xətti də  müstəvisinə aiddir.  

İsbatı. Fərz edək ki,   proyektiv müstəvisinin doğuranı W üçölçülü 

vektor fəzasıdır, A  və B  nöqtələrinin doğuranları isə 


a və 


b vektorlarıdır.  

),(


baL  ikiölçülü vektor fəzası AB düz xəttinin doğuranı olacaq. 

WbWa 


,  olduğundan WbaL 


),( olar. Tutaq ki, M nöqtəsi AB  düz xəttinin 

ixtiyari nöqtəsi, 

m vektoru isə M nöqtəsinin doğuranıdır. 









baLm , olduğundan Wm


olar. Buradan çıxır ki, M   olur.  

Xassə isbat olundu.  

Xassə 4. Bir proyektiv müstəvi üzərində yerləşən iki proyektiv düz xətt 

kəsişir.  
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İsbatı. Fərz edək ki, a və b düz xətləri  müstəvisi üzərində yerləşən 

ixtiyari iki proyektiv düz xətdirlər. ', 22 LL  və W vektor fəzaları uyğun olaraq bu 

proyektiv düz xətləri və   müstəvisini doğuran altfəzalardırlar. a  və 

b  olduğu üçün WL 2  və WL '
2  olar. 2L və '

2L fəzaları W üçölçülü vektor 

fəzasının müxtəlif ikiölçülü vektor altfəzaları olduqlarından, cəbrdən məlum 

olan teoremə əsasən 2L və '
2L  fəzalarının birölçülü ortaq altfəzaları vardır. 

Həmin birölçülü altfəzanın doğurduğu nöqtə isə a  və b proyektiv düz 

xətlərinin ortaq nöqtəsi olar. Xassə isbat olundu. 

Xassə5. Üçölçülü proyektiv fəzada ixtiyari proyektiv müstəvi ilə, onun 

üzərində yerləşməyən proyektiv düz xəttin yalnız və yalnız bir ortaq nöqtəsi 

vardır.  

Xassə 6.  Üçölçülü proyektiv fəzada ixtiyari iki müxtəlif proyektiv 

müstəvinin, onların ortaq nöqtələrindən ibarət olan yalnız və yalnız bir ortaq 

düz xətti vardır. 

5-ci və 6-cı xassələrin isbatı oxucuya çatdırılır. 
Tərif 1. Tutaq ki, )( 2nn  ölçülü proyektiv fəzada )(,...,, 321 kBBB k kimi 

K nöqtə verilmişdir. Əgər bu nöqtələrin istənilən 3-ü bir proyektiv düz xətt 

üzərində yerləşmirsə, onda deyirlər ki, kBBB ,...,, 21 nöqtələri ümumi 

vəziyyətdədirlər. 

Tərif 2.   proyektiv müstəvisində ümumi vəziyyətdə olan, 

nizamlanmış EAAA ,, 321  nöqtələri sisteminə proyektiv reper və ya proyektiv 

müstəvidə proyektiv koordinat sistemi deyilir, ),,( , EAAAR 321  ilə işarə edilir.  

,,, 321 AAA nöqtələrinə reperin təpə nöqtələri, E nöqtəsinə reperin vahid 

nöqtəsi, 313221 AAAAAA ,, düz xətlərinə isə koordinat düz xətləri deyilir. 

Əgər reperin təpə nöqtələrini və vahid nöqtəsini doğuran 


321 aaa ,  və 


e  

vektorları 


 eaaa 321,  şərtini ödəməklə seçiliblərsə, onda 


eaaa ,, 321  
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vektorları sisteminə ),,( , EAAAR 321  reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar 

sistemi deyilir.  

Göstərək ki, verilmiş reperə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemi həmişə 

vardır. 


ebbb ,, 321  vektorları uyğun olaraq ,, 321 AAA və E   nöqtələrini doğuran 

vektorlar olsunlar. ,, 321 AAA nöqtələri bir proyektiv düz xətt üzərində olmadıq-

larından, 


21,bb və 


3b vektorları bir ikiölçülü vektor fəzaya aid ola bilməzlər.  

Deməli, 


321 bbb ,  vektorları komplonar olmadıqlarından, onları   

proyektiv müstəvisini doğuran üçölçülü vektor fəzanın bazis vektorları kimi 

qəbul edə bilərik. Onda heç olmazsa biri sıfırdan fərqli olan 321  ,, həqiqi 

ədədləri var ki,  


 332211 bbbe                                 (2) 



 333222111 ,, bababa   vektorları da ,, 321 AAA nöqtələrini doğururlar.  

Beləliklə, biz EAAA ,, 321  nöqtələrini doğuran və (1) şərtini ödəyən 



eaaa ,, 321  vektorlar sistemini aldıq.  

Əgər   sıfırdan fərqli hər hansı həqiqi ədəd olarsa, (1) bərabərliyinin 

hər tərəfini  -ya vurmaqla  


 eaaa  332211  

bərabərliyini alarıq. 


eaaa  ,, 321  vektorları sistemi də R  reperinə nəzərən 

əlaqəli vektorlar sistemi olar. Buradan çıxır ki, verilmiş reperə nəzərən 

sonsuz sayda əlaqəli vektorlar sistemi vardır. 

Teorem 1. Əgər 


eaaa ,, 321  və 

 eaaa ,, 321  vektorlar sisteminin hər biri 

),,( , EAAAR 321  reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemi isə onda elə 

0 həqiqi ədədi var ki, 



 eeaaaaaa  ,,, 3
'
32

'
21

'
1          (3) 

olur. 
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İsbatı. 


'
1a və 



1a vektorları eyni bir 1A nöqtəsini doğurduqlarından elə bir 

01   həqiqi ədədi var ki, 


 111 aa  . Analoji olaraq elə 000 432   ,,  

həqiqi ədədləri var ki, 


 eeaaaa 4
'

33
'
322

'
2 ,,  . 


'

3
'

2
'

1
' ,, eaaa vektorları R  reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemi 

olduqlarından 


 '
3
'

2
'

1
' , eaaa  bərabərliyindən 



 eaaa 4332211   

bərabərliyini alarıq. Axırıncı bərabərliyin hər tərəfini 4 - ə bölsək 



 eaaa 3
4

3
2

4

2
1

4

1








                           (4) 

alarıq.  


321 aaa ,  vektorları proyektiv müstəvini doğuran üçölçülü vektor fəzanın 

bazis vektorları olduqlarından, 



e  vektorunun bu bazis vektorların üzrə ayrılışı yeganədir. Onda (4) və (1) 

bərabərliklərindən alarıq ki,  

,1,1,1
4

3

4

2

4

1 









 

4321   alınır. Bununla da (3) bərabərliklərinin doğruluğu isbat olundu.  

İndi də, proyektiv müstəvi üzərində verilmiş proyektiv koordinat 

sistemində nöqtənin koordinatı anlayışını verək.  

Fərz edək ki, X  nöqtəsi  proyektiv müstəvinin ixtiyari nöqtəsidir. Bu 

müstəvi üzərində  EAAAR ,,, 321  proyektiv reperi verilmişdir. X nöqtəsini 

doğuran ixtiyari 


x  vektoruna və R  reperinə nəzərən nəzərən əlaqəli 



eaaa ,,, 321  vektorlar sisteminə baxaq. 


321 ,, aaa  vektorlarını   müstəvisini 

doğuran üçölçülü V  vektor fəzasının bazis vektorları qəbul edək. 


x  

vektorunun bu bazisə üzrə ayrılışını yazaq. 



 332211 axaxaxx                        (5) 
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Müəyyən nizamla götürülmüş 321 ,, xxx  ədədlərinə X  nöqtəsinin 

R reperində proyektiv koordinatları deyilir,  321 ,, xxxX  və ya  RxxxX 321 ,,  kimi 

işarə edilir. 1x -ə X  nöqtəsinin birinci, 2x -yə ikinci, 3x ə isə üçüncü proyektiv 

koordinatı deyilir. 0


x  olduğundan 21 , xx  və 3x  koordinatlarının üçü də 

birdən sıfra bərabər ola bilməz.  

Qeyd etmək lazımdır ki, X  nöqtəsinin koordinatları bu nöqtəni 

doğuran 


x  vektorunun seçilməsindən və R  reperinə nəzərən əlaqəli 



eaaa ,,, 321  vektorlarının seçilməsindən asılıdır. Bu asılılığın xarakterini 

aydınlaşdıraq. Tutaq ki, 


''
3

'
2

'
1 ,,, eaaa vektorları R  reperinə nəzərən başqa 

əlaqəli vektorlar sistemidir. 


'x isə X  nöqtəsini doğuran başqa bir vektordur. 



x  və 


'x  vektorları eyni bir nöqtəni doğurduqlarından olduqlarından elə 0  

həqiqi ədədi var ki, 


 xx '  olur. Bundan qabaq isbat etdiyimiz teoremə 

görə elə 0  həqiqi ədədi var ki, 


 3
'
32

'
21

'
1 ,, aaaaaa   

 X  nöqtəsinin yeni seçilmiş əlaqəli vektorlar sisteminə nəzərən  ,,, '
3

'
2

'
1 xxx  

olsun. Onda  



 '
3

'
3

'
2

'
2

'
1

'
1

' axaxaxx  

Yuxarıda deyilənləri bu bərabərlikdə nəzərə alsaq alarıq:  



 '
3

'
3

'
2

'
2

'
1

'
1

' axaxaxx   

Bu bərabərliyin hər tərəfini   ədədinə bölsək 



 3
'
32

'
21

'
1 axaxaxx








                     (6) 

Bu bərabərliyi (5) bərabərliyi tutuşduraq. 

0,,, '
33

'
22

'
11 













xxxxxx  

alarıq. 
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 Beləliklə, alırıq ki, proyektiv müstəvidə verilmiş proyektiv reperə 

nəzərən müstəvinin hər bir nöqtəsinin koordinatları sabit vuruq dəqiqliyi ilə 

təyin edilir. 

Yəni əgər ),,( 321 xxx  ədədləri ( 321 ,, xxx ) ədədlərinin üçü də birdən sıfır 

deyil) hər hansı bir nöqtənin  EAAAR ,,, 321  reperində koordinatlarıdırsa, 

onda ixtiyari 0  ədədi üçün  302010 ,, xxx  nizamlı ədədləri də həmin nöqtənin 

 EAAAR ,,, 321  reperinə nəzərən koordinatları dır. 

 EAAAR ,,, 321  reperinin təpə nöqtələrinin və vahid nöqtəsinin bu 

reperə nəzərən koordinatları )1,1,1(),1,0,0(),0,1,0(),0,0,1( 321 EAAA  olar. 

 
II Мцщазиря 

Nöqtəлярин proyektiv koordinatlarının çevrиlməsi  

 

Fərz edək ki,   proyektiv müstəvisində iki   ,,, 321R  və 

 '''' ,,,'  321R  reperləri verilib və 'R  reperinin təpə nöqtələrinin və vahid 

nöqtəsinin R reperinə nəzərən koordinatları məlumdur:  

     
RRR

aaaaaaaaa 332313332221223121111 ,,,,,,,, '''  və   .,, 302010 Raaa  


















30333231

20232221

10131211

aaaa

aaaa

aaaa

C                            (1) 

 

matrisinə R  reperindən 'R  reperinə keçid matrisi deyilir.  Əgər  eaaa ,, 321

  

vektorlar sistemi R  reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemi olarsa, onda   

,

,

,

,

'

'

'

3302201101

3332231133

3312221122

3312211111

















aaaaaae

aaaaaaa

aaaaaaa

aaaaaaa

                   (2) 
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vektorları 'R  reperinin ''' ,, 321   təpə nöqtələrini və ' vahid nöqtəsini 

doğuran vektorlar olacaqlar. (2) bərabərliklərindən alırıq:  

 

    330333231220232221

110131211321









aaaaaaaaaa

aaaaaeaaa ''''

     (3) 

321


aaa ,,  vektorlar   proyektiv müstəvisini doğuran üçölçülü vektor fəzasında 

xətti asılı olmayan vektorlar olduqlarından,
''

'
;

,,

eaaa 321  vektorlar sistemi 'R  

reperinə nəzərən yalnız və yalnız onda əlaqəli vektorlar sistemi olar ki, (2) 

matrisinin birinci üç sütununun cəmi onun dördüncü sütununa bərabər 

olsun. Bu halda (1) matrisinin sütunlarına əlaqəli sütunlar deyəcəyik.  

Əgər R  reperindən 'R  reperinə (1) keçid matrisinin sütunları əlaqəli 

olmazlarsa, onda bu matrisin birinci sütununu 1k  ədədinə, ikinci sütununu 2k  

ədədinə üçüncü sütununu 3k  ədədinə vurmaqla onlar 













30333232131

20323222121

10313212111

akakaka

akakaka

akakaka

                      (4) 

(4) tənliklər sisteminin həlli kimi təyin edə bilərik. Proyektiv koordinat 

sistemində nöqtənin koordinatları sabit ədədi vuruq dəqiqliyi ilə təyin 

olunduğundan. 

















30333232311

20233222211

10133122111

aakakak

aakakak

aakakak

                    (5) 

matrisi də R  reperindən 'R  reperinə keçid matrisi olacaq. Bu matrisin 

sütunları əlaqəlidir.  

(4) tənliklər sistemi haqqında onu qeyd edək ki, ''' ,, 321   nöqtələri bir 

düz xətt üzərində olmadıqlarından 

0

333231

232221

131211


aaa

aaa

aaa
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olar. 

Deməli (4) sisteminin yeganə həlli var. Həm də 0,0 21  kk  və 03 k  

olar. Çünki əgər məsələn 01 k  olarsa, onda 'E  nöqtəsi ''
32AA  koordinat düz 

xətti üzərində olar. Bu isə  '''' ,,,'  321R -in reper olması şərtinə ziddir. 

Eyni qayda ilə 02 k  və 03 k . Beləliklə, R  reperindən 'R  reperinə (5) 

keçid matrisinin sütunları əlaqəlidirlər.  

İndi proyektiv müstəvidə müstəvidə koordinatların çevrilməsi 

məsələsinə keçək. 

Məsələ 1. Proyektiv müstəvidə  R  və 'R  reperləri,  R  reperindən 'R  

reperinə sütunları əlaqəli olan (1) keçid matrisi və proyektiv müstəvisinin R  

və 'R  reperlərində koordinatları uyğun olaraq  321 xxx ,,  və  ''' ,, 321 xxx  olan 

ixtiyari   nöqtəsi verilmişdir. 321 xxx ,,  koordinatlarını ''' ,, 321 xxx  koordinatları 

ilə ifadə etmək tələb olunur.  

Həlli. Tutaq ki, 

eaaa ,, 321

  vektorları sistemi R  reperinə nəzərən əlaqəli 

vektorlar sistemidir. Onda (2) bərabərlikləri ilə təyin olunan 

   ,,, ''
3

'
2

'
1



eaaa vektorları 'R  reperinin təpə nöqtələrini və vahid nöqtəsini 

doğuran vektorlardır. (1) keçid matrisinin sütunları əlaqəli olduğundan 


'
3

'
2

'
1 ,, aaa  və 


'e  vektorları 'R  reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemi olar. 

Fərz edək ki, 

y  vektoru X  nöqtəsini doğuran hər hansı bir vektordur. 

 321 yyy ,,  bu vektorun 


321 ,, aaa  bazisində,  ''' ,, 321 yyy isə 


'
3

'
2

'
1 ,, aaa  bazisində 

koordinatlarıdır 

Onda      









''''''
332211

332211

ayayayy

ayayayy
                         (6) 

 (2) və (6) bərabərliklərindən alarıq: 
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   (7)  

                                             

 

Buradan isə alarıq:  

'''

'''

'''

3332321313

3232221212

3132121111

yayayay

yayayay

yayayay







                           (8) 

 

 321 ,, yyy  və  321 ,, xxx   X  nöqtəsinin R  reperində koordinatları 

olduqlarından elə 0  həqiqi ədədi var ki, 332211 xyxyxy   ,,   olar.  

 ''' ,, 321 yyy  və  ''' , 321 xxx  X  nöqtəsinin 'R  reperində də koordinatları 

olduqlarından elə 0'    həqiqi ədədi var ki, '''''' ,, 332211 xyxyxy    olar. Bu 

qiymətləri (8) də nəzərə alsaq: 

 
''''''

''''''

''''''

3332321313

3232221212

3132121111

xaxaxax

xaxaxax

xaxaxax













                 (9) 

Bu bərabərliklərin hər tərəfini ' - ə bölsək və '
     işarə etsək alarıq. 

 
'
333

'
232

'
1313

'
323

'
222

'
1212

'
313

'
212

'
1111

xaxaxax

xaxaxax

xaxaxax













                 (10) 

(10) düsturlarına  proyektiv müstəvidə koordinatların çevrilməsi düsturları 

deyilir. Biz ,, 21 xx və 3x  koordinatlarını sabit vuruq dəqiqliyiilə tapdıq. Bu isə 

təbiidir, çünki proyektiv reper nöqtənin koordinatlarını sabit vuruq dəqiqliyi 

ilə təyin edir. (10) düsturlarını bir misal üzərində nəzərdən keçirək.  

Misal. Proyektiv müstəvidə R reperindən 'R reperinə 

   
  
















 





 






 

3322113333232131

23232221211313212111

33322311333322221122

3312211111332211

ayayayayayaya

ayayayaayayaya

aaaaaayaaaaaay

aaaaaayayayayy

'''

''''''

''

'''''''
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















 2101

1010

1021

      

keçid matrisi verilmişdir. R  reperindən 'R  reperinə keçiddə proyektiv koor-

dinatların çevrilməsi düsturlarını yazın. 

Həlli. Göründüyü kimi verilən keçid matrisinin sütunları uyğunlaşmış 

deyillər. Birinci sütunun elə 1k , ikinci 2k , üçüncü sütunu elə 3k ədədinə vuraq 

ki, 

 













2

1

12

31

2

21

kk

k

kk

 

şərti ödənsin. Bu sistemdən 11 21  kk , və 13 k  alarıq. Deməli, R  

reperindən 'R  reperinə keçid matrisinin sütunları əlaqəlidirlər.  

















2101

1010

1021

  

R  reperindən 'R  reperinə keçiddə çevirmə düsturları  















''

'

''

313

22

211 2

xxx

xx

xxx







 

olar. 

İndi proyektiv düz xətt üzərində proyektiv koordinatların çevrilməsi 

məsələsinə baxaq. Fərz edək ki, d  proyektiv düz xətt üzərində 

 EAAR ,, 21  və  ''' ,,,'  21R  reperləri verilir. 'R  reperinin təpə nöqtələ-

rinin və vahid nöqtəsinin R reperində koordinatları məlumdur. 

    ),(,,,, '''
20102212221111 aaEaaAaaA  










202221

101211

aaa

aaa
                             (11) 
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matrisi R  reperindən 'R  reperinə keçid matrisi adlanır. Əgər (11) matrisinin 

birinci iki sütununun elementləri cəmi onun üçüncü sütununa bərabər 

olarsa, onda bu matrisə sütunları əlaqəli matris deyəcəyik. 

Məsələ 2. Proyektiv düz xəttin ixtiyari X  nöqtəsinin bu proyektiv düz 

xətləri R  və 'R  reperlərində koordinatları uyğun olaraq  Rxx 21, və   '
'
2

'
1, Rxx -dir. 

Əgər R  reperindən 'R  reperinə sütunları əlaqəli olan (7) keçid matrisi 

verilibsə, 1x  və 2x  koordinatlarını '' , 21 xx  koordinatları ilə ifadə edin.  

Həlli: Əgər 

eaa ,, 21  vektorları R reperinə nəzərən vektorlar 

sistemidirsə, onda  













220110

2221122

2211111

aaaae

aaaaa

aaaaa

'

'

'

                         (12) 

vektorları 'R  reperinin təpə nöqtələrini və vahid nöqtəsini doğuran vektorlar 

olacaq. (11) keçid matrisinin sütunları əlaqəli olduqlarından,  


''' ,, eaa 21  

vektorları da 'R  reperinə nəzərən əlaqəli vektorlar sistemi olar. 

Əgər X  nöqtəsini doğuran hər hansı 

y  vektorunun 



21 aa , və 


'' , 21 aa  

bazislərində koordinatları uyğun olaraq    '' ,, 2121 yyyy   olarsa onda  



 2211 ayayy   və  


 '
2

'
2

'
1

'
1y ayay          (13) 

(12) və (13) münasibətlərindən isə  

    











 






 

22112
'
222

'
1211

'
212

'
111

222112
'
2221111

'
1

'
2

'
2

'
1

'
1y

ayayayayaayaya

aaaayaaaayayay
 (14)  

alarıq. Burada isə  

''

''

2221212

1121111

yayay

yayay




                                 (15) 

 21 yy ,  və  21 xx ,  eyni bir R  reperində X  nöqtəsinin koordinatları 

olduqlarından 0  həqiqi ədədi var ki, 2211 xyxy   ,  olur. Analoji olaraq 
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elə 0'  həqiqi ədədi var ki, '''''' , 2211 xyxy   . Bu münasibətləri (15) –də 

nəzərə alsaq. 

''''

''''

2221212

1121111

xaxax

xaxax








 

olar.  

Bu bərabərliklərin hər tərəfini '  -ə bölüb, '
   işarə etsək, 










''

''

2221212

2121111

xaxax

xaxax




                            (16) 

düsturlarını alarıq. (16) düsturlarına proyektiv düz xətt üzərində 

koordinatların çevrilməsi düsturları deyilir. Proyektiv müstəvidə olduğu kimi, 

burada da 1x  və 2x  koordinatların təbii olaraq sabit vuruq dəqiqliyi ilə təyin 

etdik.  

 
III Мцщазиря 

 Дüz xəttin тянликляри. Дüz xəttin koordinatları. Икилик Принсипи. 

Biz evklid fəzasında koordinat üsulu haqında bəhs etdiyimiz zaman   

fiqurunu təyin edən şərtlər, haqqında xüsusi halda   fiqurunun tənliyi 

haqqında danışmışdıq. 

Proyektiv fəzada da   fiqurunun tənliyi anlayışı analoji qayda ilə 

verilir.  

Verilən reperdə   fiqurunun tənliyi elə bir tənliyə deyilir ki,   

fiqurunun hər bir nöqtəsinin koordinatları bu tənliyi ödəyir,   fiquruna aid 

olmayan istənilən nöqtənin koordinatları bu tənliyi ödəmir. 

Proyektiv müstəvidə də evklid müstəvisində olduğu kimi fiqur olaraq 

əsasən düz xətlərə baxılır. Biz də düz xəttin müxtəlif tənliklərini verəcəyik. 

Verilən iki nöqtədən keçən düz xəttin tənliyini çıxaraq.  

Fərz edək ki, proyektiv müstəvidəki R  reperində d  düz xəttini iki 

 RaaaA 321 ,,  və   RbbbB 321 ,,  nöqtələri koordinatları ilə verilmişdir. d  düz 
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xəttinin ixtiyari  RxxxX 321 ,,  nöqtəsini götürək. BA,  və X  nöqtələri bir düz 

xətt üzərində olduqlarından §4-də 3cü teoremə əsasən  

333

222

111

bax

bax

bax

=0                                     (1) 

alarıq.   

Bu  isə d  düz xəttinin tənliyidir.  

A  və B  müxtəlif nöqtələr olduqlarından  

ranq 2

33

22

11


















ba

ba

ba

                                   (2) 

Deməli, (1) tənliyi yalnız və yalnız onda ödənər ki, determinatın birinci 

sütunu, onun ikinci və üçüncü sütunlarının xətti kombinasiyası olsun.  

Yəni elə   və   (ikisi də birdən sıfra bərabər olmayan) həqiqi 

ədədləri var ki,  

333

222

111

bax

bax

bax









                                  (3) 

Bu tənliklər proyektiv müstəvidə düz xəttin parametrik tənlikləri 

adlanırlar. Onların mahiyyəti ondan ibarətdir ki, ikisi də birdən sıfra bərabər 

olmayan   və   ədədləri necə olurlarsa, olsunlar (3) tənliklərindən alınan 

321 ,, xxx  ədədləri (1) tənliyini ödədiyi üçün koordinatları  321 ,, xxx  olan 

nöqtə d  düz xətti üzərindədir.  

Tərsinə koordinatları  321 ,, xxx  olan nöqtə  d  düz xətti üzərindədirsə, 

onda həmişə elə   və   həqiqi ədədləri var ki, 321 ,, xxx  koordinatları (3) 

tənlikləri vasitəsi ilə 321 ,, aaa  və  321 ,, bbb  ədədləri ilə ifdə olunurlar.  

(1) tənliyinin sol tərəfindəki determinatı birinci sütun elementlərinə 

görə açsaq.  



 16

0
22

11
3

33

11
1

22

22
1 

ba

ba
x

ab

ab
x

ba

ba
x    alarıq. 

 

22

11
3

33

11
2

22

22
1 ,,

ba

ba
u

ab

ab
u

ba

ba
u     işarə etsək. 

0332211  xuxuxu                                (4) 

(2) bərabərliyindən alınır ki, 321 ,, uuu  ədədlərindən heç olmazsa biri 

sıfırdan fərqli olmalıdır. Deməli, ixtiyari proyektiv reperdə düz xətt 

birdərəcəli bircins tənliklə verilir. 

Bunun tərsi də doğrudur: 

Teorem 1.  Proyektiv müstəvidə birdərəcəli bircins (4) tənliyi ilə 

verilən fiqur proyektiv düz xətdir. 

İsbatı. Fərz edək ki, 01 u . Onda  0,, 12 uuP   və ),0,( 12 uuQ   

nöqtələrinin koordinatları (4) tənliyini ödəyirlər. P  və Q  nöqtələrindən keçən 

düz xəttin tənliyini yazaq: 

0

0

0

13

12

321





ux

ux

uux

 və ya 03312211
2
1  xuuxuuxu  

 

Axırıncı tənliyin hər tərəfini 1u -ə bölsək, onda  

0332211  xuxuxu tənliyini alarıq. Deməli, P  və Q nöqtələrindən keçən 

PQ  düz xəttinin tənliyi (4) tənliyi ilə üst-üstə düşür. Teorem isbat olundu. 

Fərz edək ki, bizə iki 1d və 2d düz xətləri 

                03322111  xuxuxud :                       (5) 

03322112  xxxd :                       (6)  

tənlikləri ilə verilmişlər.  

Cəbr kursunda bircins tənliklər sisteminin əsas determinatının ranqı 

haqqında teoremdən birbaşa alınır ki,  
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Teorem 2. (5) və (6) tənlikləri ilə verilmiş düz xətlər yalnız və yalnız 

onda üst-üstə düşür ki,  

ranq 1
321

321 








uuu

   

olsun. Buradan belə nəticə çıxır: 

Nəticə. (5) və (6) tənlikləri ilə verilmiş düz xətlər yalnız və yalnız onda 

kəsişirlər ki,  

   ranq 2
321

321 








uuu

  

olsun.  

Fərz edək ki, d  düz xətti R  reperində 0332211  xuxuxu  tənliyi ilə 

verilmişdir. Onda 321 uuu ,,  ədədlərinə d   düz xəttinin R  reperində 

koordinatları deyilir və belə işarə edilir:  321 uuud ,,  və ya  
R

uuud 321 ,, . 

Yuxarıda qeyd etdiyimiz kimi düz xəttin koordinatlarının üçü də eyni za-

manda sıfır ola bilməz. Həm də ki, R  reperində  düz xəttin koordinatları 

sabit vuruq dəqiqliyi ilə təyin olunur. Proyektiv müstəvidə  EAAAR ,,, 321  

reprində koordinat düz xətlərinin tənlikləri və koordinatları aşağıdakı kimi 

olur. 

 

 
 
 0010

0100

1000

32132

31231

21321

,,:

,,:

,,:

AAxAA

AAxAA

AAxAA






 

Proyektiv müstəvidə ikilik prinsipi proyektiv həndəsənin mühüm 

anlayışlarından biridir.  

Nöqtə və düz xəttin qarşılıqlı aid olmaları münasibətini adətən belə 

ifadə edirik: «Nöqtə düz xəttin üzərindədir» və ya «düz xətt nöqtədən 

keçir». Bundan sonra biz bu münasibəti belə ifadə edəcəyik: «Nöqtə düz 

xəttə aiddir» və ya «düz xətt nöqtəyə aiddir».  
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Tutaq ki, '  çoxluğu   proyektiv müstəvisi üzərində bütün düz xətlər 

çoxluğudur.   müstəvisində R  reperini götürək. Koordinatları ilə verilmiş hər 

bir   
R

aaaA 321 ,,  nöqtəsinə R  reperində eyni koordinatlara malik 'm  

düz xəttini qarşı qoysaq onda müəyyən bir ':    inikasını alarıq. 

Göstərək ki, bu inikas biyeksiyadır.   inikası  
R

aaaA 321 ,,  nöqtəsinə 

 
R

aaam 321 ,,  düz xəttini qarşı qoyur. Əgər Avə B  nöqtələri   proyektiv 

müstəvisinin müxtəlif nöqtələri isə onların koordinatları mütənasib deyillər. 

Onda onlara qarşı qoyulan m  və n  düz xətlərinin də koordinatları mütənasib 

olmadıqlarından, bu düz xətlər onlarda müxtəlif düz xətlərdirlər. Deməli,   

inikası inyeksiyasıdır. Yəni müxtəlif nöqtələrə qarşı müxtəlif düz xətlər 

qoyulur.   inikası həm də süryeksiyadır. Çünki, '  çoxluğunun hər bir düz 

xətti eyni koordinatlara malik olan nöqtənin obrazı olacaq. Beləliklə aldıq ki, 

  inikası biyeksiyadır, yəni qarşılıqlı birqiymətli uyğynluqdur,   ':1  

inikası düz xətlər çoxluğundan nöqtələr çoxluğuna biyeksiyadır. 

Qeyd etmək lazımdır ki,  və 1  inikasları nöqtələr və düz xətlər 

arasında «aid olmaq» münasibətini saxlayırlar: Yəni əgər  dA  və  Aa '  

isə onda  dD 1'  nöqtəsi 'a  düz xəttinə  aid olar, '' aD  . Həqiqətən, A  

nöqtəsi  
R

aaa 321 ,,  koordinatları ilə d  düz xətti  
R

uuu 321 ,,  koordinatları ilə 

verilən dA  olduğundan  

 0332211  uauaua                      (1)       
olar. 
 
  inikasının tərifinə görə 'a   düz xəttinin də koordinatları  

R
aaa 321 ,,  və 'D  

nöqtəsinində koordinatları  321 uuu ,,  olar. Yəni ),,(' 321 aaaa  və  321 uuuD ,,'  
olar. (1) bərabərliyi göstərir ki, '' aD   olur.  

Bu təklifdən istifadə edərək aşağıdakı təklifin doğruluğunu isbat edək. 

Təklif CBA ,,  nöqtələri bir d  düz xəttinə aid olarlarsa, onda  

 CcBbAa   ),(),(  
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düz xətləri də bir )(dD 1  nöqtəsinə aid olarlar, başqa sözlə mərkəzi D  

nöqtəsi olan düz xətlər dəstəsinə aid olarlar.  

İsbatı: Yuxarıda qeyd etdiyimizə görə dA  olduğundan dBaD  ,  

olduğundan dCbD  , olduğundan CD olar. Deməli, cba ,,  düz xətləri 

mərkəzi D  nöqtəsi olan düz xətlər dəstəsinə aiddirlər.  

Bu təklifdən alınır ki,   inikasında proyektiv müstəvinin bir düz xəttinə 

aid nöqtələri çoxluğu bir düz xətlər dəstəsinə keçir. 

 

 

 

 

Şəkil 1 

Tərsinə, 1  inikasında bir nöqtəyə aid düz xətlər dəstəsi bir düz xəttə 

aid nöqtələr çoxluğuna keçər.  

İndi də proyektiv müstəvidə ikilik prinsipini ifadə edək.  

İkilik prinsipi (müstəvidə). Əgər proyektiv müstəvidə nöqtələr, düz 

xətlər və onların qarşılıqlı aid olmaları haqqında hər hansı A təklifi 

doğrudursa, onda bu təklifdə «düz xətlər» sözünü «nöqtələr» sözü ilə, 

«nöqtələr» sözünü «düz xətlər» sözü ilə əvəz etdikdə alınan   təklifi də 

doğru olar. 

*A  təklifinə A təklifi ilə ikili təklif deyilir. Proyektiv müstəvidə ikilik 

prinsipini əsaslandırmaq üçün , bu müstəvidə R  reperini götürək və 

yuxarıda olduğu kimi    və 1  inikaslarını quraq. Fərz edək ki, proyektiv 

müstəvinin nöqtələr və düz xətlərdən ibarət hər hansı   çoxluğu üçün nöqtə 

və düz xəttlərin qarşılıqlı aid olmaları haqqında hər hansı A təklifi doğrudur. 

  çoxluğunun   inikasında bütün nöqtələrinin obrazlarından və 1  

inikasında bütün düz xətlərini obrazlarından ibarət olan   işarə edək.  
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  tənliyinə qarşı   çoxluğuna daxil olan nöqtələr və düz xətlərin 

qarşılıqlı aid olmaları haqqında   təklifindəki  «nöqtələri düz xətlərlə, düz 

xətləri nöqtələrlə» əvəz etməkdən alınan A  təklifini qarşı qoyaq. Aidliyi 

ifadə edən sözləri isə dəyişmədən saxladığımız üçün əgər  təklifi doğru 

olarsa onda A  təklifi də doğru olar. Fikrimizi bir neçə misal üzərində 

aydınlaşdıraq.  

Fərz edək ki,   təklifi belədir: 1. «İki nöqtə necə olur olsunlar, bu 

nöqtələrə aid olan bir düz xətt vardır».  

Onda  A  təklifi belə olar. 1*. «İki düz xətt necə olur olsunlar bu düz 

xətlərə aid olan ancaq bir nöqtə vardır.» 

Həqiqətən    təklifi doğrudur. Onunla ikili olan  A təklifi də doğrudur.  

2. Hər bir düz xəttə aid olan sonsuz sayda nöqtə vardır.  

2*. Hər bir nöqtəyə aid olan sonsuz sayda düz xətt vardır. 

3. Bir düz xəttə aid olmayan ən azı üç nöqtə vardır.. 

3*. Bir nöqtəyə aid olmayan ən azı üç düz xətt vardır.  

İkilik prinsipi bir sıra teoremlərin isbatında istifadə olunur. Həmçinin 

qeyd etmək lazımdır ki, yuxarıda qurduğumuz   və  1  inikasları proyektiv 

müstəvinin nöqtələri və düz xətləri arasındakı yeganə biyektiv inikaslar 

deyil. Biz gələcəkdə ikilik prinsipi üçün yararlı olan daha başqa inyektiv 

inikaslar quracayıq. 

İndi də üçölçülü proyektiv fəzada ikilik prinsipi haqqında qısa məlumat 

verək. Proyektiv fəzada ikilik prinsipi belə ifadə olunur:  

İkilik prinsipi (proyektiv fəzada). Əgər proyektiv fəzada nöqtələrin, düz 

xətlərin və müstəvilərin qarşılıqlı aid olmaları haqqında hər hansı  təklifi 

doğrudursa, onda bu təklifdə «nöqtələr» sözünü «müstəvilər» sözü ilə, 

«müstəviləri» sözünü «nöqtlər» sözü ilə əvəz etdikdə, qalan sözləri isə eyni 

ilə saxladıqda alnan  *  təklifi də doğru olar. Misallar göstərək. 
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1. Düz xətt və ona aid olmayan nöqtə üçün onların hər ikisinə aid olan 

yeganə müstəvi vardır.  

1*. Düz xətt və ona aid olmayan müstəvi üçün, onların hər ikisinə aid 

olan yeganə nöqtə vardır.  

2. İki nöqtə necə olur-olsun, onlra aid olan ancaq bir düz xətt vardır. 

2*. İki müxtəlif müstəvi necə olurlarsa olsunlar, onlara aid olan ancaq 

bir düz xətt vardır.  

 
 

 

 
IV Мцщазиря 

Proyektiv həndəsədə ikilik prinsipi. Dezarq teoremi 

Proyektiv müstəvidə ikilik prinsipi proyektiv həndəsənin mühüm 

anlayışlarından biridir.  

Nöqtə və düz xəttin qarşılıqlı aid olmaları münasibətini adətən belə 

ifadə edirik: «Nöqtə düz xəttin üzərindədir» və ya «düz xətt nöqtədən 

keçir». Bundan sonra biz bu münasibəti belə ifadə edəcəyik: «Nöqtə düz 

xəttə aiddir» və ya «düz xətt nöqtəyə aiddir».  

Tutaq ki, '  çoxluğu   proyektiv müstəvisi üzərində bütün düz xətlər 

çoxluğudur.   müstəvisində R  reperini götürək. Koordinatları ilə verilmiş hər 

bir   
R

aaaA 321 ,,  nöqtəsinə R  reperində eyni koordinatlara malik 'm  

düz xəttini qarşı qoysaq onda müəyyən bir ':    inikasını alarıq. 

Göstərək ki, bu inikas biyeksiyadır.   inikası  
R

aaaA 321 ,,  nöqtəsinə 

 
R

aaam 321 ,,  düz xəttini qarşı qoyur. Əgər Avə B  nöqtələri   proyektiv 

müstəvisinin müxtəlif nöqtələri isə onların koordinatları mütənasib deyillər. 

Onda onlara qarşı qoyulan m  və n  düz xətlərinin də koordinatları mütənasib 

olmadıqlarından, bu düz xətlər onlarda müxtəlif düz xətlərdirlər. Deməli,   

inikası inyeksiyasıdır. Yəni müxtəlif nöqtələrə qarşı müxtəlif düz xətlər 
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qoyulur.   inikası həm də süryeksiyadır. Çünki, '  çoxluğunun hər bir düz 

xətti eyni koordinatlara malik olan nöqtənin obrazı olacaq. Beləliklə aldıq ki, 

  inikası biyeksiyadır, yəni qarşılıqlı birqiymətli uyğynluqdur,   ':1  

inikası düz xətlər çoxluğundan nöqtələr çoxluğuna biyeksiyadır. 

Qeyd etmək lazımdır ki,  və 1  inikasları nöqtələr və düz xətlər 

arasında «aid olmaq» münasibətini saxlayırlar: Yəni əgər  dA  və  Aa '  

isə onda  dD 1'  nöqtəsi 'a  düz xəttinə  aid olar, '' aD  . Həqiqətən, A  

nöqtəsi  
R

aaa 321 ,,  koordinatları ilə d  düz xətti  
R

uuu 321 ,,  koordinatları ilə 

verilən dA  olduğundan  

 0332211  uauaua                      (1)       
olar. 
 
  inikasının tərifinə görə 'a   düz xəttinin də koordinatları  

R
aaa 321 ,,  və 'D  

nöqtəsinində koordinatları  321 uuu ,,  olar. Yəni ),,(' 321 aaaa  və  321 uuuD ,,'  
olar. (1) bərabərliyi göstərir ki, '' aD   olur.  

Bu təklifdən istifadə edərək aşağıdakı təklifin doğruluğunu isbat edək. 

Təklif CBA ,,  nöqtələri bir d  düz xəttinə aid olarlarsa, onda  

 CcBbAa   ),(),(  

düz xətləri də bir )(dD 1  nöqtəsinə aid olarlar, başqa sözlə mərkəzi D  

nöqtəsi olan düz xətlər dəstəsinə aid olarlar.  

İsbatı: Yuxarıda qeyd etdiyimizə görə dA  olduğundan dBaD  ,  

olduğundan dCbD  , olduğundan CD olar. Deməli, cba ,,  düz xətləri 

mərkəzi D  nöqtəsi olan düz xətlər dəstəsinə aiddirlər.  

Bu təklifdən alınır ki,   inikasında proyektiv müstəvinin bir düz xəttinə 

aid nöqtələri çoxluğu bir düz xətlər dəstəsinə keçir. 

 

 

 

 

Şəkil 1 
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Tərsinə, 1  inikasında bir nöqtəyə aid düz xətlər dəstəsi bir düz xəttə 

aid nöqtələr çoxluğuna keçər.  

İndi də proyektiv müstəvidə ikilik prinsipini ifadə edək.  

İkilik prinsipi (müstəvidə). Əgər proyektiv müstəvidə nöqtələr, düz 

xətlər və onların qarşılıqlı aid olmaları haqqında hər hansı A təklifi 

doğrudursa, onda bu təklifdə «düz xətlər» sözünü «nöqtələr» sözü ilə, 

«nöqtələr» sözünü «düz xətlər» sözü ilə əvəz etdikdə alınan   təklifi də 

doğru olar. 

*A  təklifinə A təklifi ilə ikili təklif deyilir. Proyektiv müstəvidə ikilik 

prinsipini əsaslandırmaq üçün , bu müstəvidə R  reperini götürək və 

yuxarıda olduğu kimi    və 1  inikaslarını quraq. Fərz edək ki, proyektiv 

müstəvinin nöqtələr və düz xətlərdən ibarət hər hansı   çoxluğu üçün nöqtə 

və düz xəttlərin qarşılıqlı aid olmaları haqqında hər hansı A təklifi doğrudur. 

  çoxluğunun   inikasında bütün nöqtələrinin obrazlarından və 1  

inikasında bütün düz xətlərini obrazlarından ibarət olan   işarə edək.  

  tənliyinə qarşı   çoxluğuna daxil olan nöqtələr və düz xətlərin 

qarşılıqlı aid olmaları haqqında   təklifindəki  «nöqtələri düz xətlərlə, düz 

xətləri nöqtələrlə» əvəz etməkdən alınan A  təklifini qarşı qoyaq. Aidliyi 

ifadə edən sözləri isə dəyişmədən saxladığımız üçün əgər  təklifi doğru 

olarsa onda A  təklifi də doğru olar. Fikrimizi bir neçə misal üzərində 

aydınlaşdıraq.  

Fərz edək ki,   təklifi belədir: 1. «İki nöqtə necə olur olsunlar, bu 

nöqtələrə aid olan bir düz xətt vardır».  

Onda  A  təklifi belə olar. 1*. «İki düz xətt necə olur olsunlar bu düz 

xətlərə aid olan ancaq bir nöqtə vardır.» 

Həqiqətən    təklifi doğrudur. Onunla ikili olan  A təklifi də doğrudur.  

2. Hər bir düz xəttə aid olan sonsuz sayda nöqtə vardır.  

2*. Hər bir nöqtəyə aid olan sonsuz sayda düz xətt vardır. 
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3. Bir düz xəttə aid olmayan ən azı üç nöqtə vardır.. 

3*. Bir nöqtəyə aid olmayan ən azı üç düz xətt vardır.  

İkilik prinsipi bir sıra teoremlərin isbatında istifadə olunur. Həmçinin 

qeyd etmək lazımdır ki, yuxarıda qurduğumuz   və  1  inikasları proyektiv 

müstəvinin nöqtələri və düz xətləri arasındakı yeganə biyektiv inikaslar 

deyil. Biz gələcəkdə ikilik prinsipi üçün yararlı olan daha başqa inyektiv 

inikaslar quracayıq. 

İndi də üçölçülü proyektiv fəzada ikilik prinsipi haqqında qısa məlumat 

verək. Proyektiv fəzada ikilik prinsipi belə ifadə olunur:  

İkilik prinsipi (proyektiv fəzada). Əgər proyektiv fəzada nöqtələrin, düz 

xətlərin və müstəvilərin qarşılıqlı aid olmaları haqqında hər hansı  təklifi 

doğrudursa, onda bu təklifdə «nöqtələr» sözünü «müstəvilər» sözü ilə, 

«müstəviləri» sözünü «nöqtlər» sözü ilə əvəz etdikdə, qalan sözləri isə eyni 

ilə saxladıqda alnan  *  təklifi də doğru olar. Misallar göstərək. 

1. Düz xətt və ona aid olmayan nöqtə üçün onların hər ikisinə aid olan 

yeganə müstəvi vardır.  

1*. Düz xətt və ona aid olmayan müstəvi üçün, onların hər ikisinə aid 

olan yeganə nöqtə vardır.  

2. İki nöqtə necə olur-olsun, onlra aid olan ancaq bir düz xətt vardır. 

2*. İki müxtəlif müstəvi necə olurlarsa olsunlar, onlara aid olan ancaq 

bir düz xətt vardır.  

1. Tərif.  Bir proyektiv düz xətt üzərində olmayan üç nöqtədən və bu 

nöqtələri cüt-cüt birləşdirən üç düz xətdən ibarət olan həndəsi fiqura 

üçtəpəli deyilir. 

Nöqtələrə üçtəpəlinin təpə nöqtələri, düz xətlərə isə üçtəpəlinin 

tərəfləri deyilir. Təpələri BA,  və C  nöqtələri olan üçtəpəlini ABC  ilə işarə 

edəcəyik.  

 

A 

C 

B 
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Proyektiv müstəvidə iki ABC  və ''' CBA  üçtəpəlilərini götürək. Fərz edək 

ki, bu üçtəpəlilərin təpə nöqtələri yazıldıqları kimi nizamlanmışlar. Onda A  

və 'A ,  B  və 'B ,  C  və 'C  təpələrinə bu üçtəpəlilərin uyğun təpələri, AB  və  

BС  və ''CB , AC  və ''CA  tərəflərinə isə onların uyğun tərəfləri deyəcəyik. 

Teorem 1. (Dezarq teoremi). Əgər iki üçtəpəlinin uyğun tərəflərindən 

keçən düz xətlər bir nöqtədən keçilirsə, (bir nöqtəyə aiddirlərsə), onda bu 

üçtəpəlilərin uyğun tərəflərinin kəsişmə nöqtələri  də bir düz xətt üzərində 

olar. (bir düz xəttə aid olar ).  

İsbatı. Fərz edək ki, ABC  və ''' CBA  verilən üçtəpəlilərdir.   nöqtəsi 

'AA , 'BB  və 'CC  düz xətlərinin hər üçnün kəsişdiyi nöqtələrdir. AB  və 

''BA tərəflərinin kəsişdiyi nöqtəni   ilə, AC  və ''CA  tərəflərinin kəsişdiyi 

nöqtəni N ilə BC və ''CB  tərəflərinin kəsişdiyi nöqtəni M ilə işarə edək (Şəkil 

2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şəkil  2 
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Əgər   nöqtəsi BCAB,  və ya CA  tərəflərinin birinə aid olarsa, onda 

teoremin hökmünün doğruluğu aşkardır. Beləki əgər ABO  olarsa, onda 

OBBOAA  '' ,  və ABOBOA   olduğundan alarıq ki, ''BA  tərəfi ilə AB  tərəfi 

ilə üst-üstə düşər. 

AC  ilə ''CA -in kəsişdiyi nöqtə BCN ,  ilə ''CB -in kəsişdiyi nöqtə M olarsa 

da MN  ilə AB  düz xətti, bir   nöqtəsində kəsişər.   nöqtəsi isə  AB  və  ''BA  

tərəflərinin ortaq nöqtəsidir. Əgər bu üçtəpəlilərin bir cüt uyğun təpə 

nöqtələri, məsələn A  və 'A , üst-üstə düşərsə yenə teoremini hökmü 

aşkardır.  

Çünki, A nöqtəsi həm AB  və  ''BA  tərəflərinin, həm də AC  və ''CA  

tərəflərinin ortaq nöqtəsi olar, yəni  N  və   nöqtələri A  nöqtəsi ilə üst-üstə 

düşər (Şəkil 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şəkil  3 

Onda AM  düz xətti bu üçtəpəlilərin uyğun tərəflərinin kəsişmə 

nöqtələrinin aid olduğu düz xətt olar. 

İndi fərz edək ki, A  və 'A , B  və 'B , C və 'C  ayrı –ayrı nöqtələrdirlər 

və   nöqtəsi bu üçtəpəlilərdən heç birinin tərəfinə aid deyil. 

Proyektiv müstəvidə  OCBAR ,,,  reperini götürək. Bu reperdə 

OCBA ,,,  nöqtələri  

     1,0,0,0,1,0,0,0,1 CBA  və  1,1,1O   
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koordinatlarına malikdirlər. OA  düz xəttinin tənliyi 032  xx ,   OB  düz 

xəttinin tənliyi 031  xx . 

'A  nöqtəsi OA  düz xətti üzərində olduğundan onun koordinatları 

 1,1,' aA  kimi, 'B nöqtəsi OB  düz xətti üzərində olduğundan onun 

koordinatlarını  1,,1' bB  kimi,  'C nöqtəsi OC  düz xətti üzərində olduğundan 

onun kordinatlarını  cC ,1,1'  kimi götürmək olar. Çünki götürdüyümüz 

koordinatlar OA , OB , OC  düz xətlərinin tənliklərini ödəyirlər.  

İndi də R  reperində NM ,  və P  nöqtələrinin koordinatlarını tapaq. 

P  nöqtəsi AB  və ''BA düz xətlərinin kəsişmə nöqtəsidir. AB düz xəttinin 

tənliyi 03 x  və ''A B  düz xəttinin tənliyi  

0

11

1

1

3

2

1


x

bx

ax

 

olur. 

Buradan da 0111 321  )()()(:'' abxxaxbBA  alarıq. 03 x olduğunu 

nəzərə alsaq, onda P  nöqtəsinin koordinatları ),,( 011 baP   kimi olar. 

Analoji qayda ilə ),,( 110  cbM  və ),,( caN  101  alarıq. NM ,  və P  

nöqtələri bir düz xətt üzərindədir, çünki,  

0

110

011

101








cc

bb

aa

 

(Determinatın ikinci və üçüncü sütunlarının cəmi onun birinci sütununu 

verir) Teorem isbat olundu.  

 
 

 

 
В  Мцщазиря 

Дцз хяттин дюрд нюгтясинин вя дястянин дюрд дцз хяттинин мцряккяб 

нисбятляри 
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Tərif. Tutaq ki, d  proyektiv düz xəttinin elə dörd DCBA ,,,  nöqtələri 

verilmişdir ki, CBA ,,  nöqtələri müxtəlif D  isə A  nöqtəsi ilə üstə-üstə 

düşməyən hər hansı nöqtədir. d  düz xətti üzərində  CBAR ,,0  reperində 

D  nöqtəsinin koordinatları  21, xx  isə, onda 
2

1

x

x  nisbətinə DCBA ,,,  

nöqtələrinin mürəkkəb (ikiqat və ya anharmonik) nisbəti deyilir və  CDAB,  

kimi işarə olunur.  

Qeyd edək ki, D  nöqtəsi A  ilə üst-üstə düşmədiyindən  CBAR ,,0   

reperində   21, xx  koordinatları 02 x  şərtini ödəyir. 

Teorem 1. Əgər BA,  və C proyektiv düz xəttin müxtəlif nöqtələri,   

hər hansı həqiqi ədəd isə, onda  d  düz xətti üzərində elə yeganə X  nöqtəsi 

var ki, bu nöqtə üçün   CXAB, . 

İsbatı: Proyektiv düz xəttin üzərində  CBAR ,,0    reperini və bu 

reperdə koordinatları  1,  olan X  nöqtəsini götürək. Tərifə görə 

  CXAB, . İndi göstərək ki, teoremin şərtini ödəyən X  nöqtəsi yeganədir. 

Əgər proyektiv düz xəttin üzərində   ', CXAB  şərtini ödəyən başqa bir 

0
),( 21

'
RxxX nöqtəsi də olarsa, onda .

2

1 
x

x  Buradan 
12

1 


x

x  alınır. Deməli, X   

və 'X  nöqtələrinin koordinatları mütənasibdirlər. Bu isə o deməkdir 

ki, 'X nöqtəsi X nöqtəsi ilə üst-üstə düşür.  

Teorem isbat olundu. 

Nəticə. Əgər proyektiv müstəvidə DCBA ,,,  və 'D  nöqtələri üçün 

   ',, CDABCDAB   şərti ödənərsə, onda D  və 'D  nöqtələri üst-üstə düşürlər.  

İndi də mürəkkəb nisbətin verilmiş nöqtələrin koordinatları vasitəsi ilə 

hesablanması düsturunu verək. Bunun üçün aşağıdakı teoremi isbat edək.  

Teorem 2. Əgər proyektiv düz xətt üzərində müəyyən bir R  reperində 

koordinatları ilə verilən  

      212121 ,,,,, ccCbbBaaA
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nöqtələri müxtəlif, ),( 21 ddD  nöqtəsi ilə A nöqtəsi ilə üst-üstə düşmürsə, onda  

 

21

11

22

11

22

11

22

11

,

cb

cb

da

da

db

db

ca

ca

CDAB




                  (1) 

İsbatı. R  reperindən  CBAR ,,0  reperinə keçid zamanı 

koordinatları çevrilməsi düsturlarını yazaq. Aydındır ki, ixtiyari 00 21  kk ,  

həqiqi ədədləri üçün A  və B  nöqtələrini koordinatlarını  2111 akakA ,  və 

 2212 bkbkB ,  kimi də yaza bilərik. 1k  və 2k  ədədlərini elə seçək ki,  










22221

11211

cbkak

cbkak
 keçid matrisinin sütunları əlaqəli olsunlar. Yəni  








22221

11211

cbkak

cbkak
                           (2) 

Onda §7-də koordinatların çevrilməsinin (16) düsturları  










'
222

'
1212

'
212

'
1111

xbkxakx

xbkxakx




                  (3) 

kimi olar.  

Əgər   CBAR ,,0   reperində D  nöqtəsinin koordinatları   21, yy  

olarsa, onda (3) düsturlarından alarıq. 








2221122

2211111

ykbykad

ykbykad




                         (4) 

Buradan, 1y  və 2y -ni tapaq.  

22

11
2

22

11

2212

2111

221

111

2

22

11
1

22

11

2212

2111

222

211

1 ;

ba

ba
k

da

da

kbka

kbka

dak

dak

y

ba

ba
k

bd

bd

kbka

kbka

kbd

kbd

y









  

Mürəkkəb nisbətin tərifinə əsasən 

 

22

11

1

22

11

2

2

1

da

da
k

bd

bd
k

y

y
CDAB ,                         (5) 
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İndi isə (2) sistemini 1k  və 2k -yə görə həll etsək, alarıq.  

22

11

22

11

2

22

11

22

11

1

ba

ba

ca

ca

k

ba

ba

bc

bc

k  ,  

Bu qiymətləri (5) –də yerinə yazsaq  

 

 

22

11

22

11

22

11

22

11

22

11

22

11

22

11

22

11

,

cb

cb

da

da

db

db

ca

ca

da

da

bc

bc

bd

bd

ca

ca

CDAB   

 

Bununla da (1) düsturunu aldıq.  

Teorem isbat olundu.  

Düz xəttin dörd nöqtəsinin mürəkkəb nisbəti aşağıdakı xassələrə 

malikdir.  

1)    ABCDCDAB ,,   

2)   0, CDAB olarsa, 
   
   CDAB

CDBA

CDAB
CDAB

,
,

,
,

,

1

1





  

3)    DCBACDAB ,,   

4)     01  CBABCCAB ,,,  

5)     1,,  BDACCDAB  

1), 2) və 3) xassələrini isbat etmək üçün proyektiv düz xətt üzərində ixtiyari 

reper götürüb, yuxarıdakı nöqtələrin bu reperdə ),(),,(),,( 212121 ccCbbBaaA  

və ),( 21 ddD  koordinatları vasitəsi ilə onların  

 CDAB,          CDBADCABABCD ,,,,, ),( DCBA  

mürəkkəb nisbətlərini hesablasaq 1), 2), 3) xassələrinin doğruluğunu alarıq.  

4) xassəli mürəkkəb nisbətin tərifindən birbaşa alınır. 
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5) xassəsini isbat edək.  CBAR ,,0   reperində D  nöqtəsinin koordinatlarını 

 21, dd  işarə edək. BA,   və C   nöqtələrinin koordinatları uyğun olaraq 

   1,0,0,1  və  1,1  olduğundan alarıq. 

    CDAB
d

d

d

dd

d

d

d

d

BDAB ,11

11

01

0

1

1

1

01

01

,
2

1

2

12

2

1

2

1








  

Deməli,     1,,  BDACCDAB .  

Xassə isbat olundu. 

Qeyd etmək lazımdır ki, əgər DCBA ,,,  nöqtələrini müəyyən ntzamla 

götürdükdə, onların mürəkkəb nisbəti məlum olarsa, 1) -5) xassələrinin 

köməyi ilə onların ixtiyari nizamla götürülmüş mürəkkəb nisbətini 

hesablamaq olur. Fərz edək ki,   .0, CDAB   

Onda 

     

 








11
1),(1,

,,,
1

,,
1

,






DCABBCAD

DCBADCBADCAB

 və s. 

İndi isə genişlənmiş düz xəttin dörd nöqtəsinin mürəkkəb nisbətinin 

həndəsi mənasını göstərən aşağıdakı teoremi isbat edək. 

Teorem 3. Əgər DCBA ,,,  genişlənmiş düz xəttin məxsusi nöqtələri, 

   isə qeyri –məxsusi nöqtəsidirsə, onda  

   
 DAB

CAB
CDAB

,

,
,                              (6)                                          

   CABCPAB ,,                           (7)                                                

olar. Burada  CAB,  və  DAB,  düz xəttin üç nöqtəsinin sadə nisbətidirlər. 

İsbatı. Genişlənmiş düz xətdə  BAPR ,,  reperini götürək. Bu 

reperdə BAP ,,  nöqtələri ilə      1,1,1,0,0,1 BAP  olar. C  və D  

nöqtələrinin koordinatlarını isə  21 , cc  və  21 , dd  ilə işarə edək.  

Aydındır ki, 0,0 22  dc .  
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Genişlənmiş düz xəttini məxsusi 1M  və 2M  nöqtələrinin  təyin elədiyi 

21MM  parçasını 1  nisbətində bölən M nöqtəsi üçün 


 21 MMMM   

münasibəti ödənir və belə işarə edirlər.  MMM ,21 . Əgər MMM ,, 21  

nöqtələrinin 


ABA,  afin koordinat sistemində koordinatları uyğun olaraq 

xx ,1  və x  olarsa,  onda  

    ,, 2211



 ABxxMMABxxMM  buna görə  

 
xx

xx
MMM





2

1
21 ,                          (8) 

§14-də isbat etdiyimiz teoremə əsasən  BAPR ,,  reperində 

koordinatları ilə verilmiş  

)(),,(),1,1(),1,0( 2121 ddDccCBA  

nöqtələri 


ABA,  afin reperində )(),(),1(),0( dDcCBA  koordinatlarına 

malikdirlər. Burada 
2

1

2

1 ,
d

d
d

c

c
c   

Deməli,  

   
d

d
DAB

c
CAB







1
,,

1

1
,                      (9) 

İndi isə (1) düsturundan istifadə edərək  CDAB,  və  CPAB,  

mürəkkəb nisbətlərini hesablayaq. 

   
 

 
  ,,

,

1

1

1

1

1

0

1

1

1

0

,

12

1

12

1

121

121

2

1

2

1

2

1

2

1

DAB

CAB

d

d
c

c

dd

d
cc

c

ccd

ddc

c

c

d

d

d

d

c

c

CDAB



















 

(6) düsturu isbat olundu. 
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   CAB
c

c

cc

c

c

c

c

c

CPAB ,
1

1

1

01

10

01

11

1

0

,
21

1

2

1

2

1








  

(7) düsturu isbat olundu. Teorem isbat olundu 

 
 

 

VI Mühazirə 

Proyektiv müstəvidə ikitərtibli xətlər 

Tərif. Proyektiv müstəvidə müəyyən bir R reperinə görə koordinatları  

0222 322331132112
2
333

2
222

2
111  xxaxxaxxaxaxaxa   (1) 

tənliyini ödəyən bütün nöqtələr çoxluğuna ikitərtibli xətt deyilir. 

Burada fərz olunur ki,  321 ,,, jia ji  əmsallarının hamısı birdən sıfra 

bərabər deyil və ijji aa  . Onda (1) tənliyini qısaca belə yaza bilərik. 





3

1,

0
ji

jiji xxa                            (2) 

İndi göstərək ki, ikitərtibli xətt anlayışı R  reperinin seçilməsindən asılı 

deyil.  

Tutaq ki, (2) tənliyi   ikitərtibli xəttin  EAAAR ,,, 321  reperində 

tənliyidir. Əgər proyektiv müstəvidə başqa bir  EAAAR  ,,, 321  reperi də 

verilibsə, onda  R  repermndən R  reperinə keçid düsturları  

32132211 ,, ixbxbxbx iiiii                      (3) 

şəklində olar. Bu düsturları (2) –də nəzərə alsaq   xətti üçün yeni reperdə  

 
3

0
ji

jiji xxa
,

                                 (4) 

tənliyi alınar. Burada  

j
k

kikji baba 






3

1,

                               (5) 
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(4) tənliyi göstərir ki,   ikitərtibli xəttinin istənilən reperə görə tənliyinin şəkli 

eyni olur, yalnız tənlikdə əmsallar (5) qanunu ilə dəyişirlər.  

(2) tənliyinin sol tərəfi üçölçülü V  vektor fəzasında  













3

1ji
jiji xxaxg

,

                                       (6) 

kvadratik formasının ifadəsidir. V vektor fəzası proyektiv müstəvini də 

doğuran fəzadır. 321 AAA ,,  nöqtələrinin doğuranları Vaaa 


321 ,,  bazis 

vektorları, 321 AAA  ,,  nöqtələrinin doğuranları Vaaa 


321 ,,  vektorları olsun, 


 321 ,, aaa  vektorları 



321 aaa ,,  bazisinə görə koordinatları ilə 

     332313332221223121111 bbbabbbabbba ,,,,,,,,

  olarsa, onda  


















333231

232221

131211

bbb

bbb

bbb

B                                       (7) 



321 aaa ,,  bazisindən 

 321 aaa ,,  bazisinə keçid matrisi olar. (6) kvadratik 

formasının  matrisi  


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A                                        (8) 

eyni zamanda (1) ikitərtibli xəttin də matrisi olar. (4) tənliyi ilə verilən 

ikitərtibli xəttin matrisi 

























333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A                                     (9) 

olarsa, cəbr və həndəsə kurslarından məlum olduğu kimi  

BABA t                                   (10) 

olar. Burada Bt  ilə Bmatrisinin transponirə olunmuş matrisdir. Yenə cəbr 

kursundan məlum olduğu kimi 0Bdet olduğu üçün  

ranqAAranq                                        (11) 

olur.  
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Deməli (4) tənliyi ilə təyin olunan xəttin əmsalları sıfır ola bilməz. İsbat 

etdik ki, ikitərtibli xətt anlayışı reperin seçilməsindən asılı deyil. 

Tərif. A  matrisinin ranqına (1) tənliyi ilə verilən  ikitərtibli xəttin ranqı 

deyilir. 

Ranqı 3-ə bərabər olan ikitərtibli xətlərə cırlaşmayan, ranqı 3-dən kiçik 

olan ikitərtibli xətlərə cırlaşan ikitərtibli xətlər deyilir. 

Yuxarıda gördük ki, bir reperdən digərinə keçdikdə ikitərtibli xəttin 

ranqı dəyişmir. Aşağıdakı lemmanı isbat edək.  

Lemma. Proyektiv müstəvidə ixtiyari düz xətt cırlaşmayan ikitərtibli 

xətti Ən çoxu iki nöqtədə kəsə bilər.   

 

 

 

 

 

 

 

Şəkil 1 

İsbatı. Lemmanın əksini fərz etmək üsulu ilə isbat edək.  d  düz xətti 

cırlaşmayan   xəttini üç 21 MM ,  və 3M  nöqtələrində kəsir. Proyektiv 

müstəvidə elə  EAAAR ,,, 321  reperini elə seçək ki, 1A  nöqtəsi 1M  ilə, 

2A nöqtəsi 2M ilə üst –üstə düşsün. 3A nöqtəsini isə elə götürək ki, 3M  nöqtəsi 

EA3  düz xətti ilə 21AA düz xəttinin kəsişmə nöqtəsi olsun. Bu reperə görə 

321 MMM ,,  nöqtələri koordinatları ilə      011010001 321 ,,,,,,,, MMM   

olacaqdır. Nöqtələrin koordinatlarını   xəttinin  

 
n

ji
jiji xxa

,
, 0  

tənliyində yerinə yazsaq, alarıq ki,  
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021221211  aaaa  

Bu isə o deməkdir ki, 0det A  

Yəni   xətti cırlaşandır. Bu isə lemmanın şərtinə ziddir.  

Lemma isbat olundu. 

Yuxarıda da qeyd etdiyimiz kimi ikitərtibli xətt anlayışı və onun ranqı 

reperin seçilməsindən asılı deyil. Beləliklə aşağıdakı teoremi isbat etdik. 

Teorem: İxtiyari proyektiv çevirmədə ikitərtibli xəttin ranqı dəyişmir, 

yəni ikitərtibli xətt ranqı onun ranqına bərabər olan ikitərtibli xəttə keçir. 

İndi isə ikitərtibli xətlərin proyektiv təsnifatını verək. Cəbr və həndəsə 

kurslarından məlumdur ki, üçölçülü V vektor fəzasında elə 

 321 ,, aaa  bazisi 

var ki,   xəttinin  





3

1

0
ji

jiji xxa
,

,                                            (2) 

tənliyinin sol tərəfindəki  













3

1ji
jiji xxaxg

,

,                                       (6) 

kvadratik forması  

     233
2

22
2

11 xxxxg 




                                    (12) 

şəklində olur.  Burada 3211 ,,,  ii  

Əgər proyektiv müstəvidə Vaaaeaaa 


121321 ,,,  vektorlarının doğuruluğu 

EAAA  ,,, 321  nöqtələrindən ibarət  EAAAR  ,,, 321  reperini seçsək, (1) tənliyi  

02
33

2
22

2
11  yyy                                (13) 

şəklinə düşər.  3211 ,,,  ii  

  xəttinin r  ranqının qiymətindən asılı olaraq aşağıdakı hallar mümkündür. 

I. 3r . Bu halda    xəttinin tənliyi aşağıdakı iki tipdən biri ola bilər. 

02
3

2
2

2
1  xxx                                 (14) 

02
3

2
2

2
1  xxx                                  (15) 
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(14) tənliyi ödəyən heç bir həqiqi nöqtə yoxdur. Bu səbəbdən də ona 

ikitərtibli sıfır xətt deyilir. (15) tənliyi ilə verilən xəttə isə ikitərtibli oval xətt 

deyilir. 

II. 2r . Bu halda   xəttinin tənliyi aşağıdakı iki şəkildən birində ola 

bilər.  

02
2

2
1  xx                                    (16) 

02
2

2
1  xx                                    (17)  

(16) tənliyi ilə verilən ikitərtibli xətt 02  ixx  və 02  ixx  kimi iki xəyali düz 

xəttə parçalanan xətt olur. Bu iki xətt  100 ,,  həqiqi nöqtədə kəsişirlər.  

(17) tənliyi ilə verilən xətt isə 00 22  xxxx ,  kimi iki həqiqi düz xəttə 

parçalanan xətdir.  

III. 1r . Bu halda   xəttinin tənliyi  

02
1 x                                   (18) 

şəklində olur. Bu halda ikitərtibli xətt  00 21  xx ,  kimi iki üst-üstə düşən 

xəttə parçalanan xətt olur. (14), (15), (16), (17), (18) şəklində olan tənliklərə 

ikitərtibli xəttin kanonik tənlikləri deyilir.  

Deməli, proyektiv müstəvidə ancaq beş tip ikitərtibli xətt vardır. Onları 

aşağıdakı cədvəldə verək. 

 Xəttin adı Xəttin 

kanonik 

tənliyi 

Xətti ranqı 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

Oval xətt 

Sıfır xətt 

İki həqiqi düz xətt 

İki xəyali düz xətt 

İki üst-üstə düşən 

düz xətt 

02
3

2
2

2
1  xxx  

02
3

2
2

2
1  xxx  

02
2

2
1  xx  

02
2

2
1  xx  

02
1 x  

3 

3 

2 

2 

 

1 
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Мцщазиря 7 

 
Topoloji fəzanın bazası, ona dair teorem 

 
 Тутаг ки,  X  чохлуьунда мцяййян гайда иля ашаьыдакы хассяляря 

малик олан    алт чохлуглар системи сечилмишдир: 

 Ы.   бош чохлуьу вя X  чохлуьунун юзц   системиня дахилдирляр. 

 ЫЫ.   системиндян олан алт чохлугларын истянилян аилясинин бирляшмяси   

системиня дахилдир. 

 ЫЫЫ.  системиндян олан алт чохлугларын истянилян сонлу аилясинин 

кясишмяси   системиня дахилдир. 

 Бу щалда дейирляр ки, X  чохлуьу цзяриндя тоположи структур ( вя йа 

тополоэийа ) тяйин олунмушдур.  ,X  ъцтцнц ися тоположи фяза адландырырлар. 

Ы,ЫЫ,ЫЫЫ хассяляриня тоположи структур аксиомлары дейилир. 

 X  чохлуьунун елементляри  ,X  тоположи фязасынын нюгтяляри,   

системиндян олан елементляр ися бу фязанын ачыг чохлуглары адланыр. Яэяр X  

чохлуьу цзяриндя щансы   тополоэийасынын сечилдийи артыг мялумдурса, онда 

 ,X  тоположи фязасыны  X  иля дя ишаря едирляр.  

 Тоположи фязалара даир нцмуняляря бахаг. 

 Мисал 1.  ,X  метрик фязасыны нязярдян кечиряк. ЫВ мцщазирядя верилян 

теорем 2-дян мцяййян едирик ки,  ,X  метрик фязасы тоположи фязадыр. Бу 

тоположи фязанын   тополоэийасы ачыг кцрялярин кюмяйи иля верилир (ЫВ 

мцщазирядя, бянд 2-дя  ,X  фязасында ачыг чохлуьун тярифиня бахын)  вя   

метрикасынын  доьурдуьу  тополоэийа адланыр.  

 Мисал 2. nR  арифметик фязасында ачыг чохлуг анлайышыны бу шякилдя  дахил 

етмяк олар. n  сайда    niba ii ,...,2,1,   интервалларыны  эютцряк. 

),...,2,1( nibxa iii   шяртини юдяйян бцтцн  nxxxM ,...,, 21  нюгтяляри чохлуьуну 

ачыг координат паралелепипеди адландыраг.  

 Яэяр nRF   чохлуьу щяр бир нюгтяси иля бярабяр юу нюгтяни юзцндя 

сахлайан мцяййян ачыг координат парале-лепипедини дя  юзцндя сахлайырса, 
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онда бу чохлуьу ачыг чохлуг адландырырыг.   чохлуьу ачыг чохлуг гябул 

едирик. Асанлыгла йохламаг олур ки, бу гайда иля тяйин едилян бцтцн ачыг 

чохлуглар аиляси тоположи структурун Ы,ЫЫ вя ЫЫЫ  аксиомларыны юдяйир вя демяли, 

nR  чохлуьу цзяриндя мцяййян тополоэийа тяйин едир. Бу тополоэийаны тябии 

тополоэийа адландырырлар. Тябии тополоэийа nR  чохлуьуну тоположи фязайа 

чевирир. Бу тоположи фяза ядяди фяза ( 1n  олдугда ядяд дцз хятти ) адланыр. 

 Мисал 3. 2A  афин мцстявисиндя  PABCD   паралелогра-мына бахаг. 

10,10,   ADABAM  шяртини юдяйян бцтцн M  нюгтяляринин 


P  

чохлуьу P  паралелограмынын дахили щиссяси адланыр. Яэяр 2AF   чохлуьуну 

щяр бир нюгтяси иля бярабяр бу нюгтяни юзцндя сахлайан  мцяййян  

паралелограмын дахили щиссясини дя юзцндя сахлайырса, онда бу чохлуьу ачыг 

чохлуг адландыраг. Тярифя эюря щяр бир FM   нюгтяси цчцн еля P  парале-

лограмы вардыр ки, онун 


P  дахили щиссяси FPM 


 шяртини юдяйир.   

Йохламаг олур ки, бу гайда иля 2A  мцстявисиндя тяйин едилян ачыг 

чохлугларын   аиляси тоположи структурун Ы,ЫЫ вя ЫЫЫ аксиомларыны юдяйир. 

Беляликля, афин  мцстяви тоположи фязадыр. Ейни гайда иля эюстярмяк олар ки, nA  

афин фязасы тоположи фязадыр. 

Мисал 4. Ихтийари X  чохлуьунда бу X  чохлуьунун юзцндян вя   бош 

чохлуьундан ибарят олан   ,X  аилясиня бахаг. Ашкардыр ки, алт чохлугларын 

  аиляси  Ы,ЫЫ вя ЫЫЫ  аксиом-ларыны юдяйир, йяни  - X  чохлуьунда тяйин едилмиш 

тополоэийадыр. Бу тополоэийа антидискрет  ( вя йа тривиал ) тополоэийа,   ,X  

фязасы ися антидискрет тоположи фяза адланыр.  

Мисал 5. Тутаг ки, X -ихтийари чохлугдур,  XP  ися X  чохлуьунун 

бцтцн алт чохлуглары аилясидир. Ы, ЫЫ,ЫЫЫ аксиом-ларынын юдянилмяси ашкардыр. Бу 

тополоэийа дискрет тополоэийа,  ,X  фязасы ися дискрет тоположи фяза адланыр. 

4,5 мисаллары эюстярирляр ки,  истянилян X  чохлуьуну топо-ложи фязайа 

чевирмяк олар.  
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2. Тутаг ки,  ,X  -тоположи фязадыр. X  тоположи фяза-сында ачыг 

чохлугларын тамамлайыъыларына гапалы чохлуглар дейилир.  Ашкардыр ки, X  

тоположи фязасында гапалы чохлуглар цчцн ашаьыдакы икили хассяляр доьрудур: 

I  .   бош чохлуьу вя X  чохлуьунун юзц  гапалы чохлуглардыр. 

 II  . Гапалы чохлугларын ихтийари аилясинин кясишмяси гапалы чохлугдур. 

 III  . Гапалы  чохлугларын ихтийари сонлу аилясинин бирляшмяси гапалы 

чохлугдур. 

 Бу хассялярин доьрулуьу мцщазиря 4-дя верилян  Де-Морган 

дцстурларындан билаваситя алыныр. 

 Беляликля, X  чохлуьу цзяриндя тополоэийанын верилмяси цчцн ачыг 

чохлуглар аиляси явязиня  IIIIII  ,,  шяртлярини юдяйян чохлуглар аилясини тяйин 

етмяк вя бу  чохлуглары гапалы чохлуглар адландырмаг олар. 

 Тоположи фязаларда метрик фязалара аид олан бир сыра мцщцм анлайышлары 

дахил етмяк мцмкцндцр. X  тоположи фязасынын x  нюгтясинин ятрафы бу нюгтяни 

юзцндя сахлайан ихтийари ачыг чохлуьа дейилир. Аналоэийайа эюря, Y алт 

чохлуьуну юзцндя сахлайан ачыг чохлуг  Y  чохлуьунун ятрафы адланыр. XY   

чохлуьунун тохунма нюгтяси  еля x  нюгтясиня дейилир ки, бу нюгтянин щяр бир 

ятрафы Y чохлуьу иля бош олмайан кясишмяйя маликдир. Y  чохлуьунун бцтцн 

тохунма нюгтяляри чохлуьу  Y  чохлуьунун  гапанмасы адланыр вя Y  иля ишаря 

олунур. Y  чохлуьу-нун  дахили нюгтяси еля Yx  нюгтясиня дейилир ки,  бу 

нюгтянин  Y  чохлуьуна дахил олан мцяййян ятрафы вардыр. Y чохлуьунун 

бцтцн тохунма нюгтяляри чохлуьу  Y чохлуьунун дахили щиссяси  адланыр вя 

IntY  иля ишаря олунур. 

 Теорем 1. XY   чохлуьу йалныз вя йалныз YY  олдугда гапалыдыр. 

 Исбаты. Тутаг ки, Y гапалы чохлугдур, йяни YX \ ачыг чохлугдур. 

Онда YX \  чохлуьу юзцнцн ихтийари нюгтясинин ятрафыдыр, йяни YX \  

чохлуьунун нюгтяляри Y  чохлуьунун тохунма нюгтяляри  олмурлар. Она эюря 

дя .YY  Диэяр тяряфдян, YY   олмасы ашкардыр. Беляликля, .YY   

 Тярсиня, тутаг ки,  YY  . Бу о демякдир ки, яэяр Yx  оларса, онда x  

нюгтяси Y  чохлуьунун тохунма нюгтяси дейил, йяни онун мцяййян xU  ятрафы 
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Y  чохлуьу иля кясишмир: .\YXU x   Бурадан алыныр ки, YX \  чохлуьу xU  ачыг 

чохлугларынын бирляшмяси шяклиндя эюстяриля биляр: 


YXx
xUYX

\
\


 .                                           (1) 

(1) бярабярлийиндян ЫЫ тополоэийа аксиомуна ясасян алырыг ки,  YX \ - ачыг 

чохлугдур.  

 Теорем 2. X  тоположи фязасынын ихтийари Y  чохлуьунун  Y  гапанмасы 

гапалы чохлугдур. 

 Исбаты. Теорем 1-я ясасян,  YY   бярабярлийинин доьрулу-ьуну 

эюстярмяк йетярлидир. YY   олмасы ашкардыр.  YY   тярс дахил олмасынын 

доьру олдуьуну ясасландыраг. Тутаг ки, .Yx  Бу о демякдир ки,  x  

нюгтясинин ихтийари U  ятрафы Y  чохлуьу иля бош олмайан кясишмяйя маликдир: 

.YU  Фярз едяк ки, YUy  . Онда U  чохлуьу y  нюгтясинин ятрафыдыр. 

Диэяр тяряфдян, Yy  олдуьундан, U  чохлуьу Y  чохлуьу иля бош олмайан 

кясишмяйя маликдир. Беляликля, x  нюгтяси Y чохлуьунун тохунма нюгтясидир, 

йяни Yx . Бурадан YY   дахил олмасы вя  

YY   шярти дахилиндя YY   бярабярлийи алыныр.  

 Tutaq ki, bizə ),( X  topoloji fəzası verilmişdir. Bu fəzanın açıq 

çoxluqlarının müəyyən   IU   ,  ailəsinə baxaq. Əgər Xx  nöqtəsi və 

onun istənilən xU  ətrafı üçün elə xB  çoxluğu vardırsa ki, xx UBx   onda 

deyirlər ki,   ailəsi   topologiyasının bazasıdır. 

 Teorem.   IU   ,  ailəsinin   topologiyasının bazası olması üçün 

zəruri və kafi şərt   topologiyasından götürülən istənilən açıq çoxluğun   

ailəsinin müəyyən çoxluqlarının birləşməsi şəklində göstərilməsidir. 

 

 

Мцщазиря 8 
 

КОМПАКТ  TOPOLOJI  ФЯЗАЛАР 
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 1. Компактлыг хассяси  тороложи фязаларын ян мцщцм хассяляриндян биридир. Бу хассянин  
щягиги ядядлярин вя еляъя дя кясилмяз функсийаларын тядгигиндя   фундаментал ролуну гейд етмяк 
олар. 

Яэяр Щаусдорф X  тоположи фязасынын ихтийари   IU   ачыг юртцйцнцн (бах, ВЫЫЫ мцщазиря, 

бянд 3) сонлу  N
kk

U
1   алт юртцйц вардырса, онда дейирляр ки,  X -компакт тоположи фязадыр.    

 Нцмуняляря бахаг. 
 )1  Ихтийари антдискрет фяза компактдыр.  

 )2  Ихтийари сонлу тоположи фяза компактдыр.  

 )3  Сонлу сайда ачыг чохлуглары олан ихтийари тоположи фяза компактдыр. 

 )4  Сонсуз сайда нюгтяляри олан дискрет тоположи фяза коипакт дейил. 

 Тутаг ки,  ,X  тоположи фязасында XA  алт чохлуьу верилмишдир. Яэяр  AA ,  коипакт 

алт фяза оларса, онда дейирляр ки, A  компакт чохлугдур.  
 Теорем 1.  ,X  тоположи фязасынын A чохлуьунун компакт олмасы цчцн зярури вя кафи 

шярт онун X  фязасындан олан ачыг чохлугларла ихтийари юртцйцндян сонлу алт юртцк сечмяйин 
мцмкцн олмасыдыр. 
 Исбаты. Бу шяртин зярурилийиндян башлайаг. Тутаг ки, A  чохлуьу компактдыр,   IU   ися 

онун  X  фязасында ачыг олан чохлуглардан ибарят ихтийари юртцйцдцр: ., 


 


UUA
I

  

  IU   юртцйцндян сонлу алт юртцк айыраг. Бундан ютрц U  чохлугларынын A  чохлуьу иля 

кясишмяляриня бахаг: AUV    ишаря едяк. V  чохлуглары A  алт фязасында ачыгдырлар вя 

ашкардыр ки,  онун юртцйцнц ямяля эятирирляр: .





 VUAA
I




 A  чохлуьу компакт 

олдуьундан,    IV   юртцйцндян мцяййян сонлу  N
kk

V
1  юртцйцнц сечя билярик. Онда ашкардыр 

ки,   

N

kk
U

1 A  чохлуьунун ахтарылан алт юртцйцдцр: 


N

k
k

VA
1
  .

1

N

k
k

U


      

 Кафилик аналожи гайдада исбат олунур.  
 Теорем 2. Компакт X  фязасынын гапалы A  алт чохлуьу компактдыр. 
 Исбаты. Эюстярмяк лазымдыр ки, A  чохлуьунун X  фязасын-дан олан ачыг чохлугларла ихтийари 
  IU   юртцйцндян сонлу алт юртцк  сечмяк олар. Бундан ютрц   IU   юртцйцнц ямяля эятирян 

чохлуглара AX \  ачыг чохлуьуну да гошсаг, нятиъядя  бцтцн X  фязасынын ачыг юртцйцнц аларыг. 
X  фязасы компакт олдуьуна эюря бу юртцкдян сонлу алт юртцк  сечмяк олар, беля ки, AX \  
чохлуьунун да бу  алт юртцйя дахил олдуьуну  щесаб етмяк мцмкцндцр. Тутаг ки,  

 .\
1

AXUX
N

k
k
 








  

Ашкардыр ки, 
N

UUU  ,...,,
21

 чохлуглары A  чохлуьунун ахтары-лан сонлу алт юртцйцнц ямяля 

эятирирляр. 
 Гейд едяк ки, чохлуьун компактлыьындан онун гапалылыьы, цмумиййятля десяк, алынмыр. 
Ашаьыдакы теорем доьрудур. 
 Теорем 3. Щаусдорф X  фязасында компакт A  чохлуьу гапалыдыр.  
 Исбаты.  Эюстяряк ки, AX \  тамамлайыъысы ачыг чохлугдур. Бундан ютрц AXx \0   

нюгтясинин A  чохлуьу иля кясишмяйян ятрафынын варлыьыны ясасландырмалыйыг. X Щаусдорф фязасы 
олдуьун-дан, щяр бир Ax  нюгтясинин 0x  нюгтясинин мцяййян xV  ятрафы иля кясишмяйян xU  

ятрафы вардыр. Бцтцн мцмкцн xU  ятрафлары, ашкардыр ки, A  чохлуьунун ачыг ятрафыны ямяля эятирирляр: 

.
Ax

xUA


 A  чохлуьу компакт олдуьундан,  xU  ачыг юртцйцнцн  мцяййян сонлу алт юртцйц 

вардыр: 
Nxx UUA 

1
 , бурада .,...,1 Axx N   0x  нюгтясинин ахтарылан ятрафы олараг, 

Nxx VV 
1

 ачыг чохлуьуну эютцря билярик; бу чохлуг няинки A  чохлуьу иля, щям дя  
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Nxx UU 
1

 чохлуьу иля кясишмир. Доьрудан да,  тутаг ки,  


N

k
xk

Vx
1

ихтийари нюгтядир. Бу 

нюгтя 
Nxx VV ,...,

1
 чохлугларындан щяр бириня дахил олдуьундан, 

Nxx UU ,...,
1

 чохлугларындан щеч 

бириня дахил дейил. Демяли, x  нюгтяси бу чохлугларын бирляшмясиня дя дахил дейил. Бурадан AX \  
чохлуьунун ачыг олмасы, йахуд A  чохлуьунун гапалы олмасы алыныр.      
 Нятиъя 1. Метрик фязада истянилян компакт чохлуг гапалыдыр. 
 Доьрудан да, метрик фязанын Щаусдорф фяза олдуьуну билирик (бах, мцщазиря 8, теорм 5-ин 
исбаты). Бурадан теорем 3-я ясасян метрик фязадакы щяр бир  компакт чохлуьун гапалы олмасы 
алыныр.  

2. Компакт фязаларын мцщцм хассяляриндян бири бу фязаларын нормаллыьы иля баьлыдыр. 
 Теорем 4. Компакт тоположи фяза нормалдыр. 
 Исбаты. Тутаг ки, X компакт фязадыр, F  ися X дя гапалы чохлугдур. Эюстяряк ки, яэяр 
x  нюгтяси F  чохлуьуна дахил дейилдирся, онда бир-бири иля кясишмяйян  xU  вя  FU  ятрафлары 

вардыр. Fx олдуьундан,  ихтийари Fy  нюгтяси цчцн  бир-бири иля кясишмяйян xэU y  вя yэVy  

ятрафлары вардыр. Ашкарды р ки,  yV  

аиляси F чохлуьуну юртцр.  Теорем 3-я эюря   yV  юртцйцнцн  N
kyk

V
1
 сонлу  алт юртцйц вардыр. 

Она эюря дя x  нюгтясинин 
N

k
xk

U
1

ятрафы  AV
N

k
xk





1
 бирляшмяси иля кясишмир.  

Инди ися X  фязасында бир-бири иля кясишмяйян гапалы 1F  вя 2F  чохлугларына бахаг. Онда 

ихтийари 1Fx  нюгтяси цчцн бу нюгтянин вя  2F  чохлуьунун бир-бири иля кясишмяйян xэU x  вя 

2FVx   ятрафлары вардыр.  xU  чохлуглар аиляси гапалы 1F  чохлуьуну юртцр, она эюря дя сонлу 

 N
kxk

U
1
 алт юртцйц вардыр. Бурадан айдын олур ки, 

N

k
xk

U
1

 бирляшмяси 1F  чохлуьуну юзцндя 

сахлайыр вя 2F  чохлуьуну юзцндя сахлайан 
N

k
xk

V
1

кясишмяси иля кясишмир.     

 Кясилмяз иникас заманы компакт фязанын образына даир ашаьыдакы теорем доьрудур: 
 Теорем 5. Компакт фязанын кясилмяз образы компактдыр, йяни яэяр YXf : кясилмяз 

иникасдырса вя X фязасы компакт-дырса, онда )(Xf  чохлуьу да компактдыр.  

 Исбаты. Яэяр ачыг  IU  ,  чохлуглары  )(Xf  чохлуьуну юртцрлярся, онда онларын 

прообразлары олан  Uf 1   чохлуглары X  фязасыны юртцрляр. f  кясилмяз иникас олдуьундан, 

  ,1
Uf      I  юртцйц ачыг юртцкдцр. Онда бу юртцкдян сонлу алт юртцк сечмяк олар. Тутаг 

ки,    
N

UfUfX 
11

1

  . Онда ашкардыр ки, 
N

UUXf  
1

)(    вя  

,,...,1, NkU
k

  чох-луглары  IU  ,  юртцйцнцн  ахтарылан сонлу алт юртцйцнц ямяля эятирирляр.      

  
 

Мцщазиря 9 
 

ДИФРЕНСИАЛЛАНАН ЧОХОБРАЗЛI ANLAYIŞI, MİSALLAR 
 

Тутаг ки щесаби базасы олан M  щаусдорф тоположи фязасы верилмишдир. Яэяр M  фязасынын щяр бир 

нюгтясинин  nR  фязасынын областына щомеоморф олан U  ятрафы вардырса, дейяъяйик ки, nM  -

юлчцлц чохобразлыдыр.    nRUU  :  гейд едилян щомеоморфизм олдугда,  ,U   ъцтц 

хяритя вя йа локал коор-динат системи адланыр. Хяритя истянилян Ux  нюгтясинин  

   nuux ,...,1  

координатларыны тяйин етмяйя имкан верир. Яэяр хяритялярин щяр бир ъцтцнцн кясишмясиндя 
координатларын 
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                                         nii uufu  ,...,1                                (4.1) 

чеврилмясини тяйин едян кечид функсийалары  kC  синфиндян щамар функсийалардырса, дейяъяйик ки,  

M  чохобразлысы  kC  синфиндян диференсиалланандыр (вя йа щамардыр).  
 Чохобразлы цзяриндя  v  вектору  ,Ux   нюгтясиндя верилмиш  хяритяйя  нязярян  n   

сайда  nvv ,...,1   ядядляр системи иля тяйин олунур ки, бу ядядляр диэяр хяритяйя кечид заманы 
вектор гануну  иля чеврилирляр: 

  .,
x

i

i
i
i

ii
i

i

u

f
PvxPv 












 


  

Верилмиш нюгтядя тяйин олунан бцтцн векторлар чохлуьу  MTx  тохунан фязасыны ямяля эятирир. 

Векторлара  верилмиш нюгтянин ятрафында тяйин олунмуш щамар функсийалара  

   xi
ivv    

гайдасы иля тясир едян (бах  § 1)  хятти диференсиал операторлар кими бахылмасы мягсядяуйьундур. 
Щамар функсийаларын истянилян ъцтц цчцн ашаьыдакы хассяляр доьрудур: 

                 
     

     .
,,,




vvv

vvvR




               (4.2) 

Хцсуси щалда,  i  векторлары хятти асылы олмайыб тохунан фязанын тябии базисини ямяля эятирирляр.  

 Тензорлар ъябриня аналожи олараг, тябии базиси   idu  олан MTx
  котохунан фязасынын 

елементляри кими ковекторлар вя  x  нюгтясиндя ихтийари типли  тензорлар, щямчинин M  чохобразлысы 
цзяриндя  вектор,  ковектор  вя тензор мейданлары тяйин едиля биляр. 
 Яэяр M  щамар чохобразлысынын щяр бир хяритяси цчцн координатларын дяйишмяси заманы 

(3.4) гануну цзря чеврилян   xi
jk -щамар функсийалары   рабитясинин ямсаллары йыьымы вери-лярся, 

дейяъяйик ки, M  афин (вя йа хятти)  рабитяли фязадыр. Бу щалда  ,M   йазылышындан истифадя олунур. 

                                           i
kj

i
jk

i
jkS                                    (4.3) 

функсийалары буруглуг тензору адландырылан  (1,2)  типли тензор мейданынын компонентляридир. 
 Мисал 1.  § 3-дя  бахылан рабитя буругсуз афин рабитядир вя онунла характеризя олунур ки,  
декарт координатларда  ямсаллары сыфра бярабярдир. Бу рабитяйя афин  фязанын каноник рабитяси 
дейилир. 
 Тутаг ки,    ,Mt   фязасы цзяриндя  qp,  типли  тензор мейданыдыр. t нин мцтляг 

диференсиалы дедикдя   ,U  хяритя-синдя  локал олараг 

            
p

qp

q ii
jjii

jj dudutt  


 1
11

1
        (4.4) 

шяклиндя йазылан ейни типли  t  тензор мейданы баша дцшцлцр. t  тензор мейданынын координатлары 
(3.13)  дцстуру иля тяйин олунурлар. 
 Тензор мейданынын  Mx  нюгтясиндя  v   вектору исти-гамятиндя  ковариант тюрямяси  
бу нюгтядя координатлары  

                                  p

q

p

q

ii
jjk

kii
jjv tvt








1

1

1

1
                              (4.5) 

олан  tv  тензоруна дейилир,  бурада  )14.3(k  дцстуру иля тяйин олунан оператордур.  

 Яэяр   MI: локал олараг   ii uu   параметрик тянликляри иля верилян щамар 

яйридирся, онда 

                                       t
d

du

d

t
k

k





                                      (4.6) 

t  тензор мейданынын    яйриси бойунъа ковариант тюрямяси адла-ныр. Аналожи гайда иля   ,M  

фязасы цзяриндя верилян вектор мейданы истигамятиндя  ковариант тюрямя тяйин едиля биляр. Хцсуси 
щалда, тябии базисин векторлары цчцн 
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                                        .k
k
ijji
                                      (4.7) 

 x   нюгтясиндя  0v  вектору верилдикдя  яйринин ихтийари нюгтясиндя бу вектора паралел олан  

 v   векторунун тапылмасы  

                                0 j
i

sk
ij

k

v
d

du
u

d

dv





                          (4.8) 

ади диференсиал тянликляр системинин  интегралланмасына  эятирилир (нязярдя тутулур ки,    яйриси  бир 
хяритянин тясир даирясиндя йерляшир). 
 Мялум олдуьу кими, верилмиш башланьыъ шяртляр дахилиндя  (4.8) системинин йеэаня щялли вар. 
Аналожи гайда иля  яйри бойунъа  тензорун паралел кючцрцлмяси  тяйин олунур. 
  ,M  афин  рабитяли фязасында верилмиш    яйрисини эютцряк. Яэяр    яйрисинин мцяййян 

каноник  )(suu ii   пара-метризасийасында   tохунан вектору онун юзц бойунъа паралел 

кючцрцлярся, йяни  

0

ds


 

оларса, дейяъяйик ки,    эеодезик хятдир. Айдындыр ки, бу щалда   sui   функсийалары ашаьыдакы 2-ъи 
тяртиб  ади диференсиал тянликляр системини юдямялидирляр: 

                             .0
2

2


ds

du

ds

du
u

ds

ud ji
sk

ij

i

                            (4.9) 

 Мисал 2. Тутаг ки,   ,M =A n каноник рабитяли афин фязадыр  (бах мисал 1). Щамар яйри 

бойунъа векторун паралел кючцрцлмяси  яняняви гайда цзря апарылыр:  онун декарт компо-нентляри 

сабит олмалыдырлар. Доьрудан да, декарт координатларда 0k
ij   вя векторун  (4.8) паралел 

кючцрцлмяси шярти  0
d
dvi

 шяк-линдя йазылыр, бурадан  constvi   олмасы алыныр. Каноник рабитя-нин 

эеодезик хятляри дцз хятлярдир. Доьрудан да, декарт коор-динатларда  (4.9) тянликляри  

0
2

2


ds

ud k

 

шяклиндя йазылыр вя бурадан  ашаьыдакылар алыныр: 

.,, constbabsau kkkkk   
 

 

Mühazirə 10 

Diferensiallanan çoxobrazlı üzərində toxunan və kotoxunan vektorlar  

 Tutaq ki,  nM ölçülü hamar çoxobrazlı, I  isə R  ədəd oxunun açıq 

intervalıdır. Aşkardır ki, I  açıq intervalı R də açıq alt çoxobrazlı kimi bir 

ölçülü çoxobrazlıdır. Ona görə də MI :  inikasının hamarlığını 

çoxobrazlıların hamar inikası şəklində başa düşmək olar. 

 M  çoxobrazlısı üzərində hamar əyri (və ya sadəcə  əyri)  MI :  

hamar inikasına deyilir. Əgər It 0  üçün Pt )( 0  olarsa, onda deyirlər ki, 

əyri 0tt   olduqda P  nöqtəsindən keçir.  
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 Əgər MU ),(   çoxobrazlısı üzərində lokal xəritədirsə və MI :  

əyrisi üçün UI )(  olarsa, onda  nR  fəzasının )(U  oblastında 

)(:~ UI     əyrisinə   əyrisinin ),( U  xəritəsinin lokal koordinatlarında 

verilməsi deyilir.  

 ),( U  lokal xəritəsinin verilməsi ilə UP  nöqtəsindən keçən hər  bir 

hamar   əyrisinə )(:~ UI     əyrisinin 0t  nöqtəsində sürət vektoru olan  










dt

tdu

dt

tdu

dt

td n )(
,....,

)()(~
00

1
0

 

vektorunu qarşı qoymaq olur, burada   .0,, 00   ttI  

 M  çoxobrazlısı üzərində P  nöqtəsindən keçən iki hamar əyri üçün bu 

əyrilərə yuxarıdakı qaydada qarşı qoyulan vektorlar üst-üstə düşürlərsə, 

onda deyirlər ki, verilən hamar əyrilər P  nöqtəsində bir-birinə toxunurlar. 

 M  çoxobrazlısı üzərində P  nöqtəsində bir-birinə toxunan hamar 

əyrilərin ekvivalentlik sinfinə P  nöqtəsində M  çoxobrazlısına toxunan 

vektor deyilir.  

 P  nöqtəsində M  çoxobrazlısına toxunan vektorlar çoxluğu MTP  kimi 

işarə olunur. MTP  n ölçülü vektorlar fəzasıdır və P  nöqtəsində M  

çoxobrazlısına toxunan fəza adlanır. 

 nR  fəzasının nee ,...,1  kanonik bazisinə MTP  toxunan fəzasında uyğun 

gələn bazisi hərəkətli bazis adlandırırlar və nPP  ,...,1  kimi işarə edirlər.  

 

Mühazirə 11 

Diferensiallanan çoxobrazlı üzərində tenzor meydanları 

Тутаг ки, KV   мейданы цзяриндя вектор  фязадыр вя  A- ,...,, CBA  

елементляриня малик олан чохлугдур. A чохлуьунун елементлярини нюгтяляр 

адландыраг. Яэяр щяр бир низамланмыш ),( BA  AA елементляр ъцтцня 

ашаьыдакы шяртлярин юдянилмяси иля VABv  векторуну гаршы гойан AA V  

иникасы верилярся, дейяъяйик ки, A K мейданы цзяриндя афин фязадыр: 
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 1) Истянилян A A  нюгтяси вя  истянилян Vv вектору цчцн еля йеэаня  

B A  нюгтяси вардыр ки,  .ABv   

 2) Истянилян CBA ,,  A  нюгтяляри цчцн Шалл мцнасибяти доьрудур: 

.0 CABCAB  

nV dim  олдугда афин  фяза n юлчцлц гябул олунур вя A n  кими ишаря едилир. 

V  A n  афин фязасы цчцн йюнялдиъи вектор фяза адландырылыр. 

 Ихтийари гайдада сечилмиш O A нюгтясини гейд едяк. Бу щалда A A 

нюгтяси цчцн бу нюгтянин радиус-вектору адланды-рылан  OAx  вектору 

биргиймятли тяйин олунур. V дя  ie  бази-сини сечмякля i
iexx   айрылышыны аларыг. 

ix ядядляриня  xA  нюгтя-синин  ieO,  репериндя афин  (вя йа декарт) 

координатлары дейилир.  

 V йюнялдиъи вектор фязасы псевдо-Евклид вектор фязасы ол-дугда A – 

афин-псевдо-Евклид (вя йа псевдо-Евклид) фязасы адландырылыр. 

 A n  афин фязасынын нюгтясиндя xT  тохунан фязасы башланьы-ъы бу 

нюгтядя олан бцтцн векторларын ямяля эятирдийи ейни юлчцлц  

вектор фязадыр. Мцхтялиф нюгтялярдяки тохунан фязалар юз араларын-да паралел 

кючцрмя васитясиля тябии олараг ейниляшдириля биляр. 

 U  A n  областыны нязярдян кечиряк. Яэяр U областынын щяр бир 

нюгтясиня бу нюгтядяки тохунан фязада  qp,  типли тензору гаршы гойан 

xtx иникасы верилярся, дейяъяйик ки, U областын-да  qp,  типли t  тензор 

мейданы верилмишдир. Башга сюзля, бу щал-да аргументляри xT  вя 
xT  

фязаларындан олан вя щям дя нюгтянин сечиминдян асылы олан полихятти 

функсийайа бахылыр. Мясялян, ,1p  

2q  олдугда  vutx ,,  полихятти функсийасы тяйин олунур. Яэяр  ieO,  A n -дя 

декарт репердирся, онда 

                              kj
i

ni
jkx vuxxtt ,...,1 .                               (1.1)   

U областында верилмиш  xt ijk  функсийаларына тензор мейданынын координатлары 

дейилир. Яэяр  xt ijk  функсийалары kC синфиндян олан щамар функсийалардырса, 
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дейяъяйик ки, kCt  синфиндян олан ща-мар тензор мейданыдыр. 

constt ijk  олдугда , тензор мейданы сабит тензор мейданы адланыр. 

 Тензорлар цзяриндя апарылан ямялляр тябии олараг нюгтяляр цзря 

апарылмагла тензор мейданларына тятбиг едилир. Мясялян, ейни типли t  вя s  

тензорлары цчцн топлама ямяли 

  xxx stst   

шяклиндя апарылыр.  

 Тензор мейданлары цзяриндя йени бир ямял- диференсиалла-ма ямяли дя 

апарылыр. Полихятти функсийанын диференсиалыны щесабла-дыгда нязяря алмаг 

лазымдыр ки, декарт репери щалында вектор вя ковектор аргументляринин 

координатлары нюгтянин сечиминдян асылы дейил. Мясялян, (1,1) тензору цчцн 

                                          kj
i

i
jk vuxdtdt  .                              (1.2) 

Беляликля,  2,1dt  типли тензор мейданыдыр, i
jkdt  диференсиаллары онун декарт 

реперя нязярян координатларыдыр. 

 Мисал 1. A n -дя нюгтялярин радиус-векторларынын мейданы-на бахаг. 

Декарт реперя нязярян i
iexx  айрылышыны йаза билярик. Диференсиалламагла, 

координатлары  dxedx ii   олан i
iedxdx   вектор мейданыны аларыг.  

 Диференсиалларын ашаьыдакы хассяляри доьрудур: 

а) Тензор мейданынын диференсиалынын сыфра бярабяр олмасы цчцн зярури 

вя кафи шярт онун сабит олмасыдыр (истянилян декарт репердя 

constt ijk  олмасыдыр);  

б) Тензор мейданларынын ъяминин диференсиалы онларын дифе-ренсиаллары 

ъяминя бярабярдир:   .dsdtstd    

ъ) Тензор щасилинин диференсиалы Лейбнис гайдасы иля щесаб-ланыр: 

  .dstsdtstd  Яэяр хцсуси щалда, t ядяддирся, онда   .tdstsd   

д) Бцкцлмя ямяли диференсиаллама ямяли иля йерини дяйишя биляр:  

   .ttrddttr k
m

k
m   
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Тензор мейданынын координатларынын диференсиалларыны хц-суси 

тюрямялярля ифадя етмякля аларыг: 

.,
s

i
jki

jks
skj

i
i
jks

x

t
tdxvutdt




                         (1.3) 

Мисал 1-и нязяря алмагла беля бир нятиъяйя эялирик ки,  i
jkst  функси-йалары (1,3) 

типли тензор мейданынын координатларыдыр. Бу тензор мейданы t  тензор 

мейданынын тюрямяси адланыр вя t  кими ишаря олунур. Цмуми щалда  qp,  типли 

тензор мейданынын тюрямяси  1, qp  типли тензор мейданыдыр. Тюрямяни 

верилмиш   i
i exww   вектор мейданы иля диференсиаллама индекси цзря  

бцкмякля йени-дян  qp,  типли  

                                          twtrtw  1
1                                 (1.4) 

тензор мейданыны аларыг. wtw   вектор мейданы истигамяти цзря тюрямя 

адланыр. Мясялян, .i
jks

si
jkw twt   

 Мисал 2. Тутаг ки,   Uxx n,...,1  A n областында тяйин олунмуш скалйар 

мейдандыр. Онда  grads   кими ишаря олу-нан вя   мейданынын градийенти 

адландырылан ковектор мейданы-нын координатларыдыр. Яэяр йюнялдиъи вектор 

фяза псевдо-Евклид фязасыдырса, онда индекси галдырмагла, координатлары иля 

ашаьыдакы кими ифадя олунан вектор мейданыны аларыг: 

  .ij
ij eggrad    

  потенсиал функсийа, grad  ися потенсиал вектор мейданы адланыр. Истигамят 

цзря тюрямя скалйар щасилин кюмяйи иля ифадя олуна биляр: 

   .,  gradwgxw i
i

w   

 Мисал 3. Тутаг ки,  ковектор мейданыдыр.   тюрямя-синин 

алтернасийасыны апараг вя нятиъяни 2-йя вураг: 

 .2   Alrot  

rot координатлары ijjiijS    олан тензор мейданыдыр вя   ковектор 

мейданынын ротасийасы адланыр. 
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 Мисал 4. Тутаг ки, v вектор мейданыдыр. Онун тюрямяси координатлары 

i
jv  олан  1,1  типли тензор мейданыдыр. Бу тензор мейданынын  vtr   изи  v нин 

диверэенсийасы адландырылан инвари-антдыр. Псевдо-Евклид фязада 

диверэенсийаны 

ji
iji

i vgvvdiv   

шяклиндя йаза билярик. Бу инвариант сыфра бярабяр олдугда v  соленоидал 

вектор мейданы адланыр. 

 Тутаг ки,  Uv  A n  областында тяйин олунмуш вектор мейданыдыр. 

v нин интеграл хятляри (вя йа трайекторийалары) дедикдя тохунан векторлары 

мейданын векторлары иля цст-цстя дц-шян, йяни   txv
dt

dx
  мцнасибятини 

юдяйян  txx    параметри-засийа олунмуш яйриляри баша дцшцлцр. Бу 

мцнасибяти координат-ларла йазмагла,  

                                       txtxv
dt

dx ni
i

,...,1                             (1.5) 

ади диференсиал тянликляр системини аларыг. (1.5)  системинин интег-ралланмасы  

интеграл хятлярини тяйин етмяйя имкан верир.  

  

 

 
Мцщазиря 12 

 
ХАРИЪИ ДИФЕРЕНСИАЛ ФОРМАЛАР. ХАРИЪИ ДИФЕРЕНСИАЛЛАМА 

 

Афин фязанын U A n  областында  хариъи диференсиал p  форма дедикдя U областында тяйин 

олунмуш  p  дяряъяли хариъи формаларын  px vv ,...,1  мейданы баша дцшцлцр. Координатларда 

 


 p

p

ii
ii eex 

1
1

  

вя йа 
xT A фязасында  базис ковекторларыны idx  кими  ишаря етмяк гябул олундуьундан 

                              


 p

p

ii
ii dxdxx 

1
1

                      (2.1) 

йазылышы доьрудур. 

 Хцсуси щалда, скалйар мейдана сыфыр дяряъяли форма кими бахылмалыдыр.   i
i dxx   хариъи 

диференсиал 1-формасына (йяни ковектор мейданына) Пфаф формасы да дейилир. Хариъи формалар 
цзяриндя апарылан бцтцн ямялляр тябии олараг афин фязада хариъи диференсиал формалара тятбиг олунур 
вя бу ямялляр нюгтяляр цзря апарылыр.  
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 Хариъи диференсиал формалар цзяриндя йени бир ямял-хариъи диференсиаллама  апарылыр. Хариъи 
диференсиаллама хариъи p форма-йа   )1(p форманы гаршы гойан еля  dd :  иникасына 
дейи-лир ки: 
 а) Kd  -хятти иникасдыр: 

   ddd  ; 

 б)   функсийасы цчцн d  хариъи диференсиалы ади дифенсиалла цст-цстя дцшцр; 

 ъ) Яэяр   p форма,  q формадырса, онда 

     ddd p  1 ; 
д) Истянилян    формасы цчцн 

                                .02 d   
Бу хассяляр хариъи диференсиалламаны бцтцнлцкля характеризя едир. Тярифдян айдын олур ки, локал 
шякилдя, йяни координатларда 

  .1
1


 p

p

ii
ii dxdxxdd   

 0d  олдугда   гапалы хариъи диференсиал форма адланыр. Яэяр   d  шяртини юдяйян  
  хариъи формасы вардырса, дейяъяйик ки,    дягиг хариъи диференсиал формадыр. д) хассяси  ону 
эюстярир ки, истянилян дягиг диференсиал форма гапалыдыр. 

 Мисал 1. A 2  мцстявиси цзяриндя верилмиш  
   dyyxQdxyxP ,,   

хятти диференсиал формасы цчцн йаза билярик: 

.dydx
y

P

x

Q
dydQdxdPd 















  

d дяряъяси 2 олан хариъи диференсиал формадыр. Айдындыр ки,  
y

P

x

Q








  олдугда    гапалы 

формадыр. 
 Мисал 2. Тутаг ки, 3 -юлчцлц псевдо-Евклид фязада хариъи 2-формадыр: 

.32
23

31
13

21
12 dxdxdxdxdxdx    

Хариъи диференсиалламагла аларыг: 

  .321
231132123 dxdxdxd    

 
Mühazirə 13 

Riman çoxobrazlısı 

 Tutaq ki, M hamar çoxobrazlıdır və M  üzərində simmetrik bixətti 

formalar meydanı verilmişdir, yəni hər bir MP  nöqtəsi üçün MTP  toxunan 

fəzasında simmetrik bixətti RMTMTs PPP :  forması verilmişdir. Bu 

meydanı s  ilə işarə edək. 

 M  üzərində ),( U  lokal xəritəsi üçün hərəkətli bazisin n ,...,1  vektor 

meydanlarını təyin edirik.  

 M  üzərində s  simmetrik bixətti formalar meydanının ),( U  lokal 

xəritəsinə nəzərən komponentləri U  üzərində 
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njiss jiij  ,1),,(  

şəklində təyin olunmuş funksiyalardır. 

 Əgər s  simmetrik bixətti formalar meydanının M  üzərində istənilən 

),( U  lokal xəritəsinə nəzərən komponentləri U  üzərində hamar 

funksiyalardırsa, onda deyirlər ki, s  meydanı hamardır. 

 M  hamar çoxobrazlısı üzərində Riman metrikası dedikdə hər bir 

MP  nöqtəsinə RMTMTg PP :  skalyar hasilini qarşı qoyan müsbət-

müəyyən simmetrik bixətti formaların hamar g  meydanı başa düşülür. ),( gM  

cütünə Riman çoxobrazlısı deyilir.  

 M  Riman çoxobrazlısı üzərində istənilən ),( U  lokal xəritəsinə 

nəzərən g  Riman metrikasının komponentləri  ),( jiij gg   şəklində təyin 

olunurlar. 

 Tutaq ki, MMI :  çoxobrazlısı üzərində hamar əyridir. Onda hər 

bir It   üçün bu əyri )(tT  toxunan vektorunu təyin edir. Nəticədə   əyrisinin 

toxunan vektor meydanı adlanan MTtTtT t )()(:    inikası təyin olunur.  

 M  Riman çoxobrazlısı üzərində istənilən hamar MI :  əyrisi üçün 

hər bir t yə )(tT  toxunan vektorunun uzunluğunun kvadratını qarşı qoyan  

))(),((: )( tTtTgtRI t   

funksiyasını təyin etmək mümkündür. 

 M  Riman çoxobrazlısı üzərində   hamar xəttinin 21 , tt  nöqtələri 

arasında qalan qövsünün uzunluğu 

dttTtTgl
t

t

t
t
t 

2

1

2

1
))(),(()( )(                                           (1) 

düsturu ilə hesablanır. 

 Əgər   əyrisinin )(I  obrazı ),( U  lokal xəritəsinin oblastında 

yerləşərsə, onda (1) düsturunu 

dt
dt

tdu

dt

tdu
tutugl

t

t

ji
n

ij
t
t 

2

1

2

1

)()(
))(),...,((~)( 1  
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şəklində yazmaq olar, burada 1~  ijij gg  işarə olunmuşdur. 

 

 

 

Mühazirə 14 

Çoxobrazlı üzərində afin rabitə, rabitə əmsalları, onların çevrilmə 

qanunu 

Hamar çoxobrazlı üzərində təyin olunan əsas diferensial – həndəsi 

strukturlardan biri də afin rabitədir. M  çoxobrazlısı üzərində afin rabitə 

aşağıdakı şərtləri ödəyən  

                                                     MXMXMX :  

inikasına deyilir: 

1)  MXUV  ,  üçün 

                     ;, MXVVU U   

2)    MFfMXUV  ,,  üçün 

                ,VfVf UU   

burada   MMF   çoxobrazlısı üzərində hamar funksiyalar çoxluğudur; 

3)  MXUV  ,  , FMg  üçün 

    ,gUUggU VV V  

burada   g
x

g
g i

i





 VV  funksiyasının V  vektor meydanı boyunca 

törəməsidir. 

 VU ,  vektor meydanlarını  i  və j  bazis vektor meydanları ilə əvəz 

edək və ji
  vektor meydanını   nkk ,...,2,1,    bazisi ayıraq: 

                                                            k
k
ijji
 .                                            

(1) 

1) – 3) şərtlərindən istifadə    edərək,    göstərmək  olur ki, (1) bərabərliyinin 

sağ 
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tərəfindəki ayrılış əmsalları tenzor qanunu ilə deyil, aşağıdakı qaydada 

dəyişirlər: 

                                       






















































 







 ji

k

k

k
k
ijj

j

i

i

k

k
k
ji xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x 2

. 

Bundan ötrü nxx ,...,  lokal koordinantlarından  nxxx ,...,, 21  lokal 

koordinantlarına 

                                                          nii xxxxx ,...,, 21

  

keçid düsturlarına baxaq. Yəni  nxx ,...,1  lokal koordinant sistemində  

                                                           k
k
jiji 

 


 

ayrılışını yaza bilərik. 

kk

k

k x

x





   olduğundan, 

           kk

k
k
jik

k
jij x

x
i





 




 

. 

Digər tərəfdən,  

jj

j

jii

i

i x

x

x

x









  ,  olduğuna görə,   afin rabitəsinin tərifinə əsasən 

yaza bilərik: 

               























































 







 jj

j

ijj

j

i

i

jj

j

i

i

jj

j

x

xj x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
ii

ii

i
i

 

                              





























 jji

j

k
k
ijj

j

i

i

jj

j

ij

j

i

i

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
ji

2

 

                                                 kji

k
k
ijj

j

i

i

xx

x

x

x

x

x



















 

2

. 

Beləliklə, 

                                       kji

k
k
ijj

j

i

i

kk

k
k
ji xx

x

x

x

x

x

x

x























 



2

, 

və ya  

                                             ji

k
k
ijj

j

i

i

k

k
k
ji xx

x

x

x

x

x

x

x



 















2
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 Bu bərabərliyin hər iki tərəfini 










k

k

x

x  keçid matrisinin tərs matrisinin 

k

e

x

x


 

 komponentlərinə vuraq: 

                              
ji

k

k

e
k
ijj

j

i

i

k

e
e
ji

e
k

k
jik

e

k

k
k
ji xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

















 























2

  , 

və ya 

                                              
ji

k

k

k
k
ijj

j

i

i

k

k
k
ji xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x








 
















2

. 

k
ij  əmsalları   afin rabitəsinin əmsalları adlanır. Rabitə əmsalları UV  

vektor meydanının ifadəsini təyin etməyə imkan verir: 

    k
k

i
i

j
jk

ij
k

i
i UUUU  VVV . 

 jk
ij

k
i

k
i UUU    ifadəsi U  vektor meydanının   afin rabitəsində kovariant 

törəməsi adlanır . Analoji qayda ilə ixtiyari   kovektor meydanının, həmçinin 

M  çoxobrazlısı üzərində verilmiş ixtiyari  qp,  tipli t  tenzor meydanının 

kovariant törəməsini hesablamaq olar: 

k
k
ijijii   ,                                                            

mi
jj

i
k

im
jj

i
k

ii
mj

m
k

ii
jm

m
k

ii
jjk

ii
jjk q

p

m

p

qm

p

qj

p

qj

p

q

p

q
tttttt ...

...
...
...

...
...

...

...
...
...

...
...

1

11

11

1

1

1

1

1

1

1
......  . 

 

Мцщазиря 15 
 

КОВАРИАНТ TÖRƏMƏ VƏ MÜTLƏQ ДИФЕРЕНСИАЛЛАМА 
 

A n  афин  фязасында  ix  декарт координатлары иля йанашы   iu   яйрихятли координатларындан 

истифадя етмяк даща ялверишлидир. Яйрихятли координатлар афин  фязанын мцяййян U A n  областында 

верилмиш вя nRU :  щомеоморфизмини тяйин едян n  сайда  nii xxuu ,...,1  функсийалары 

васитясиля дахил едилирляр. Бу щалда дейирляр ки,  A n -дя   ,U  хяритяси вя йа координат системи верил-

мишдир.Тярс иникас  ),...,( 1 nii uuxx   функсийалары иля вя йа  

                                     inin euuxuux ,...,,..., 11                          (3.1) 

вектор-функсийасы иля тяйин олунур.  (3.1) вектор функсийасынын  2C  синфиндян диференсиалланмасыны 
нязярдя тутуруг. 
 Яэяр U  областында бириндян  башга  галан бцтцн яйрихятли координатлары гейд етсяк, 
нятиъядя бир аргументин  

 nk uuux 0
1
0 ,...,,...,  
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вектор-функсийасыны аларыг. Бу вектор-функсийа U  областында k ъы координат хяттини тяйин едир. 

Щяр бир нюгтядя координат хятляринин   ii
kk ex  тохунан векторлары хятти асылы олмайан 

векторлардыр вя  i
k x   Йакоби матрисинин гейри-мяхсусилийиня ясасян x  нюгтяси иля бярабяр 

 kx ,  тябии вя йа натурал реперини ямяля эятирирляр. 

 Тутаг ки, A n  хяритяляр системи иля юртцлмцшдцр. Онда истянилян хяритяляр ъцтцнцн тяйин 
областларынын  UU   кясиш-мясиндя координатларын 

 nii uufu  ,...,1  

чеврилмяси йаранмыш олур, бурада   nfff ,...,11    -гейри-мяхсуси  i
i

i
i

i
i uPPP   ,  

Йакоби матрисиня малик ди-ференсиалланан функсийалардыр. 
 x  нюгтясинин сонсуз кичик йердяйишмяси заманы  тябии базисин  векторлары да дяйиширляр. Бу 
дяйишикликляр kddx ,  диферен-сиаллары иля характеризя олунурлар. Гейд олунан диференсиаллары  ix ,   

реперинин векторлары цзря айыраг: 

                            ., i
i
kki

i ddudx                                  (3.2) 

(3.2) мцнасибятляри реперин щярякят тянликляри адланыр.  nri
k duduuu ,...,,,..., 11 диференсиалларын 

хятти формаларыдыр вя рабитя формалары адланырлар: 

                               jni
jk

i
k duuudx ,...,1 .                             (3.3) 

i
jk  функсийаларына ися рабитя ямсаллары дейилир. Рабитя ямсаллары ашаьы индексляриня эюря симметрик 

олуб, яйрихятли координатларын чеврилмяси заманы 

                              ikj
k
k

j
j

i
jk

i
i

i
kj PPPP 


                           (3.4) 

гануну цзря дяйиширляр. Декарт координатлар онунла характеризя олунурлар ки, бу координатларда 

.0i
jk  

 Псевдо-Евклид фязасы щалында метрик тензорун    ji
n

ij guug  ,,...,1   компонентлярини 

щесабламаг олар. Ра-битя ямсаллары бу компонентлярля ашаьыдакы дцстур цзря ифадя олунур вя 
Кристоффел символлары адландырылырлар: 

                      .
2

1
jksjskksj

isi
jk gggg                       (3.5) 

 Мисал 1.  2E  Евклид мцстявиси цзяриндя   21, xx   декарт координатлары иля йанашы,  

 rSinxrCosx  21 ,  мцнасибят-ляри иля полйар координатлары дахил едяк. Йакобйаны 

щесаблайаг: 
 
  .

,

, 21

r
r

xx
J 







 Бу  ися   о   демякдир ки,   полйар   координатлар 

r > 0   шярти дахилиндя  0,0\2EU   областында тяйин олунмуш-лар. Беляликля, 0J  шяртинин 

юдянилдийи 0r  полйусу полйар координат системинин йеэаня мяхсуси нюгтясидир. Координат шябя-
кяси 1cr   консентрик чевряляриндян вя 2c  шцаларындан тяшкил олунмушдур.  ,r  нюгтясиндя 

тябии реперин векторлары      rge  21 ,  векторларыдыр. Рабитя ямсалларыны щесаб-лайаг. kd  

диференсиалларыны тяйин етмякля, аларыг: 
                    .)()(,)( 21  dredrgddgd   

Она эюря дя реперин щярякят тянликляри 

                        21221 , 
r

dr
rdd

r

d
d 

 

шяклиндядирляр. Бурадан айдын олур ки, полйар координат системиндя рабитя формалары цчцн 
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 57

йазылышы доьрудур вя сыфырдан фяргли рабитя ямсаллары  ашаьыдакы-лардыр: 

                                 
r

r
1

, 2
21

2
12

1
22  . 

 Тутаг ки,  iu   яйрихятли координатлары дахил едилян афин фязанын  U A n  областында щамар 

v  вектор мейданы верилмиш-дир. v  вектор мейданыны xT A n  тохунан фязасынын  i  тябии базиси 

цзря айыраг:  .)( i
i xvv   Реперин (3.2) щярякят тянликлярини нязяря алараг, v  вектор мейданынын 

диференсиалыны щесаблайаг: 

                                     .)( i
ki

k
i vdvdv                                 (3.7) 

Беляликля, dv  вектор мейданы   

                                     ki
k

ii vdvv                                     (3.8) 

координатларына маликдир, башга сюзля,  .)( i
ivdv    

    диференсиал операторуна мцтляг диференсиал дейилир. Хц-суси щалда, декарт 

координатларда  0i
j  олдуьундан мцтляг диференсиал ади диференсиалла цст-цстя дцшцр. 

   ковектор мейданы щалына бахаг.   мейданыны 
xT A n  котохунан фязанын  базисини тяшкил 

едян вя  i
jj

idu  )(  гошма-лыг шяртини юдяйян тябии  idu  корепери цзря айыраг. Нятиъядя 

i
i dux)(   хятти диференсиал формасыны аларыг. Диференсиалы ще-саблайараг, кореперин (3.2)  

тянликляриня икили олан  

                                      ki
k

i dudud )(                                  (3.9) 

щярякят тянликлярини нязяря алсаг, йаза билярик: 

                                  .)( ik
iki dudd                               (3.10) 

                                        k
ikii d                                 (3.11) 

функсийалары  d  ковектор мейданынын координатларыдыр. Бура-дан айдын олур ки, ихтийари типли 

тензорун dt  диференсиалы ашаьыдакы айрылыша маликдир: 

         ,
1
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1 p

qp

q ii
jjii

jj dudutdt  


           (3.12) 

бурада мцтляг диференсиал 
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       (3.13) 

ифадясиня маликдир. 
 Мисал 2. Тутаг ки, v мцстяви цзяриндя вектор мейданы-дыр. Полйар координатлары сечяк. 
Онда рабитя формаларынын (3.6) ифадясини нязяря алараг, (3.8) дцстурундан dv  мейданынын коор-
динатлары цчцн йаза билярик: 

             ,211 drvdvv     .1 2122 drvdv
r

dvv    

 (3.13) бярабярлийинин  саь тяряфиндя p

q

ii
jjdt




1

1
  вя  i

j  хятти формаларыны тябии кореперля ифадя 

едяк: 
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Нятиъядя 
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олдуьуну аларыг, бурада  
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
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             (3.14) 

тензор мейданынын  t   тюрямясинин координатларыдыр. 
(3.14) операторуна ковариант тюрямя оператору дейилир. t  тюрямясини верилмиш w  вектор мейданы 
иля бцкмякля координат-лары  

                                    p

q

p

q

ii
jjk

kii
jjw twt








1

1

1

1
  

олан истигамят цзря тюрямяни аларыг. 
Диференсиалланан  M  чохобразлысы, бу чохобрахлы цзяриндя щамар метрик тензор мейданы, йяни  
 2,0  типли  симметрик вя гейри-мяхсуси g  тензор  мейданы верилдикдя  псевдо-Риман фязасы 

адланыр вя   gM ,  кими ишаря олунур. Бу фязанын щяр бир нюгтясинин  MTx  тохунан фязасы псевдо-

Евклид фязасыдыр. Нязяр-дя  тутулур ки,  

                                    ji
ij duduxgds 2                                    (5.1) 

диференсиал квадратик формасынын сигнатурасы  бахылан областда сабитдир, бурада  
    ggxg jiij  ,  тензорунун тябии реперя нязярян компонентляридир.  Яэяр (5.1)  формасы 

мцсбят-мцяййян оларса, дейяъяйик ки,   gM ,  Риман чохобразлысыдыр. Бу щалда MTx  Евклид 

фязасы олур.  
  gM ,   чохобразлысы цзяриндя  ашаьыдакы  ики шярти юдяйян йеэаня    рабитяси вардыр: 

 1)  бу рабитянин буруглуьу сыфра бярабярдир: ;0S  

 2)  бу рабитядя метрик тензор ковариант сабитдир:  v  век-тор мейданы цчцн  
.0 gv  

Йухарыдакы гайда иля тяйин олунан     рабитясиня Риман рабитяси дейилир. Риман рабитясинин 
компонентляри  тябии реперя нязярян 

                           ijsisjjsi
ksk

ij gggg 
2

1
                    (5.2) 

дцстуру иля ифадя олунурлар, йяни Кристоффел символларыдыр (бах  § 3, (3.5)  дцстуру). 
 Метрик тензорун варлыьы псевдо-Евклид фязасында олдуьу кими, вектор вя ковектор 
мейданлары арасында  бийектив уйьунлуг йаратмаьа имкан верир. Бу уйьунлуг  координатларла 
индексин ендирилмяси  вя галдырылмасы шяклиндя ифадя олунур: 

                                ., j
ijij

iji vgvvgv                                 (5.3) 

Мящз бу сябябдян вектор мейданынын ротасийасындан вя ковектор мейданынын  
диверэенсийасындан  данышмаг  олар: 
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,2 ][

ji
ij

k
ijkij

vgvdiv

vgvrot




                            (5.4) 

Индекслярин ендирилмяси вя галдырылмасы ямялляри истянилян типли тензор мейданларына тятбиг олуна 
биляр. 
 Метрик тензорун ковариант сабитлийиня ясасян, векторларын скалйар щасили паралел кючцрмя 
заманы сахланылыр. Башга сюзля, паралел кючцрмя заманы тохунан фязаларын   

MTMT txx )(:   

хятти изоморфизми изометрийадыр. 
  gM ,   фязасында эеодезик хятляр изотроп вя гейри-изотроп ола биляр. Щяр ики щалда 

эеодезик хяттин тянлийини  
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                           (5.5) 

шяклиндя йазмаг олар, бурада s каноник параметрдир. 
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 Бир сыра щалларда чохобразлы цзяриндя   i  тябии репериня дейил, щяр бир нюгтядя хятти асылы 

олмайан  n  сайда  )(xei  вектор мейданларындан тяшкил олунмуш даща цмуми  нюв реперя бахыл-

масы  зяруряти йараныр. Беля реперляря гейри-щолоном реперляр дейилир. 

                                         k
k
ijji exRee )(,                                    (5.6) 

гябул едяряк, гейри-щолоном  реперин структур тянлийини аларыг. k
ijR гейри-щолономлуг обйекти 

адланыр. Гейд едяк ки, гейри-щолономлуг обйекти тензор дейилдир.  Гошма    i
jj

ii eexe )(:)(   

корепери 

                                     jik
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k eeRde 
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1
                                 (5.7) 

структур тянликлярини юдяйир. 

                                          k
k
ijje ee

i
                                       (5.8) 

гябул етмякля, гейри-щолоном репердя рабитя ямсалларыны аларыг. Бу щалда  ковариант тюрямя  

                                  jk
ij

k
i

k
i vvev  )(                                 (5.9) 

шяклиндя йазылыр вя буруглуг тензору 
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k
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k
ij RS  ][2                                  (5.10) 

ифадясиня малик олур. 
  gM ,  псевдо-Риман фязасы щалында буруглуг сыфра бяра-бярдир, лакин бу щеч дя  

k
ij

k
ij R

2

1
][   рабитя ямсалларынын симмет-риклийини  эюстярмир. Метрик тензорун ковариант тюрямясинин 

сабит-лийиндян алыныр ки,  
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                         (5.11) 

бурада     ., s
ijkskij

s
ijkskij RgRg   

(5.11)  дцстуру (5.2) дцстурунун цмумиляшмясидир.  gM ,  фяза-сында даща чох 

ортонормаллашмыш гейри-щолоном реперлярдян истифадя олунур:      .1,,,0,  iiji eegjieeg  

Бу щалда метрика 

     22212 np eeeds    
шяклиня эятирилир вя (5.11) дцстуруна ясасян  рабитя ямсаллары цчцн 

                                 ijkjkikijkij RRR 
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1
                        (5.12) 

ифадяси доьру олур. 
 
  
 
 
 


