Miihazire 1
EVKLID V@ PSEVDO-EVKLID FOZALARI

1. Tutaq ki, ¥V —R haqigi adadler meydani Ulzsrinde n— Olglli vektor fozadir,
{é.},i=1,n, -bu fezanin miieyysn bazisidir. V¥ € ¥ vektoru liglin X =x'¢, +---+x"¢, = x'¢,
ayriligi, diger {¢, } bazisi tgiin ise

&, = Al
kegid disturu dogrudur, burada (A,’)— kecid matrisi olub geyri-maxsusidir, i — toplama, yaxud
«Eynsteyn» indeksidir. ©ger X vektorunun x = xi'éi, ayriligi da malumdursa, onda
x' = AX (1)
cevirmasi yazilir, burada (Al’)— (Al’) kecid matrisinin tars matrisidir. (1) ¢evirmasine vektorun
koordinatlarinin ¢cevirme qanunu deyilir.
2. Vektor arqumentli  : V' — R skalyar funksiyasi:
1) Vx,y eV Ggln
a(¥+5)=a(¥)+al7)
2) Vx eV, ,¥YA eV lgun
a(i%)= 1-a(X)
sortlori 6denildikde xafti funksiya adlanir. Masslen, Vxel,x= xiéi vektoru Uglin
a(¥)=x" +x* + x* qaydasi ile tesir eden « funksiyasi xatti funksiyadir.

V' vektor fazasinda tesir eden biitiin xatti funksiyalar coxlugunu V™ ile isare edok. V'~
goxlugunda toplama va adada vurma amalleri bu qayda ile daxil edilir:

) Va,B eV ,¥VxelV Ugin
(o + B)F) = al®) + B(3);
2) VaeV  VxeV,VAeR Ugin
(Aa)X)= A -a(F)
Bu amealler V* goxlugunu kovenktor foza adlanan vektor fezaya gevirirlor. V' ve V™ fozalar
qosma fozalardir. V" kovektor fozasinin elementlarini kovektorlar adlandiririrlar ve a, g, Voo

kimi isare olunurlar. V& € V™" kovektoru diglin

o =alé)i=1n
adadleri a kovektorunun {é,.} bazisinde koordinatlari adlanir.

V'* kovektor fozasinin

§j (éi ) = 5ij
sortini 6dayen {gj }, j=1,n bazisine {¢,} bazisiilo qarsiligh (qosma) olan bazis deyilir, burada
5/ — Kroneker simvoludur:
5JZ{Q j#i,
P, =i

a kovektorunun {él.} Vo {é,} bazislerindski «; ve «a; koordinatlar arasinda asagidaki slage
dogrudur:

ay =alé)= Q.(Aii’éi)z Arale;)= 4ia;,
ve ya



a, =Aa;. (2)

3. Bos olmayan har hansi G c¢oxluguna baxaq. G g¢oxlugunun elementlerini néqtelor

adlandiraq ve 4,B,C,.. ilo isara edak. Nazarde tuturuq ki, o :GxG —V inikasi verilmigdir,
burada V' — n-06l¢lli vektor fezadir. VA, B € G néqgtaleri Ggln O'(A,B)= AB isara edak.

Torif. Asadidaki sertler (afin feza aksiomlari) 6denildikde bos olmayan G goxlugu
V vektor fazasi Uzerinde n — 6l¢lilii afin feza adlanir ve A, ile isare olunur:

1) VA € G noqgtesi ve VX € V' vektoru Uglin elo yegana B € G noqgtssi vardir ki,
AB = X;
2) VA, B,C € G nogtsleri tglin
AB+BC = AC
barabarliyi dogrudur.

V' vektor fezasina A4, afin fezasinin yonaldicisi deyilir.

Torif. Oe 4, ndqtesi vo V' vektor fazasinin {é[ },i =1,n, bazisi igin (0, {el. })
coxluguna A, afin fezasinda afin reperi ve ya afin koordinat sistemi deyilir vo Oe, ---¢, ilo
isara olunur.

VM e A, nogtesini gotirsk. OM vektoru M néqtesinin radius-vektoru adlanir. oM
vektorunu {Ei} bazisi Uzrs ayiraq:

oM =x'é +--+x"e,.
x!,x%,...,x" ayrilis amsallarina M néqtasinin afin koordinatlari deyilir.

4. Misbat-mulayyan ¢ bixatti formasinin teyin olundugu »—0Iglli V' vektor fazasina
n—06lgilii Evklid vektor fezasi deyilir. VX, y eV vektorlar Gglin g(?c,)?) adadi X ve y vektor-
larinin skalyar hasili adlanir voa  x-y ile isare olunur. Skalyar hasil amalinin asagidaki
xassaolarini geyd edak:

19 % § =55

4% ©ger X # 0 olarsa, onda x-x > 0.
X¥-X=x° adadi ¥ vektorunun skalyar kvadrati adlanir. 4° xassasinden alinir ki, istenilon ¥
vektoru Gglin  X-X >0, yoni \/3?—2-heqiqi adaddir. Bu aded X vektorunun uzunlugu ve ya
normasi adlanir va |?c| ila isare olunur. |?c| =1 oldugda X vekto-runa vahid vektor deyilir.

Asanligla yoxlamagq olur ki, sifirdan fergli ixtiyari X ve y vektorlar Ggiin

1Y < (3)
%71

barabarsizliyi dogrudur. (3) barabarsizliyi gosterir ki, sifirdan forgli X ve y vektorlari Gglin
[0, 7r] adadi araliginda

cosazf

%[5
barabearliyini 6deyen « odadi vardir. Bu eded X ve y vektorlan arasindaki bucaq adlanir va
(3?,)7) ilo isare olunur. Sifirdan fergli X ve y vektorlari (x,y):o sortini 0dadikda

perpendikulyar (yaxud ortoqonal) vektorlar adlanirlar. Nezarda tutulur ki, sifir vektor istanilen
vektora perpendikulyardir.

=1
<



Torif. Butin vektorlan vahid ve cut-cit perpendikulyar olan , yeni
|é,-| =1l,e ~éj =0,i#] (i,j =1,2,...,n) sortlerini 6dayan {él.} bazisine ortonormallasmis bazis
deyilir.

Bger ¥ ve y vektorlar ortonormallasmis {¢,} bazisinde fc(xlxz,...,x")j/(yl,yz,...,y")
koordinatlari ils veriloerse, onda

)?j—}:xlyl +x2y2 bt X",

f = f o (e f e (e

1.1
COS(f,y)_ Xy +-+xYy

e PG e b

5. I n—0lgllu Evklid vektor fozasi oldugda bu vektor feza (izerinde qurulan 4, afin

fezasina n—dlgllii Evklid fezasi deyilir. n—0lguli Evklid fezasi E, ils isars olunur. A4, afin
fezasindan fergli olaq, E, Evklid fezasi vektorlarin skalyar hasil aksiomlarindan alinan metrik

xarakterli xasselare malikdir. Bu xassaelarin dyranilmasi tUg¢ln daha ¢ox dizbucaql koordinat
sistemindan istifada olunur.

Torif. {¢,} ortonormallasmis bazis oldugda OF¢,---é, koordinat sistemine E, Evklid
fezasinda diizbucaqli dekart (ve ya sadaca diizbucaqli ) koordinat sistemi deyilir.

Terif. 4,B € E, noqtsleri Ggun AB vektorunun uzunlugu A ve B ndgqtaleri arasindaki
masafe adlanir ve p(A,B) ile igare olunur:

p(4,B)= 45| @)

(4) masafe  dusturundan alinir ki, dizbucaqgl koordinat  sisteminda
A(xl,...,x”)B(yl,...,y”) koordinatlarl ile verilen A4 ve B noqteleri arasindaki mesafe
asagidaki ifadeye malikdir:

p(4,B)= \/<y1 —xl)z +---+<y" —x")z.

VM e E, ndqgtesine géturek. » >0 odadi lglin M ndqtesinin » radiuslu aciq strafi ve
ya morkazi M nogtesinde olan r radiuslu agiq kiire asadidaki kimi teyin olunan goxluga
deyilir:

’ AM,r)={N/N€E,,p(M,N)<r}

Tutaq ki, U c E, altgoxlugunun M €U noqgtesinin A(M,r)cU sortini 6dayan
musayyan A(M,r) aciq atrafi vardir. Bu halda M ndégtesi U goxlugunun daxili néqtasi adlanir.
Her bir noqtesi daxili néqgte olan U coxlugu E, Evklid fezasinda ag¢iq ¢oxluq ve ya oblast
adlanir.

Forz edok ki, Lt xt -U c E, oblastinda dizbu-caql koordinatlardir.
Diferensiallanan yl(xl,xz,...,x”), yz(xl,xz,...,x”),...,y”(xl,xz,...,x”) funksiyalarini tayin
edok. Bu funksiyalara mieyyen f :U — E, inikasi uygundur.
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matrisi f inikasinin Yakobi matrisi , bu matrisin J(f) deter-minanti ise onun yakobyani
adlanr.
Torif. U oblastinin har bir néqtasinda J(f);t 0 serti 6danildikde, diferensiallanan

yl(xl,xz,...,x”), yz(xl,xz,...,x"),...,y”(xl,xz,...,x”)
funksiyalar sistemina U oblastinda requlyar ve ya syrixatli koordinat sistemi deyilir.

Ferz edek ki, U oblastinda ixtiyari iki x'(P),x*(P)....,x"(P) ve z'(P),z*(P)....,z"(P)
ayrixatli koor-dinat sistemleri daxil edilmigdir, burada P eU. Bu koordinat sistemlarine
misyyan f:U > AcE" ve g:U—> BcE" inikaslan uygundur, burada 4 ve B
oblastlardir. Bu halda P néqtesinin {xi(P)} koordinatlarina onun {zi(P)} koordinatlarini garsi
qoyan y . :A— B yyeni y,, :x'(P)—z'(P)l1<i<n, inikasi teyin olunur. y _ inikasina U
oblastinda koordinatlarin evez olunmasi deyilir. Gostermak olur ki, y _ inikasi 4 oblastinin B

oblastina qarsiligh birgiymatli, har iki terafe diferensiallanan va yakobyani sifirdan fargli olan
inikasidir.
Oyrixatli koordinat sistemlerine misal gosterak. £, Evklid mistsvisinde (r,go) polyar

koordinat sisteminin dizbu-cagli (x,y) koordinat sistemi ile avaz olunma funksiyalarina baxaq:
x=rcos@, y=rsing. Bu avez olunmanin J(z//) yakobyanini tayin edek. Hesablamagla

musyyan edirik ki,
cos@ sing
dgu:{ . j; J(w)zr.
—rsing rcos@

Gorunduyu kimi, yakobyan koordinat baslangicinda sifra gevrilir. Polyar koordinat sisteminin
ayrixetli koordinat sistemi oldugu U oblasti kimi, FE, (r,go) mastavisinde 0< @ <27,0<r <o

barabarsizlikleri ile tayin olunan sonsuz zolaq gétirilur. Onda £, (x,y) mustavisinde A oblasti
kimi, x >0, y = 0 stasinin kanar edildiyi batin mistavini gétirmak olar.

Miihazira 2

TENZORLAR VO ONLAR UZ8RiND® SMSLLOR

1. Tutaq ki, ¥ — R haqiqi edadler meydani izerinde n — 6lgiilii vektor fozadir, V" ise
V' vektor fozasina qogsma olan kovektor fezadir. g sayda vy,...,v, €V vektor vo p sayda

1 .
n,....,n" eV" kovektor arqumentlerinden asili olan skalyar

2=t ¥y ' ) (1)
funksiyasini tayin edek. (1) funksiyasi argumentlarinin har birine nezaren xattilik gertlerini

o6dadikda polixstti funksiya adlanir. Masslen, 1-ci vektor arqumentine gdra xattilik sertleri bela
yazilir:

7+ 551 s )= 5 BBy s )+
+t(\"}l’;\?z,...,fzq,771,...,77"l
k5071 e ? )= e 1[5, )
(1) polixatti funksiyasina hamginin 7 vektor fozasi Uzerinda tipi (p,q) olan (p>0,4>0), yaxud
p defe kontravariant ve ¢qdefe kovariant tenzor deyilir. s = p+gq oadadi tenzorun valentliyi

adlanir. Masalen, valentliyi 2 olan tenzorlar (2,0),(0,2) va (L) tipli tenzorlardir. Tenzorlara dair
nimunsalera baxaq.

1) (1,0) tipli t(nj tenzoru V' vektor fozasinin vektorudur.

—



2) (0,1) tipli 1(171) tenzoru V" kovektor fezasinin kovektorudur.
3) (1,1) tipli tenzor t(ﬁ,n) polixatti funksiyasi ile verilir ve afinor adlanir.

V' vektor fazasi lizarinda tayin olunan bitln (p,q) tipli tenzorlar goxlugu Tq”V ilo isaro

olunur.
2. Tenzorlar Gzearinds aparilan amallari geyd edak.

1°. t,t, € quV— V' vektor fezasi Uzerinds verilmis tenzorlardirsa, onda bu tenzorlarin
t, +t, cemi
(RS AN L) S A L
1y (o ¥yo7 e”)
disturu ile teyin olunur, burada ¥,,...,v, €V, Ql,...,g‘” elV’.
Qeyd. Yalniz eyni tipli tenzorlari toplamaq mumkinddr.

20 te quV — V' vektor foezasi lizarinde verilmig tenzor, k ixtiyari haqiqi adeddirse, onda

t tenzorunun k adadins k -t hasili
(k- )T Vgt st )= 1l ¥ sy ?)
dusturu ile tayin olunur, burada v,,...,v, €V, n',...n?ev”.

Gorindiyu kimi, tenzorun adads hasiliqzamar:l tip dayismir. Asanligla yoxlamagq olur ki,
quV coxlugu (p,q) tipli tenzorlarin toplanmasi ve adada hasili emallerine gore vektor foza
toyin edir.

3% ¢ equl”V, ty eTq’;ZV— V' vektor fezasi Uzerinde verilmig tenzorlardirsa, onda bu

tenzorlarin ¢, ®t, hasili

pi+l pir+po ):
b

= s = 1 P
(t1 ®t2)(Vl"“’Vqlvq1+1"“’vq1+qzJL""’Q ,n

ceey

—_+ 5 = 1 P = = p1+l P1+p2
—tl(vl,...,vql,l,...,g )‘tz(vqﬁl»--quﬁqz»ﬂ seens 17 )

burada v, €V,a=12,...q, +q,.n" €V*,b=12,...p, + p,.

Gorlindiyd kimi, ¢, ®1, -(p, + p,.q, + ¢, ) tipli tenzordur.

Tenzorlarin hasili emalinin asagidaki xassaleri vardir:

a) 1,9(t,®8,)=(t, ®1,)®1,;

b) (t, +1,)®t; =1, @ty + 1, ty;

o) (kt))®t, =1, ®(kt,)=k(t, ®1,).

Qeyd. Tenzorlarin hasili emali yerdayisma (kommutativ-lik) xassasina malik deyil, yani

t ®t, #t, ®1,.

4°. Tutaq ki, ¢ € quV — V' vektor fazasi Uzerinds verilmis tenzordur vo p >0, >0. ¢
tenzorunun m sayl vektor ve k sayl kovektor arqumentlarine goéra blikiilmesi dedikde asa-
gidaki kimi teyin olunan it € T.;'V tenzoru basa diislir:

ks 5 ! -
trmt(vl,...,vq_l,g 7--->7_zp ):

_ = - - - - 1 k-1 i k+l p-1
—t(vl,...,vm_l,e,-,vm+1,...,vq_1,77 N 7 B Y / AR /| l

burada {él. },i =1,2,...,n—V vektor fazasinin bazisidir, {g’ }— onunla gosma olan bazisdir ve i

toplama indeksi olbugundan bu indeksae gére cemlema aparilir. Aydindir ki, bikilma amali
vektor ve ya kovektor arqumentlarindan har hansi biri qurtarana gadar ardicil olaraq aparila
biler.



59, Tutaq ki, Sq —gq deracali avezlamalar grupudur. Sq grupunun TqOV tenzorlar
fezasinda tssirini
Vo e Sq, YVt e TqOV, 01(171,...,\7q)= t(Va(l),...,Va(q))
disturu ile tayin edirik.
te TqOV tenzorunun simmetriklosmosi dedikda asagidaki kimi tayin olunan Symt TqOV
tenzoru basa dusulur:

Symtzl > ot.

|
q: oeS,

Masalen, ¢ € T,V tenzorunun simmetriklosmasi
Symi(5. 1) = . (5. 5) + 5.7)
soklinds, & € T30V tenzorunun simmetrikla§me‘si ise
Symt(v,,ii ) = %(h(ﬁ, Wit )+ h(w, i, v )+ h(id, v, w)+

+h(W,v,ii )+ h(V,id, w)+ h(ii, w,V))
saklinde aparilir.
Qeyd edak ki, simmetrikleasma amali vektor ve kovektor arqumentlarinin bir qrupuna da

tetbiqg oluna bilsr. Masalan, teT32V tenzorunun 1-ci ve 3-cu vektor arqumentlarine gbra
simmetriklosmasi bels yazilir:

L | O —— S,
Sym1,3 t(v,w,u,g,§)=5(t(v,w,u,g,§)+t( awav’gaé))
Torif. teTqOV tenzoru Vo-eSp avazlomasi Ugln of =¢ gartini édadikde simmetrik
tenzor adlanir. Terifden aydin olur ki, ager teTqOV- simmetrik tenzordursa, onda Symt=t¢.

Diger terefdan, ¢ € T32V tenzoru Ugln Sym, ; ¢ = ¢ yaziligl onu gostarir ki, bu tenzor 1-ci ve 3-ci
vektor arqumentlarine goro simmetrikdir.

6°. oe S, ovazlemasinin isaresini  Sgno ile isare edek. Aydindir ki, Sgno cut
avazlemaler Ugln 1-8, tak avazlemalar Ug¢ln ise -1-8 barabardir.

teT qOV tenzorunun g¢ep-simmetriklosmasi , yaxud alternasiyasi asagidaki kimi teyin

olunan Alt e TqOV tenzoru na deyilir:

=Ly Sgno(ot).

q! ces
Terifden gorunir ki, ¢ € TZOV tenzorunun gep-sirr:metriklesmesi
A3 )= (17,5) - 15, 7)
soklinds, & € T3°V tenzorunun ¢ap-simmetriklagsmasi ise
AL, ,ii) = %(h(ﬁ, W, it )+ h(,ii,V )+ h(id, v, w) -
— h(W,V,ii )~ h(V, i, w)— h(id, w,v))

saklinde aparilir.
Cop-simmetriklosma amalini do vektor ve kovektor arqumentlarinin bir grupuna tetbiq

etmak mimkindir. Masalan, ¢ € T32V tenzorunun 2-ci ve 3-cu vektor arqumentlerina gore ¢ap-
simmetriklosmasi bels yazilir:



.. | O -
Al 5 t(v,w,u,g,§)= E(t(v,w,u,g,é)—t(v,u,w,n, .f))
Torif. teTqOV tenzoru Vo € §, avezlemssi Uglin Sgno -ot =t sartini 6dadikde  ¢ap-

simmetrik tenzor adlanir. Terife gora, ager ¢ € TqOV- goap-simmetrik tenzordursa, onda Alt=t¢.

Asanligla yoxlamaq olar ki, simmetrik tenzorun alternasiyasi ve ¢ap-simmetrik tenzorun
simmetrikloagsmasi sifra barabardir.

Miihazira 3

TENZORUN KOORDINATLARI. METRIK TENZOR

1. Farz edoak ki, ixtiyari ¢ € quV tenzoru verilmisdir, burada V' — n — 6l¢uli vektor fozadir.

V' vektor fazasinin har hansi {él. },i =1,2,...,n, bazisini gétirek ve bu bazisle gosma olan bazisi

{gj},j =12,...,n, ilo isare edak.
Torif. ¢ tenzorunun {él.} bazisindeki koordinatlari asagidaki gayda ile teyin olunan
adadlar sistemina deyilir:

jl"'j17 1 b -~ il jp
tl.lml.q —t(eil,...,eiq,g yeees @

1<i, <nl<j,<na=12,.,q,b=12,.,p olduguna gére teT/V tenzorunun {Ei}

bazisindaki koordinatlarinin sayr n”*? edadine barabaerdir.
Bir bazisdan digarina kec¢dikda tenzorun koordinatlari dayisir. Bu dayismanin xarakterini

musayyan edok. Tutaq ki, V' vektor fozasinin {él.} bazisinden forqli diger {éi,} bazisi verilmisgdir.

{é,} bazisinin gogma olan bazisini {g’} ile isare edek. 1 € T,”V tenzorunun {él.,} bazisindaki
koordinatlari asagidaki ifadeya malikdirler:

¢ =z(é,,...,é I,gjll,...,gj"l j (1)
i, i iy
Malumdur ki, {¢,} bazisinden {¢,} bazisina ve {g’} bazisinden {g’} bazisine kegid uygun
olaraq

é, = Alé, )

¢/ =4f¢ (3)
disturlari ile verilir. (1) barabarliyinin sag terefinde (2), (3) dusturlarini ve xattilik sartlerini nazera
alaq:

JiJ i = i . j .
th " =t Ae,.., A% A g“,...,Aj” e’r | =
ig q 1 P

] "-lq 1 1 ’

. i .' j' = - . .

=A" - A4 4P e ,...e. Lelt,...elP =

i ; 7 Jip i CipoL ek
q

A gl g I
i1, iq' A Jp i
vo ya
I i gl g R g0 O (4)
il g i iy N Jp Wl
(4) dusturlarina bir vektor bazisinden digserina kegdikda (p,q) tipli tenzorun koordinatlarinin
cevirme disturlar deyilir. (4) dusturlarindan aydin olur ki, ¢ € TOIV tenzorunun koordinatlari

I i
t/' =4t



gaydasi, yani vektorun koordinatlarinin ¢evirma ganunu ile (bax mihazire 2, (1) dusturu),
te TIOV tenzorunun koordinatlari ise

t, = Ait;
gaydasi, yani kovektorun koordinatlarinin ¢evirma qanunu ilo (bax mihazire 1, (2) dasturu)
dayigirler. Buradan (1,0) tipli tenzorun vektor, (0,1) tipli tenzorun ise kovektor olmasi bilavasite

alnir.
2. Tenzorlar Gzerinds aparilan emalleri koordinatlarla ifade etmak olar:

1°. Vt,he T}V tenzorlan Ggtin
(t+h){lm."" =" gt
if--lg i--lg iy
2°. VteT/V tenzoruve Vk e R hagigi adedi iigiin
(k)7 = - 0
i--lg ii--ig
3% v, € T'V,Vt, eT?V tenzorlan gin
(Z ® )jl"'jmjm+1”'jpl+p2 _ Ip Iy
V02 iy gy 1oy g gy g tigiegy

4°. V1eT!V,p>0,g>0, tenzoru igiin

k., Vi ip-1 T Jk=18k+1" T p—1 |
(trmt =g R
i ig i)l -1 i1 ig 1

5°. Vi e T,V tenzoru ligiin

1
(Syn”t)il...iq =— X tig(l)-uio,(q) :t(ilu-iq)'

|
q:oeS,

Xlsusi halda, V¢ e T20V tenzorunun simmetriklegsmasi koordi-natlarla

_1 (
fay = 5 Vi T Lii
Vhe T3°V tenzorunun simmetriklogmasi ise koordinatlarla
1
hije) = 5( e T g+ g R g hkjl’)

soklinde ifada olunur.
Vte T32 tenzoruna baxag. tf:Tj\k) yazilisi onu gostarir ki, simmetrikloasma amali yalniz i

va k indekslerina tatbiq olunur:

1
Im _ Im Im
6°. Vi e TqOV tenzoru Ugln
1
(Ale),..,, —adezsq Sgno -ty i =i, ]
Xususi halda, Vt e TZOV tenzorunun gep-simmetriklosmasi koordinatlarla
1
fjy = a(fij —1
Vhe T3°V tenzorunun gep-simmetriklosmasi ise koordinatlarla
ey = (i + g + by — o — s — )
(k) = 3y ke e g Mgk = g = i

soklinde ifada olunur.



Miihazire 4
METRIK FOZALAR

1. Tutaq ki, X bos olmayan coxluqdur. Sger asagidaki sertlarin 6denilmasi ile har bir
nizamlanmis x,y € X elementler ciitine menfi olmayan p(x,y) ededi garsi goyulmusdursa,
bu halda deyirlar ki, X ¢oxlugu lzarinde p metrikasi verilmisdir:

1) yalniz ve yalniz x = y olduqda p(x,y) =0;

2) ixtiyari x,y e X tgin p(x,y)= p(y,x);

3) ixtiyari x,y,z € X Ugln p(x,y)+ p(y,z)z p(x,z).

Bger R, ile manfi olmayan haqigi adadler ¢coxlugu isare olunarsa, onda X ¢oxlugu
Uzerinde metrikanin 1-3 xassaelerini 6deyan p: X x X — R_ inikasi oldugunu sdyleys bilerik.

X c¢oxlugu uzerinda verilon metrika ile birlikde, yani (X,p) cutl metrik feza, X
coxlugunun x,y,...,z,... elementleri ise bu fazanin ndqteleri adlanir. Menfi olmayan p(x,y)
adadi x,y ndqteleri arasindaki mesafe adlanir. p funksiyasinin 6dadi-yi 1-3 xassalerine metrik

foza aksiomlari deyilir: 1 xassesi eynilik aksiomu, 2 xassasi simmetriya aksiomu, 3 xassesi isa
Ugbucaq aksiomu (ve ya lg¢bucaq barabarsizliyi adlanir. Anlasilmaziiq yaranmadigi halda, qisa
olmasindan 6tri metrik fozani sadace X ils isars edacoyik.

Bos olmayan istanilan X c¢oxlugu Gzerinds x,y € X Ugln

1, x=#
p(x,y)={0 _y
’ x_y

gabul etmakle frivial, yaxud simplektik metrika adlandirlan metrika tayin oluna biler. Aydindir ki,
metrikanin bu sakilde tayin olunmasi zamani 1-3 aksiomlari &denilir. Belslikls, sifirdan forgli
istanilon goxlugu metrik fazaya ¢evirmak olar. Qeyd edak ki, birden gox négteys malik olan eyni
bir coxluq Uzerinde muxtalif metrikalar verilo bilar. Dogrudan da, agar. p belo bir ¢oxlug

Uzerinda verilmis metrika va £ ise vahidden fargli misbat adaddirss, onda kp funksiyasi da bu
coxlug Uzerinde metrikadir ve bu metrika p metrikasindan farqglidir.
Metrik fozalara dair nimunalara baxaq.
Misal 1. E, Evklid fezasi Gglun (n=12,...) asagidaki qayda ile p:E,xE, > R,
inikasini tayin edak:
VM, N € E, négtsleri tgiin p(M,N)= ‘ATV

b

(I mihazirsnin 5-ci bendinde £, Evklid fezasinin ixtiyari iki ndgtesi arasindaki mesafe mahz bu
sokilde teyin olunmusdu). Daxil etdiyimiz p(x,y) funksiyasi metrik faza aksiomlarini édayir.
Demali, £, Evklid fazasi metrik fazadir.
Misal 2. Tutaq ki, X — [a,b] parcasidir, yani
[a,b]= {x|x eRa<x< b}.
x vo y ndqteleri arasindaki masafe p(x,y)=|y—x| disturu ile tayin olunur. Bu halda metrik

fezanin 1 ve 2 aksiomlarinin 6denilmasi askardir. 3 aksiomunun 6danildiyini yoxlayaq. ©ger
X;,X, Vo Xx;-X coxlugundan olan ixtiyari G¢ ndgtedirse (yeni [a,b] parcasina aid olan Ug¢

adaddirss), onda aydindir ki, |xl - x3| = |(x1 - x2)+ (x2 —x3)| < |xl - x2| + |x2 - x3|. Belslikls,

P(xl > X3 ) < p(xl » X2 )"‘ P(xzax3 )



Misal 3. [a,b] pargasinda kasilmez olan bultiin hagigi funsiyalarin X ¢oxlugunda
masafani p(f,g): sup|f(x)—g(x)| dusturu ile teyin edirik, burada xe [a,b]. Asanligla
yoxlamagq olur ki, p funksiyasi metrika aksiomlarini 6dayir. Bu metrik foza
(1, 1o isars olunur va daha gox riyazi analiz kursunda istifads edilir.

2. Tutaq ki, (X,p)-metrik fozadir, Y < X onun miayyan alt coxlugudur. p metrikasi ilo
Y coxlugu da metrik fozaya gevrilir. (Y,p) metrik fozasi X fezasinin alt fezasi adlanir. Tutaq ki,
Yc X -metrik fozanin ixtiyari alt g¢oxlugudur. {p(x,y]x,y € Y} coxlugunun dagqiq yuxari
sorhaddini nazardan kegirak. ©gar bu daqiq yuxari serhad sonludursa: d = sup {p(x,y)}, onda
x,yeY
Y mehdud coxluq, d — Y ¢oxlugunun diametri adlanir. '
x € X merkozli & radiuslu kiiravi otraf

0,(x)= Wy e X.px,y) < e}
coxluguna deyilir.
Y,.Y, © X coxluqlan arasindaki masafe dedikds

plYy)= inf io(x.y)

adadi baga digulir. ©ger Y, ve Y, coxluglarinin ortaq néqtesi vardirsa, onda p(Yl,Yz): 0.

p(x, Y)= 0 sertini 6dayen istanilan x nodqtesi Y c¢oxlugu-nun toxunma ndéqtasi adlanir.
Askardir ki, Y g¢oxlugunun har bir x ndgtesi onun toxunma ndqtesidir. HOkmin tersi
dimumiyystle dogru deyil. Masalan, (a,b)c R interval Gglin a ve b ndgtaleri toxunma noqtsleri
olsalar da, bunlar (a,b) intervalina aid olmayan noqtslerdir.

Y c¢oxlugunun bitln toxunma noéqgteleri goxlugu onun gapanmas: adlanir ve Y ile isare
olunur. Askardir ki, ¥ <Y, lakin tersi Gmumiyystle dogru deyil. Yuxarida baxdigimiz (a,b)
intervall misalinda bu ¢oxlugun gapanmasi [a,b] parcasidir.

Metrik fozanin Y alt goxlugu 6ziniin gapanmasi ilo Ust-iiste diisdiikds, yeni Y =Y
sertini ddadikde qapall coxlug adlanir.

Bger x € Y noéqtesinin  bu g¢oxluga daxil olan mieyyen O, (x) kiravi atrafi vardirsa, bu
noégtays Y goxlugunun daxili néqtasi deyilir. Y ¢oxlugunun bitiin daxili néqgtsleri goxlugu onun
daxili hissesi adlanir va IntY il isara olunur. Y g¢oxlugu 6zinin daxili hissesi ile Ust-Usta
disdikds, yani Y = IntY sertini 6dadikds a¢iq ¢oxlug adlanir.

Teorem 1. Tutaq ki, X —metrik fozadir. Y c X c¢oxlugu yalniz ve yalniz X\Y
tamamlayici ¢oxlugu agiq oldugda qapalidir.

isbati. Tutaq ki, ¥ -gapali coxlugdur, Y =Y vae xe X \Y. Bu o demakdir ki, x noqtesi
Y goxlugunun toxunma ndqtesi deyil, yani p(x,¥)=&>0. Gosterek ki, O,(x)c X\Y.

Dogrudan da, ixtiyari y € O,(x) néqtesi iglin p(x,y)<e. Bger ye¥ oldugunu ferz etsak,

,o(x,y)z ,o(x, Y), yani ,o(x,y)z & munasibatini alarqg, bu ise serts ziddir. Belsliklo, X \Y aciq
coxluqgdur.
Tearsina, tutaq ki, X\Y-agiq c¢oxlugdur. Onda ixtiyari xe X \Y nogtesinin

X \Y goxluguna daxil olan OS(x) kiravi atrafi vardir. Bu onu gosterir ki, y € Y ndqgtasi tgin
p(x,y)zg, yani p(x,Y)Z &.Buradan alinir ki, x néqtssi ¥ goxlugunun toxunma néqtssi deyil.
Beloliklo, ager x €Y olarsa, onda x¢ X \Y, yeni xeY. Bu o demakdir ki, Y Y, yeni
Y =Y. Demali, Y qapali goxlugdur.

[ | Miihazira 5

TOPOLOJi FOZALAR



1. Metrik fozada aciq ¢oxluglarin IV mlhazirede ifade olunan xasselarine (teorem 2)
asaslanaraq, topoloji faza anlayisini daxil edak.

Tutaq ki, X c¢oxlugunda miayyan qayda ile asagidaki xassalera malik olan 7 alt
coxluglar sistemi secilmigdir:

I. & bos ¢oxlugu ve X g¢oxlugunun 6zl 7 sistemine daxildirler.

Il. 7 sistemindan olan alt goxluglarin istenilen ailesinin birlesmasi 7 sistemina daxildir.

lll.z sisteminden olan alt ¢oxluglarin istenilan sonlu ailssinin kasismasi 7 sistemina
daxildir.

Bu halda deyirlor ki, X c¢oxlugu Uzerinda topoloji struktur ( ve ya topologiya ) tayin
olunmusdur. (X,r) cutlinl isa topoloji feza adlandirirlar. 1,111l xassalerine topoloji struktur
aksiomlari deyilir.

X coxlugunun elementlori (X,r) topoloji fezasinin néqtsleri, r sisteminden olan
elementler ise bu fezanin agiq c¢oxluglanr adlanir. ©ger X g¢oxlugu Uzerinde hansi 7
topologiyasinin segildiyi artig malumdursa, onda (X,r) topoloji fezasini X ile da isars edirler.

Topoloji fazalara dair nimunalers baxaq.

Misal 1. (X,p) metrik fezasini nazarden kegirak. IV mihazirade verilon teorem 2-den
musyyan edirik ki, (X,p) metrik fezasi topoloji fazadir. Bu topoloji fezanin ¢ topologiyasi agiq

kirslerin kdmayi ila verilir (IV mihazireds, band 2-da (X,p) fezasinda agiq goxlugun terifine
baxin) ve p metrikasinin dogurdugu topologiya adlanir.

Misal 2. R" arifmetik fozasinda agiq goxlug anlayisini bu sokilde daxil etmak olar. n
sayda (ai,bi)(i: 1,2,...,n) intervallarini gétirek. a’ < x’ <b' (i =1,2,...,n) sertini ddeyan biitin
M(xl,x2,...,x”) négteleri goxlugunu agiq koordinat paralelepipedi adlandiraqg.

Bger F < R" goxlugu har bir noéqgtasi ile barabar 6u nogteni 6ziinds saxlayan misyysn

aciq koordinat parale-lepipedini de 6ziinds saxlayirsa, onda bu ¢oxlugu agiq goxlug adlandiririq.
& goxlugu agiq goxluq gabul edirik. Asanligla yoxlamag olur ki, bu gayda ile tayin edilon butiin

acglq coxluglar ailssi topoloji strukturun LIl ve Il aksiomlarini édayir ve demsli, R" goxlugu
Uzerinde muayyan topologiya tayin edir. Bu topologiyani febii topologiya adlandirirlar. Tabii

topologiya R" goxlugunu topoloji fezaya cevirir. Bu topoloji foza adadi feza (n = 1 oldugda adad
diiz xatti ) adlanir.
Misal 3. 4, afin mistevisinde ABCD =P  paralelogra-mina  baxaq.

AM = aE+ﬂE, 0<a<l, 0<pf<1 seortini 6dayan bitin M ndgtslerinin P g¢oxlugu P
paralelograminin daxili hissesi adlanir. 8ger F < A, ¢oxlugunu her bir ndqgtesi ile barabaer bu

ndgteni 6zlinds saxlayan muayyan paralelogramin daxili hissasini de 6zunds saxlayirsa, onda
bu coxlugu agiq coxlug adlandiraq. Terife gore her bir M € F' noqtasi lgln ele P parale-

logrami vardir ki, onun P daxili hissesi M € P c F sertini 6dayir.
Yoxlamaq olur ki, bu qayda ile 4, mistevisinds tayin edilen agiq goxluglarin 7 ailssi

topoloji strukturun LIl ve Il aksiomlarini 6dayir. Belslikls, afin mdistavi topoloji fezadir. Eyni
qayda ils gostermak olar ki, A4, afin fezasi topoloji fezadir.

Misal 4. ixtiyari X g¢oxlugunda bu X coxlugunun éziinden ve & bos c¢oxlugundan
ibarat olan 7 = {X,@} ailasina baxaq. Agkardir ki, alt coxluglarin 7 ailesi 1,1l va lll aksiom-larini
Odayir, yoni 7-X ¢oxlugunda teyin edilmis topologiyadir. Bu topologiya antidiskret ( ve ya
trivial ) topologiya, (X ,T) fozasl ise antidiskret topoloji foza adlanir.

Misal 5. Tutaq ki, X -ixtiyari goxluqdur, 7 = P(X) isa X coxlugunun butin alt goxluglan
ailesidir. I, IL,IIl aksiom-larinin 6danilmasi askardir. Bu topologiya diskret topologiya, (X,z')

fozasi ise diskret topoloji foza adlanir.
4,5 misallari gostarirlar ki, istenilon X g¢oxlugunu topo-loji fezaya ¢evirmak olar.



2. Tutaq Ki, (X,T) -topoloji fezadir. X topoloji feza-sinda agiq g¢oxluglarin
tamamlayicilarina qapali ¢oxluglar deyilir. Askardir ki, X topoloji fozasinda qapal ¢oxluglar
U¢lin asagidaki ikili xasseler dogrudur:

I'. & bos goxlugu ve X coxlugunun 6zl qapal goxluglardir.

II' . Qapali goxluglarin ixtiyari ailssinin kesismasi gapall goxlugdur.

III' . Qapali goxluglarin ixtiyari sonlu ailesinin birlesmasi gapali goxlugdur.

Bu xassalerin dogrulugu mihazire 4-de verilon De-Morqgan dusturlarindan bilavasite
alinir.

Belalikla, X ¢oxlugu lzarinds topologiyanin verilmasi ti¢iin agiq ¢oxluglar ailesi avazina
I' 1", III'" sertlerini 6dayan coxluglar ailssini tayin etmak ve bu coxluglari gapali goxluglar

adlandirmaq olar.

Topoloji fezalarda metrik fezalara aid olan bir sira mihim anlayiglar daxil etmak
muimkindir. X topoloji fezasinin x ndgtesinin strafi bu noqteni 6zliinde saxlayan ixtiyari agiq
coxluga deyilir. Analogiyaya gore, Y alt coxlugunu 6ziinds saxlayan agiq goxluq Y c¢oxlugunun
atrafi adlanir. Y < X c¢oxlugunun toxunma néqtesi ele x ndqtesina deyilir ki, bu néqgtenin hear
bir atrafi Y ¢oxlugu ile bos olmayan kasismaya malikdir. ¥ ¢oxlugunun bitin toxunma noqteleri
goxlugu Y goxlugunun gapanmasi adlanir va Y ila isara olunur. Y ¢oxlugu-nun daxili néqtasi
ele x eY noqgtesine deyilir ki, bu ndgtanin Y coxluguna daxil olan musyyan atrafi vardir.
Y ¢oxlugunun bitin toxunma noégtalari goxlugu Y ¢oxlugunun daxili hissesi adlanir ve IntY il
isars olunur.

Teorem 1. Y c X c¢oxlugu yalniz ve yalniz Y = Y olduqda qapalidir.
isbati. Tutaq ki, Y —qapali goxlugdur, yeni X \Y —aciq ¢oxlugdur. Onda X \Y goxlugu
0zUnln ixtiyari nogtesinin atrafidir, yeni X \Y c¢oxlugunun négteleri ¥ c¢oxlugunun toxunma

nogtaleri olmurlar. Ona gére de Y c Y.Diger terafden, Y Y olmasi askardir. Belslikls,
Y=Y.

Tersina, tutaq ki, Y =Y. Bu o demakdir ki, ager x ¢ Y olarsa, onda x nogtesi Y
coxlugunun toxunma ndqtesi deyil, yeni onun misyyen U, etrafi ¥ coxlugu ilo kesigmir:
U,c X\Y. Buradan alnir ki, X\Y ¢oxlugu U, agiq g¢oxluglarinin birlesmasi saklinds

gosterila bilar:
X\Y= UU,. )

xeX\Y
(1) berabarliyinden Il topologiya aksiomuna asasan aliriq ki, X \Y - agiq ¢oxlugdur.

Teorem 2. X tofloji fozasinin ixtiyari Y goxlugunun Y qapanmasi qapal ¢oxlugdur.
isbati. Teorem 1-a esasen, Y =Y barabarliyinin dogrulu-gunu géstermak yetorlidir.
Y cY olmasi askardir. Y cY ters daxil olmasinin dogru oldugunu sasaslandiraq. Tutaq ki,

x e Y. Bu o demakdir ki, x noqtesinin ixtiyari U atrafi Y goxlugu ile bos olmayan kasismaya
malikdir: U NY # &. Farz edak ki, y eUNY.Onda U ¢oxlugu y noégtasinin atrafidir. Diger

torofdan, yeI_/ oldugundan, U c¢oxlugu Y ¢oxlugu ile bos olmayan kasismaysa malikdir.

Belalikle, x noqtesi Y ¢coxlugunun toxunma ndqtasidir, yani x € Y . Buradan Y c Y daxil olmasi
Vo

Y < }=’ sorti daxilinde ? =Y berabarliyi alinir. L

Miihaziroe 6
K3SiLM3Z INIKASLAR

Riyazi analiz kursunda adadi arqumentli kasilmaz funksiyalar mihim rol oynayirlar. Bu
funksiyalarin tmumi-leagsmasi handesade shamiyysatli yeri olan kesilmaz inikaslardir.



1. Tutaq ki, (X,r) Vo (Y,T)—topoloji fozalardir. Bu topoloji fezalarin f: X —>7Y
inikasina baxaq. ©ger f(xo)e Y ndqtssinin ixtiyari V' estrafi Gglin x, € X ndqtasinin f(U)c Y
sortini 6deysn U etrafi vardirsa, onda deyirler ki, f inikasi x, € X néqtesinde kesilmezdir. f
inikasi X fazasinin har bir ndqgtasinds kasilmaz oldugda ona kasilmaz inikas deyilir. Qeyd edsak
ki, X ve Y fezalari R adad diz xatti il Ust-Uste disdikds kesilmaz inikasin terifi f(x)

funksiyasinin kasilmazliyinin riyazi analiz kursundan malum olan terifi ile eynilosir.
Asagidaki teorem inikasin kasilmazlik alamatini ifads edir.
Teorem 1. f:X — Y inikas! yalniz ve yalniz asadidaki ekvivalent sartlorden biri

Odenildikds kesilmazdir:
a) Y fezasindan olan ixtiyari aciq coxlugun proobrazi X fezasinda aciq coxlugdur;

b) Y fezasindan olan ixtiyari qapali goxlugun proobrazi X fazasinda qapali goxlugdur.

isbati. Proobrazlar igiin /(Y \ 4)= X \ f~'(4) mina-sibsti 6danildiyinden, a) ve b)
sartlari ekvivalentdir. Farz edak ki, f — kasilmaz inikasdir, V' — Y —aciq ¢coxlugdur. Gostarak ki,
¥V goxlugunun f~'(V) proobrazi agiq goxlugdur. Tutaq ki, x € X, onda f(x)eV, yeoni ¥ agiq
coxlugu f(x) néqtesinin etrafidir. Onda f inikasinin kesilmazliyinin terifine esasan x

nogtesinin ele U atrafi vardir ki, f(U)c Y, yaxud U < f~'(V). Sonuncu miinasibat f~'(V)
coxlugunun aciq coxlug oldugunu gosterir. Tersine: tutaq ki, a) serti 6denilir. isbat edsk ki, f
inikasi X fezasinin har bir ndqtesinds kesilmazdir. Her hansi x € X néqtesini gétirek va f(x)
nogtasinin ixtiyari V' etrafina baxaq. Serte gére V' c¢oxlugunun U proobrazi X —de agiq
coxlugdur. Belslikls, xeU ve f(U)c V', yeni f(x) néqgtssinin ixtiyari V' etrafi Ggln x
nogtasinin f(U)c Y sertini 6deyen U etrafi vardir. Terife gére bu, f inikasinin x ndqgtasinds
kasilmaz olmasi demakdir. [ |
Kesilmaz inikaslara dair nimunalera baxaq.
Misal 1. Ixtiyari X topoloji fozasinin 6zinun 6zinas eynilik inikasi kesilmazdir. Bu inikas
Id  kimiigare olunur:
ldy : X > X, x> x
Misal 2. Sabit inikas hamisa kasilmazdir. Tutaq ki, X,Y —topoloji fazalardrr,
¥y, € Y —muayyen ndgtedir, f ise sabit inikasdir:
fX->Y, x>y,
Onda ixtiyari U — Y agiq ¢oxlugunun proobrazi, y, € U oldugda X fezasi ile Ust-Uste digir ve

oks halda @ olur.
Misal 3. Diskret topoloji fozanin har hansi topoloji fazaya ixtiyari inikasi kasilmazdir.
Misal 4. ixtiyari topoloji fozanin antidiskret fazaya istenilon inikasi kasilmaz inikasdir.
Teorem 2. Kasilmaz inikaslarin kompozisiyasi kesilmazdir.
isbati. Gosterak ki, sger X,Y,Z —topoloji fezalardirsa ve f: X —Y ve g:Y > Z -

kasilmaz inikaslardirsa, onda bu inikaslarin go f : X — Z kompozisiyasi kasilmazdir. h=go f
isara edoak. Tutaq ki, U c Z -ixtiyari agiqg ¢oxlugdur. g kasilmaz inikas oldugundan, g_l(U)
coxlugu Y —ds aciqdir. g’l(U) coxlugunun f‘l(g_l(U)) proobrazi ise f inikasinin kasilmazli-
yine gére X —de agiqdrr. h’l(U)zf’l(g’l(U)) oldugundan buradan / kompozisiya

inikasinin kasilmaz olmasi alinir.
2. X topoloji fezasinin Y topoloji fezasina f: X — Y inikasina baxaq. ©ger f inikasi

garsiligh birgiymatli va qarsihgh kasilmazdirss, onda c./irler ki, f homeomorfizmdir. Bu o
demakdir ki, f inikasi iki serti 6dayir: 1) f —biyeksiyadir; 2) f ve f‘1 —kosilmaz inikaslardir.
Bger f:X — Y homeo-morfizmi vardirsa, bu halda X ve Y fezalan homeomorf fezalar
adlanirve X =Y, yaxud X =, Y yazilr.



inikasin kesilmazliyiniden ve qarsiligh birgiymatliliyinden  ters inikasin kesilmazliyi
hemiga alinmir. Mesalen, X ={a,b} ve Y ={c,d} ikinéqteli topoloji fezalalarina baxaq. &gar X
fozasi diskret, Y fozasi iso antidiskret fozadirsa, onda f:X > 7Y, a+>c,bt—> d inikasi

kasilmaz va biyektiv inikasdir. Lakin bu inikasin tarsi kasilmaz deyil.
Homeomorfizmlars dair nimunalar gostarak.
Misal 5. Diskret fozanin diskret fazaya biyektiv inikasi homeomorfizmdir. Bu agkardir.
Misal 6. Antidiskret fozanin antidiskret fozaya biyektiv inikasi homeomorfizmdir.
Homeomorfizmlarin sads, lakin gox muhim olan xassaelerini geyd edak.
Teorem 3. a) ixtiyari topoloji fazanin éziiniin 6ziine eynilik inikasi homeomorfizmdir.
b) Homeomorfizmin tersi olan inikas homeomorfizmdir.
¢) Iki homeomorfizmin kompozisiyasi homeomorfizmdir.
isbatl. @) ve b) hékmleri agkardir. ¢) hékmiinin dogrulugunu isbat edek. Tutaq ki,
f:X—>Y ve g:Y — Z-homeomorfizmlerdir. Onda h=go f: X - Z kompozisiya inikasi

f ve g inikaslarinin kasilmazliyina gora kasilmazdir (bax teorem 2). f ve g biyektiv inikaslar

olduglarindan, /% inikasi biyeksiyadir. Diger terafdan, f‘1 Vo g’1 inikaslan  kesilmaz
olduglarindan,

hl=flogiZz5x
tors inikasi kasilmazdir. Belalikle, % inikasi homeomorfizmdir @

Teorem 4. Homeomorfizm zamani ixtiyari agiq ¢oxlugun obrazi agiq goxluqdur, ixtiyari
gapall goxlugun obrazi ise qapali coxlugdur.

isbati. Tutaq ki, f:X — Y-homeomorfizmdir, g=f"':¥Y — X —ters inikasdir ve

U < X —aciq ¢oxlugdur. Onda f(U): g’l(U) ¢oxlugu g inikasinin kasilmazliyine gére agiq
goxlugdur (sek. 1).

X Y

Sokil 1

Qapall coxlugun proobrazinin gapali olmasi oxsar sakilde asaslandirilir.

Teorggg 4-den malum olur ki, f:X —Y homeomorfizmi X ve Y topoloji fozalarinin
topoloji strukturlari arasinda qarsihigh birgiymetli uygunluq teyin edir. Belalikla, topoloji ndqteyi-
nazardan homeomorf fozalar tamamils eyni soekilde qurulmusdurlar va X — Y homeomorfizmi
X ve Y fazalarinda topoloji struktur terminlerinds tayin olunan butiin xasseleri eynilagdirir.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 5. Homeomorfluqg miinasibati ekvivalentlik minasibatidir. Bundan o6tri
ekvivalentlik minasibatinin tarifine aid olan U¢ xassanin ddanildiyini yoxlamagq lazimdir:

a) Refleksivlik. Her bir topoloji feza 6zi-6ziine homeomorfdur:

X=X.

by Simmetriklik. ©gar X fozasi Y fezasina homeomorfdursa, onda Y fozasi da
X fezasina homeomorfdur:

XzY=>Y=X.

¢) Tranzitivlik ©ger X fezasl Y fezasina, Y fozasl iss Z fezasina
homeomorfdursa, onda X fezasi Z fezasina homeomorfdur:



XzYY=2Z=>X=Z.
isbati. Miivafiq homeorfizmleri géstermek kifaystdir. a) halinda bu Id, eynilik

inikasidir. b) halinda bu f‘1 :Y — X ters inikasidir, burada f: X — Y - avvalcaden verilon
homenomorfizmdir. ¢) halinda ise bu go f:X — Zinikasidir, burada f:X —>7Y veo
g:Y —» Z — ovvelcadan verilon homeo-morfizmloerdir. Bu miulahizalar simvolik gakilde bels
yazilir:

a) X=, X,

b) X =, Y:>Y;f,l X;

Xz, Y Y=z, Z=>X=z,_,X 1

Belolikla, batin topoloji fezalar homeomorflug minasibatine nazeran ekvivalentlik
siniflerine ayrilirlar. Bu siniflere, yani M /. faktor-goxlugunun elementlerine topoloji tipler deyilir,
burada M —topoloji fezalar g¢oxlugudur.. Yalniz ve yalniz homeomorf topoloji fezalar eyni
topoloji tipe malikdirler.

(X ,r) fazasinin homeomorfizmler zamani deyismayan xassalerine topoloji xassaler (va
ya topoloji invariantlar) deyilir. Topoloji xassaler ele xassalordir ki, onlara homeomorf fazalar ya
malikdirler, ya da malik deyildirlar. Masalon, diskretlik, antidiskretlik, kompaktliq ve rabitalilik
xassalari topoloji xasselardir. Topoloji xassalerin dyrenilmasi topologiyanin predmetini teskil
edir. XIX asrds, topologiyanin predmetinin hale Evklid fezasinda goxluglarla mahdudlasdigi bir
vaxda gorkemli riyaziyyatcl F.Kleyn topologiyani handasanin fiqurlarin homeomorfizmlar zamani
dayismayan xassalarini dyrenan bir tarkib hissasi kimi tayin etmigdir. Bu, topologiyani
handasanin digar terkib hissalerinden olan Evklid handasasi, hiperbolik handass, proyektiv
handasa, afin handasa va sferik handasa ile bir siraya gatirib gixarmisdir.

3. Kesilmaz inikaslarin bir mihim xisusi hal kasilmaz funksiyalardir, yani topoloji X
foezasinin R hagqiqgi adadlar goxluguna kasilmaz inikaslandir. f funksiyasinin kasilmazliyini belo
ifade etmak olar: ixtiyari x, € X noqtssi ve ixtiyari ¢ >0 adadi Gglin x, ndqtssinin ele U strafl
vardir ki, y e U olduqda |f(x0)—f(y1 < & berabarsizliyi ddenilir.

Tutaq ki, f:X — Y -—metrik fozalann kasilmez inikasidir, p,,p, — X,Y fozalar
Uzerinde metrikalardir. Onda f inikasinin kasilmazlik sertini bels ifade eda bilarik: ixtiyari
X, € X noqtesi ve ixtiyari &>0 odadi Uglin elo &>0 odedi vardir ki, p,(x,x,)<d

berabarsizliyinden p, (1 (x), f(x,)) < & berabarsizliyi alinr.

Metrik fazalar UGglin adadi ardiciligin yigiimasi anlayisinin imumilagdirilmasi de faydalidir.
lim p(x,,x)=0 oldugda deyirler ki, {x,} négtsler ardiciligi x, ndqgtesine yigilir: lim x, = x, .
n—»o0

n—»o0
Fazalarn va inikaslarin bir gox xassalerini metrik fazanin yigilan ardiciliglari terminlari ils ifade
etmak olar. Masalen, Y < X ¢oxlugu verildikda, agaer ixtiyari yigilan {xn} nogtaler ardicilhid

dcln x, = limx, limiti de ¥ g¢oxluguna aid olarsa, onda Y qapal ¢oxluqdur. Metrik fozalarin
n—0

f:X —>Y inikasinin kasilmazlik sertini Heyne menada bels ifade etmak olar: ager

Xy = }}Lnolcxn berabaerliyinden ,}E?Of(x"): £ (x,) barabarliyi alinirsa, onda deyirler ki, £ inikasi

X, noqtesinds kasilmazdir.

4. Tutaq ki, X ve Y topoloji fozalardir. Yeni X xY topoloji fazasini teyin edek. X xY
goxlugu X ve Y cgoxluqglarinin dekart hasilidir:

Xsz{(x,y]xeX,er}.
X xY c¢oxlugunda topologiya tayin edek. U = U(Va X Wa) birlesmesi saklinds gostarilon

U c X xY coxlugunu aciq goxlugq adlandinng, burada V, c X,W, c Y —agiq coxluglardir.

Acig coxluglarin xassalerinin édenilmasi asanligla yoxlanilir. Bu gaydada topologiyanin daxil
edildiyi X xY c¢oxlugu X ve Y topoloji fezalainin dekart hasili adlanir. X ve Y topoloji



fozalart X xY dekart hasilinin vuruglari adlanir. Dekart hasillerin asagidaki xassaleri dogrudur:

a) XxY ve YxX fezalan homeomorfdurlar; b) (XxY)xZ ve Xx(YxZ) fezalan

homeomorfdurlar. Birinci halda homeomorfizm olaraq, (p(x,y)z (y,x) seklinds tssir eden

@: XxY >YxX inikasi géturilir. U = U(Va xWa) X xY fazasinin agiq goxlugu olduqda,
a

(p(U)zU(Wa XVa) - YxX fozasinin agiq goxlugu olur. ikinci halda homeomorfizm olaraq,

a
¢>((x,y),z)= (x, (y,z)) soklinds tesir eden (p:(XxY)xZ - Xx(YxZ) inikasini goétirmak
lazimdir. X xY dekart hasilinin vuruglardan birinin, masslen X fazasinin tzarina f(x,y):x
soklinde tesir edan f:XxY — X proyeksiyasi kesilmazdir. Dogrudan da, U c X agIq

¢oxlugunun proobrazi f~'(U)=U xY saklindadir, yeni f~'(U) agiq goxlugdur.
Miihazirs 7

RABITOLI TOPOLOJiI FOZALAR

1. Malumdur ki, ixtiyari (X,r) topoloji fezasinda qapall goxlug tamamlayicisi agiq olan
coxlugdur. Askardir ki,

J=X\X,X=X\Q. (1)
& bos goxlugu ve X coxlugu | topologiya aksiomuna géra agiq goxluglardir. (1) berabarliklori
iso gosterir ki, & bos goxlugu ve X c¢oxlugu ham de agiq goxluglarin tamamlayicilari kimi
gapal ¢oxluglardir. Belalikls, ixtiyari (X,r) topoloji fezasinda & ve X eyni vaxtda ham agiq,
ham de qapall ¢coxluglardir.

Oger (X,r) topoloji fozasinda & bos goxlugundan ve X goxlugundan fargli eyni vaxtda
ham agiq, ham da qapall olan Y < X altgoxlugu vardirsa, bu halda deyirler ki, (X,T) rabitesiz
topoloji  fezadir. Masslen, birden ¢ox ndéqtesi olan istenilan diskret topoloji feza her bir
altgoxlugu eyni vaxtda ham agig, heam de gapall oldujuna goéra rabitesizdir. Sger (X,r)
rabitasiz topoloji fezadirsa, onda onu bos olmayan, kasismayan iki aciq altgoxlugun birlegsmasi
soklinde géstermak olur: X = YU(X\Y).

oger (X,r) topoloji fezasini bos olmayan, kasismayan iki agiq altgoxlugun birlegsmasi
soklinde gobstermak olmursa, onda deyirlar ki, (X ,r) rabitali topoloji fezadir. Askardir ki,
istenilen antidiskret topoloji faza rabitslidir.

Tutaq ki, Y < X altgoxlugu verilmigdir. ©ger Y indusire olunmun (dogrulmus) 7z,
topologiyasina nazaran rabitslidirse, basga sézls, (Y,rY) topoloji alt fezasi rabitalidirss, onda

deyirler ki, Y alt goxlugu rabitelidir. Agkardir ki, antidiskret topoloji fezada istenilen altgoxluq
rabitelidir. Diger tarefdan, diskret topoloji fezada an az iki nogtasi olan ixtiyari alt goxluq
rabitoesizdir.

2. Topoloji fezalarin rabitali oldugunu miayyan etmoays imkan veran meyarlar
mdvcuddur. Onlardan bir ne¢asini qeyd edak.

Teorem 1. Tutaq ki, (X , z') topoloji fazasinda ixtiyari x,y € X néqteleri liglin bu néqtsleri
6zlinde saxlayan rabitali C,, ¢oxlugu vardir. Onda X — rabitali topoloji fozadir.
isbati. Sksini forz edek. Tutaq ki, X =AUB,ANB=J, A,B-bos olmayan aciq
coxluglardir. Onda a € 4,b € B noqte-leri vardir.
Cup =(Cay NA)U(C,, N B) 2)
ayriigina baxaq. a noqtssi (Cab ﬂA) ¢oxluguna, b nogtasi isa (Cab ﬂB) c¢oxluguna daxildir.
Belslikls, (Cab N4)ve (C, ﬂB) bos olmayan goxluglardir, C,, —da agiqdirlar ve kesigmirlar.

Buradan (2) ayriligina esasen, C,, ¢oxlugunun rabitesiz olmasi alinir. Alinmig ziddiyyst oks
forziyyanin dogru olmadigini géstarir.



Teorem 2. Tutaq ki, X =UUX,, X, coxluglarindan her biri rabitelidir vo (X, # Q.
a a

Onda X fezasi rabitslidir.
Isbati. ©ksini forz edek. Tutaq ki, X =AUB,ANB=J, A,B—bos olmayan aciq
¢oxluglardir. Onda
X, =(x,N4)U(x,NB)
X, coxlugu rabiteli oldugundan, ya (X, N 4)=@, ya da (X, N B)=, basqa sozls, her bir
X, coxlugu ya tamamils B goxlugunda, ya da tamamile A4 g¢oxlugunda yerlssir. 4,B— bos
olmayan cgoxluglar olduguna géroe, a € A,b € B noqtaleri vardir. Ferz edak ki, a eXao. Onda

X, < ATutaq ki, be X,, onda X, < B. Buradan misyyen edirik ki, X, (1X, =0.
Alinmis ziddiyyat aks ferziyyanin dogru olmadigini gdstarir.

Teorem 3. ixtiyari [a,b] parcasi rabitalidir.

isbati. Sksini forz edok. Tutaq ki, veriimis parca, bu parcada acig-qapali olan iki
kasismayan, bos olmayan ¢oxlugun birlesmasi saklinda gdsterilmisdir: [a,b] = AU B. Umumiliyi
pozmadan forz edek™®i, a € A. Onda 4 g¢oxlugunun agiq olmasindan ele & >0 adadinin varligi
alinir ki, [a,a+g)c A [a,a+5)cA sertine ddeyan biitiin & adadleri lgiin &, =suple} isare
edak. Onda ixtiyari ¢ <¢g, adedi Ug¢un [a,a+5)c A, yeni ixtiyari e<g, Uglin a+¢&e A.
Buradan A4 coxlugunun qapalligina gére, a+¢&,e€ A sorti alinir. ¢, odadi Ugln yegane
mumkin hal a+&, =b baraberliyi ola biler, sks halda &, sup{g}—a berabar olmaz. Belslikls,

[a,b]z A,yeni B=. Alinmis ziddiyyat aks farziyyanin dogru olmadigini gdstarir, yani [a,b]-
rabiteli goxlugdur.

3. Topoloji fezanin maksimal rabitsli alt goxluglan xtsusi shamiyyste malikdirler.

X topoloji fazasinin maksimal rabitali alt goxlugu rabitslilik komponenti adlanir.

Teorem 4. ki rabitslilik komponenti ya kesismirler, ya da (ist-iiste diiglirler.

isbati. iki kasisen rabitslilik komponentinin birlesmasi teorem 2-yo goéra rabitsli goxlugdur
ve bu komponentlarin har ikisini 6ziMs saxlayir. Terife esasan komponentler bu goxlugla ve
ona gdra da bir-biri ilo Ust-Usta dugsmalidirlar.

Teorem 5. Topoloji fezada har bir n6Jilb bu fezanin miisyyan rabitolilik komponentinde
yerlagir.

isbati. Qeyd etmok kifayetdir ki, verilmis nogteni 6ziinde saxlayan bitin rabitsli
coxluglar igarisinde an bdylyu vardir: bu, butin bels ¢oxluglarin birlegsmasi olub, teorem 2-ya
gOre rabitslidir, yoni verilmis néqgteni 6ziinde saxlayan rabitslilik komponentidir.

Teoremg4 vo teorem 5 birlikde gosterirlar ki, istenilon topoloji feza 6zunin cut-cit
kasismayan rabhtelilik komponent-lerinin birlagmasindan ibaretdir. Basqa sdzle desak, rabitalilik
komponentlori fozanin bélgiisiinii amals gatirirlor.

4. Kasilmaz inikasin rabitali topoloji fozaya tasirini dyrenak.

Teorem 6. Rabitali topoloji fezanin kesilmez obrazi rabitslidir. Basqa sézle desak, ager
J: X =Y kssilmaz inikasdirsa ve X rabitsli fezadirsa, onda f (X ) obrazi da rabitelidir.

isbati. Oksini forz edsk. Tutaq ki, f(X) obrazi rabitesiz-dir. Onda f(X)-do asagidaki
sartleri 6deyan bos olmayan 4,,B,; aciq ¢oxluglari vardir:

f(X):A1U317A1ﬂ31:®7 3)

burada 4, =ANf(X).B,=BNf(X), 4,B-Y fozasinda agiq coxluglardir. 4, ve B,

coxluglarinin proobrazlarini uygun olaraq, X, ve X, ile isare edok: X, =f’1(A1) Vo

X, =f‘1(A2). f kesilmaz inikas oldugundan, X, ve X, coxluglan da agiq ¢oxluglardir. (3)
sertlerini nazare alsaq, gorerik ki, X =X, UX,,X,NX, =T ve X, , X, aciq ¢oxluglardir. Bu

ise X —in rabitali olmasina ziddir.
Natice 1. Rabitali fozaya homeomorf olan topoloji foezanin 6zl de rabitslidir.Basqa s6zle
desok, rabitslilik topoloji invarianti:ssadir.



Dogrudan da, ferz edak ki, f: X — Y -homeomorfizmdir ve X fezasi rabitalidir. Onda Y
fezasi kasilmaz f inikasi zamani rabitali X topoloji fezasinin obrazi kimi rabitelidir.

5. Rabitslilik anlayisinin daxil edilmasi ne dilBler sads olsa da, konkret hallarda, masslen,
Evklid fazasinda goxluglarin rabitsli olub-olmamasinin yoxlanmasi g¢atinliklera gstirib ¢ixarir. Bela
hallarda daha gucld, lakin yoxlanmasi sads olan topoloji xassaden-xatti rabitslilikden istifade
olunmasi magsadauygundur.

ik névbadas topoloji fazada yol anlayisini daxil edsk.

X topoloji fezasinda s yolu [0,1] parcasinin X fezasina kesilmaz s:[O, 1]—>X
inikasina  deyilir. a:s(O) noqtesi s yolunun baglangici, b:s(l) noqgtesi ise sonu adlanir.
Hamginin deyirler ki, s yolu a ve b ndqtelerini birlasdirir (sok. 1).

N

R

Sakil 1
Bger (X,r) topoloji fazasinin istanilan iki ndgtasini yol vasitesils birlogdirmak
muUmkiindirse, onda deyirler ki, X xatti rabitali topoloji fezadir.
Masslon, R" arifmetik fozasi xatti rabitslidir: ixtiyari iki a,b € R" noqtslerini

X

s [O, 1]—) R", s(t)=(1—t)a+1tb yolu vasitssils birlesdirmak olur.
Tutaq ki, 4 X alt goxlugu verilmigdir. ©ger (A,Z'A) topoloji alt fezasi xatti rabitasli

olarsa, onda deyirler ki, A4 ¢oxlugu xatti rabitslidir. Masalan, diiz xatt (izerinds istenilen interval
xatti rabitalidir.

Topoloji fazada yollarin bazi sads xassalarini dyrenak.

Oger s yolu a noqtesini b noqgtasi ile birlesdirirse, onda tersine, b noqgtasini de «a
nogtasi ile birlesdirmak mimkindldr. Bunu s yolunun tarsi ilo etmak olar. s yolunun tersi

s~ kimi isare olunur va
s (t)=s(1-1)

dasturu ile teyin edilir (sok. 2).

N N A
3 /\/jé'\
a C
\_/\_/ \/V
Sakil 2 Sokil 3

©ger s, yolu a néqtesini b ndqgtesi ile, s, yolu ise b ndgtesini ¢ ndgtesi ile
birlegdirirlerss, onda a ndqtssini ¢ noqgtssi ile birlegdirmek mumkinddr. Bunu s, ve s,
yollarinin hasili ile etmak olar. s, ve s, yollarinin hasili s, -s, kimi igars olunur ve

8 (21), t< % oldugda,
(Sl "8 )(t): 1 (3)
s,(2t-1), 1> 5 oldugda

disturu ile tayin edilir. (3)-o asasen bels bir naticeys gelmak olur ki, s,-s, yolu har birinden
ikigat suretle kegilen iki hissadan-s, ve s, yollarindan ibaratdir (gak. 3).

Teorem 7. Ortaq néqtesi olan xotti rabitali ¢coxluglar ailesinin birlesmasinin 6zii do xatti
rabitolidir.



isbati. Tutaq ki, (Aa )ae[ — X topoloji fazasinda xatti rabiteli coxluglarin ixtiyari ailesidir,

X, ise bltin A4, coxluglan Ggln ortaq néqtedir: x, € N4,. U4, ¢oxlugunun xatti rabitsli
ael ael

oldugunu isbat etmak Uglin, bu ¢oxlugun ixtiyari a ve b noqtele-rini birlosdiren va hamin
coxluga daxil olan yolun varlidini asaslandirmaq lazimdir. ©gar misyyan «,f €l indekslari

iclin aed,ve beAgolarsa, onda A4, coxlugunun xatti rabitsliliyine gére a ndqtesini
A4, ¢oxlugunda x, néqtssi ile birlegdiran s, yolu, Ag coxlugunun xatti rabitsliliyine gérs ise  x,,
noqtasini 4, coxlugunda b nogtesi ile birlegdiren s, yolu vardr. Onda s, -s, yolu

A, ﬂAﬁ c U4, coxlugunda yerlesir ve a ndgtssi ile birlegdirir, yeni s, -5, axtarilan yoldur.

ael
Teorem 8. Xoftti rabiteli fezanin kosilmez obrazi xotti rabitalidir. Yeni eger

f:X > Y—kesilmoz inikasdirsa ve X xetti rabiteli fezadirsa, onda f (X ) coxlugu xetti
rabitalidir.

isbati. Gosterok ki, ixtiyari iki < f(X) nogtslerini f(X) coxlugunda yol vasitesilo
birlegdirmak mimkanddr. Tutaq ki, a =f(x),b=f(y), burada x,ye X. Onda X —do x vea y
noqgtelerini birlagdiren s yolu Gglin fos yolu, askardir ki, f(X)—de a ve b nogtslerini
birlesdirir, yani axtarlan yoldur.

Masalon, S? gevrasi f:[O, 27[]—>R2, f(t)=(cost,s5t) standart parametrizasiyasinda

parganin obrazi olduguna goéra xatti rabitelidir.

Natice 2. Xotti rabitoli topoloji fezaya homeomorf olan topoloji fezanin 6zii do xatti
rabitalidir. Yani xatti rabitslilik topoloji xassadir.

Dogrudan da, ager f:X — Y —xatti rabitali X topoloji fezasinin Y topoloji fezasinin

tizerine homeomorfizmidirse, onda Y fezasi kasilmaz f inikasi zamani xatti rabitali X fezasinin

obrazi kimi xatti rabitelidir.

6. Rabitalilik va xetti!bitalilik anlayislari arasindaki slagani 6yranak.

Teorem 9. Xotti rabitsli topoloji foza rabitslidir.

isbati. Tutaq ki, X —xatti rabiteli topoloji fezadr. X fozasinin rabitsli oldugunu
asaslandirmaq Ugln teorem 1-da verilon rabitslilik meyarindan istifade edsk. Bundan otri
ixtiyari a,be X nogtelerini 6ziinde saxlayan rabitali c¢oxlugu tapmaq lazimdir. ©ger

s:[O, 1]—) X —a ve b noqgtalerini birlegdiren yoldursa, onda kasilmaz inikas zamani rabiteli

[O, 1] goxlugunun obrazi kimi rabiteli olan s([O, 1]) ¢oxlugu axtarilan goxlugdur. Belsalikla, X

fozasi rabitelidir.
Tors hokm Umumiyyetle dodru deyildir: rabiteli olub, lakin xatti rabitali olmayan fezalar

vardir. Fikrimizi esaslandirfbq  tgin, f(x)zsinl disturu ile verilon f:(o,l}aR
X Vs
funksiyasina baxaq. Tutaq ki, X—f(x) funksi-yasinin grafikinin gapanmasidir. Onda X
coxlugu y:sinl funksiyasinin qgrafiki ile saquli Rz{(x,y)sz,—lSySl} parcgasinin
X

birlesmasinden ibaratdir. f funksiyasinin qgrafiki har biri intervala homeomorf olan
I :{(x,y]—oo<x<0,y=f(x)}, I, ={(x,y]0<x<oo,y:f(x)} alt coxluglarina ayrilir. Ona
gore de ager X = AUB,A(NB= olarsa vo A4,B-bos olmayan agiq goxluglardirsa, onda
I,I,,I7; alt goxluglarindan her biri tamamile ya 4 g¢oxlugunda, ya da B coxlugunda yerlasir.
Tutaq ki, I; € B. Asanligla yoxlamaq olur ki, I'; —un ixtiyari strafi hem Iils, hem de I ile

kesisir, yoni Iy e B,I', e B. Demali, 4=, bu ise forziyyays ziddir. Belslikls, X rabitoli
coxluqdur.



indii isa gbstarak ki, X — xatti rabitsli deyildir. X — da iki négteys baxaq: P = (—l,Oj Vo
T

Q:(l,OJ. Ferz edsk ki, f(O)zP,f(l)zQ sortlorini 6dayen kesilmez f:[0,1]— X inikasi

V4

vardir. f inikasi iki kesilmaz adadi funksiyalari ils verilir:

1(6)=(x(0),y(0)), y(t) = sin[%),x(t) #00gtn. x(0)= 1 ol-dugundan,  x(1)=0 sertini
X V/d

O6deyen bitun ¢—lerin ¢, deqiq asag serhaddi sifirdan bdyukdur: z, >0. Demali, [O,to]

parcasinda x(t)<0,y(t):sin(%j sortlori 6denilir. x(¢)—kasilmaz funk-siya oldugundan ve
X
t, 2ty,t, >, (burada x(tk)zo) ardiciliginin - varligina gére  x(¢,) =limx(z)=0. Onda
-t

s1n(ﬁj funksiyasinin ¢ — ¢, —0 olduqgda limiti yoxdur, demali, y(¢) funksiyasi kesilmez
X

deyildir. Beloliklo, X xatti rabiteli olmayan fazadir.
Miihazira 8

AYRILMA AKSIOMLARI

1. Asagida teyin edaceyimiz 7, aksiomlarini édeyen foza-lar sinfini uygun olaraq, T, ile
isaro edacoayik.

T, aksiomu: Fezada ixtiyari iki mixtalif néqteden yalniz birinin digarini .ziinds
saxlamayan otrafi vardir.

T;, aksiomunu 6dayan fozaya Kolmoqorov fozasi ve ya T, fozasi deyilir.
Masalan, istenilan diskret faza ve har bir metrik foza 7, aksiomunu odayir.

1, aksiomu: Fezada ixtiyari iki mlxtalif néqteden har birinin digarini &bzlinds
saxlamayan otrafi vardir.
T, aksiomunu 6dayan fezaya T, faezasi deyirlor. Askardir ki, her bir T, fezasli eyni
zamanda T, fezasidir. Lakin bu sinifler Gst-Uste digmdirler. Masalen, X:{x,y} coxlugu
lizerinde 7 ={, X,{x}} topologiyasini teyin etsek, (X,7) fezas 7, aksi-omunu ddemeysn T,
fozasi olacaqdir.

T, aksiomu: Fazada ixtiyari iki miixtslif néqtanin bir-biri ilo kasismayan straflari vardir:
Vx,ye X,x#y Ggin 3U >x,V >y etraflari vardirki, UNV =O.
T, aksiomunu 6deayen foezaya T, ve ya Hausdorf fozasi deyilir. Askardir ki, ndgtelerinin sayi

ikidon az olmayan ixtiyari diskret feza Hausdorf fezasidir. Dogrudan da, ager X diskret
fozadirsa, onda Vx,ye X,x#y ndqteleri Ugln {x} Vo {y} aclg coxluglari bu ndqgtslerin
kesigsmayan straflaridir. istenilen metrik M fozasi Hausdorf fezasidir. ©ger x,y e M — miixtolif

1
nogtelerdirss, onda bu ndégtelerin kasismayen otraflar olaraq Ep(x,y) radiuslu kuravi

atraflarini gétirmak olar.
T, aksiomu: Fazadaki ixtiyari qapall ¢oxlugun ve bu c¢oxlugda yerlogsmayan istenilon

néqtenin bir-biri ilo kesismayen otraflar vardir.

Bger topoloji foza T, ve T, aksiomlarini ddayirss, ona requlyar feza deyirler.

T, aksiomu: Foazada ixtiyari iki kesismayan qapall ¢oxlu-gun bir-biri ile kasismayan
otraflari vardir.



Bger topoloji feza 7} ve T, aksiomlarini 6dayirss, ona normal feza deyirler.

2. Hausdorf topoloji fazalarinin bazi xassalarini dyrenak.

Teorem 1. Hausdorf X topoloji fezasinda bir néqtali alt goxluqlar qapalidir.

Isbati. Tutaq ki, x,eX. {xo} goxlugunun gapal oldugu-nu gdstermak Uglin onun
tamamlayici X \{x,} goxluunun agiq goxlug oldujunu yoxlamaq kifaystdir. Dogrudan da,
Vye X\{x,} ndqtesinin x, ndgtesini bziinde saxlamayan ¥ etrafi vardr (fezanin
Hausdorfluguna esasen). Bu o demakdir ki, ¥ < X \{x,}, yeni ydaxili noqgtedir. Belslikls,
X\ {xo}— aclq ¢oxlugdur, demali, {xo}—qapall coxluqgdur.

Tutaq ki, topoloji X fezasinda agffo s> nogteler ardiciligi vo miayyan aec X
noqgtesi verilmisdir. Farz edak ki, a noqtesinin ixtiyari U etrafi Gglin ele N ndmrasi vardir ki,
n>N oldugda a, € U.Bu halda deyirler ki, a ndqtesi {a,} ardiciliginin topoloji limitidir ve ya
{an} ardiciligr a noqtesina yigilir. Masalan, antidiskret fozada istenilen ardicilliq ixtiyari ndgteye

yigilir.
Teorem 2. Hausdorf X foezasinda {an} ardicilliginin topoloji limiti yeganadir.

isbati. Sksini ferz edsk. Tutaq ki, @ ve b {a, } ardicili-ginin limitleridir, U ve ¥ ise bu
nogtelerin bir-biri ile kasismeayan atraflanidir. Onda kafi gade bdylik N némrasi Ggln {an}

ardiciliginin btin hadleri ham U, ham de V' goxlugunda yerlaserler, buiss UV = sertina
ziddir. |

Teorem 3. Hausdorf X fezasinin istenilon A alt fazasinin 6zi Hausdorf fozasidir.

isbati. Tutaq ki, a,b € A = X — iki miixtolif négtelerdir. X Hausdorf fazasi olduguna gors,

a ve bnoqgtslerinin bir-biri ile kesismaysn U,V < X etraflan vardir. Askardir ki, U114 ve
VA coxluglan a Vo b nogtslerinin A coxlugunda  etraflanidir  ve
(UNA4)N (VN A)=D.Belslikls, 4 alt fozasi Hausdorf fozasidrr.

Bu gayda ila topoloji fezanin 6zinden onun alt fezalarina 6tirilen topoloji xassalara irsi
xassolor Iyilir.

Teorem 4. Tutaq ki, X ve Y Hausdorf topoloji fezalaridir. Onda bu fezalarin Dekart
hasili ve rabitesiz comi Hausdorf fozalaridir.

isbatr. iki (x;,y,)e XxY, (x,,y,)e XxY néqtelerine baxaq. Sger bu nogteler
miuxtelifdirlerse, onda ya x, # x,, yada y, # y,. Birinci halda X fezasinin Hausdorfluguna gére
X; Va8 x, nogtelarinin bir-biri ilo kasigmayan U(xl) Ve U(xz) atraflar vardir. Onda (xl,yl) ve
(xz,yz) noqtalerinin U(xl)x Y ve U(xz)x Y etraflar da bir-biri ile kesigmirler. ikinci halda iss ¥
fezasinin Hausdorflugu sartinden alinir ki, Y fezasinda kasisma-yan V(yl) Ve V(yz) atraflar
vardir. Ona gors da (xl,yl) Ve (xz,yz) noqgtelerinin X x V(yl) ve X x V(yz) atraflari bir-biri il
kesismirlar.

Mixtelif ndgtslerin x,y e XUY citiine vaxaq. ©ger noqtslerin her ikisi fezalardan
birinde, masalon, X fezasinda yerleserlorss, onda X fezasinin Hausdorfluguna asasan bir-biri
ils kesismayan U(x) ve U(y) atraflari vardir. Lakin U(x) Ve U(y) coxluglarr eyni zamanda
X UY rabitesiz ceminde agiq goxluglardir. Nogteler miixtslif fezalarda yerlesdikds, masalen,
xeX,yeY oldugda X.,Y fezalarinin 6zleri x ve y ndqteleri-nin bir-biri ilo kasismayan

atraflan olur. [ |

3. Normal fazalar-topoloji fozalarin an ¢ox istifade olunan siniflorindan birini teskil
edirlar. Bu sinif kifayst gadar genis olub bitin metrik fazalari 6zlinds saxlayir.

Teorem 5. istenilen metrik feza normaldir.

isbati. Tutag ki, X - p metrikasi ile metrik fezadir, F},F, — X —kesigsmaysn gapall
coxluglardir. (X,p) metrik fezasinin Hausdorf foeza olmasi askardir. Dogrudan da,
Vx,ye X, x#y ndqgtalerinin kasismayan atraflan kimi elo Ogl(x) Vo Og2 (x) aclq kuravi



otraflarini  gotirmak olar ki, gl+52<p(x,y) sorti  6denilmis  olsun. Tutaq ki,

xeFl,g(x)%p(x,Fz). U= U O,,(x) isare edok. Analoji qayda ile U, = U Ou(,)(»)

xehH yek,
goxlugunu teyin edek, burada 8'(y)=%p(y,Fl). Belslikls, F; ve F, coxluglarinin straflarini

tapmis oldug. Gostersk ki, U,,U, setraflar bir-biri ilo kesismirler. Sksini forz edsk: tutaq ki,
zeU, U, noégtesi vardir. Onda misyyen xe F; va ye F, néqtaleri lglin zeOg(x)(x) Ve

ze Og,(y)(y) : yeni p(x,z)< %p(x, F), p(y,z)< %p(y,Fl ). Xususi halda,

p(x,z)< %p(x,y), p(v,z)< %p(y,x). Sonuncu berabarsizlikleri toplasag, alarig:

plx,z)+ ply.z)< %p(x,y),
bu ise licbucaq barabarsizliyina ziddir. l

Topoloji X fezasinda X ={U, sertini 6deyen {U,} agiq goxluglar sistemine
X fazasinin aciq 6rtiiyti  deyirlar. Topooiloji fozalarin dyrenilmasinda Ortik anlayisindan istifada
olunmasi elveriglidir. Masalen, ager her bir U, ¢oxlugunda f, funksiyasi teyin olunmusdursa,
eyni zamanda her bir U, (1U; kesigsme-sinde f, ve f, funksiyalan Ust-Uste dislrlerss, onda
X fozasi Uzerinde elo yegane kesilmez f funksiyasi vardir ki, bu funksiya her bir U,
coxlugunda f,, funksiyasi ile Ust-Uste dlslr.

Tutaq ki, X topoloji fazasinin iki agiq {Ua} Vo {Vﬂ} ortuklari verilmigdir. 8gar har bir 7
goxlugu miayyan Ua,a:a(ﬁ) coxlugunda yerlasirsa, onda deyirler ki, {Vﬂ} ortiiyt {Ua}
Ortiiylind xirdalayir va ya {Vﬂ} ortiyd {U o }éﬂUyUne nisbaton daha xirdadir.

Teorem 6. Tutaq ki, X —normal topoloji foezadir, {U o }5:1 —sonlu acgiq 6rtlikdiir. Onda

daha xirda {Va }2/:1 értiyd vardirve V, eU .

. N
Isbati. U, coxlugunda yerloson qapali X\ U, c¢oxlu-guna baxag. X fezasinin
a=2

N —
normalligina gére ele bir V,eotrafi vardir ki, X\ YU, cV, <V, cU,.Onda {VI,U2,...,UN}

a=2
coxluglar sistemi X fezasinin 6rtiytdyr. Eyni qayda ile ele V, c 172 goxlugunu tayin ede bilarik
ki, {VI,V2,U3...,UN} coxluglar sistemi X fazasinin ortyu olar. Ardicil olaraq, U, coxluglarini

V, cV, cU, coxluglan ile avez etsek, N addimdan sonra axtarilan {Vl,Vz,...,VN} Ortaydna
alarq.

Mihazira 9
KOMPAKT FO9ZALAR
1. Kompaktliq xassasi toroloji fozalarin en mihim xasselerindan biridir. Bu xassenin

haqigi adadlarin ve elace dsa kasilmaz funksiyalarin tedgiqginde fundamental rolunu geyd etmak
olar.



Bger Hausdorf X topoloji fezasinin ixtiyari {U/,} . agiq értiiyliniin (bax, VIl mihazirs,

ael
band 3) sonlu {Uak }]]{v:l alt 6rtiyl vardirsa, onda deyirler ki, X -kompakt topoloji fozadir.

Ndmunalera baxaq.

1) Ixtiyari antdiskret foza kompaktdir.

2) Ixtiyari sonlu topoloji feza kompaktdir.

3) Sonlu sayda agiq ¢oxluglar olan ixtiyari topoloji foza kompaktdir.

4) Sonsuz sayda nogtslari olan diskret topoloji foza koipakt deyil.

Tutaq ki, (X,r) topoloji foezasinda 4 < X alt goxlugu verilmigdir. ©gar (A,TA) koipakt
alt feza olarsa, onda deyirler ki, 4 kompakt coxluqdur.

Teorem 1. (X ,r) topoloji fezasinin A ¢oxlugunun kompakt olmasi lglin zeruri vo Kafi
sort onun X fezasindan olan agiq ¢oxluqlarla ixtiyari értiiyiindesn sonlu alt értlik se¢mayin
mdimkiin olmasidir.

isbati. Bu sertin zeruriliyinden baslayaq. Tutaq ki, 4 g¢oxlugu kompaktdir, {Ua}

el 1S©

onun X fezasinda agiq olan coxluglardan ibarst ixtiyari ortiyadir: 4< UU,,U, c .
ael

U,},., ortiyinden sonlu alt értik ayiraq. Bundan étrii U, coxluglarinin 4 goxlugu ile
kesismalerine baxaq: ¥, =U, (14 isare edsk. V, coxluglan 4 alt fezasinda agiqdirlar ve
askardir ki, onun Ortiyini emele gsatirirler: A=A YU, =UV,. A4 coxlugu kompakt

ael a

}ae[ ortiylndan muayyan sonlu {V }]]{vzl OrtdyUnd secga bilerik. Onda askardir

%

oldugundan, {V,

24

i, {U

N N
o }N — A goxlugunun axtarilan alt 6rtiyddir: 4= UV, < < UU,, .
k=1

k=1 et
Kafilik analoji gaydada isbat olunur. i

Teorem 2. Kompakt X fozasinin qapall A alt coxlugu kompaktdir.

isbati. Gostermak lazimdir ki, 4 goxlugunun X fazasin-dan olan agiq goxluglarla ixtiyari

v, }ae] drtliyiinden sonlu alt értiik segmak olar. Bundan étrii {U, }ae] ortlytnl smals gatirsn

coxluglara X'\ 4 agiq goxlugunu da qossaq, naticeds biitliin X fozasinin agiq ortliylnd alarig.
X fezasi kompakt olduguna gére bu ortlikden sonlu alt 6rtik segmsak olar, bele ki, X'\ A4
goxlugunun da bu alt 6rtiiye daxil oldugunu hesab etmak mimkindir. Tutaq ki,

N
Xz(UUak)U(X\A).
k=1
Askardir ki, Ual,Ua2,. U coxluglan A4 c¢oxlugunun axtari-lan sonlu alt ortlyini emale

>Yay

getirirler. |

Qeyd edak ki, goxlugun kompakthdindan onun qapaliidi, imumiyystle desak, alinmir.
Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3. Hausdorf X fozasinda kompakt A ¢oxlugu qapalidir.

isbati. Gosterak ki, X'\ A tamamlayicisi agiq goxlugdur. Bundan 6trii Vx, e X \ 4

nogtasinin 4 g¢oxlugu ile kasismayan atrafinin varligini asaslandirmaliyiq. X Hausdorf fezasi
oldugun-dan, her bir x € 4 noéqtesinin x, ndgtesinin misyyen V. etrafi ilo kesismeyen U,

otrafi vardir. Bitin mumkin U , etraflari, agkardir ki, 4 ¢oxlugunun agiq etrafini emale gatirirlor:
Ac UU,. A ¢oxlugu kompakt oldugundan, {Ux} aclq ortlydnidn misyyan sonlu alt ortiyd

xeA

vard:  AcU, U---UU, , burada x,.,xy€4. x, ndqtesinin axtarlan strafi olaraq,

Vx1ﬂ--ﬂVXN aclq coxlugunu gotirs bilerik; bu goxlug nainki A4 g¢oxlugu ile, ham ds

N
U, U--'UUXN ¢oxlugu ile kesigmir. Dogrudan da, tutaq ki, xe (V, —ixtiyari néqtedir. Bu
k=1



U_  coxluglarindan heg

X2 Yy

noéqgte V. V_ ¢oxluglarindan har birine daxil oldugundan, U

Vg
birina daxil deyil. Demali, x ndqtesi bu goxluglarin birlegsmasine de daxil deyil. Buradan X'\ 4
coxlugunun dlg olmasi, yaxud 4 goxlugunun gapali olmasi alinir.

Natica 1. Metrik fozada istenilon kompakt coxluq qapalidir.

Dogrudan da, metrik fozanin Hausdorf feza oldugunu bilirik (bax, mihazirs 8, teorm 5-in
isbati). Buradan teorem 3-8 asasan metrik fazadaki har bir kompakt ¢coxlugun gapali olmasi
ahnir.

2. Kompakt fezalarin mihiim xassslarindan biri bu fezalarin normallidi ile baghdir.

Teorem 4. Kompakt topoloji foza normaldir.

isbati. Tutaq ki, X — kompakt fezadir, F ise X —de gapali goxlugdur. Gdsterak ki, ager
x noqtesi F' goxluguna daxil deyildirss, onda bir-biri ils kasigsmayan U(x) Ve U(F) atraflan

vardir. x ¢ Foldugundan, ixtiyari y € F ndqtesi Uglin bir-biri ile kesismayan U, ox ve V oy

atraflari vardir. Askardi r ki, {Vy}

ailesi F goxlugunu ortiir. Teorem 3-o goro {Vy} Ortlydnun {Vyk }sz1 sonlu alt ortlyu vardir.

N N
Ona gore de x noqgtesinin ﬂka otrafi Uka D A birlegsmasi ile kasismir.
k=1 k=1
indi ise X fozasinda bir-biri ilo kesismayen qapall F, ve F, ¢oxluglarina baxag. Onda
ixtiyari x € F; noqtesi Ggln bu négtenin ve F, coxlugunun bir-biri ile kesismaysn U sx ve
V.o F, etraflar vardir. {Ux} coxluglar ailesi gapali F, ¢oxlugunu 6rtiir, ona gére do sonlu

N
{ka }j{v_l alt o6rtiyd vardir. Buradan aydin olur ki, Uka birlegsmesi F; c¢oxlugunu 6ziinde
= k=1

N
saxlayir ve F, coxlugunu éziinds saxlayan ﬂka kasismasi ilo kasismir.
[ | k=1

Kasilmaz inikas zamani kompakt fazanin obrazina dair asagidaki teorem dogrudur:
Teorem 5. Kompakt fezanin kesilmaz obrazi kompaktdir, yani eger [ : X — Y — kesilmez

inikasdirsa ve X fezasi kompakt-dirsa, onda f(X) ¢oxluju da kompaktdir.
isbati. ©ger agiq U,,ael coxluglan f(X) goxlugunu ortiirlerse, onda onlarin

proobrazlar olan f’l(Ua) coxluglant X fezasini ortirler. f kasilmaz inikas oldugundan,
{{"(U,), ael oriyi agq értiikdiir. Onda bu brtiikden sonlu alt értiik segmek olar. Tutaq
ki, Xzf_l(Ual)U---Uf‘l(UaN). Onda askardr ki, f(X)cU,U---UU,, vo

Uak,k =L...,N, ¢ox-luglan U, €I ortlylnin axtarilan sonlu alt értlyini emale gatirirler.

Miihazire 10
[ |

SKALYAR ARQUMENTLI VEKTOR-FUNKSIYALAR

Tutaq ki, ¥ —ucg6l¢ult Evklid vektor fozasidir, 7 ise miayyan adadi araliqdir. Har bir ¢t e 1
adadine ¥ fezasindan olan miisyyen (r) vektorunu garsi qoyan qayda verildikds deyirler ki,

I aralginda ¢ skalyar arqumentinin 17(1) vektor funksiyasi teyin olunmusdur. Aydindir ki, 17(:)
vektorunun |G(t) uzunlugu ¢ dayigeaninin skalyar (adadi giymatler alan) funksiyasi-dir.

Tutaq ki, ¥(¢)- / aralinda teyin olunmus vektor funksiyadir. [i(¢) funksiyasi ¢, e/
nogtesinin yaxin strafinda sonsuz kigik oldugda, yani lim|\7(t)=0 sorti 6denildikdas, \7(1) vektor
1>ty

funksiyasi ¢, néqgtesinin yaxin strafinda sonsuz kigik vektor funksiya adlandirilir.



Forz edsk ki, ele sabit @ vektoru vardir ki, v(r)—a fergi 7, néqtesinin yaxin etrafinda
sonsuz kigikdir. Bu halda @ vektoru ¢ —¢, oldugda ¥(s) vektor funksiyasinin limiti adlanir ve

limv(¢t)=a yazilr.

-1

t,€1 ndgtesinde lim¥(z)=17(z,) barabarliyi ddenildikde deyirlar ki, ¥(z) vektor funksiyasi
1ty

t, ndgtesinde kesilmazdir. 7 araliginin har bir ndgtesinde kesilmaz olan ¥(¢) vektor funksiyasi

bu araligda kasilmaz vektor funksiya adlanir.
Mulsyyan rel ndqtesine baxaq ve r-ye elo Ar artimi verak ki, t+Arel olsun.

AV =¥(t+ At)-¥(r) vektorunu teyin edsk. Sger Pr%i_: limiti vardirsa, deyacayik ki, #(r) vektor

funksiyasi ¢ ndqtesinde diferensiallanandir. Bu limit v'(¢), yaxud % kimi isare olunur ve ¥(r)

vektor funksiyasinin ¢ néqtesinds téremaesi adlanir. dv =v'(¢)dr vektoruna (r) vektor
funksiyasinin ¢ ndqtesinda diferensiali deyilir. I araliginin har bir néqtasinds diferensiallanan
W(¢) vektor funksiyasi bu araliqda diferensiallanan vektor funksiya adlanir.

Vv vektor fozasinin ortonormallasmis 7,k bazisine baxaq ve w(r) funksiyasini bu
bazis Uzra ayiraq:

#(e)=x(0)i + (e)] + (e )k (1)

Belslikle, v(r) vektor funksiyasi 7,k bazisinin kémayiile I araliginda verilmis x(¢), y(1),z(¢)
adadi funksiyalarnni teyin edir. Bu funksiyalar V(t) vektor funksiyasinin f]E bazisinde
koordinatlari adlanir ( x(z)—ye birinci, y(¢)—ya ikinci, z(¢)—ye ise uglincl koordinat deyilir). (1)
ayriigindan aydin olur ki, V(t) vektor funksiyasinin ¢, e I ndqtesinde kesilmaz olmasi tgtin zaruri
vo kafi sart bu ndqteda x(¢),y(¢),z(r) funksiyalarindan har birinin kasilmez olmasidir. Sger
G=aji+a,j+ak sabitvektor-dursa, onda

W(6)=d| = J(x()) = a,)* + ((6) = a,)* +(2(1) — a,)* . )

(2) dusturundan goérindr ki, limv(f)=a olmasi Uc¢ln zaruri ve kafi gsart limx(¢t)=a,,
=ty

1t

lim y(¢) = a,, limz(¢) = a, olmasidir.
t—tg

Asagidaki teorem dogrudur:
Teorem 1. [ araliginda (1) ayriligi ilo verilmis v(t) vektor funksiyasi yalniz ve yalniz
x(1), y(t),z(t) funksiyalar diferensial-lanan olduqda diferensiallanandir ve
d_dy, b kg (3)
dt dt dt” dt
isbati. (1) disturundan alinir ki, AV =Axi +Ayj+Azk, burada Ax=x(s+Af)—x(2),
Ay =y(t+At)—y(t), Az=z(t+At)— —z(¢). Belalikla:
Av_Mxz Ao g 4)
At At At At

(4) ayriisindan teoremin isbati bilavasite alinir. Bu ayrilisa asasan, iin%%:% limitinin varlig

Ax  dx . Ay dy . Az
m—=—, lm—=—/—, lim—
e AVA dt A0 At dt A0 At
dogrudur.

Diferensiallanan vektor funksiyalara dair nimunalsre baxagq.

1. ¥(¢)=at+b , burada d,b — sabit vektorlardir.

=% limitlorinin varigina ekvivalentdir ve  (3) disturu

v(r) funksiyasi biitin aded oxunda verilmisdir. ©ger i,/,k bazisinds d,b vektorlarinin
d(a,,a,,a,),b(b,b,,b,) koordinatlar vardirsa, onda  x(t)=a+b, y(t)=a,t +b,, z(t) = ayt +b,.
Teorem 1-o gore ¥(¢) vektor funksiyasi diferensiallanandir vo



‘7 g - g —
E:all +a,j+ak=a.
Gorandiyd kimi, ¥(¢) vektor funksiyasinin téremasi sabit vektor-dur.
2. ¥(t)=(acost)i +(asint)j +(bt)k, burada i,;,k-orto-normallagmis bazisdir, a ve b
sabitlerdir.
Verilmis bazisde 7(¢) vektor funksiyasinin koordinatlari
x(t)=acost, y(t)=asint, z(t) = bt
funksiyalaridir. Teorem 1-a gére, ¥(¢)-diferensiallanan vektor funksiyadir ve

Z—f = (—asin t)f + (a cost)j +bk.

I araliginda diferensiallanan v(z), () vektor funksiyalari ve f(¢) sdedi funksiyasi lgiin
asagidaki diferensiallama gaydalar dogrudur:

1°. i(\7+ﬂ/):d—‘7+d—w;
dt dt  dt

2°, i(ﬁ-w):d—v-mv-d—,
dt dt dt

3. i[v,w]:[ﬂ,w +[9,d—w};
dt dt dt
d df -

4 = =
()= f

Nimuna olaraq, 40 beraberliyinin dogrulugunu gosterak. Ortonormallagmis 7]/?
bazisini se¢gak ve bu bazisda \7(1) vektor funksiyasinin koordinatlarini x(¢), y(¢),z(¢) ile isare

edok. Onda i,/,k bazisinde f(r)- (1) vektor funksiyasinin f(t)x(¢), f (1) y(7),
f()z(¢) koordinatlari olar. Teorem 1-o asasan,

AR, A7 AU

= +
(ﬁ) A
Buradan, adadi funksmyalarln dlferenlallanma3| gaydala-rindan istifads etmakls, alanq:
—(f)—l(XI +yj +Zk)+f(—l +ﬂ] dzlgj
dt”  d

af . dv
=2 V4 f—.

a

1°,2° va 3" beraberliklerinin dogrulugu analoji gaydada ssaslandirilr.
Novbati mévzularin serhinds istifade edacayimiz asagidaki teoremi geyd edak:
Teorem 2. Sger [ araliginda |§(tleolarsa, onda her bir t e I néqtesinds ¥(t) vektoru

bu néqteds hesablanan % téremeasina ortoqonaldir.

isbati. Serte gore, I araliginda v>=1 eyniliyi dogrudur. Bu eyniliyi ¢ deyisenine gére

diferensiallayaraq, 2’ gaydasindan istifade etsak, \7%:0 oldugunu alariq. Buradan gorinur

ki, 7 araliginin har bir négtasinde v va % vektorlari ortogonaldirlar.
t

Qeyd. [ araliginda verilmis ﬁ(t) vektor funksiyasinin % téremasi bu araliqda yeni

vektor funksiyadir. Ona gére de, odadi funksiyalarda oldugu kimi,  ylksek tertibli
dv dv v

—\,—,...,—— tére-maleri ilo badli anlayiglari daxil etmak olar.
dt ~ dt dt
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XOTT (8YRI) ANLAYISI. HAMAR X8TLSR

1. Uctlgllt E; Evklid fezasinda sads xatt dedikds ixtiyari diiz xatt, parga ve ya slia basa
disUlur (burada sua olaraq, gapali stia goturGlir).

Sads xatlerdan har hansi birine homeomorf olan y, € E; fiquru elementar xatt (va ya
elementar ayri ) adlanir. Pargcaya homeomorf olan fiqura qdvs deyilir.

Tutaq ki, bize d diiz xtti verilmisdir. Bu diiz xatt tizerinde har hansi O'i koordinat
sistemini daxil edek. ©gar har bir t € R adadine koordinati ¢ olan (W:té) M néqgtesini
garsl qoysagq, biyektiv R — d inikasini alariq. Bu inikas homeomor-fizmdir ve bu inikas zamani
R oadad oxu ddiz xatting, (a,ﬁ) intervali uclan olmayan pargaya (bu parganin diz xatte
homeomorf olmasi askardir), [a,/i’] adadi pargasi ise 4B parcasina cevrilir, burada 4 ve B
[a,ﬂ] parcasinin uclar-nin obrazlandir. [a,ﬂ) araligi B uc noqtesi olmayan 4B pargasina

cevrilir (bele AB parcasi ise siaya homeomorfdur).

Beloliklo, ixtiyari adadi araliq (yani blatin adad oxu, qapal adadi sia, adadi parga,
uclarindan biri ve ya har ikisi olmayan adadi par¢a) sads xatlerdan birine homeomorfdur.
Homeomorflug miinasibati ekvivalentlik minasibati oldugundan (bax, mihazire 6, teorem 5),
elementar xstte yuxarida verdiyimiz terifi bele de ifade etmak olar: miisyyan adadi araliga

homeomorf olan y, € E; fiquruna elementar xatt deyilir.

Elementar xatlora nimunalar gostorak.

Nimuna 1. Uclan 4 va B nogtsleri olan @ yarim gevraesi pargaya homeomorf
oldugundan, elementar xatt, daha daqiq desak, qovsdiir.

Niimuna 2. Diizbucagl Oi; koordinat sisteminde verilon y=sinx sinusoidine Oijk
dizbucaqgh koordinat sisteminda

x=t, y=sint, z=0

tonlikleri ilo verilon fiqur kimi baxila biler, burada ¢ R. Bu ten-likler R c¢oxlugu ile sinusoid
arasinda homeomorfizm yaradirlar. R g¢oxlugu Ox oxuna homeomorf oldugundan, sinusoid
elemen-tar xatdir.

Yuxaridakilardan aydin olur ki, ager E; Evklid fezasinda dizbucaql Oijk koordinat
sistemi verilmigdirss, onda y, ele-mentar xatti

x=x(1), y=y(t), z = z(1) (1)
tonliklar sistemi ile tayin olunar, burada ¢ misayyan [ arali§inda dayisir, (1) dusturlarinin sag
toroflori ise I araliginda kesilmaz funksiyalardir ve I araliginin y, elementar xattino
t = (x(0), y(0),2(1))

homeomorf inikasini hayata kegirirlar.

(1) tanliklali verilmig xattin parametrik tonliklori adlanir.

2. Elementar xatlorin sonlu, ve ya hesabi goxlugu ile ortils
bilen fiqura xatt (ve ya ayri) deyilir.

Bu terifden bels bir miihim natice alinir: agar ¥ miisyyan xatdirse ve M onun (izerinds
ndqtadirss, onda elo y,elementar xatti vardir ki, M €y, C y.

Numunalare baxaq.
Nimuna 3. Cevrani iki AMB vea CND qdvsleri ile 6rtmak olar (sek.1). Ona gbre de
cevra daxil etdiyimiz terif manasinda xatdir.

D



N

Sakil 1
Nimune 4. y=tgx funksiyasinin grafiki (tangensoid) ele elementar xatlorin hesabi

g¢oxlugundan ibaratdir ki, onlardan har biri x arqumenti (—%+k7r,%+k7rj (k=0,£1,£2,...)

intervalinda dayisdikde bu funksiyanin grafikidir. Ona gdre ds tangensoid xatdir.
3. Tutaq ki, y, elementar xatti (1) parametrik tanliklori ile verilmigdir, burada ¢ musyyasn
I araliginda dayisir. ©gar x(), y(t),z(¢) funksiyalarinin musayyan k natural adadi Ggun k—ci
tortibe gadar kasilmaz téramalari vardirsa va har bir ¢t € I ndqgtesinds
ranq”x’,y’,z’” =1 (2)

harti Odanilirss, onda deyirlar ki, y, C* sinifinden olan hamar xatdir (strix onu gdstarir ki,

dayisan ¢ parametrine gors diferensiallanir).
(2) sertinin mahiyyati ondan ibaratdir ki, x',y’,z' toreme-lori ¢ parametrinin [

araligindan olan heg bir giymatinda eyni zamanda sifra barabar olmurlar.
Hamar xatte dair nimunayas baxaq.
Nimuna 5. x=t,y=sint,z=0,t e R tonliklori Oxy mustavisinda sinusoidi tayin edirlor.

Sinusoidin tenliklarinin sag tersflerinin R —ds ixtiyari tertibden kasilmaz téremalari vardir, bels
ki, x'=1,y"=cost,z’=0, ona goro do (2) serti ddenilir. Bu ise gosterir ki, sinusoid C”
sinifindan olan hamar xatdir.

Asanligla yoxlamaq olar ki, gevre C” sinifinden olan hamar xstdir. Dogrudan da, a
radiuslu gevrenin diizbucagl Oij koordinat sisteminde x=acost,y=asint parametrik
tonliklari vardir. Bu ¢gevraya Oz?]'l; koordinat sisteminda

x=acost,y =asint,z=0 (3)
tonliklari ilo verilon fiqur kimi baxa bilerik. (3) tenliklerinin sag
teraflerinin R —da ixtiyari tartibden kasilmaz téramsleri vardir,

bels ki, x' =—asint, y' =acost,z’=0. x> +y'* +z'* #0 oldu-gundan, (2) serti ddenilir. Demali,
gevra C” sinifinden olan hamar xatdir.

4. Tutaq ki, ¢ parametri misyyen / araliginda deyis-dikde (1) tenlikleri y, elementar
xattini tayin edirlor. Qeyd olundugu kimi, bu tenlikler misyyen f:1 — y, homeomor-fizmini elo
toyin edirler ki, f(/)=y, olsun. 8ger 4 homeomor-fizmi misyyen z=Ah(t),tcl,rel’

gaydasi Uzre [araligimi I' arali§ina gevirirse, onda h':I'>>1 ters inikasi da homeo-
morfizmdir, bels ki, ¢ ="' (7).
t —nin ifadasini (1) tenliklarinds yerina yazsaq, alariq:

x=f(2),y = f1(0).2= f3(7), (4)
burada f;(7) = x(h "' (7)), f,(r) = y(h' (7)), f(r)=z(h"'(z))—I' aralginda doyisen 7
arqumentinin mirakkab funksiyalaridir. (4) qaydasi Uzrs tesir eden ' — E; inikasini gile isare
edak. (1) va (4) dusturlarinin migayisasi gostarir ki, 7=/Ah(¢) oldugda f(¢)=g(r). Buradan
f=goh va g=foh™" olmasi alinir. Belslikla, g —homeomorfizmdir. Bu homeomorfizmds I’
araligr y, xettine gevrilir. Bu halda deyirler ki, z=AhA(t) funksiyasi y, xetti Uzerinde ¢

parametrinin evez olunmasini teyin edir. Belalikla, elementar xatt halinda (1) tenliklarinde
parametrin avez olunmasi A:I — I' homeomlrfizmi vasitesilo hayata kegirilir. Hamar oyri



halinda analoji masalanin halli daha muirekkabdir. Her seyden avval, 7 =h(¢)funksiyasi [

araliginda diferensiallanan olmalidir. Lakin bu sart yetorli deyil. Mirokkab funksiyanin
diferensial-lanmasi gaydasina gora,

de_dv dr dy_dy dr d=_dz dv
dt dr dt’ dt dr dt’ dt dr dt’
oldugundan, hamar xattin 6demali oldugu (2) serti 7 =~h(t)

(%)

funksiyasinin tUzerina bels bir mahdudiyyat qoyur: % toremasi [ arali@inin heg bir ndgtasinda
t

sifra gevrilmemalidir. Bundan basqa, y, xattinin yeni parametrizasiyada da C* sinifinden

olmasi Ggin A(¢) funksiyasinin / arali§inda k — ci tertibe gader kasilmaz téremalarinin varigini

tolob etmaliyik.
Belolikle, ¢ parametrinin [ araliginda deyismesi sertilo (1) tenliklari ile verilmis va

C* sinifinden olan hamar ¥, Xotti liglin parametrin miimkiin avez olunmasi ele h:I1— I' avaz
olunmasidir ki, bu halda h(t) funksiyasinin [ araliginda k — ci tertibe qadar kesilmez téremalari

vardir ve birinci tertib % téremeasi araligin bitiin néqtslerinde sifirdan ferqlidir. NUmunaya
t

baxaq.
Nimune 6.0xymijstevisindey:xztenliyi ilo verilon para-bolasi E; fezasinda

x:t,y:tz,z:o tonlikleri ile verilo biler, burada ¢ I =R araliginda deayisir. Parabola C*

sininfinden olan hamar xatdir. Parametrin 7=¢>+¢ ovez olunmasina baxaq. h(t)=t3+t

funksiyasinin ixtiyari tertibden téremalerinin varli-gindan va istenilen ¢ Ugln %:3t2+1¢0
t

olmasindan alinir ki, z=¢>+¢ mimkin avez olunmadir. Lakin parametrin 7=t disturu il
verilan avez olunmasi mimkin olmayandir. Bu onunla baghdir ki, r=t> ovez olunmasi
naticasinde [ aralidi ona homeomorf olmayan I’:[O, oo) araligina gevrilir. Parametrin r==1

disturu ile verilon evez olunmasi da mimkin olmayandir. Dogrudan da, bu halda r
funksiyasinin 7 arali§inda istenilen tertibden kasilmaz téremslerinin varligina ve bu avez
olunmada [/ araldinin onun 6ziine homeomorf inikas etdirimasine baxmayaraq, ¢t=0e/

nogtasinda ﬂ =0.
dt

Miihazira 12

TOXUNAN DUZ XSTT. 8YRININ ToBIi
PARAMETRIZASIYASI

1. Bger fozada dizbucaqli 0171? koordinat sistemi daxil edilmisdirse, onda C* sinifinden
olan hamar y xatti
x=x(1),y = y(t),z=z(t) (1)
parametrik tanlikleri ils verila bilar, burada (1) tanliklerinin sag teraflerinin misyyan [ araliginda
k — c1 tortiba qadar kasilmaz té-romalari vardir ve bu araliqda

ds dy de
dt’ dt’ dt
(1) tenliklerini uygun olaraq, f]l€ vektorlarina vurub, teref-tarefe toplasaq, alanq:

r=r(), (3)

anq =1. (2)




burada 7 =uxi +yj+zk Vo F(f)=x(t)i +y(t)j+z(t)k. Gorindiyil kimi, 7(1)— araliginda teyin
olunmus va koordinatlan x(¢),y(t) ve z(¢) funksiyalari vektor-funksiyadir. (1) tenlikleri (3) vektor
tonliyina ekvivalentdirlar. (3) tenliyi y xattinin vektorial sokilde parametrik tonliyi adlanir. (2) serti

onu gdstarir ki, istanilen ¢ e I giymatinda % £ 0.

Hamar y xotti Uzarinds 7(¢) ve 7(t+Atr) radius vektorla-n ils tayin olunan M ve M,

dr
z @

dt
nogteloerini  gotlrak. Ar =
=F({t+At)—F() vektoru r T
MM, keseninin ydnaldici ) 7 (L7 %

t

vektorudur. Agkardir ki, > y

% vektoru da MM, kase- x Sakil 1
t

ninin yonaldici vektorudur (sok.1).

At sifra yaxinlasdiqda, M, ndqtasi y xatti Uzarinds yerini dayiserak, M ndqtasina geyri-
moahdud yaxinlasir va limit veziyya-tinde onunla Ust-Uste diglr. Bu zaman MM, kaseni
M noqtesi-nin strafinda firlanaraq, limit veziyystinde y xattine M ndqtesin-de toxunan MT diz
xotti ilo Ust-Uste dusur (MT toxunani kesanin limit vaziyysti kimi teyin olunur). MM, keseninin

% yoénaldici vektorunun At — 0 serti daxilinde limiti MT toxunaninin % yonaldici vektoru olur.
t t

Bger y xattinin diger 7 = h(¢) parametri-zasiyasina baxsaq, alariq:
dr drdr
— =T @)
dt dr dt

I arali@inin bitin noégtalerinda %;ﬁ 0 oldugundan, (4) garabarliyinden gorinar ki, %

Vo j—r vektorlari kollineardirlar, elece da I araliginin bitiin néqtelerinds j—r;t 0.Bu o demakdir
T T
dr

ki, Ze vektoru da MT toxunaninin yonaldici vektorudur. Belslikla, asagidaki teoremi isbat etdik:
T
Teorem. (3) tonliyi ilo verilon hamar y xattinin har bir M néqtesinde M néqtesi ve

% yo6neldici vektoru ils tayin olunan toxu-nan diiz xett vardir.

2. Tutaq ki, C* sinifinden olan hamar y xatti (1) tenlikleri ile verilmisdir, burada ¢
parametri miayyan I araliginda dayisir. [a, t]c[ pargasini gotlrak. ¢ parametri bu parcada
deyisdikde, (1) tenlikleri uclan A(x(a),y(a).z(a)) vo  B(x(t),y(t),z(f)) néqte-lerinds olan 7,
hamar qoévsiini tayin edirler. Riyazi analiz kur-sundan malum oldugu kimi, y, qdvsinin s

uzunlugu
_t ﬂ 2 d_y 2 % 2
S_i\/[dt] +(dz} +[dz} “ ©
s=]

dr
I Z}dt (6)

dusturu ile hesablanir. Buradan aydin olur ki, s qdvs uzunlugu ¢ parametrinin funksiyasidir:
s = 5(2).
Yuxari serhaddi dayigen olan misyyan inteqralin malum xassasina (5)-dan alariq:

dusturu ile, ve ya vektorial sakilde yazilan
t




ETEE o
dt dt dt dt dt

(7)-den gorundr ki, hamar xsttin s(t) qbvs uzunlugu t parametrinin artan funksiyasidir.

1, :{tel|t2a} araligini goturak. Askardir ki, ager ¢ pa-rametri yalniz 7, araliginda
dayisarse, onda (1) tenlikleri ile milsyyen y, c y hamar (C* sinifinden) xatti teyin olunar. (5)
dis-turu I, araliginin miayyan /; — R aralidinin Gzarina s = s(¢) ini-kasini teyin edir. s=s(t) I,
araliginda ciddi artan funksiyadir. Ona gora da bu funksiyanin ¢ =¢(s) ters funksiyasi vardir ve

a1
ds @
dt

(5) dusturundan muayyen edirik ki, s(z) funksiyasinin 7, araliginda k- ci tertibe gader

> 0. (8)

kasilmaz téremalari vardir. (8) bara-berliyi ise gosterir ki, #(s) funksiyasinin /; araliginda k- ci

tor-tibe gader kasilmaz téremaleri vardir. Buradan aydin olur ki, s(s) funksiyasi ele I, —> I,
homeomorfizmini teyin edir ki, bu ho-meomorfizm y, hamar xatti lizerinde parametrin mimkdan
avaz olunmasidir.

Belolikla, hamar xsatt Uzerinde parametr olaraq, bu xsttin muisyyen noqgtesindan
hesablanan s qdvs uzunlugunu gétirmak
olar. Bu parametrizasiya y xattinin toebii parametrizasiyas! adla-nir.

3. Tutaq ki, hamar xatt Gzarinde tabii parametrizasiya se-gilmisdir. Onda (1) tenliklori
asagidaki kimi yazilar:

x=x(s),y = y(s),z = z(s),

burada s-—xattin miayyan 4 noqgtesinden hesablanan qbvs uzun-ugudur. Bu halda (7)
disturundan ¢ =s avezlemasini aparmagla, alariq:
7

Y (@Y (dz\ |d
— | +|—=| +|—| =1 yeni
ds ds ds d

=1.
s

Buradan goérunir ki, %—vahid vektordur. isbat etdiyimiz yuxa-ridaki teorema gére, bu vektor
A)

uygun M nogtesinde oyriya toxu-nan diz xottin yonaldici vektorudur. Z—r vektorunu
A)

M ndqtesin-de xatte toxunan diiz xsttin vahid vektoru deyacayik vo 7 ilo isare edacayik:
. dr
T=—

ds

Miihazire 13

XOTTIN KANONiK_REPERi. FRENE DUSTURLARI.
OYRILIK V& BURUQLUQ

1. C* sinifinden olan (burada k >3) ve
r=r(s) (1

tobii parametizasiyasi ils veriloan hamar y xettina baxaq.

Bger fazada diizbucagl Oijk koordinat sistemi segilmis-dirsa, onda (1) tenliyi

x=x(s),y = y(s),z = z(s) (2)
tenliklerina ekvivalentdir.

f=d—r vektoru y xettine
ds

D

M noqgtesinda toxunan diiz xattin




vahid vektorudur, burada 7 = oM v

(bax, sok.1). r

N :fl—j vektoru y xatti- k M 7
nin M nogqtesinde ayrilik vektoru i0j
adlanir. ‘K/‘:k adedine y xetti- Sakil 1

nin M ndqtesinda ayriliyi deyilir. y xatti boyunca k eyriliyi s tebii parametrinin funksiyasidir.

Oger verilmis M noqtesinde & =0 olarsa, onda p:% adadina xattin M nodgtasinds

ayrilik radiusu deyilir. Beloliklo, agar xatt (1) tobii parametrizasiyasi ila verilarsa, onda onun
ayriliyi

dr
ds

Lt

ds?®

== @®

dasturu ile hesablanar.
y xatti (2) tanliklari ilo verildiyi halda (3) dusturu

Y (a*yY (a%z)
. (ds—zJ +(ds—2] *(?J “
soklinda yazilir.

Teorem 1. y xofttinin sads xott olmasi (g¢lin zeruri ve kafi gert onun her bir néqtesinde

ayriliyinin sifra baraber olmasidir.
Isbati. Tutaq ki, y sade xetdir (yani ya diiz xatdir, ya pargadir, ya da stiadir). Onda bu

xott
7 =ps+i

tobii parametrizasiyasi ilo tayin olunar, burada s muayyen I araligina daxildir, p ve 7 ise
— 2—

sabit vektorlardir. Buradan aydin olur ki, Z—r =p, el =0. (3) diisturuna asasaen, istenilon s e/
S S

dgln k£ =0.
Torsine: tutag ki, (1) xottinin butin ndqteleri Ugln ayrilik sifra barabardir. (4)
barabarliyindan istifade etmakls alinq:

d*x d’y z
—=0, —=0,—=0
ds® ds* 52
Bu miunasibastlerden alinir ki,
dx dy dz
- s T — s T = P} 5
d 5 P> ds P; (5)

burada p,, p,, p; — sabit adadlordir.
(5) beraberliklarini integrallasaq, alarnq:

X=pS+Xy, V=DS+Yy, Z=piS+z, (6)
burada sel. y xattinin (6) parametrik tonliklorinden malum olur ki, bu xatt M,(xy,v,,2,)
nogtasindan kegan va yonaldici vektoru p(p,, p,, p;) vektoru olan duz xatt Gzerinde yerlasir. Bu
ise o demakdir ki, y —sade xatdir.

2. Forz edak ki, y xattiniMbitin ndqtelerinda ayriliyi sifirdan farglidir. Bu sert daxilinda

7 xattinin har bir M négqte-sinden (M,N) diiz xatti kegir. Bu diiz xatte » xattinin M nég-
tesinde bas normali deyilir. X muhazirads verilan teorem 2-ya

goéra N L 7. Belsliklo, (M,N) bas normali (M,7) toxunanina per-

pendikulyardir.

ﬁ: v vektoru bas normalin vahid vektoru adlanir. ‘N‘ =k oldugundan, N =kv, yani
N



dz _

ds

B =|7,v] vektorunu teyin edek. (M, ) diiz xatti  xatti-nin M ndqtesinde binormali, /3
vektoru ise binormalin vahid vektoru adlanir.

M néqtesinin ve 7.V, vektorlarinin emale gatirdiyi R, reperi y xettinin M

nodqtesinde kanonik reperi adlanir (bax. sak.1). Buradan aydin olur ki, hamar xattin ayriliyinin
sifirdan fargli oldugu her bir négtasinda kanonik reper qurula bilar.
R,, reperinin koordinat mustavileri asagidaki kimi adlan-dirilirlar:

(M ,7,v) - ¢oxtoxunan mdistevi ;

kv. (7)

(M, v, B)—normal miistevi ;

(M, 7, B) - diizlendirici miistavi .

M ndqgtesinin y xatti boyunca yerdayismasi zamani R, reperi de yerini dayisir.
Ona gobre do R,, reperine adaten y xetti-nin harokatli reperi deyilir.

3. v vahid vektor oldugundan, cj{—v L v, ona gbre da ‘Z—V vektoru dizlandirici musteviys
S A)

paraleldir. Buradan malum oldur ki, bu vektoru 7 ve S vektorlari iizre ayirmag olar:

D gisy B 8)
ds

7-v =0 eyniliyini s parametrine gors diferensiallayaq:

Oger bu baraberlikde il—r Vo CCII—V vektorlarini (7) ve (8) dus-turlari Uzre evez etsak, a=-k
A) S

munasibatini alariq. Naticeda (8) dlsturu bels yazilir:
LAy 9)
ds

B =[z,v] eyniliyini s parametrine gére diferensiallayaq:
5 o 1.1 0]
ds ds ds

©ger bu beraberlikde c;—r Vo (Z—V vektorlarini onlarin  (7) ve (9) bara-barliklorinden olan
A) A

ifadsleri ilo avez etsak, yaza bilerik:

dp .

—“—=—yv . 10

R (10)
y @adadi yxsttinin M noqtesinds buruqlugu adlanir. y xetti boyunca y dayiseni s

ap

tebii parametrinin funksiyasi olur. (10) dusturundan gorindr ki, |;(|= A Diger terafden, y >0
S

olmasi U¢ln zeruri va kafi sert v veo (Z—ﬂ vektorlarinin aks istiga-matlare va y <0 olmasi G¢ln
A)
zoaruri vo kafi sert v ve U;—ﬂ vek-torlarinin eyni istigamata malik olmasidir. Xattin buruglugunun
A)
modulunu va isarasini bels xarakteriza etmak olar.
Belslikle, Frene diisturlan adlandirilan asagidaki bara-baerlikler dogrudur:

dv =
L =——ki+y B,
s THyp



dp .
——=—yV.
ds d
Qeyd edak ki, hamar xatlar nazariyyasi Frene dustur-larinin tatbigine asaslanir.
y xatti (1) tebii parametrizasiyasi ile verildiyi halda buruglugun hesablanmasi disturunu

2—

¢ixaraq. Frene distur-larindan birincisini bele yazmaq olar: Z—szﬁ. Bu minasibati
A)
diferensiallayib, Frene disturlarindan ikincisini nazare alsaq, yaza bilsrik:
d’r 2 dk ~
—=—k'T+—V+ky S
ds® ‘ dsv zh
— 2— 33—
Belsliklas, ﬂd—rﬂ:f(kﬁ)(—kzﬂrﬁﬁﬂc;( p)=k* . Buradan axtarilan distur alinir:
ds* ds® ds
— 2— 3
=L2 ﬂd_;d_z; ) (11
k*\ ds ds* ds
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MUSTOVi 8YRILORI. BIRPARAMETRLI MUSTaVi 8YRILSRI AiL8SI

1. Oxy mustevisinda

x=x(t),y = y(t) (1)
parametrik tenliklari ilo verilon hamar y ayrisine baxaq. 7'(¢)=(x'(¢),y(t)) # 0 olduguna goras,
riyazi analiz kursundan malum olan tars funksiyaya dair teorema asasan, (1) tanliklarinden ¢

parametrini yox etmoaklo
F(x,y)=0 )
tonliyini aling. (2) tenliyine mlstavi ayrisinin geyri-askar tonliyi deyilir. Qeyd edsk ki, (2) soklinda
olan har bir tanlik mustavi ayrisi tayin etmir. (2) tanliyinin mtayyan M, ndqtesinin atrafinda ayri
=0 (3)

tayin etmasi liglin
—{F’ F,}‘ — a_F a_F
Tty oo 6x’6y
Mo (x9.50)

serti 6denilmalidir. Dogrudan da, (3) sertinden F, ve F| xisusi téremslerinden heg olmazsa

5
gradF

Mo (x0,50)

#0 oldugunu ferz edak. Bu halda riyazi analiz

birinin sifirdan farqli olmasi gérindr. F!
Mo (x0.0)

y

kursundan malum olan qeyri-askar funksiyaya dair teorema asa-sen M, ndqtasinin yaxin
atrafinda diferensiallanan

y=f(x) (4)
funksiyasini tayin edirik. (4) barabarliyi mistavi ayrisinin askar sokilds tenliyi adlanir. Mlstavi
ayrisinin (4) tenliyini parametrik olaraq

x=x(t),y=f(1)
soklinds yaza bilarik. Belalikla, miistavi ayrisi lokal olaraq bir-birine ekvivalent olan
1. 7F=7F(@), 7'|M0 #0;

2. x=x(0),y=y0), Y, #0
3. Flx,y)=0, {F/,F! }{MO £ 0;
4. y=/(x)

tenliklerindan har hansi biri ile verila biler.

2. Tutaq ki, (2) geyri-askar tonliyi ile mistavi ayrisi ve-rilmisdir. (2) tonliyi lokal olaraq (1)
tanliklerina ekvivalent oldugundan, F(x,y)=0 tanliyinden ¢ dayisenina nazaran

F(x(1), (1)) =0
eyniliyini alariq. Bu barabarliyin her iki terefinden ¢ dayisenina goéra diferensiallayaq:



OF dx OF dy

——+——==0. (5)
Ox dt Oy dt
gr;sz{E;,Fy’}={aa—F,aa—F}¢0 sortinin  8denildiyi  melumdur. Bu sert daxilinds (5)
x Oy
baraberliyinden 4 nisbatini
dx
dy F!
—=-—2_ (Fl %0 6
& (Fy #0) (6)
soklindas teyin eds bilarik. (6) munasibatini toxunan diz xsttin

X=X _Y=Yo
x/ y!
kanonik tanliyinde nazers alsaq, bu duz xattin

Fi(x=x))+F;(y=y,)=0

soklinda olan tenliyini alangq.
(2) qeyri-askar tenliyi ile verilmis mistavi xattinin
X|MO(XOJO) =

Mo(39.50)
munasibatini 6deyan noqgtalarine onun mexsusi néqtslari deyilir.
3. ©ger y —mustavi xattidirse (ve onun har bir ndqtesinds ayriliyi sifirdan farglidirse-

k#0), onda 7 va v vektorlarl xatti gz lGzerinde saxlayan mustaviya paraleldirler. Bu isa B
vektoru-nun sabit vektor olmasi demakdir. Belsliklo,

ap
—=0=y=0.
ds x

Tersine, tutag ki, y xattinin har bir ndqgtesinds buruglug sifra berabardir: »=0. Frene
dasturlarninin tgincisindan masy-yan edirik ki,

B=0,
burada b vahid vektoru s tebii parametrindan asili deyil. b-7=0 eyniliyindan alinir:
db-r) —o,
ds

ona goéra da

Ortonormallagmis R = {O?]E} reperinda
F=xi+yj+zk, b=bi+b,j+bk
oldugunu geabul etsak, (7) barabarliyini
bx+b,y+byiz—c=0 (8)
soklinds yaza bilarik. GortiindlyU kimi, har bir M € y nbéqgtasi R reperinda (8) tanliyi ile verilan
mustavi Uzarinds yerlosir. Bu ise 0 demakdir ki, y — mustovi xattidir.
Qeyd 1. Mistavi xatti Gglin y =0 oldugundan, Frene disturlarn asagidaki kimi yazilirlar:
9Ty, g
ds ds

Qeyd 2. Malumdur ki, x =x(¢),y = y(¢),z = z(¢) paramet-rik tonliklari ils verilon y xattinin
ayriliyi

k_ \/(yrzn_ynzr)Z+(Z/xr/_zr/x/)2+(x/yr/_x/ry/)2
- 3
(xr2+yr2+z/2)2
disturu ile hesablanir (bax, XIIl mihazire, band 4). Bu dustur-dan goérindr ki, ager y Oxy
mustavisinds yerlogson mustavi xatti-dirse, onda




n_.r

_ vty

k — 3 - (9)
(x/2 +y/2)2
Mastavi ayrisi y = f(x) tenliyi ilo verildiyi halda ise onun ayriliyi
'l
k= — 7 (10)
((EVAE
dasturu ile hesablanir.
3. Tutaq ki,
F(x,y,C)=0 (11)

tonliyi ile mustoavi xatlori ailesi verilmigdir, burada F — arqumentlarinin kasilmaz diferensiallanan
funksiyasidir, C — parametrdir. x = x(¢),y = y(t) parametrik tonlikleri ila verilon y mustevi xattine

baxaq.
3. Her bir néqgtasinds ayriliyi sifirdan forqli olan ve 7 =7(s) tenliyi il verilan hamar y

mustavi xettine baxag. y mustavi xattinin M € y négtasi l¢ln (M,v) diz xatti bu xattin M
ndqtasinde normali adlanir.

Miihazira 15
SOTH VO ONUN VERILM3 USULLARI. HAMAR SSTHL8R

1. Svvealce sathlerin dyrenilmasi Ugln zeruri olan iki skal-yar arqumentin vektor
funksiyasi anlayisini daxil edak.

Tutaq ki, ¥ —R haqigi adadler meydani lzsrinde Ugodlgllli Evklid vektor fezasidir.
Ikiblgiilii G arahg dedikde, asagidaki coxluglarindan her hansi birini basa disirik: R* =RxR
fozasl, v>0 sertini 6deysn bitin (u,v) e R* ndqtslerindan teskil olun-mus R’ qapall edadi

yanmfezasi ve ya 0<u<a,0<v<a,a>0 sortlorini ddeyen biitiin (u,v) € R* négtelerinden teskil
olunmus adadi kvadrat. ©gar har bir (u,v) € G ndqtesine miayyan 7(u,v) eV vektorunu qarsi
goyan gayda verilmisdirss, onda deyirler ki, ikidlgili G araiginda u« ve v skalyar
aqumentloarinin - 7(u,v) vektor-funksiyasi  teyin olunmusdur. Askardir ki, |i7(u,v)| eyni
arqumentlarin adadi funksiyasidir.

|F(u,v)| adadi funksiyas! (u,,v,) € G ndgtasinin yaxin atrafinda sonsuz kicik olduqda,
yani  lim |i7(u,v)|=0 sorti ddanildikds, 7(u,v) vektor-funksiyasi (u,,v,) ndgtasinin yaxin

(u,v)>(ug,vo)

atrafinda sonsuz kigik vektor-funksiya adlanir.

Sabit a eV vektoru tgln 7(u,v)—a (u,,v,) noéqtesinin yaxin etrafinda sonsuz kicik

olduqda deyirler ki, a vektoru (u,v) — (u,,v,) oldugda 7(u,v) vektor-funksiyasinin limitidir. Bu
halda bele yazirlar:  lim F(u,v)=a.

()= (ug.vp)
lim F(u,v) =F(u,,v,) sorti d6denildikde 7(u,v) vektor - funksiyasina (u,,v,)eG
(u,v)=>(ug,vp)
nogtesinde kasilmez vektor- funksiya deyilir. G arali@inin har bir néqtesinde kasilmaz olan
F(u,v) vektor-funksiyasina bu araliqda kesilmaz olan vektor-funksiya deyilir.

G araliginda verilmis 7(u,v) vektor-funksiyasina baxag. ¥ vektor fazasinin

ortonormallasmis har hansi f]lg bazisini goétiursk ve haer bir (u,v)e G noqgtesinds 7(u,v)
vektorunu bu bazisin vektorlari Gizre ayiraq:
F(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j +z(u,v)k . (1)



(1) beraberliyinin sag terafindaki x(u,v), y(u,v),z(u,v) funksiyalari u,v arqumentlarinin

G araliginda tayin olunmus funksiyalardir. Bu funksiyalara 7(u,v) vektor-funksiyasinin ?]lg
bazisinds koordinatlari deyilir.

Tutag ki, lim  F(u,v)=d Ve d=a,i +a,j +a;k .Onda (u,v)— (u,,v,) serti daxilinde

(u,v)—>(ug,vp)
asagidakilar dogrudur:
limx(u,v)=a,, limy(u,v)=a,, limz(u,v)=a,.

Bger v=v, =const gabul etsek, onda u arqumentinin (u,v,) € G sartini 6deyan muixtelif
giymetleri tgln #(u,v) bir skalyar arqumentin  7(u,v,) vektor-funksiyasi olar. ©ger r(u,v,)
vektor-funksiyasinin u dayisanine nazaren w téromasi vardirsa, onda bu téramaya

u

F(u,v) vektor-funksiyasinin u dayigenina nazaron xdiisusi téremesi (birinci tertib) deyilir va 2_r
u

e .. OF . . . C .
yaxud 7, kimi igara olunur. Analoji olaraq, — = 7, xlsusi tore-masi tayin teyin olunur.
ov

(1) ayrihgindan alnir ki, 7(u,v,) vektor-funksiyasinin koordinatlart x(u,v,), y(u,v,),z(u,v,)
funksiyalaridir, ona gbére de mihazire 10-da verilon teorem 1-e asasen (u,v) e G nogtssinde 7,
va 7, xUsusi téramalerinin varligi tgiin zeruri ve kafi sert bun 6g-tede uygun olaraq,

X, = ax(u,v)’yu _ oy(u,v) z = 0z(u,v)
ou Ou ou

vo
. = ox(u,v) _ oy(u,v) . 0z(u,v)
o Y e T o
toramalarinin varligidir. Qeyd olunan teoremdan ham da alinir ki,
7, :xl[f+yuj+zuE vo 7, :xvf+yvj+zvl€. (2)
(1) ayriiginin sag terafindaki x(u,v),y(u,v),z(u,v) funk-siyalan (u,v)e G noéqtasinds
diferensiallanan olduglari halda

dr = dx(u,v)i +dy(u,v)j +dz(u,v)l€ (3)
vektoruna 7(u,v) vektor-funksiyasinin (u,v) noéqtesinda dife-rensiali deyilir. (2) dusturlarinin

kémayi ile muayyan etmak olur ki,
dr =7F,du+r,dv. (4)

x(u,v),y(u,v),z(u,v) funksiyalari (u,v) noqtesinds diferensialla-nan oldugda deyirlor ki, 7(u,v)
vektor-funksiyasi (u,v) néqte-sinds diferensiallanandir. G araliginin har bir ndgtasinds difrensi-
allanan olan 7(u,v) vektor-funksiyasina G araliginda diferen-siallanan vektor-funksiya deyilir.
2. E, Evklid mustavisi Gzerinda
diizbucaglh Oij koordinat sistemini da- |
xil edek (sok.1). Asagidaki qayda ile C B(a,a)

E, — R’ biyektiv inikasini teyin edek:
M(x,y) € E, ndéqgtesina (x,y) e R* ndg-

tasini qarsi qoyurug. Bu homeomorfiz- .
ma esasen R’ adadi fezasini E, fezasi o i A x
ilo, R? adadi yarimfezasini Oxy miis- Sokil 1

tovisinin y >0 serti ilo teyin olunan qa-
pali yarimmdustavisi ilo, adadi kvadrati iss OABC  kvadrati ilo eynilagdirak, burada B
nogtesinin B(a,a) koordinatlari vardir (sek.1).

Asagidaki fiqurlardan har hansi birine Ggdlgllu £, Evklid fezasinda sade sath deyilir:
mustavi, gapall yarimmdastavi, kvadrat.



Sada sethlarden istenilan birine homeomorf olan fiqur ele-
mentar soth adlanir. Masalan, elliptik va hiperbolik paraboloidler, parabolik silindr mistaviya
homeomorf olduglan U¢ln elementar sathlardir. Serhaddi ile baraber géturtlon yarimsfera da
elementar sathdir (daireye homeomorf oldugu Ugiin).

Yuxaridakilara esasen bels bir naticoye gelmak olar: F c E, fiquru miisyysn ikidlgiilii
G c R* araliina homeomorf ol-duqda elementar sath adlanir.

E, Evklid faezasinda elementar sathlerin sonlu ve ya hesabi goxlugu ile ortiile bilen fiqura
seth deyilir. Terifdan alinir ki, F sethinin M ndqtesi Ggcln ele F, elementar sathi vardir ki,
MeF,cF.

Hor bir elementar sathin 6zU sathdir. Lakin elementar sath olmayan sethloer do vadir.
Belo sathlaere agagidakilari niimuna olaraq gdsters bilerik:
1) sfera (onu iki yarimsfera ile értmak mimkundir);
2) ellipsoid (bu sath sferaya homeomorfdur);
3) elliptik silindr (onu hear biri mistaviye homeomorf olan sonlu sayda «silindrik
zolag»larla 6rtmak olar);
4) biroyuglu hiperboloid (bu sath elliptik silindre homeomorfdur).

3. E; Evklid fezasinda diizbucagl ijE koordinat siste-mini daxil edak ve ikidlglli G
araligini F, elementar ssthina geviran f:G — F, homeomorfizmina baxaq. ©ger (u,v)eG
noéqtesi M(x,y,z) e F, noqtesine cevrilirss, onda agkardrr ki, x,y,z koordinatlar u,v
dayisanlarinin, G araliginda tayin olunan funksiyalaridir:

x=x(u,v),y=yu,v),z=z(u,v). (5)
(5) tenliklerina F, elementar sathinin parametrik tonliklari deyilir. Bu tanliklar
7 =x(u,v)i +y(u,v)j +z(u,v)l€ (6)
vektor tenliyine ekvivalentdirler, burada 7 = xi + yj + zk = OM - M ndqtesinin radius-vektorudur.
(6) tonliyinin sag tarafini 7(u,v) ilo isare etmakla, bu tenliyi
¥ =F(u,v) (7)
saklinds yazmagq olar, burada 7(u,v)—u,v skalyar arqument-lerinin G arali§inda tayin olunan

vektor- funksiyasidir.

4, Tutaq ki, F,—(5) parametrik tanliklori ilo verilon elementar sathdir, bels ki,
x(u,v),y(u,v),z(u,v) G ikidlglli ara-iginda tayin olunmus funksiyalardir. ©ger (5) tenliklarinin
sag teroflori G araliginda k —ci1 (k- natural adaddir) tertibe gader kasilmaz xususi téramalari
olan funksiyalardirsa va har bir («,v) e G nbqgtasinda

V4

rang[xu yu u ) — 2 (8)

X, Y, Z,
olarsa, onda F, sathine C* sinifinden olan hamar elementar sath deyilir.

Qeyd etdiyimiz kimi, (5) parametrik tanliklori (7) vektor tanliyina ekvivalentdirlor. Digar
tarafdan, 7(u,v) vektor-funksiya-sinin 7,7 xisusi tdremaleri Gcln (2) barabarlikleri dogrudur.

Ona godra do (8) sertinin handssi manasi ondan ibaratdir ki, 7, vo 7, vektorlari G ikidlgull

araliginda xatti asili deyil, yoni istenilon (u,v) € G noqtesinds ]\7=[Fu,z7v] vektoru sifir vektordan
forqlidir.

©ger (5) tenliklerinds v =v, =const gabul edarak, (u,v,)e G sorti daxilinds yalniz u
arqumentini dayissok, bir skalyar » arqumentinin 7 =7(u,v,) vektor-funksiyasini alariq ve ona

goro do OM =7 barabarliyini 6deyen butlin M ndqgtsleri coxlugu F, elementar sathi Uzarinde
yerloegan misyyan hamar xett tayin eder. Bu xatti u xatti adlandiring. 7, vektoru (u,v,) ndqgte-
sinda u xettine toxunan vektordur. Analoji olaraq, har bir M € F, négtasinden hamar u = const
vo ya v xofti kegir. ©ger (u,v)eG noqtesi mealumdursa, onda (5) dusturlarina gora

M(x,y,z) e F, noqtesini tayin etmak olur. Demali, u vo v para-metrleri soth Uzerindaki



néqteleri birgiymatli teyin edirlor. Mahz bu sebabden u ve v parametrlerine F;, sethi Gzerindaki

M noqte-sinin ayrixatli koordinatlari deyilir.
Belalikla, (5) tonliklari (yani f: G — F, homeomorfizmi) ile F, sathinin parametrizasiyasi

bu sath lizerinde mayyan ayri-xatli u,v koordinat sistemina gatirir.
Bundan basqa, u xatleri ailesi ve v z
xotlori ailasi F|, sathini ela ortirlar ki,

her bir M e F, ndgtasinden muxtelif
istigamatlorde yalniz bir u xatti ve
yalniz bir v xatti kegir (bu xatlera M
nogtasinde toxunan 7, ve 7, vektor-

lani kollinear deyil). Bu halda deyir- i4
lor ki, u vo v xatleri sath Uzarinda y
koordinat sebsakesi emale gsatirirlar. )(
(sok. 2). Sakil 2
Hamar xatte dair nimunays baxaq. Tutaq ki, diizbucaql 017'/; koordinat sisteminda
X =ucosv,y=usinv,z =bv (9)

parametrik tenliklori il sath verilmisdir, burada b > 0,(u,v) € R*. Bu sath iigiin
X, Y, z, cosy sinv o
(xv Y, zv]:[—usinv ucosv b]
oldugundan, her bir (u,v) e R* ndqtesinde (8) serti ddenilir. Baxi-lan seth C” sinifinden olan

hamar seothdir (x(u,v),y(u,v),z(u,v) funksiyalarinin u,v arqumentlarine nazaron istonilon

tortibden kesilmaz xususi tdremalari vardir). Bu setha diiz helikoid deyilir.
Miihazira 16

SOTH® TOXUNAN MUST&Vi V& NORMAL

1. Tutaq ki, G < R?* ikidlgiili araliinda

r=r(u,v) (1)
vektor tenliyi ile C* sinifinden olan hamar F sethi teyin olunmusdur.
u=u(t),v=v(t) 2)

gabul edak, burada ¢ misyyan I — R aralidinda ele dayisir ki, ixtiyari ¢+ e 7 G¢ln (u(?),v(t)) € G.
Biz 7 araliginda u(¢) ve v(¢) funksiyalarinin k — ci tartibe gadar kasilmaz téremalarinin

varligini va bu araligdan olan buitin ndqgtslerds % Vo % téramelarinin eyni vaxtda sifira
t t

barabar olmadigini telab edirik.
u vo v dayigenlerinin (2) ifadalarini (1) tanliyinde yerina yazsaq, alariq:
r=ru),v(1)). (3)
(3) tenliyinin sag terafi bir skalyar ¢ arqumentinin miayyan vektor-funksiyasidir. Bu funksiyani
7" (¢) ile isare edak va (3) tanliyini bels yazagq:
F=7r"(1). (4)
(4) tenliyi F sathi (izerinde yerlesen ve C* sinifinden olan xatt tayin edir.

Torsine: F sothi lizerinde yerlogsen ve C* sinifinden olan istenilon hamar xstt (2)
tonlikleri ilo teyin oluna biler. Burada u(z) ve v(¢) (u(?),v(¢))e G sertini 6dayan muisyyan [

araliginda verilmis funksiyalardir, k —ci tertiba qadar kasilmaz téremalare malikdirlar ve % ,
t

% téremaleri 7 —dan olan heg bir ndgtads eyni vaxtda sifra berabar olmurlar.

(2) tenliklerine F sathi lizerinds yerlagan xattin daxili tenliklori deyilir.



2. Bilirik ki, C*sinifinden olan ve (1) tenliyi il verilen hamar F sethinin her bir M,
nogtesinde 7, ve 7 xatti asili olmayan vektorlardir. M, nogtesinden 7, ve 7 vektorlarina
paralel kecan mustevini (M,7,,7,) ilo isare edak.

Teorem 1. Tutaq ki, M(u,,v,)—(1) tenliyi ile verilon ve C*sinifinden olan F sathi
tizerinds néqtadir. Onda F sathi lizerin-de yerlegan ve M, néqtssindan kegen biitiin hamar
xatlere bu néqteds toxunan dliz xstler ¢coxlugu (M ,,7,,7,) mistevisinin M, merkazli diiz xstlor

dastasini emals gatirir.
Isbati. F sethi Gzerinds yerlogan ve M, ndqtesindan kegen ixtiyari hamar y xattine

baxaq ve ferz edek ki, bu xatt (2) daxili tenlikleri ile teyin olunmusdur. M, nbéqtesinin
parametrini ¢, ils igsare edak:
uy =u(ty),vy =v(t,) .
. . . o odr _du _dv
y xettine M nbqgtesinde toxunan vektoru tapaq. (3) ten-liyindan aliriq: = =7, E-HV %
, burada 7, ve 7, xususitéremaleri (u,,v,) néqtesinds, % Ve % téremaleri ise ¢, ndqtesinde

hesab-lanmigdir. Buradan alinir ki, % vektoru (M,,7,,7) mustavisinae para-leldir, ona gére da

0°%usty

y xattine M, négtasinds toxunan diz xatt bu mistavi Gzerinds yerlagir.

Tersine: tutaq ki, (M,,a)— (M,,7,,7) muastevisinin M, noqgtesinden kegan ixtiyari diz
xottidir. Onda askardir ki, a =ar, + fr,, burada a ve S eyni vaxtda sifira barabar olmayan
adadlardir. F sethi Uzarinds yerlagsan vo u=u, +at,v=v, + ft tonliklari ilo verilon y, xattina
baxaq, burada ¢ miayyen araliqda ele dayisir ki, (u,v)eG. ¥ =7(u,+at,v, + ft) tonliyi ilo y,
xotti fozada tayin olunur. y, xettine M, noéqtesinde toxunan vektoru tapagq:

dr  _ du _ dv

— =V, —+F— .
dt dt dt
%=a,%=ﬂoldugundan, %=ﬁ. Demeali, y, xettine M, ndg-tesinde toxunan diz xett
(M ,,a) duz xetti ile Gst-Uste dusdr. [ ]

F sathi Gzerinds yerleson ve M, néqtesinden kegan butlin hamar xstlers toxunan diz
xetlorin yerlagdikleri miisteviya F ssthine M, ndgtesinde toxunan miistevi deyilir. isbat
etdiyimiz teorem 1-a gOrs bu mustavi M, noqtesi va kollinear olmayan 7, ve 7, vektorlar ilo
tayin olunur.

M, e F nlOqtesinden toxunan mdusteviya perpendikulyar kegen duz xett F hamar
sathine M, ndgtssinde normal diz xatti adlanir. N:[Fu,Fv] vektoru kollinear olmayan vo F

sathine M, ndqtesinde toxunan miisteviye paralel olan 7, ve 7, vektorlarina perpen-dikulyardir.
Bu o demakdir ki, N vektoru toxunan miistavinin 6ziine do perpendikulyardir. Demali, (MO,J\7)
diiz xatti F sethine M, ndqtssinds normal diiz xatdir.

3. Tutag ki, F sethine toxunan mdustaviya perpendikulyar olan N vektorunun
dizbucaqh Of]E koordinat sisteminde (N,,N,,N;) koordinatlari vardir. Onda bu setha
M (xy,¥,,2,) NOQtasinde toxunan mustavi

(x=x)N, +(¥y=yo)N, +(z—2,)N; =0 )
tonliyi ilo toyin olunar.

Satha M, ndéqgtesinds normal diiz xatt ise asagidaki kanonik tanliklarle tayin olunar:

x_xozy_yozz_zo_ (6)
N, N, N



Hamar F sathi parametrik tenliklerlea verildiyi halda N:[FH,FV] olduguna gora, avvalce
7,o=(x,,y,,2,) V@ F, =(x,,»,,z,) vektorlar teyin olunur, sonra iss (5) ve (6) tenliklari yazilir. Bu
halda (5) va (6) tanlikleri bels yazilar:

X—Xg Y=Yy Z7Zp

xu yu Zu =0’

xV yV ZV
X~X _ Y=V _ _Z7Z
Yu 2y 2y Xy Xy Vu
y\/ ZV ZV xV xV yV

Oger F sethi geyri-askar tanliklo verilmisdirss, onda toxunan mistsvi ve normalin tenliklerini
yazmagq Ugln asagidaki teoremdan istifade etmak lazimdir.
Teorem 2. ©gor hamar seth qeyri-askar F(x,y,z)=0 tonliyi ilo verilmigdirse, onda

N (F.,F,,F,) vektoru sifirdan ferqli vektor olub, hemin sathe uygun néqtede toxunan mis-teviye

perpendikulyardir.

isbati. Verilmis seth hamar oldugundan, rang =1, ona goére de N —sifirdan

F.F,F,

forgli vektordur. Gostarak ki, vektoru sethe M, nbqtesinde toxunan mus-teviys

N
perpendikulyardir. Bundan &trii N vektorunun verilmis seth (zerinde yerlosen ve M,
ndgtesinden kecon ixtiyari hamar y xattine bu ndgtads toxunan diz xette perpendikulyar
oldugunu asaslandirmaq lazimdir.

Tutaq ki, y xetti x=x(¢),y = y(¢t),z = z(¢t) tenlikleri ile verilmigdir. Aydindir ki, » xattinin
parametri ¢ olan istenilan noéqgtesinde F(x(¢),y(¢),z(¢)) =0 barabarliyi édanilir. Bu eyniliyi ¢

dayisenina gore diferensiallasaq, alariq:
Fxﬁ+de—y+FX%=
d 7 dt dt
Bu beraberlik M, négtesinde de dogrudur, demali, N vektoru M, négtesinds y xettine

toxunan [ﬁd—yﬁ] vektoruna perpen-dikulyardir.
dt dt dt
Sothdlfoxunan mdistevi ve normalin tanliklerinin tapilmasi ile bagh massla halli
nimunalerina baxagq.
Mesale 1.x=ucosv,y=usinv,z=>bv,b>0,(u,v)e R* tonlikleri ilo veriimis diiz helikoide
M (u,,v,) nogtesinde toxunan mustevinin ve normalin tanliklerini yazin.

Halli. 7, va 7, vektorlarinin A7, négtesinds

0.

7, (cosv,,sinv,,0) va 7, (—u,sinv,,u, cosv,,b)

koordinatlari vardir. Ona gére de N =[7,,7,] vektoru asagidaki koordinatlara malik olar:

N:( J _
= (bsin vo,—bcos vo,uo).
(5) dusturuna ssasan toxunan mustavinin tanliyini yazaq:
(x—xg)bsinvy —(y—yy)bcosvy +(z—z,)u, =0. (7)
Xy = U, COSV,, Y, =U,sinv,,z, =bv, oldugunu nazars alsaq, ele-mentar gevirmalarin kémayi ilo
(7) tonliyini

0 cos v, COSV, sinv,

l

sinv, 0‘

b . .
uycosv, b||b —u,sinvy||-u,sinv, u,cosv,

xbsinv, — ybcosv, +zu, —bu,v, =0
soklina gatirmis olurugq.
M, ndqgtesinds normalin tanliyini ise (6) tenliyine esasen yazirq:
X—uycosv, y—u,sinv, z—by,

bsinv, —bcosy, u,



Masalo 2. x—2+y—+z—2:1 kanonik tenliyi ile verilmis ellipsoids M (x,,v,.2,)
nogtesinda toxunan mustavinin tenliyini yazin.
Halli. Isbat etdiyimiz teorem 2-ya gbre ellipsoide M (x,,y,,z,) nOqtesinde toxunan

miisteviye perpendikulyar olan N vektorunun N 5 j koordinatlari vardir. Ona géro
c

2
a
da (5) tenliyi bels yazilar:

2x 2 2z
(¥ =) T4 (7= 3y) 2+ (2= 20) T2 = 0. (8)
a b c
M, noqtesi ellipsoid Gzarinds yerlagdiyindan,
2 2 2
Xy Yo | Zo - o . -
a_2+b_2+c_2 =1 beraberliyi 6danilir. Naticads (8) tanliyi

%+%+ZCZ—;:1
soaklinda yazilrr.
Xisusi halda x?+y? +z> =1 tenliyi ile veriimis a radiuslu sferaya toxunan miistevinin
tonliyi xx, + yy, + zz, =1 soklindadir.
Masala 3. xyz=1 sathina elo toxunan mustevi kecirin ki, x+y+z-3=0 mustovisine
paralel olsun.
Halli. Verilmis sath UGgln F(x,y,z)=xyz—1 oldugundan, N:(EY,Fy,FZ):(yz,xz,xy).

Tutaq ki, toxunma ndqtesi M, (x,,y,,2z,) nOqtesidir. Onda N:(yozo,xozo,xoyo). Toxunan
mustavinin (5) tanliyini yazaq:
(x=x0)¥ozg + (¥ = 9)XoZg + (2 = 29) Xy = 0. 9)
M, nogtssi seth Uzerinds yerlesdiyinden, x,y,z, =1. Bu munasibati nezerse alsaq, (9) tenliyi
bels yazilar:
XVoZo + VXoZo + 2%V —3=0. (10)
YoZo _ XoZo _ *oYo

1 1
Vo ya y,z,=X,z, =X,y,. Bu berabaerlikler-den ve x,y,z, =1 sertinden muayyen edirik ki,

X, =y, =z, =1. Be-lolikle, axtarilan toxunan mistevi x+ y+z—-3=0 mustevisinin 6zidr.

(10) mustavisinin  x+ y+z—-3=0 mustavisina paralellik sortlarini ya-zaq:

Miihazire 17
SOTHIN BIRINCi KVADRATIK FORMASI

1. Tutaq ki, hamar F hamar sathi
¥ =F(u,v) (1)
tonliyi ila verilmisdir. Moalumdur ki, istanilon M e F ndqtesinde #(u,v) vektor-funksiyasinin
diferensiall dr =7, du +r,dv ifadesine malikdir (bax, mihazirs 15, band 1, (4) dusturu).
(1) ddsturundan aling ki,
(dF)? = (F,du+7 dv)-(F,du+7.dv) = g, (du)’ +2g,dudv + g,,(dv)*, (2)
burada
gllzfuz9 8 =8n =11 gzz=’7v2 (3)
isara olunmusdur.
(2) dlsturunun sag tersfi Fhamar sathine M noéqtesinde to-xunan (M,7,,7,)

mustavisinde teyin olunan kvadratik formadir. Bu kvadratik formani ¢, ile igare edir vo F hamar
sathinin birinci kvadratik formasi, yaxud xafti elementi adlandinrlar. dr #0 olduguna gore (F



hamar sethdir), (d7)* >0. Bu ise onu gosterir ki, ¢, kvadratik formasi musbeat-misyysn

formadir.
Qeyd edak ki, 7, va 7, vektorlari F sethi Uzerinde M néqgtesi-nin u vea v ayrixatli

koordinatlarinin vektor-funksiyalaridir. Ona gére de ¢, kvadratik formasinin (3) emsallari da u
vo v ayrixatli koordinat-larinin funksiyalardir.
(1) tenliyi ila verilon F sathi Gzarinda yerlagan hamar
u=u(t), v=v({) (4)
y xattine baxaqg, burada ¢ parametri mieayyan [ araliginda dayisir. y xatti fezada
¥ =7 (u(t),v(t)) tonliyiila verilir. Bu tanliyi ¢ parametrina gora diferensiallamagla, aling:
dr . du _ dv
—=r,—+r—.
dt dt dt

d—; ,burada s y

(®)

Xatlor nazariyyasindan malumdur ki, §=

xattinin qdvs uzunlugudur (bax, mihazire 12, band 2, (7) disturu). Bu disturdan (3) ve (5)

barabarliklorina asasan aliriq:
o E R R T R
dt dt Sl Sara )

(ds)” = gy, (du)” +2gp,dudv + g5, (dv)”. (7)

Belslikls, sathin birinci kvadratik formasinin qiymeti seth lizaerin-do yerloson hamar xaft

lizre néqtenin sonsuz kicik yerdeyismoesi zamani bu xsttin qévs uzunlugunun diferensialinin
kvadratina barabardir.

(6) dusturundan y xattinin uclan M, (#,) ve M,(t,) (¢ <t,) négtalarinds olan qévsinin

uzunlugunu hesablamagq Uglin asagidaki diistur alinir;

2 2
f du du dv dv
= — | +2g,——+ — | dt. 8
S t{\/g“(dt] 811 di di gzz[dtj (8)

2. Tutaq ki, » ve y - F sethi Uzerinds yerlasan ve M ndqtesin-den kegan hamar
xetlordir. y ve y xstleri arasinda qalan bucaq dedikds bu xatlerse onlarin ortaq M néqtesinde

¢okilen toxunanlar arasindaki bucaq gasa ddsdillir.
y vo y xatlari boyunca dife-

rensiallamalari 4 ve ¢ ils igars edok. ¥
Demali, y ve y xatlarine M ndqts-
sinde toxunan vektorlar dr ve or 1] §
vektorlandir (sak. 1). y va ¥ xatle-
ri arasindaki ¢ bucagini dr veo o
vektorlari arasinda qalan bucaq ki-
mi hesablamaq olar:
dr -
T 9)
o
Askardir ki, Sakil 1
dr =V, du+vr,dv, & =r,0u+r,ov.
Bu qiymatlari (9) dusturunda yerina yazib, (3) barabarliklerini nezers alaq:
F,du+7,dv)-(F,0u +7,6v)
cosQ = =
(G +F,dv) (7,6 + ., dv)?
g dudu + g, (dudv +dvou) + g,,dvov

V& (du)? +2g,dudv+ g, (du)* /g, (61)* +2g,,0uv + g, ()

(6) barabarliyindan aydin olur ki,

cosQ =

. (10)



(10) dusturu, xususi halda, sathin koordinat xatleri arasinda galan bucagi hesablamaga
imkan verir. Tutaq ki, y- sethin u xattidir (yani dv=0 sartini 6dayir), y isa sathin v xattidir
(yani éou =0 sertini 6dayir). Onda dv=0 va du =0 sertlerini (10) dlsturunda nazare alsaq, yaza
bilorik:

g1z
cosp=—212 (11)
VE&i1182

(11) dusturundan asagidaki mihim natice alinir; Seth lizerinde koordinat sabakasinin
ortoqonal olmasi (gtin ((o=%) zoruri ve Kafi gsert bu sathin her bir néqtesinds y,, =0

barabarliyinin 6denilmasidir.
3. B8ger F hamar sathi diizbucaqli dekart koordinat sisteminds F(x,y,z)=0

12
geyri-agkar tonliyi ilo verilmisdirse, onda bu sathin ¢, — birinci kvad-ratik formasi (12) éert)i
daxilinde dx? +dy* +dz* kvadratik formasi olur. (12) beraberliyini diferensiallamagla, alirq:

Fdx+F,dy+F.dz=0. (13)
©ger sathin baxilan négtesinde F, # 0 olarsa, onda (13) bara-barliyinden yaza bilsrik:

F
dz =- L dx—| —= |dy .
FZ FZ

Ona gora da (12) sathi lzerinda birinci kvadratik forma x =u,y =v sartleri daxilinde asagidaki
ifadeya malikdir:

2
F,
dx* +dy* +dz* = dx* +dy’ + [(? ]dx+(F}deJ . (14)
(14) berabarliyinden muayyen edirik:
F? F,F, F}
g11=1+F5 g12=F_2" g22=1+F7 (19)

burada x=u, y=v.

Oger F hamar sathi z=f(x,y) tenliyi ile veriimisdirse, onda bu sath
x=u,y=v,z= f(u,v) parametrik tonliklarina malik olur. Bu halda
r,=r.=00,1).7,=7,=0Lf) olduguna gora, birinci kvadra-tik forma amsallari asagidaki
kimi hesablanirlar:

gnzl"‘fxza g =rr,=f.f, gzzzl"‘fyz- (16)

4. Tutaq ki, F—hamar sathdir. Bu sathi kigik % oblastlarina ayiraq. Bu oblastlardan her

birinin Gzerinde har-hansi P ndqtesini goétirek ve & oblastint P ndqgtesindaki toxunan
mustaviye proyek-siyalayaq. Tutaq ki, o(k)— k£ oblastinin proyeksiyasinin sahssidir. F sathinin
sahssi dedikds, F sethinin bolindlyl & oblastlarinin dlglla-rine gére geyri mahdud olaraq
kicilmasi seorti daxilinda
S=1lim} o(k)
k

limiti basa dasuldr.

F hamar sathinin (1) parametrik tenliyi ile verildiyi halda onun sahssinin disturunu
cixarag. P ndgtasini koordinat baslangici, bu néqtedaki (P,r,,r,) toxunan mustovisini ise xy
mastavisi gabul etmakle x,y,z dizbucagh dekart koordinatlarini daxil edek. Tutaq ki, bu
koordinatlarda F' sethi £ oblastinda

x=x(u,v),y =yu,v),z=z(u,v)
tonlikleri ile verilir.
k oblastinin kafi gadar kigik dlgulerinde onun toxunan mis-taviya (yani xy mustavisina)

proyeksiyasi  birgiymatlidir, ona gbére ds proyeksiya Uzerinds u,v dayisanlerine ayrixatli



koordinatlar kimi baxila biler. Riyazi analiz kursundan malumdur ki, mistavi oblastinin sahasi
ayrixatli koordinatlarda

o =1 ’; P \dudy (17)
disturu ile hesablanir.
(17) dusturundaki inteqralalti ifadeni
| xu yu =|[’7’u’?‘}].ﬁp|
Xy Wy

soklinde yazmaqg olar, burada 7#,—- P ndqtesinde sethin normalinin vahid vektorudur:
#ip =%(0,0,1). Naticade

o) = Lj\[ﬁ,,fv]-ﬁ*)dudv

berabaerliyini yaza bilerik, burada 7" —sath (izerinde ele vektor-funk-siyadir ki, £ oblastlarindan
har birinde sabit olub, bu oblastda geyd olunmus P ndéqtesinde normalin vahid vektoruna
barabardir. 8gar sonuncu barabarlikde k& oblastlarinin dlgllerina goére kigilmasi serti daxilinds
limita kegsak, sathin sahasi liglin

§ = [[[17. 7 ildudy (18)
F

disturunu alariq, burada 7 — sathin normalinin vahid vektorudur.
[7,,7,]—sethin normalinin ydnaldici vektoru oldugundan, [# .7 ] ve #n vektorlari

us’v uds'v

kollineardirlar. Ona géra da (18) dusturunu

S =|[[[[7,,7 Jdudv (19)
F
soklinde yazmagq olar.
Gostarak ki, F sathinin her bir (1,v) négtesinda

[7,.7] =\/g11g22_g122 . (20)
Dogrudan da, ager ¢ =7,"F, gabul etsak, onda
(7,71 =7 | |sing =|7 [[F.]\J1-cos* @ .

Buradan (3) ve (11) dusturlarindan istifade etmakls alariq:

2
|[Fu”7v]|=\/¥ sz 1_[LJ =\/g11g22_g122-

VE&11822

Belslikls, (20) barabarliyine asasen F sathinin sahasinin hesab-lanmasi Ggln

S=ﬂ\/g11g22 —glzzdudv (21)
F
diUsturunu yaza bilerik.

Bger F hamar sathi z = f(x, y) tenliyi ile verilarss, onda (16) va
(21) dusturlarindan istifade etmakls, F sathinin sahasini hesablamagq Ugtin

S =1+ /2 + f} dxdy
dusturunu alarq.

Qeyd. Yuxaridakilardan aydin olur ki, sathin birinci kvadratik formasini bilmakle metrik
xarakterli asagidaki masalaleri hall etmak mimkinddir:
1. Sath lzerinds yerlason hamar xattin qévs uzunlugunun hesab-lanmasi;
2. Seth Uzerinda yerlesoan ve ortaq nogtaye malik olan iki hamar xett arasinda qalan
bucagin hesablanmasi;
3. Hamar sathin sahasinin hesablanmasi.
Birinci kvadratik formanin geyd olunan tetbiglerini nezera almaqgla onu verilmis sathin
metrik formasi da adlandirirlar.

Miihazire 18



SOTHIN IKINCi KVADRATIK FORMASI

1. Tutaq ki, C* (k> 0) sinifinden olan hamar F sathi
F=F(u,v) (1)
tonliyi ile verilmisdir. Bu sath Uzerinds yerlesen y xattine baxaq (sek.1). M noéqgtasi y xatti
boyunca yerinidayisdikde dr =7 ,du+7,dv barabar-liyi dogru olur. Bu barabarlikden alirngq:

dF =7, (du)’ + 27, dudv + 7, (dv)’ +F,d*u+Fd*v, )
22 2 2
burada 7, :a_z,fw _p 20T :a_g_
Ou Oudv ov

Malumdur ki, sethin normal diz xattinin ]V:[FH,FV] yonaldici vektorunun uzunlugu
Vg2, — gl edadine barabardir (bax, miihazire 17, (20) diisturu). Ona gére de
7,7,

VEin82 —g122
barabarliyi ils tayin olunan 7 vektoru
her bir (u,v) négtasinde F sathinin
normal vektorudur.

nr, =nr, =0 oldugundan, (2)
baraberliyini n vektoruna skalyar vur-
magqla alariq:

id’*F = ir,, (du)® + 207, dudv +

uv

ﬁ:

+ 07, (dv)*. (4) Saekil 1
Asagidaki isaraloemaleri daxil edak:
nr,, =hy,nr,, =h, =hy,nr,, = hy, . (5)
(3) barabarliyina asasen (5) disturlarini asadidaki sekilde yaza bilarik:
FFF FEF FEF
hll — u v uu ,hlz =h21 — u-v-uyv ’h22 — u vy (6)

\/gngzz_glzz \/gngzz_glzz

V&g _8122
(6) dUsturlarindaki kesrlerin suratlerindaki ifadeler gosterilan
vektorlarin qarigiq toremalaridir. Naticada (4) beraberliyi agagidaki kimi yazilar:

ii-d*F = by, (du)? +2hy,dudv + hy, (dv)* . (7)

(7) barabarliyinin sag terefi I sathine M ndqtesinds toxunan mistevide tayin olunmus

kvadratik formadir.
@, = hy, (du)* + 2h,dudv + h,, (dv)*

kvadratik formasina sathin ikinci kvadratik formas: deyilir. Yalniz mus-tavi lizerinde yerlasen
sothlor Gg¢ln bu kvadratik forma eynilik kimi sifra berabardir (belo sathin har bir ndqtesinds
hyy =h, =h,y, =0 olur).

ikinci kvadratik forma smsallari (6) dusturlari ile hesablanirlar. 7i7, =77, =0 sertleri ikinci
kvadratik forma amsallarinin hesablan-masinin (6) dusturlarindan farqli disturlarini misyyen
etmays imkan verir. Dogrudan da, agar 77, =0 barabarliyini eavvalce u parametrine géra, sonra
ise v parametrina gore diferensiallasaq, alariq:

n,r,+nr, =0, n7 +nr, =0,

v w
ve ya

hy=-n,r,, hy=-n,r,, (8)
burada =, :a—Z,ﬁv :g—z. Diger terefden, 7, =0 beraberliyini « ve v parametrlorine gore
diferensiallamagla

hy ==n,r,, hy =-nr, 9)

disturlarini aling.



7 ve n vektorlaninin diferensiallaninin d7 =7, du+7,dv ve dn =n,du+n,dv ifadslerini,
eyni zamanda h,, = h,, serti daxilinde (8) ve (9) dusturlarini nezars alsaq, yaza bilerik:
dndr = (n,du+n,dv)(7, du +r,dv) =
—hy, (du)? =20, dudv — hy, (dv)* =@, .
Belalikls,
@, =—dndr . (10)
2. Tutaqg ki, (1) sathi Uzerindaki y xatti u=u(s),v=v(s) daxili tonliklori ilo verilmigdir,
burada s — tebii parametrdir. y xattine M ndqgtasinds toxunan 7 vahid vektorunu tayin edak:
E:d—T:Fud—quFvﬂ. (11)
ds ds ds

Frene disturuna gors, i’—T:k‘? (bax, muhazire 13, band 3), bu-rada & y xattinin
A

M nogtesindeki  ayriliyidir, v isa hamin ndéqtede bas normalin vahid vektorudur. (11)
disturundan yaza bilerik:

2 2 2 2
7= (] o, B (2 r St S )
ds ds ds ds ds’® ds?
(12) baraberliyini # vektoruna skalyar vuraq ve (5) dusturlarini nazers alaq:
2 2
k) = hy (du)” + 2hy,dudv + hy, (du) _9 (13)

ds’ ?
(13) beraberliyinin sag tersfini y = F xattinin M noqtesinde normal ayriliyi adlandirirlar

ve k, ile isare edirlor. Belslikle, agar 6 = (ﬁ?ﬁ) isare etsek, onda k, =n(kv)=kcosf.

F sethinin M nogtasindaki normalindan kegan mustovi iloe kesigsmasindan alinan xatta
bu sathin normal kssiyi deyilir. Askardir ki, y xatti F sathinin normal kasiyi olduqda ya 7# =v,

ya da #=-v olur. Birinci halda &, =k, ikinci halda ise &, =—k berabarliyi ddanilir. Bels-liklo,

normal kasiyin normal ayriliyinin mutleq giymati bu kesiyin M ndqtesindaki ayriliyine barabardir.
(13) baraberliyini asagidaki sekilde yazaq:

P - hy (du)® + 2hy,dudy + hy, (dv)* _
g1 (du)? +2g,,dudv + g, (dv)®
y hamar xatt oldugundan, onun heg bir néqtesinde du va dv diferensiallari eyni vaxtda
sifra baraber olmurlar. Mlsyyanlik Ggln dv=0 qsabul edsk. dr =7 du+7,dv berabarliyinden
ahnir ki, (M,7,,7,)

(14)

toxunan mistavisinde M noqgtssinds y xattine toxunan diz xasttinin istigamati 4 =% nisbati ila
3%

toyin olunur. &ger (14 ) baraberliyinin surat ve mexracini (dv)’ — na bélsek, alarq:
- hy Ao+ 2R, A+ hy, _
togn A 28,4+ 8y
(15) beraberliyi gosterir ki, y — F xattinin M néqtesinds nor-mal ayriliyi yalniz toxunanin

istigametindan asilidir. Ona gora da, saethin M ndqtesindan kegan ve bu néqtedes ortaq toxunani
olan biitiin hamar xetlarinin M néqtesinds eyni normal ayriliyi vardir.
3. Tutaq ki, F hamar sathi z = f(x,y) tenliyi ile verilmisdir. Bilirik ki, bu halda F sathi

(19)

v

’_;uu = (0’0) fxx)) FMV = (0905 fxy) ki 7‘\}\/ = (0905 f:V}') - (16)
Koordinat vektorlarinin vektorial hasilini tayin edak:

[M]{O Al

>

‘10

LAl o

D:(_fx’_fvﬂl)' (17)



(16) dusturundan alinir ki, F sathinin vahid normal vektoru

[’_/l;t’?v] _ (_fX’_fv’l)
|[’_/.;I”7V] \/1+fx2+f:v2

ﬁ:

(18)

koordinatlarina malikdir.
(16) va (18) baraberliklarini nazare almagla (5) dusturlarinin kémayi ils ikinci kvadratik
forma smsallarini tayin edak:

hll = f? > h12 =h21 =—f);y > Mo = f—}zy > (19)
NIES +fy NIES +fy NIES +fy
Miihazire 19

SOTHIN DUPEN iNDIKATRISASI, BAS 9YRILIKLSRI.
TAM VO ORTA 8YRILIKLSR

1. Tutaq ki,
F=r(u,v) (N
tonliyi ile hamar F sathi verilmisdir. F sathinin ixtiyari M ndqtesina baxaq. Ferz edak ki, M
noqtesinds ikinci kvadratik formanin #,,,4,,h,, amsallarindan heg olmasa biri sifirdan ferqglidir
(eks halda M ndqtasinden kegoen ixtiyari xattin normal ayriliyi sifra baraber olardi, bax,
muhazire 18, (14) dusturu).
F sathi Gzsrinds yerloesan voe M ndqtesinden kegen ela xatlora baxaq ki, onlarin M
nodqgtesindaki toxunanlan muxtalif olsun. Bu xatlerin normal oyrilikleri arasindaki slageni
muayyen edok. F sethinin (M,7,,7 ) toxunan mustavisinde mearkazi M ndqgtesinds olan Q diz

xotler dastasini nezerdan kegirok. (O dastasinin har bir diz xatti Uzerinds M nbdqtasindan her

L
Vik,|
verilmis dliz xattin toxunani oldugu xattin sifirdan fargli normal ayriliyidir.

Yuxaridaki qayda ile ayirdigimiz pargalarin uc néqtslarinin (M ndégtasindan farqli) amala
gatirdiyi xatta sathin M ndqtesinds eyrilik indikatrisasi (ve ya Diipen indikatrisasi ) deyilir.

(M,7,,7,) toxunan mustavisinde M7, 7 afin koordinat sistemini daxil edek ve M ndqtesin-de
Dupen indikatrisasinin tenliyini ¢ixaraq. Tutaq ki, P(x,y)-—Dipen indikatrisasinin ixtiyari
nogtesidir, 7 — MP duiz xattinin vahid yonaldici vektorudur, u=u(s),v=v(s)—seath lUzerinde 7
vektorunun M ndégte-sinde vahid toxunan vektoru oldugu miayyan hamar xattin daxili
tonliklaridir, s —tebii parametrdir. Onda qurmaya asasan,

iki terafde uzunlugu adadina beraber olan parcalar ayiraq, burada k, —sath Uzerinde

1
k

MP=+

z. (2)

n

MP vektoru M nogtasinin radius-vektoru oldugundan,
MP = 37, + yF, . (3)
Diger terafden, 7 vektoru asagidaki ayrilisa malikdir:

T=F, du +7, v . (4)
S S
(3) ve (4) dusturlarini (2) barabarliyinds nazars alaq:
e i ©
k, ds ds
7, va ¥, vektorlari kollinear olmadiglarindan, (5) berabarliyindan yaza bilerik:
x:il du _+lﬂ (6)

NN



Normal ayriliyin %, =22 ifadesini asagidaki kimi gevirak:

D
du’ du dv v
k,= hll[gj +2h, I ds + hzz[gj . (7)
(7) barabarliyinds % vo % téramalarinin (6) barabarliklarin-den olan ifadslerini nezara
alib, k, — o ixtisar etsak, M ndqtesinds Dipen indikatrisasinin asagidaki tenliyini alanq:

By x? 4 2R Xy + hyyy? =41, (8)
(8) tenliyinde h,,,h,,,h,,- eyni vaxtda sifra baraber olmayan haqiqi edadler oldugundan,
asagidaki hallar mimkuandr:
1) hyhy, —h% >0. (8) tenlikleriile ellips toyin olunur (sak. 1, a).

a) b C)
Sakil 1
Bu halda M ndqgtesine F sathinin elliptik néqgtesi deyilir. Xisusi halda,
Dapen indikatrisasi ¢evra oldugda M ndqtasi ombilik néqtesi adlanir.

2) hyhy, —h <0. (8) tenlikleri ile qosma hiperbolalar ciiti teyin olunur (sak.1, b). Bu
halda M néqtesina sathin hiperbolik néqtesi deyilir.

3) hy,hy, — kY =0. (8) tenlikleri ile paralel diiz xatler ciitl teyin olunur(sak.1, c). Bu halda
M néqtesi sethin parabolik néqtasi adlanir.

2. M ndqgtesinde Dipen indikatrisasinin bas istigamatlerine bu ndgtada ssthin bas
istigametlari deyilir. F sathinin geyri-ombilik ndg-tesinde yegane bas istiqgamatlar cltd vardir.
Ombilik négtesinds isa ixtiyari istigamaet bag istigamatdir.

Tutaq ki, M cF noqgtesinde bag istigametler dr =rdu+7dv Ve O =F,dou+7rov
vektorlari ile toyin olunurlar. Analitik handese kursundan ikitertibli xattin bas istigamatlerinin
torifine gobro, dr ve & vektorlari ham ortogonaldirlar, ham da Dulpen indikatrisasina nazaran
gosmadirlar. Belolikle, drdor =0 (ortogonalliq serti) vo A dudu + + h,dudv + hy,dvou + hy,dvév =0

(qosmaliq serti) berabarlikleri dogru-dur. Gostarak ki, qosmaliq serti dridor =0 seklinde yazila
biler, burada drn  normalin vahid vektorunun M noégtesinin seth Uzerinde dr yerde-yismasina
uygun olan diferensialidir. Bundan 6trii qosmaliq sertini ifade edan baraberliyin sol tersfinde
ikinci kvadratik forma emsallarini onlarin
by = _ﬁuFuahlz =hy = _ﬁvFu = _ﬁu’jwhzz = _ﬁvFv
disturlarindan olan ifadsleri ile avez edsk:
—n,r,dudu —n,r,dudv —n,r,dvéu —n,r,dvév=0,
ve ya
(n,du +n,dv)(F,ou+Fov)=0=dndor =0.
Belslikls, dF va & vektorlarinin F sathinin M ndéqtesinda bas istiqamsatleri tayin etmasi
dcln zaruri vo kafi sert bu vektorlarin
dror =0 va dnor =0 (9)
barabarliklerini 6demasidir.
(9) barabarliklari Rodriq teoremi adlanan asagidaki teoremi isbat etmaya imkan verir:
Teorem. (1) sethinin M néqtesinde dr istiqamatinin bas istiqamet olmasi lglin zaruri ve
kafi gort
dn =—kdr (10)



beraberliyinin  6denilmesidir, burada dn normialin vahid vektorunun M néqtasinin
dr sdrtismasine uygun olan diferensialidir, k ise dr istiqameati lizre normal ayrilikdir.

isbati. Tutaq ki, 47 vektorunun istigameti M nogtesinds bas istigamatdir. Onda (9)
berabarlikleri dogrudur, burada & - M noqtesin-de diger bas istigametdir: dréor=0. n vahid
vektor oldugundan, 7, ve 7, xususi téremaleri onun 6zuns ortoqonaldirlar: 7, L 7,7, L 7. Digar
torofden, dn=n,du+n,dv aynligindan alinir ki, drn vektoru da n vek-toruna ortogonaldir, yani
(M,r,,7,) toxunan mustavisinds yerloesir. Bu gart daxilinds (9) bsrabarliklorinden muayyen edirik
ki, dri va dr vektorlari kollineardirlar, yeni ele A haqiqi adadi vardir ki,

dn = Adr . (11)
isbat edak ki, 4 =—k. (11) barabarliyini %: % soklinds yazaq. Bu barabarliyin har iki
A) A

tarafini dar vektoruna vuraq ve bu za-man dndr =—¢,,(ds)’ =, disturlarini, elece de Z—r
A) S

vektorunun vahid vektor olmasi sartini nezere alaq:
d_ﬁﬁzﬁz_% =_k=2£d_’7=2’
ds ds (ds)* o ds ds
vaya A=-k,burada k-dr istigamati Gzra normal ayrilikdir.

Torsine: tutaq ki, (10) baraberliyi ddenilir. isbat edek ki, d7 bas istigamet teyin edir.
(M,7,,7) toxunan muistavisinde dr istiqgamatina perpendikulyar olan & istigamatini goétirak,
onda drdér =0. dn=—kdr oldugundan, dndr=(—kdr)or =—k(drd)=0. Gorindiyl kimi, (9) be-
rabarliklari ddanilir, ona gora do dr vektorunun istigamati bas istiga-matdir.

(11) dusturuna Rodriq diisturu deyilir. M ndqtesinda bas istiga-matler tGzre normal
ayriliklogg bu ndqtedas sathin bas sayrilikleri deyilir. Buradan aydin olur ki, Rodriq teoremindski &
adadi M ndqgtesinde di bag istigamaeti Uzre bas syrilikdir. Sethin bas eyriliklerini &, ve k, ile
isare edirler.

3. Rodriq dusturunu agiq sakilde yazaq:

i, du + n,dv=—k(¥,du+7,dv). (12)

(12) barabarliyinin har iki terafini svvalca 7, , sonraise 7, vek-toruna skalyar vuraq:

. - . -2 e
n,r,du+nr,dv=—k(r, du+7r,dv),

(13)

i, 7 du + i F.dv = —k(F 7 du + 7 dv).
Bger bu beraberliklorde birinci ve ikinci kvadratik forma amsallarinin hesablanmasi
dasturlarnini nazers alsaq, yaza bilerik:

= hy du + hy,dv k= hy du + hy,dv

= , k= . (14)
gndu + gpdv 8o du + gpdv
(14) beraberliklarinin miqgayisasi gosterir ki,
hydu+h,dv hydu+ hy,dv
gndu+gpdv gy du+gy,dv’
ve ya
hydu+hydv g du+ gpdv) 0 (15)

hydu + hy dv g, du+ gydv o

(15) tenliyi bag istiqamatleri tayin edan tanlikdir. Bu tanliyin agagidaki yazilis formasindan
da istifade olunur:

(dv)* —dudv (du)*

&u &2 g» |=0. (16)

hy, by
Oger sath lzarindaki y xattinin har bir M €y ndqtesinds toxu-naninin istigamati bu
ndqteds bas istigamat olarsa, onda y xottine oyrilik xotti deyilir. Terifdan aydin olur ki,

sathin istenilan geyri-ombilik A7 ndqtesinden bu ndqtedaki istiqgamatleri ortoqonal ve gosma
olan iki ayrilik xatti kegir. Askardir ki, (16) tenliyi ayrilik xatlorinin diferensial tonliyidir. 8ger F



sothi Uzerinde u,v koordinat sebakesi ayrilik xatle-rinden ibarstdirse, onda g, =0 (u ve v
xotlari har bir M € F négte-sinde ortoqonal olduglarina gére) ve 4, =0 (u ve v xatlarine toxu-
nanlar har bir M ndqtasindsa Dupen indikatrisasina nezaraen qosma olduglarina gors).
4. (16) tonliklerini asagidaki kimi yazaq:
(hy, — kg, )du + (hy, —kg,,)dv=0,
(hyy = kgyy)du + (hyy — kgpy)dv =0.
Gorunduyu kimi, (17) sistemi machullan du ve dv olan iki xatti bircins tanlikler sistemidir.

dr #0 olduguna gére, (17) sisteminin sifi-dan forqli halli vardir, ona gére de bu sistemin
determinanti sfra bara-bardir:

(17)

My — kg hy — kg, —0
hy —kgy hyy —kgoy
ve ya
(€182 — glzz)kz —(g11ha —2812hy + 8ol )k + (B iy, — h122) =0. (18)
Beloaliklo, M € F néqgtesinde k,,k, bas ayriliklari (18) kvadrat tenliyinin kdklaridir.

+k,

Bas ayriliklarin H=le adadi ortasina M € F noqtasinda sathin orta syriliyi deyilir.

Bas ayriliklerin K =k,k, hasiliisse M € F ndqtesinde sathin tam (ve ya Qauss ) ayriliyi adlanir.

(18) kvadrat teyliyinden Viyet teoremine asasen orta ve tam ayriliklerin asagidaki
ifadeleri alinir:

H= 8y =281, "'Zgzzhn ’ (19)
281182 — &)
K =Tl ~hiy (20)
&1822 ~ 8

21,82 — &5 >0 olduguna gére (20) dusturundan misyysn edirik ki, sethin elliptik
nogtelerinde K >0, hiperbolik ndgtslerinde K <0, parabolik néqgtslerinde iss K =0 muinasibati
odanilir.

Miihazira 20

SOTHIN DAXIiLi HOND®S8Si. TORBM®
DUSTURLARI

1. Hamar sathin daxili hendssssine bu sathin ve onun lzarindaki fiqurlarin yalniz birinci
kvadratik formanin kémayi ile tayin olunan xassslari aid edilir. Mihazira 17-dean malum olur ki,
sath lzarinde qdvs uzunlugunun, xatler arasindaki bucadin ve sath sahasinin hesablanmasi ile
bagl masalaler sathin daxili handasasina aid olan masalalerdir.

Sathin daxili handasasine aid olan diger masalsleri dyrensk. ilk névbade sathin térema
disturlarini ¢ixaragq.

Tutaq ki, F - C*(k>3) sinifinden olan hamar sath olub,

F=ru'u’) (1)
tonliyi ile verilmisdir. Har bir M € F noqtasinda
. . oFr . . o . [AAB]
r1=ru1=_]’ rlzrulz_l’n= - =
Oou ou |[r1,r2]|

vektorlar xotti asii olmayan vektorlardir. Ona gdre de M nbéqtesinde R,, = Mrr,n reperi
(koordinat sistemi) tayin olunur. Bu reperin koordinat vektorlari asagidaki kimi segilir: 7,7

vektorlar seth (izerinde  koordinat sebekesinin u',u> xetlerine M noqtesinde toxunan

vektorlardir, 7 ise vahid vektor olub, M ndégtasinde satha toxunan mistaviya ortoqonaldir va
ele istiqgametlenmisdir ki, 7,7,,n vektorlart misbat oriyentasiyall bazis emaele gatirirler.

7, 1,1 bazisinin vektorlarinin xisusi téremalerini, yeni



L _on _ o _ oF o on

Y ou! ou'ouw’ ouweu ou' T ou'
vektorlarini bu bazisin vektorlarn lzre ayirmag mimkindir. Neticede asagidaki sakilde olan
dasturlar alinir:

Fy =Dy +T07 +byii =T 7, + by, (2)
i, =bjT; +blr, = b T 3)
Qeyd edak ki, (3) ayriisinda n vektorunun emsalinin sifra berabar olmasi 7, L n serti ile

baghdir.
2. (2) dusturundaki ayriis amsallarinin ifadslerini edak. ©vvalca (2) barabarliyinin har iki

torafini # vektoruna skalyar vuraq ve 7 J_Fk,ﬁz =1 gertlorini nazars alaq:
iy = hy =T (iR) + byii” = by,
vo ya
by =h;. (4)

(4) berabarliyinden gorundlyu kimi, (2) dusturundaki b, smsal-lari ikinci kvadratik forma
amsallaridir.

F_if ayriig emsallarini teyin etmak Ugln (2) beraberliyinin her iki tersfini 7 (/=12)
vektoruna skalyar vuraq ve F£7 =g, oldugunu na-zers alaq (burada g, birinci kvadratik
forma amsallarndir):

’_’;j'E:F;(’i’a)+hy(ﬁ’3)zr;gkl- (4)
Diger tarofdan, vektorlarin skalyar hasilinin diferensiallanmasi qayda-sina gére, yaza bilerik:
agi' - P
a_u;=61gg;=61(”i’”_,‘)=”l‘1"’,/+’"i"”j1- (9)
(5) barabarliyinin sag terefinda (4)-U nazers alaq:
0,8, =Ty gy + & (6)
(6) barabaerliyinds /,i ve j indekslarinin yerini ardicil olaraq iki defe dairavi dayigsak,
0,8, :Fj]'(igkz"‘rllfg/ga (7)
0,8, = F_zfgki + F;gkl’ (8)
barabarliklerini alariq.
Askardir ki,
k k
r; =T 9
Dogrudan da, 7; =7, beraberliyinde (2) disturunu nazsrs almagla yaza bilerik:
TS + hi =T5F, +h i, (10)
h; = h,; olmasi sebabindan (10) barabarliyi
(T ~T;)7 =0 (11)

berabarliyine ekvivalentdir. 7,k =1,2 vektorlari kollinear olmadigla-

rindan, (11) beraberliyi (9) serti daxilinde 6danilir.
(7) ve (8) berabarliklorini taraf-terafs toplayib, alinmis bara-berlikdan (6) baraberliyini
¢iIxaq ve bu zaman (9) sertini nazars alaq:

0,8,+0,;8;,—0,8; = ijz‘gkl +Fl/;glg' +F§gki +F;gk1 -
~Tigy — T8 =2T;8u;
veya
20 =08, + 0,2~ 018y (12)
1182 — &i» >0 olduguna gora, birinci kvadratik forma emsallarindan diizelen |g,,| matrisinin

torsi vardir. Ters matrisin elementlerini g ilo isare etsok, yaza bilerik:



gug” =50, (13)
burada 57 Kroneker simvoludur.
(12) beraberliyinin her iki tersfini g” elementlarine vuraq ve (13) sartini nezsre alaq:
Algug” =2T o) =20 = g% (0,8, + 0,8, — 0,8;)»
vaya

1
Iy :Eglp(aigg/ +0,8;—0,8;)- (14)

(14) beraberliyinin sag terefi bazi adebiyyatlarda Il név Kristoffel sim-vollari adlandirilir ve {fj}
saklinda isara olunur. (14) berabarliyinini sag tarafindeki méterizenin daxilindaki ifadays isa |

noév Kristoffel simvolu deyilir. (14) barabarliyinden gorinir ki, Ff amsallarinin hesablanmasi

daxili handese masalasidir.
(2) dUsturu (4) ve (14) sertleri daxilinde Qauss disturu adlanir.

3. (3) dusturundaki b ayrilig emsallarinin hansi ifadsye malik oldugunu arasdiraqg. (3)
berabaerliyinin haer iki tersfini 7, vek-toruna skalyar vurub, g, =7 -7, ve h; =-n, -7, oldugunu
nazars, alsaq, yaza bilerik:

—h; =b/g,. (15)
(15) barabarliyinin har iki tersfini g/ komponentlerine vuraq:
~hyg”" =bgug" =5, =b,
vo ya
bi =—h;g" =—h; =—h . (16)

Qeyd edak ki, (16) berabarliyinds ; indeksi qaldinimisdir (bax, mihazirs 4, band 3). (3)

va (16) baraberliklerinden
ii, = —h!F, (17)
dasturu alinir. (17) disturuna Veynharten disturu deyilir.

M nogtesi F sathi boyunca dayisdikda, R,, reper ida sath boyunca yerini deyigir. Ona
gore de R,, reperine adsten sathin harakstli reperi deyilir. Qauss ve Veynharten dusurlarina
isea F sathinin R,, herskatli reperinin térema diisturlari da deyilir.

4. indi ise sathler nozeriyyesinin esas teormlerinden biri olan Qauss teoremini qeyd
edok.

Teorem (Qauss). C*(k>3) sinifinden olan hamar sethin tam ayriliyi yalniz birinci

kvadrat!'k forma emsallari ve onlarin téremealeri ile ifads olunur.
Isbati.

iy =Ty7 + hyit (18)
Qauss dusturu F hamar sathinin har bir ndgtasinde 6danildiyina gors, bu dusturu sath lGzesrinds
eynilik kimi gabul edarek, u' ve u” dayigenlerine gore diferensiallamaq olar. (18) barabarliyini
u* (k=1,2) deyisenine gore diferensiallayib, (17) barabarliyini nezere alsaq, yaza bilorik:

T - s — s = - s = s -
au—szﬁkairi =0, (l"i/rs + hijn):ak (Fﬁrs +hi/n) zﬁkrﬁrs +r/i6klg +

(20)
+ 0,y + hy0 i == 0,57, + T3y F + Dby i+ 0,hy — hyhyfi.
(20) barabaerliyinin sag terafinds 7, ve n vektorlarinin emsallarini qrup-lasdiraq:
040, = (0T} + T3 = hyh )7y + (U + Oy )i (21)

Malumdur ki, yiksak tartib xisusi téremalerin alinmasi diferensiallama névbasinden asil deyil.
Bu ise o demakdir ki,
0,0 ,1; =0,0,7,. (22)

(21) beraberliyinis esasen 00,7, xlsusi toremasinin agagidaki analoji ifadesini yaza bilerik:



00,7 = (0, Ty + ToTh = hyh)i + (Db +0 by )i (23)
(22) beraberliyinde (21) ve (22) ayriiglanint nezere alib, 7 vektorunun amsallarini

barabarlasdirsak,

0, =0, Ty + 5Ty Ty =hyhy — hyh! (24)
munasibatina galmis olarq.
Ry =0, —0,Iy, + Iy, — il (25)
soklinds isarslema daxil etsak, (24) barabarliyi bele yazilar:
Ry = hyhy —hy I’ (25)

(25) barabarliyindan gorinur ki, R,ii]. kamiyyatlari Il név Kristoffel simvollari ve onlarin téramalari

ilo ifade olunurlar. Bu ise onu gosterir ki, R,ii]. kamiyyaetlarinin hesablanmasi sathin daxili

handesasina aiddir. (25) barabarliyinin har iki terefini g, emsallarina vursaq, yaza bilerik:

Ry, =hihy, —hyh,, . (26)
(26) beraberliyinde k=i=1,;j=p=2 gabul etsak,
Ryyp = hlz2 = hyyhy, (27)
baraberliyini alariq. Malumdur ki, sathin tam ayriliyi
K = h11h22 — h1222 (28)
81182 82

ifadesine malikdir (bax, midhazire 19, band 4). (27) munasibstini (28)-de nazere alsaq, yaza
bilarik:
_R1212

K= > (29)
81182 ~ 82
(29) bearabarliyindan gorunir ki, sethin tam ayriliyi yalniz birinci kvadratik forma amsallarindan
ve onlarin téramslerinden asilidir. [ |
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DIFRENSIALLANAN GOXOBRAZLILAR

Tutaq ki hesabi bazasi olan M hausdorf topoloji fazasi verilmisdir. ©gar M fazasinin har bir
noqtesinin - R" fezasinin oblastina homeomorf olan U strafi vardirsa, deyaceayik ki, M —n-
olglilli goxobrazlidr. ¢:U — ¢(U)c R" qeyd edilon homeomorfizm oldugda, (U,p) ciiti
xorite vo ya lokal koor-dinat sistemi adlanir. Xarite istanilon x € U ndqtasinin

o(x)= (ul,...,u")

koordinatlarini tayin etmays imkan verir. ©ger xaritelerin har bir cutlinin kasismasinda
koordinatlarin

u' =f"(u1',...,u"') 4.1)
cevrilmasini tayin edan kegid funksiyalar C* sinfinden hamar funksiyalardirsa, deyacoayik ki,

M coxobrazlisi C* sinfinden diferensiallanandir (ve ya hamardir).
Coxobrazli tUzerinde v vektoru xe(U,(p) nogtesinds verilmis xeriteya nazaren n

sayda (vl,...,v”) adadlar sistemi ile teyin olunur ki, bu adadler diger xeriteys kegid zamani

vektor ganunu ile gevrilirlar:
i
Vi =Pi(xp', Pi= i )
ou' ).

Verilmis négtede teyin olunan butln vektorlar ¢goxlugu 7, M toxunan fezasini emale gatirir.
Vektorlara verilmis négtenin strafinda teyin olunmus hamar funksiyalara



v(p)=V'(0:0),
gaydasi ile tasir eden (bax § 1) xatti diferensial operatorlar kimi baxilmasi magsadauygundur.
Hamar funksiyalarin istenilen clti Gglin asagidaki xassaler dogrudur:

lueR, vAp+uy)=Ivlp)+ wlv)

vpy)=vply + pvly)
Xususi halda, 0, vektorlari xatti asili olmayib toxunan fazanin tabii bazisini smale gatirirlar.

(4.2)

Tenzorlar cabrina analoji olaraq, tsbii bazisi {dui} olan TX*M kotoxunan fezasinin
elementlari kimi kovektorlar vo x ndqtesinds ixtiyari tipli tenzorlar, hamg¢inin M c¢oxobrazlisi
Uzerinde vektor, kovektor ve tenzor meydanlari tayin edils bilar.

Bger M hamar goxobrazlisinin har bir xaritasi G¢lin koordinatlarin deyismasi zamani

(3.4) ganunu Uzra gevrilon Fj.k(x)-hamar funksiyalari—V rabitasinin emsallari yigimi veri-larsa,

deyacayik ki, M afin (ve ya xatti) rabiteli fezadir. Bu halda (M,V) yaziligindan istifade olunur.
e =T =T (4.3)

funksiyalari buruglug tenzoru adlandirilan (1,2) tipli tenzor meydaninin komponentlaridir.

Misal 1. § 3-de baxilan rabite burugsuz afin rabitedir ve onunla xarakterize olunur ki,
dekart koordinatlarda amsallari sifra barabardir. Bu rabiteys afin fezanin kanonik rabitasi deyilir.

Tutaq ki, t—(M,V) fezas! Uzsrinds (p,q) tipli tenzor meydanidir. 7 —nin mutlaq

diferensiall dedikde (U,¢) xerite-sinde lokal olaraq
w:(wmf?}/uJ'l@-.-@dufq@a,. ®---®0, (4.4)
J17Jg 1 P
saklinde yazilan eyni tipli V¢ tenzor meydani basa dusulir. V¢ tenzor meydaninin koordinatlari
(3.13) disturu ils tayin olunurlar.

Tenzor meydaninin  x € M ndqgtesinde v vektoru isti-qamatinde kovariant téromasi
bu néqtads koordinatlar

i,k
Vvtjlqu =V'V,t

iy

iy,
JiJg (4.5)
olan V ¢ tenzoruna deyilir, burada V, —(3.14) disturu ile tayin olunan operatordur.

Oger y:I —> M —lokal olaraq u' =u'(c) parametrik tenlikleri ilo verilen hamar
ayridirss, onda
k
Vi _duy, (4.6)
do do
t tenzor meydaninin y ayrisi boyunca kovariant téremesi adla-nir. Analoji gayda ile (M,V)

fozasi Uzarinda verilon vektor meydani istigametinde kovariant térema tayin edils biler. XUsusi
halda, tebii bazisin vektorlar tgin

k
x noqgtesinde v, vektoru verildikde ayrinin ixtiyari négtesinde bu vektora paralel olan
v(a) vektorunun tapiimasi

k
Dk (o) =
—+T, (u (O'))do_v 0 (4.8)

adi diferensial tanlikler sisteminin inteqgrallanmasina gatirilir (nezarda tutulur ki, » ayrisi bir

xaritenin tasir dairesinda yerlasir).
Malum oldugu kimi, verilmis baslangic sartler daxilinds (4.8) sisteminin yegana halli var.
Analoji gayda ile ayri boyunca tenzorun paralel kdguriilmasi tayin olunur.

(M,V) afin rabitali fozasinda verilmis y ayrisini gotirek. ©gar y ayrisinin miayyan

kanonik u' =u'(s) para-metrizasiyasinda 7 toxunan vektoru onun 6zii boyunca paralel
kogurilerse, yani



vr_
ds
olarsa, deyacayik ki, 7 geodezik xatdir. Aydindir ki, bu halda u'(s) funksiyalar asagidaki 2-ci
tortib adi diferensial tenliklar sistemini 6demalidirlar:
2 i i
d“u (us)du du

0

T —=—=0. 4.9
ds® v ds ds (4-9)

Misal 2. Tutaq ki, (M,V)=A”—kanonik rabiteli afin fozadir (bax misal 1). Hamar ayri
boyunca vektorun paralel koégurllmasi anenavi qayda Uzre aparilir: onun dekart kompo-nentlori
sabit olmalidirlar. Dogrudan da, dekart koordinatlarda F;‘? =0 ve vektorun (4.8) paralel

i
kégurilmasi serti ;Zl =0 sok-linde yazilir, buradan V' = const olmasi alinir. Kanonik rabite-nin
o
geodezik xatleri diiz xatlerdir. Dogrudan da, dekart koor-dinatlarda (4.9) tanlikleri
2k
d uz _0
ds
saklinds yazilir ve buradan asagidakilar alinir:
uk = aks +bk, ak, b* = const.

Miihazire 22
DIFRENSIALLANAN COXOBRAZLI UZORIND® TENZOR MEYDANLARI

Tutaq ki, V' — K meydani Uzerinde vektor fozadir ve A-A4,B,C,... elementlerine malik
olan coxlugdur. A coxlugunun elementlerini nogtsler adlandiraq. ©ger har bir nizamlanmis
(4,B) e AxA elementler citline asagidaki sertlerin 6denilmasi ile v = AB eV vektorunu garsl
qgoyan AxA — V inikasi verilersa, deyacayik ki, A— K meydani (izerinda afin fozadir:

1) istenilon 4 €A néqtesi ve istenilen v eV vektoru (glin ele yegane B eA nogtosi
vardir ki, v= ATB

2) Istenilen 4,B,C € A ndqtsleri Giglin Sall minasibati dogrudur:

AB+BC +CA=0.

dimV =n olduqda afin feza n—6lgulii gabul olunur ve A" kimi isars edilir. V' — A" afin fazasi
Ugun ydnaldici vektor faza adlandirilir.
ixtiyari gaydada secilmis O €A néqtesini geyd edok. Bu halda VA4 €A ndqtesi tiglin bu

ndqgtenin radius-vektoru adlandi-rilan x = OA vektoru birgiymatli tayin olunur. V' —da {el.} bazi-
sini se¢cmakla x:xiel. ayriligini alariq. x' adadlarina A(x) ndqte-sinin {O,el.} reperinde afin (vo
ya dekart) koordinatlar deyilir.

V' yoneldici vektor fazasi psevdo-Evklid vektor fezasi ol-dugda A — afin-psevdo-Evklid
(ve ya psevdo-Evklid) fazasi adlandirilir.

A" afin fezasinin néqtesinde 7, toxunan fezasi baslangi-ci bu ndgteds olan biitiin

vektorlarin amals gatirdiyi eyni olguli
vektor fozadir. Mixtalif nogtslerdaki toxunan fezalar 6z aralarin-da paralel kéglirme vasitasila
tabii olaraq eynilosdirila bilar.

U e A" oblastini nezarden kegirek. ©ger U oblastinin har bir néqtesine bu ndgtadaki
toxunan fazada (p,q) tipli tenzo-ru gargi qoyan x — ¢ inikasi verilorse, deyacayik Ki,

U oblastin-da (p,q) tipli ¢ tenzor meydani verilmigdir. Bagqa s6zle, bu hal-da arqumentlari T,



Vo Tx* fozalarindan olan ve ham da ndqtenin segimindan asili olan polixatti funksiyaya baxilir.
Masalen, p =1,

q=2 oldugda ¢ (&u,v) polixstti funksiyasi teyin olunur. &ger {O,e,}— A”"-de dekart
reperdirse, onda

A ) T (1.1)
U oblastinda verilmis tj-k(x) funksiyalarina tenzor meydaninin koordinatlari deyilir. ©ger tj-k(x)

funksiyalari C* sinfinden olan hamar funksiyalardirsa, deyacayik ki, ¢ — CF sinfinden olan ha-mar
tenzor meydanidir. tj.k = const oldugda , tenzor meydani sabit tenzor meydani adlanir.

Tenzorlar Uzerinde aparilan amaller tebii olaraq ndqteler lzre aparimagla tenzor

meydanlarina tatbiq edilir. Masalan, eyni tipli ¢ ve s tenzorlarn tgln toplama amali
(t+s), =t +s,
saklinda aparilir.

Tenzor meydanlan Gzarinda yeni bir amal- diferensialla-ma amali de aparilir. Polixatti
funksiyanin diferensialini hesabla-diqda nazare almaq lazimdir ki, dekart reperi halinda vektor va
kovektor argumentlerinin koordinatlari ndqtenin segiminden asili deyil. Masslan, (1,1) tenzoru
dgin

j ik
dt = dt'y (x)Eu/v*. (1.2)
Belolikls, dt—(1,2) tipli tenzor meydanidir, dtj.k diferensiallari onun dekart repere nazaren
koordinatlardir.

Misal 1. A" -da nogtelerin radius-vektorlarinin meydani-na baxaq. Dekart repera nezeran
x =x'e;ayriligini yaza bilerik. Diferensiallamagla, koordinatlar dx’ =¢'(dx) olan dx = dx'e,
vektor meydanini alariq.

Diferensiallarin asadidaki xassalari dogrudur:
a) Tenzor meydaninin diferensialinin sifra barabar olmasi tg¢ln zaruri ve kafi sert onun

sabit olmasidir (istenilan dekart reperda t}k = const olmasidir);

b) Tenzor meydanlarinin ceminin diferensiali onlarin dife-rensiallari cemina barabaerdir:
d(t+5s)=dt +ds.

C) Tenzor hasilinin diferensiali Leybnis gaydasi ilo hesab-lanir:
d(t®s)=dt ® s +1 ® ds. Oger xiisusi halda, 1 —adeddirss, onda d(zs) = tds.

d) Bukulma amali diferensiallama amali ile yerini dayige biler:

ork(dt)=d (zr,{,‘ t)/

Tenzor meydaninin koordinatlarinin diferensiallarini xi-susi téremalarle ifade etmokla
alariq:
Oty
oxs

Misal 1-i nezers almaqgla bels bir naticays galirik ki, ﬁstj.k funksi-yalan (1,3) tipli tenzor

meydaninin koordinatlaridir. Bu tenzor meydani ¢ tenzor meydaninin téremasi adlanir va ot kimi
isara olunur. Umumi halda (p,q) tipli tenzor meydaninin téremasi (p,q+1) tipli tenzor

dt =0t cuVidx', Oty =

sl (1.3)

meydanidir. Toramani verilmis w:wi(x)ei vektor meydani ile diferensiallama indeksi Uzre
bukmakle yeni-dan (p,q) tipli

o =0 (w®ar) (1.4)
tenzor meydanini alang. 0,f—w vektor meydani istigameti lUzro téreme adlanir. Masalen,

i s i



Misal 2. Tutaq ki, (o(xl,...,x")—Uc A" oblastinda tsyin olunmus skalyar meydandir.
Onda O,p—gradep kimi isare olu-nan ve ¢ meydaninin gradiyenti adlandirlan kovektor

meydani-nin koordinatlaridir. ©gar yonaldici vektor foza psevdo-Evklid fazasidirsa, onda indeksi
galdirmagla, koordinatlari ile agagidaki kimi ifade olunan vektor meydanini alariq:

grade = (g’jaj(p)ei.
¢ potensial funksiya, grade ise potensial vektor meydani adlanir. istiqgamat lzre téreme
skalyar hasilin kbmayi ile ifade oluna biler:
0,0 =W (x)0,p0 = g(w, gradyp)

Misal 3. Tutaq ki, £ —kovektor meydanidir. 0 térema-sinin alternasiyasini aparaq ve

naticani 2-ys vuraq:

roté =2 Al(O&).
rot& —koordinatlan S, =0,5; —0;5; olan tenzor meydanidir ve & kovektor meydaninin
rotasiyasi adlanir.

Misal 4. Tutaq ki, v—vektor meydanidir. Onun téremasi koordinatlar aivi olan (1,1) tipli
tenzor meydanidir. Bu tenzor meydaninin tr(@v) izi v—nin divergensiyasi adlandirilan invari-
antdir. Psevdo-Evklid fozada divergensiyani

divv=0y" = g’jaivj
soklinda yaza bilerik. Bu invariant sifra berabar oldugda v — solenoidal vektor meydani adlanir.

Tutaq ki, v—U < A" oblastinda teyin olunmus vektor meydanidir. v—nin inteqral
xatleri (ve ya trayektoriyalari) dedikde toxunan vektorlari meydanin vektorlari ils Ust-tste di-san,
yoni % = v(x(t)) munasibatini 6deyan x = x(t) parametri-zasiya olunmus ayrileri basa dusulur.

Bu miunasibati koordinat-larla yazmag|a,

% (o (o (0) (15)

adi diferensial tonliklor sistemini alarig. (1.5) sisteminin integ-rallanmasi inteqral xatlerini tayin
etmaye imkan verir.
Oger u,v —verilmis vektor meydanlaridirsa, onda istiga-mat lGzra téramalerin

w=[u,v]=8,v—08,u (1.6)
forqi yeni vektor meydanidir. [u,v]—ye u va v vektor meydan-larinin kommutatoru deyilir. [u,v]
kommutatorunun koordinat-lari asagidaki kimi teyin olunur:

[u,v]i =w' = ukﬁkvi - vkﬁkui.
Misal 5. Tutaq ki, vektor meydani dekart koordinatlarda v = xle1 + x2e2 ayrilisina malikdir.

inteqral xatlerini tayin edsk. Bundan 6trii

dx! 2

&g &

dt dt
diferensial tanliklar sistemini integrallayaq. Naticada Xl = cle’, x* = cze’ Vo ya parametri yox

etmokle c,x' — clx2 =0 ddz xatler destssini alariq.

Misal 6. Mustavi Uzerinde koordinatlan ile verilon u:(xl,lev:(l,xl) vektor

meydanlarinin kommutatorunu te-yin edak. Bu magsadle matris yazilisindan istifade etmak
alveris-lidir. Belslikla, asagidakilan yaza bilerik:



—Wl . (31\/1 (32\/1 ul alul azul Vl _
_w2 ot o | u? o’ du ||V
o ofx'| [t of 1| [-1

1 0] 2| [0 1fx'| | of

ve ya
[u,v] =—e.
Qeyd edsk ki, A" fezasinda vektor meydanlari xatti dife-rensial operatorlar kimi baxila
biler:
v=v1F+- +v" 88” =1'0,.
X X

Bu halda bazis vektorlan xUsusi diferensiallama operatorlari ilo eynilegdirilir: e, = 0,. Vektor

meydaninin diferensiallanan ¢ funksiyasina tasiri v(go): vi(x)aigo funksiyasini tayin etmis olur.
Bu funksiya ¢ —nin v vektor meydani istiqamati iizre tSremasi-dir: v(¢)=0,¢.



