
Мцщазиря 1 
 

ЕВКЛИД ВЯ ПСЕВДО-ЕВКЛИД ФЯЗАЛАРЫ 
 

 1. Тутаг ки, RV   щягиги ядядляр мейданы цзяриндя n  юлчцлц вектор фязадыр, 

  niei ,1, 


, -бу фязанын мцяййян базисидир. Vx


 вектору цчцн i
i

n
n exexexx





 1

1  

айрылышы, диэяр  ie 


 базиси цчцн  ися  

i
i
ii eAe

   

кечид дцстуру доьрудур, бурада  
i
iA  кечид матриси олуб гейри-мяхсусидир, i  топлама, йахуд 

«Ейнштейн» индексидир.  Яэяр x


 векторунун  i
i exx 



 айрылышы да мялумдурса, онда  
ii

i
i xAx                                           (1) 

чевирмяси йазылыр,  бурада  i
iA  iiA   кечид  матрисинин тярс матрисидир. (1)  чевирмясиня  векторун 

координатларынын чевирмя гануну  дейилир.  
 2. Вектор аргументли RV :  скалйар функсийасы: 
 1) Vyx 


,  цчцн  

     ;yxyx
    

 2) VVx  ,


 цчцн 

   xx
    

шяртляри юдянилдикдя хятти функсийа  адланыр. Мясялян, i
iexxVx


 ,  вектору цчцн 

  321 xxxx 
  гайдасы иля тясир едян   функсийасы хятти функсийадыр.  

 V  вектор фязасында тясир едян бцтцн хятти функсийалар чохлуьуну V  иля ишаря едяк. V  
чохлуьунда топлама вя ядядя вурма ямялляри бу гайда иля дахил едилир: 

 1) VxV   
,,  цчцн 

      ;xxx
    

 2) RVxV    ,,


 цчцн 

    .xx
    

Бу ямялляр V  чохлуьуну ковенктор фяза адланан вектор фязайа чевирирляр. V  вя V  фязалары 

гошма фязалардыр. V  ковектор фязасынын елементлярини ковекторлар адландырырырлар вя ,...,,   

кими ишаря олунурлар.  V  ковектору цчцн  

  nieii ,1, 
  

ядядляри   ковекторунун   ie


 базисиндя координатлары  адланыр.  

 V  ковектор фязасынын  

  j
ii

j ee 


 

шяртини юдяйян   nje j ,1,   базисиня   ie


 базиси иля гаршылыглы (гошма) олан базис дейилир, бурада 

ji  Кронекер символудур: 









.,1

,,0

ij

ijj
i  

  ковекторунун  ie


 вя  ie 


 базисляриндяки i  вя i  координатлары арасында ашаьыдакы ялагя 

доьрудур: 

      i
i
ii

i
ii

i
iii AeAeAe   


, 

вя йа  



.i
i
ii A                                           (2) 

 3. Бош олмайан щяр щансы G  чохлуьуна бахаг. G  чохлуьунун елементлярини нюгтяляр 
адландыраг вя ,..,, CBA  иля ишаря едяк. Нязярдя тутуруг ки,  VGG :  иникасы верилмишдир, 

бурада nV  -юлчцлц вектор фязадыр. GBA  ,  нюгтяляри цчцн   ABBA ,  ишаря едяк. 

 Тяриф. Ашаьыдакы шяртляр (афин фяза аксиомлары) юдянилдикдя бош олмайан G  чохлуьу 
V вектор фязасы цзяриндя n юлчцлц афин фяза адланыр вя nA  иля ишаря олунур: 

1) GA  нюгтяси вя Vx


 вектору цчцн еля йеэаня GB  нюгтяси вардыр ки,  

;xAB


  

 2) GCBA  ,,  нюгтяляри цчцн 

ACBCAB   
бярабярлийи доьрудур. 
 V  вектор фязасына nA  афин фязасынын йонялдиъиси  дейилир. 

 Тяриф. nAO  нюгтяси вя  V  вектор фязасынын   niei ,1, 


,  базиси цчцн   ieO,  

чохлуьуна  nA  афин  фязасында афин репери  вя йа  афин координат системи дейилир вя neeO




1  иля 

ишаря олунур.  

 nAM   нюгтясини эютцряк. OM  вектору M  нюгтясинин радиус-вектору адланыр. OM  

векторуну  ie


 базиси цзря айыраг: 

.1
1

n
nexexOM  


 

nxxx ,...,, 21  айрылыш ямсалларына M  нюгтясинин афин координатлары дейилир. 

 4. Мцсбят-мцяййян g  бихятти формасынын тяйин олундуьу  n юлчцлц V  вектор фязасына 

n юлчцлц Евклид вектор фязасы  дейилир. Vyx 


,  векторлары цчцн  yxg


,  ядяди x


 вя y


 вектор-

ларынын скалйар щасили адланыр вя  yx

  иля ишаря олунур. Скалйар щасил ямялинин ашаьыдакы 

хассялярини гейд едяк: 

 .10  ;xyyx

  

 
 

   ;.3

;.2
0

0

yxyx

zyzxzyx









 

 .40 Яэяр 0x


 оларса, онда .0 xx


 
2xxx


  ядяди x


 векторунун скалйар квадраты адланыр. 04  хассясиндян  алыныр ки, истянилян x


 

вектору цчцн  ,0 xx


 йяни 2x


-щягиги ядяддир. Бу ядяд x


 векторунун  узунлуьу вя йа 

нормасы адланыр вя x


 иля ишаря олунур. 1x


 олдугда  x


 векто-руна ващид вектор дейилир.  

 Асанлыгла йохламаг олур ки, сыфырдан фяргли ихтийари x


 вя y


 векторлары цчцн  

11 



yx

yx




                                   (3) 

бярабярсизлийи доьрудур. (3) бярабярсизлийи эюстярир ки,  сыфырдан фяргли x


 вя y


 векторлары цчцн  

 ,0  ядяди аралыьында  

yx

yx





cos  

бярабярлийини юдяйян   ядяди вардыр. Бу ядяд  x


 вя y


 векторлары арасындакы буъаг  адланыр вя 

 yx


,  иля ишаря олунур.  Сыфырдан фяргли x


 вя y


 векторлары   0, yx


 шяртини юдядикдя  

перпендикулйар (йахуд ортогонал) векторлар адланырлар. Нязярдя тутулур ки, сыфыр вектор истянилян 
вектора перпендикулйардыр.  



 Тяриф. Бцтцн векторлары ващид вя ъцт-ъцт перпендикулйар олан , йяни 

 njijieee jii ,...,2,1,,0,1 


 шяртлярини юдяйян  ie


 базисиня ортонормаллашмыш базис 

дейилир.  

 Яэяр x


 вя y


 векторлары ортонормаллашмыш  ie


 базисиндя    nn yyyyxxxx ,...,,,,..., 2121 
 

координатлары иля верилярся, онда 

,2211 nn yxyxyxyx  


 

      ,
22221 nxxxx  


 

 
       

.,cos
221221

11

nn

nn

yyxx

yxyx
yx









 

 5. V  n юлчцлц Евклид вектор фязасы олдугда бу вектор фяза цзяриндя гурулан nA  афин 

фязасына n юлчцлц Евклид фязасы  дейилир. n юлчцлц Евклид фязасы nE  иля ишаря олунур. nA  афин 

фязасындан фяргли олаг, nE  Евклид фязасы векторларын скалйар щасил аксиомларындан алынан  метрик 

характерли хассяляря маликдир. Бу хассялярин юйрянилмяси цчцн даща чох дцзбуъаглы координат 
системиндян истифадя олунур.  
 Тяриф.  ie


 ортонормаллашмыш базис олдугда neeO





1  координат системиня nE  Евклид 

фязасында дцзбуъаглы декарт  (вя йа садяъя дцзбуъаглы ) координат системи дейилир.  

 Тяриф. nEBA ,  нюгтяляри цчцн  AB  векторунун узунлуьу A  вя B  нюгтяляри арасындакы 

мясафя  адланыр вя  BA,  иля ишаря олунур: 

  ., ABBA                                    (4) 

 (4) мясафя дцстурундан алыныр ки, дцзбуъаглы координат системиндя 

   nn yyBxxA ,...,,,..., 11   координатлары иля  верилян A  вя B  нюгтяляри арасындакы мясафя 
ашаьыдакы ифадяйя маликдир: 

      .,
2211 nn xyxyBA    

nEM   нюгтясиня эютцряк. 0r  ядяди цчцн  M  нюгтясинин r  радиуслу ачыг ятрафы вя 

йа мяркязи M  нюгтясиндя олан  r  радиуслу ачыг кцря ашаьыдакы  кими тяйин олунан чохлуьа 
дейилир: 

    .,,/, rNMENNrMA n    

Тутаг ки, nEU   алтчохлуьунун   UM   нюгтясинин   UrMA ,  шяртини юдяйян  

мцяййян  rMA ,  ачыг ятрафы вардыр. Бу щалда M  нюгтяси U  чохлуьунун дахили нюгтяси адланыр. 

Щяр бир нюгтяси дахили нюгтя олан U  чохлуьу nE  Евклид фязасында ачыг чохлуг  вя йа област 

адланыр.  

Фярз едяк ки,  nxxx ,...,, 21  - nEU   областында дцзбу-ъаглы  координатлардыр. 

Диференсиалланан   nxxxy ,...,, 211 ,  nxxxy ,...,, 212 ,…,  nn xxxy ,...,, 21   функсийаларыны тяйин 

едяк. Бу функсийалара мцяййян nEUf :  иникасы уйьундур.  
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матриси f  иникасынын Йакоби матриси ,  бу матрисин  fJ  детер-минанты  ися онун йакобйаны 

адланыр. 
 Тяриф.  U  областынын щяр бир нюгтясиндя   0fJ  шярти юдянилдикдя, диференсиалланан  

 nxxxy ,...,, 211 ,  nxxxy ,...,, 212 ,…,  nn xxxy ,...,, 21  

функсийалар системиня U  областында регулйар  вя йа яйрихятли координат системи  дейилир.  

Фярз едяк ки,  U  областында ихтийари ики      PxPxPx n,...,, 21  вя      PzPzPz n,...,, 21  

яйрихятли коор-динат системляри дахил едилмишдир, бурада .UP  Бу координат системляриня  

мцяййян nEAUf :  вя nEBUg :  иникаслары уйьундур, бурада A  вя B  

областлардыр. Бу щалда P  нюгтясинин   Px i  координатларына онун   Pz i  координатларыны гаршы 

гойан BAzx :,  ,йяни      niPzPx ii
zx  1,:, , иникасы тяйин олунур. zx,  иникасына U  

областында координатларын явяз олунмасы  дейилир. Эюстярмяк олур ки, zx,  иникасы A  областынын B  

областына гаршылыглы биргиймятли, щяр ики тяряфя диференсиалланан  вя  йакобйаны сыфырдан фяргли олан 
иникасыдыр. 

Яйрихятли координат системляриня мисал эюстяряк. 2E  Евклид мцстявисиндя  ,r  полйар 

координат системинин дцзбу-ъаглы   yx,  координат системи иля явяз олунма функсийаларына бахаг: 

.sin,cos  ryrx   Бу явяз олунманын  J  йакобйаныны тяйин едяк. Щесабламагла 

мцяййян едирик ки, 

;
cossin

sincos
















rr
d   .rJ   

Эюрцндцйц кими, йакобйан координат башланьыъында сыфра чеврилир.  Полйар координат системинин 
яйрихятли координат системи олдуьу U  областы кими,   ,2 rE  мцстявисиндя   r0,20   

бярабярсизликляри иля тяйин олунан сонсуз золаг эютцрцлцр. Онда  yxE ,2  мцстявисиндя  A  областы 

кими, 0,0  yx  шцасынын кянар едилдийи бцтцн мцстявини эютцрмяк олар.  
 

Мцщазиря 2 
 

ТЕНЗОРЛАР ВЯ ОНЛАР ЦЗЯРИНДЯ ЯМЯЛЛЯР 
 

 1. Тутаг ки, V R  щягиги ядядляр мейданы цзяриндя n юлчцлц вектор фязадыр,  V  ися  
V  вектор фязасына гошма олан ковектор фязадыр. q  сайда Vvv q 





,,1  вектор вя p  сайда 

Vp ,,1   ковектор аргументляриндян асылы олан  скалйар 

 pqvvtz  ,...,,,..., 1
1


                                (1) 

функсийасыны тяйин едяк. (1) функсийасы аргументляринин щяр бириня нязярян хяттилик шяртлярини 
юдядикдя полихятти функсийа адланыр. Мясялян, 1-ъи вектор аргументиня эюря хяттилик шяртляри беля 
йазылыр: 

  p
qvvvvt  ,...,,,...,, 1

211
   p

qvvvt  ,...,,,...,, 1
21


 

       ,,...,,,...,, 1
21

p
qvvvt    

          kvvvkt p
q  ,...,,,...,, 1

21
  .,...,,,...,, 1

21
p

qvvvt 
 

(1) полихятти функсийасына щямчинин V  вектор фязасы цзяриндя типи  qp,  олан ( 0,0  qp ), йахуд 
p дяфя контравариант вя q дяфя ковариант тензор дейилир. qps   ядяди тензорун валентлийи 

адланыр. Мясялян, валентлийи 2 олан тензорлар )2,0(),0,2(  вя )1,1(  типли тензорлардыр. Тензорлара даир 

нцмуняляря бахаг. 

 1) (1,0) типли 




t  тензору V  вектор фязасынын векторудур. 



 2) (0,1) типли  1vt


 тензору V  ковектор фязасынын ковекторудур. 

 3)  (1,1) типли тензор  ,vt   полихятти функсийасы иля верилир вя афинор  адланыр.  

 V  вектор фязасы цзяриндя тяйин олунан бцтцн  qp,  типли тензорлар чохлуьу VT p
q  иля ишаря 

олунур. 
 2. Тензорлар цзяриндя апарылан ямялляри гейд едяк. 

 .10   VTtt p
q21, V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш тензорлардырса, онда бу тензорларын 

21 tt   ъями 

            p
qvvtt  ,...,,,..., 1

121
  p

qvvt  ,...,,,..., 1
11


 

                             pqvvt  ,...,,,..., 1
12


   

дцстуру иля тяйин олунур, бурада Vvv q 





,,1 , Vp ,,1  . 

 Гейд. Йалныз ейни типли тензорлары топламаг мцмкцндцр. 

 .20   VTt p
q V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш тензор, k  ихтийари щягиги ядяддирся, онда 

t  тензорунун k  ядядиня tk   щасили 

   p
qvvtk  ,...,,,..., 1

1
  pqvvtk  ,...,,,..., 1

1


  

дцстуру иля тяйин олунур, бурада Vvv q 





,,1 , Vp ,,1  . 

 Эюрцндцйц кими, тензорун ядядя щасили заманы тип дяйишмир. Асанлыгла йохламаг олур ки, 

VT p
q  чохлуьу ),( qp типли тензорларын топланмасы вя ядядя  щасили ямялляриня эюря  вектор фяза 

тяйин едир. 

 .30  ,1
11 VTt p
q  VTt p

q
2

22 V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш тензорлардырса, онда бу 

тензорларын 21 tt   щасили 

        


2111
2111

,...,,,...,,,...,,..., 11
1121

pppp
qqqq vvvvtt 

 

      1
1

,...,,,..., 1
11

p
qvvt 

  211
211

,...,,,..., 1
12

ppp
qqq vvt 

 
, 

бурада .,...,2,1,,,...,2,1, 2121 ppbVqqaVv b
a  

 

Эюрцндцйц кими, 21 tt   -  2121 , qqpp   типли тензордур.       

 Тензорларын щасили ямялинин ашаьыдакы хассяляри вардыр: 
 )a      ;321321 tttttt   

 )b    321 ttt  31 tt ;22 tt   

 )c      21 tkt  21 ktt  =  21 ttk  . 

 Гейд. Тензорларын щасили ямяли йердяйишмя (коммутатив-лик) хассясиня малик дейил, йяни 
 21 tt .12 tt   

 .40  Тутаг ки,  VTt p
q V  вектор фязасы цзяриндя верилмиш  тензордур вя .0,0  qp  t  

тензорунун m  сайлы вектор вя k  сайлы ковектор аргументляриня эюря  бцкцлмяси  дедикдя аша-

ьыдакы кими тяйин олунан VTttr p
q

k
m

1
1

  тензору баша дцшцлцр: 

        


11
11 ,...,,,..., p

q
k
m vvttr 

 

        ,,...,,,,...,,,...,,,,..., 1111
1111


 pkik

qmim evvevvt 
 

бурада    niei ,...,2,1,


V  вектор фязасынын  базисидир,  je  онунла гошма олан базисдир  вя i  

топлама индекси олбуьундан бу индекся эюря ъямлямя апарылыр. Айдындыр ки, бцкцлмя ямяли 
вектор вя йа ковектор аргументляриндян щяр щансы бири гуртарана гядяр ардыъыл олараг  апарыла 
биляр.  



 .50  Тутаг ки, qSq   дяряъяли явязлямяляр групудур. qS  групунун VTq
0  тензорлар 

фязасында тясирини  

,qS ,0VTt q        qq vvtvvt  
,...,,..., 11   

дцстуру иля тяйин едирик.  

 VTt q
0  тензорунун симметрикляшмяси  дедикдя ашаьыдакы кими тяйин олунан tSym VTq

0  

тензору баша дцшцлцр: 

.
!

1

 qS

t
q

tSym


  

Мясялян, t VT 0
2  тензорунун симметрикляшмяси 

      vwtwvtwvtSym


,,
!2

1
,   

шяклиндя, h VT 0
3  тензорунун симметрикляшмяси ися  

         wvuhvuwhuwvhuwvtSym


,,,,,,
!3

1
,,  

      vwuhwuvhuvwh


,,,,,,   
шяклиндя апарылыр.  
 Гейд едяк ки, симметрикляшмя ямяли вектор вя ковектор аргументляринин бир групуна да 

тятбиг олуна биляр. Мясялян, VTt 2
3  тензорунун 1-ъи вя 3-ъц вектор аргументляриня эюря 

симметрикляшмяси беля йазылыр: 

      .,,,,,,,,
!2

1
,,,,3,1  vwutuwvtuwvtSym


  

 Тяриф. VTt q
0  тензору pS  явязлямяси цчцн tt   шяртини юдядикдя симметрик 

тензор адланыр. Тярифдян айдын олур ки, яэяр VTt q
0 - симметрик тензордурса, онда ttSym  . 

Диэяр тяряфдян, VTt 2
3  тензору цчцн ttSym 3,1  йазылышы ону эюстярир ки,  бу тензор 1-ъи вя 3-ъц 

вектор аргументляриня эюря симметрикдир. 

 .60  qS  явязлямясинин ишарясини  Sgn  иля ишаря едяк. Айдындыр ки, Sgn  ъцт 

явязлямяляр цчцн 1-я, тяк явязлямяляр цчцн ися -1-я бярабярдир.  

VTt q
0  тензорунун чяп-симметрикляшмяси , йахуд алтернасийасы  ашаьыдакы кими тяйин 

олунан tAl VTq
0  тензору на дейилир: 

 .
!

1

 qS

tSgn
q

tAl


  

Тярифдян эюрцнцр ки, t VT 0
2  тензорунун чяп-симметрикляшмяси 

      vwtwvtwvtAl


,,
!2

1
,   

шяклиндя, h VT 0
3  тензорунун чяп-симметрикляшмяси ися  

         wvuhvuwhuwvhuwvtAl


,,,,,,
!3

1
,,  

      vwuhwuvhuvwh


,,,,,,   
шяклиндя апарылыр.  
 Чяп-симметрикляшмя ямялини дя  вектор вя ковектор аргументляринин бир групуна  тятбиг 

етмяк мцмкцндцр. Мясялян, VTt 2
3  тензорунун 2-ъи вя 3-ъц вектор аргументляриня эюря чяп-

симметрикляшмяси беля йазылыр: 



      .,,,,,,,,
!2

1
,,,,3,2  wuvtuwvtuwvtAl


  

 Тяриф. VTt q
0  тензору pS  явязлямяси цчцн ttSgn   шяртини юдядикдя  чяп-

симметрик тензор адланыр. Тярифя эюря, яэяр VTt q
0 - чяп-симметрик тензордурса, онда ttAl  . 

Асанлыгла йохламаг олар ки, симметрик тензорун алтернасийасы вя чяп-симметрик тензорун 
симметрикляшмяси сыфра бярабярдир. 

 
Мцщазиря 3 

 
ТЕНЗОРУН КООРДИНАТЛАРЫ. МЕТРИК ТЕНЗОР 

 

 1. Фярз едяк ки,  ихтийари VTt p
q  тензору верилмишдир, бурада  nV юлчцлц вектор фязадыр. 

V  вектор фязасынын щяр щансы   ,,...,2,1, niei 


 базисини эютцряк вя бу базисля гошма олан базиси 

  ,,...,2,1, nje j   иля ишаря едяк. 

Тяриф.  t  тензорунун  ie


 базисиндяки координатлары ашаьыдакы гайда иля тяйин олунан  

ядядляр системиня дейилир: 

 .,...,,,..., 1
1

1

1

p
q

p

q

jj
ii

jj

ii eeeett


   

pbqanjni ba ,...,2,1,,...,2,1,1,1   олдуьуна эюря VTt p
q  тензорунун  ie


 

базисиндяки координатларынын сайы qpn   ядядиня бярабярдир.  
 Бир базисдян диэяриня кечдикдя тензорун координатлары дяйишир. Бу дяйишмянин характерини 
мцяййян едяк. Тутаг  ки, V  вектор фязасынын   ie


 базисиндян фяргли диэяр  ie 


 базиси верилмишдир. 

 ie 


 базисинин  гошма олан базисини  je 
 иля ишаря едяк. VTt p

q  тензорунун  ie 


 базисиндяки 

координатлары ашаьыдакы ифадяйя маликдирляр: 

.,...,,,..., 1

1

1

1













p

q

p

q

jj

ii

jj

ii
eeeett




                 (1) 

Мялумдур ки,  ie


 базисиндян  ie 


 базисиня вя  je  базисиндян  je 
 базисиня кечид  уйьун 

олараг 

i
i
ii eAe

  ,                                         (2) 

jj
j

j eAe                                           (3) 

дцстурлары иля верилир. (1) бярабярлийинин саь тяряфиндя (2), (3) дцстурларыны вя хяттилик шяртлярини нязяря 
алаг: 















 .,...,,,..., 11
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1

1

1

1
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pq

q

q

p

q
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j
jj
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i

ii
i

i

jj
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eAeAeAeAtt
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
 



 p

p

q

q

j

j
j
j

i

i

i

i
AAAA  1

1
1

1
 p

q

jj
ii eeeet ,...,,,..., 1

1


 



 p

p

q

q

j

j
j
j

i

i

i

i
AAAA  1

1
1

1
,1

1

p

q

jj

iit


  

вя йа  





p

q

jj

ii
t





1

1




p

p

q

q

j

j
j
j

i

i

i

i
AAAA  1

1
1

1
.1

1

p

q

jj

iit


                 (4) 

(4) дцстурларына бир вектор базисиндян диэяриня кечдикдя  qp,  типли тензорун координатларынын 

чевирмя дцстурлары  дейилир. (4)  дцстурларындан айдын олур ки, VTt 1
0  тензорунун координатлары 

jj
j

j tAt    



гайдасы, йяни векторун координатларынын чевирмя гануну иля (бах мцщазиря 2,  (1) дцстуру), 

VTt 0
1  тензорунун координатлары ися  

i
i
ii tAt    

гайдасы, йяни ковекторун координатларынын чевирмя  гануну иля (бах мцщазиря 1, (2) дцстуру)  
дяйиширляр. Бурадан  0,1  типли тензорун  вектор,  1,0  типли тензорун ися ковектор олмасы билаваситя 

алыныр.  
 2. Тензорлар цзяриндя апарылан ямялляри координатларла ифадя етмяк олар: 

 .10  VTht p
q ,  тензорлары цчцн 

   p

q

jj

iiht



1

1
p

q

jj

iit



1

1
;1

1

p

q

jj

iih


  

 .20  VTt p
q  тензору вя  Rk   щягиги ядяди цчцн 

   kkt p

q

jj

ii




1

1
;1

1

p

q

jj

iit


  

 .30 ,1

11 VTt p
q VTt p

q
2

22   тензорлары цчцн 

   


211111

21111121
pppp

qqqq

jjjj

iiiitt


 ;2111

2111
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ppp

qqq
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q

jj

ii

jj

ii tt 
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







  

 .40  0,0,  qpVTt p
q ,  тензору цчцн 

  ;1111

1111

11

11








 pkk

qmm

p

q

jsjjj

isiii

jj
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k
m tttr


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

  

 .50  VTt q
0  тензору цчцн 

       .!

1
111

 
 q

qqq S
iiiiii tt

q
tSym

    

Хцсуси щалда, VTt 0
2  тензорунун симметрикляшмяси коорди-натларла 

   ,
!2

1
jiijij ttt   

VTh 0
3  тензорунун симметрикляшмяси ися координатларла 

   kjiikjjikkijjkiijkijk hhhhhhh 
!3

1
 

шяклиндя ифадя олунур.  

 2
3Tt  тензоруна бахаг. lm

kjit )(   йазылышы ону эюстярир ки, симметрикляшмя ямяли йалныз  i  

вя k  индексляриня  тятбиг  олунур: 

 .
!2

1
)(

lm
kji

lm
ijk

lm
kji ttt   

 .60 VTt q
0  тензору цчцн 

       .!

1
111

 
 q

qqq S
iiiiii ttSgn

q
tAl

 
   

Хцсуси щалда, VTt 0
2  тензорунун чяп-симметрикляшмяси координатларла 

 ,
!2

1
][ jiijij ttt   

VTh 0
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Мцщазиря 4 
 

МЕТРИК  ФЯЗАЛАР 
 

 1. Тутаг ки, X  бош олмайан чохлугдур.  Яэяр ашаьыдакы шяртлярин юдянилмяси иля щяр бир  
низамланмыш Xyx ,  елементляр ъцтцня  мянфи олмайан  yx,  ядяди гаршы гойулмушдурса, 

бу щалда дейирляр ки,  X  чохлуьу цзяриндя   метрикасы  верилмишдир: 

 1) йалныз вя йалныз yx   олдугда   ;0, yx  

 2) ихтийари Xyx ,  цчцн    ;,, xyyx    

 3) ихтийари Xzyx ,,  цчцн      .,,, zxzyyx    

 Яэяр  R  иля мянфи олмайан щягиги ядядляр чохлуьу ишаря олунарса, онда X  чохлуьу 

цзяриндя метриканын  1-3 хассялярини юдяйян   RXX:  иникасы олдуьуну  сюйляйя билярик.  

 X  чохлуьу цзяриндя верилян метрика иля бирликдя, йяни  ,X  ъцтц метрик фяза, X  

чохлуьунун ,...,...,, zyx  елементляри ися бу фязанын нюгтяляри адланыр. Мянфи олмайан  yx,  
ядяди yx,  нюгтяляри арасындакы  мясафя адланыр.   функсийасынын юдяди-йи 1-3 хассяляриня метрик 
фяза аксиомлары дейилир:  1 хассяси ейнилик аксиому, 2 хассяси симметрийа аксиому, 3 хассяси ися 
цчбуъаг аксиому (вя йа цчбуъаг бярабярсизлийи адланыр. Анлашылмазлыг йаранмадыьы щалда, гыса 
олмасындан ютрц метрик фязаны  садяъя X  иля ишаря едяъяйик.  
 Бош олмайан истянилян X  чохлуьу цзяриндя Xyx ,  цчцн 
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гябул етмякля  тривиал, йахуд симплектик метрика адландырылан метрика тяйин олуна биляр. Айдындыр ки, 
метриканын бу шякилдя тяйин олунмасы заманы 1-3 аксиомлары юдянилир. Беляликля, сыфырдан фяргли 
истянилян чохлуьу метрик фязайа чевирмяк олар. Гейд едяк ки, бирдян чох нюгтяйя малик олан ейни 
бир чохлуг цзяриндя  мцхтялиф метрикалар вериля биляр. Доьрудан да, яэяр.   беля бир чохлуг 

цзяриндя верилмиш метрика вя  k  ися ващиддян фяргли мцсбят ядяддирся, онда k  функсийасы да бу 
чохлуг цзяриндя метрикадыр  вя бу метрика   метрикасындан фярглидир.  

 Метрик фязалара даир нцмуняляря бахаг. 
 Мисал 1. nE  Евклид фязасы цчцн ( ,...2,1n ) ашаьыдакы гайда иля  REE nn:  

иникасыны тяйин едяк: 

nENM  ,  нюгтяляри цчцн    ,, MNNM   

(Ы мцщазирянин 5-ъи бяндиндя nE  Евклид фязасынын ихтийари ики нюгтяси арасындакы мясафя  мящз бу 

шякилдя тяйин олунмушду). Дахил етдийимиз   yx,  функсийасы метрик фяза аксиомларыны юдяйир. 

Демяли, nE  Евклид фязасы метрик фязадыр. 

 Мисал  2. Тутаг ки, X  ba,  парчасыдыр, йяни  

   bxaRxxba  ,, . 

x  вя y  нюгтяляри арасындакы мясафя   xyyx ,  дцстуру иля тяйин олунур.  Бу щалда метрик 

фязанын  1 вя 2 аксиомларынын юдянилмяси ашкардыр. 3 аксиомунун юдянилдийини йохлайаг. Яэяр 

21, xx  вя 3x - X  чохлуьундан олан ихтийари цч нюгтядирся (йяни  ba,  парчасына аид олан цч 

ядяддирся), онда айдындыр ки,     .3221322131 xxxxxxxxxx   Беляликля, 

 31, xx  21 , xx  ., 32 xx  



 Мисал 3.  ba,  парчасында кясилмяз олан бцтцн щягиги фунсийаларын X  чохлуьунда 

мясафяни   )()(sup, xgxfgf   дцстуру иля тяйин едирик, бурада  .,bax  Асанлыгла 

йохламаг олур ки,   функсийасы метрика аксиомларыны юдяйир. Бу метрик фяза  

 baC ,  иля ишаря олунур вя даща чох рийази анализ курсунда истифадя едилир.  

 2. Тутаг ки,  ,X -метрик фязадыр, XY   онун мцяййян алт чохлуьудур.   метрикасы иля 

Y  чохлуьу да метрик фязайа чеврилир.  ,Y  метрик фязасы X  фязасынын алт фязасы адланыр. Тутаг ки, 

XY   -метрик фязанын ихтийари алт чохлуьудур.   Yyxyx ,,  чохлуьунун дягиг йухары 

сярщяддини нязярдян кечиряк. Яэяр бу дягиг йухары сярщяд сонлудурса:   yxd
Yyx

,sup
,




 , онда 

Y  мящдуд  чохлуг, d Y  чохлуьунун диаметри  адланыр.  
 Xx  мяркязли    радиуслу кцряви ятраф 

      yxXyyxO ,,  

чохлуьуна дейилир.  
 XYY 21,  чохлуглары  арасындакы  мясафя дедикдя  

    yxYY
YyXx

,inf,
,

21 
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  

ядяди баша дцшцлцр. Яэяр 1Y  вя 2Y  чохлугларынын ортаг нюгтяси вардырса, онда   .0, 21 YY  

   0, Yx  шяртини юдяйян истянилян x  нюгтяси Y  чохлуьу-нун тохунма нюгтяси адланыр. 

Ашкардыр ки, Y  чохлуьунун щяр бир x  нюгтяси онун тохунма нюгтясидир. Щюкмцн тярси 
цмумиййятля доьру дейил. Мясялян,   Rba ,  интервалы цчцн a  вя b  нюгтяляри тохунма нюгтяляри 

олсалар да, бунлар  ba,  интервалына аид олмайан нюгтялярдир.  

 Y  чохлуьунун бцтцн тохунма нюгтяляри чохлуьу онун гапанмасы  адланыр вя Y  иля ишаря 
олунур. Ашкардыр ки, ,YY   лакин тярси цмумиййятля доьру дейил. Йухарыда бахдыьымыз  ba,  

интервалы мисалында  бу чохлуьун гапанмасы  ba,  парчасыдыр.  

 Метрик фязанын Y  алт чохлуьу юзцнцн гапанмасы иля цст-цстя дцшдцкдя, йяни YY   
шяртини юдядикдя гапалы чохлуг адланыр.  
 Яэяр Yx  нюгтясинин   бу  чохлуьа дахил олан мцяййян  xO  кцряви ятрафы вардырса, бу 

нюгтяйя Y  чохлуьунун дахили нюгтяси дейилир. Y  чохлуьунун бцтцн дахили нюгтяляри чохлуьу онун 
дахили щиссяси адланыр вя IntY  иля ишаря олунур. Y  чохлуьу юзцнцн дахили щиссяси иля цст-цстя 
дцшдцкдя, йяни IntYY   шяртини юдядикдя ачыг чохлуг адланыр. 
 Теорем 1. Тутаг ки, X метрик фязадыр. XY   чохлуьу йалныз вя йалныз YX \  
тамамлайыъы чохлуьу ачыг олдугда гапалыдыр. 
 Исбаты. Тутаг ки, Y  -гапалы чохлугдур, YY   вя YXx \ . Бу о демякдир ки,  x  нюгтяси 
Y  чохлуьунун тохунма нюгтяси дейил, йяни   .0,   Yx  Эюстяряк ки,  xO YX \ . 

Доьрудан да, ихтийари  xOy   нюгтяси цчцн    .,  yx  Яэяр Yy  олдуьуну фярз етсяк,  

   ,,, Yxyx    йяни     yx,  мцнасибятини аларыг, бу ися  шяртя зиддир. Беляликля, YX \  ачыг 

чохлугдур.  
 Тярсиня, тутаг  ки, YX \ -ачыг чохлугдур. Онда ихтийари YXx \  нюгтясинин  

YX \ чохлуьуна дахил олан  xO  кцряви ятрафы вардыр. Бу ону эюстярир ки, Yy  нюгтяси цчцн 

   yx, , йяни   .,  Yx Бурадан  алыныр ки,  x  нюгтяси Y  чохлуьунун тохунма нюгтяси дейил. 

Беляликля, яэяр Yx  оларса, онда ,\YXx  йяни .Yx  Бу  о демякдир ки, ,YY   йяни 

.YY   Демяли, Y  гапалы чохлугдур. 
 

Мцщазиря 5 
 

ТОПОЛОЖИ ФЯЗАЛАР 



 
 1. Метрик фязада ачыг чохлугларын ЫВ мцщазирядя  ифадя олунан  хассяляриня  (теорем 2)  
ясасланараг, тоположи фяза анлайышыны дахил едяк. 
 Тутаг ки,  X  чохлуьунда мцяййян гайда иля ашаьыдакы хассяляря малик олан    алт 
чохлуглар системи сечилмишдир: 
 Ы.   бош чохлуьу вя X  чохлуьунун юзц   системиня дахилдирляр. 
 ЫЫ.   системиндян олан алт чохлугларын истянилян аилясинин бирляшмяси   системиня дахилдир. 
 ЫЫЫ.  системиндян олан алт чохлугларын истянилян сонлу аилясинин кясишмяси   системиня 
дахилдир. 
 Бу щалда дейирляр ки, X  чохлуьу цзяриндя тоположи структур ( вя йа тополоэийа ) тяйин 
олунмушдур.  ,X  ъцтцнц ися тоположи фяза адландырырлар. Ы,ЫЫ,ЫЫЫ хассяляриня тоположи структур 

аксиомлары дейилир. 
 X  чохлуьунун елементляри  ,X  тоположи фязасынын нюгтяляри,   системиндян олан 

елементляр ися бу фязанын ачыг чохлуглары адланыр. Яэяр X  чохлуьу цзяриндя щансы   
тополоэийасынын сечилдийи артыг мялумдурса, онда  ,X  тоположи фязасыны  X  иля дя ишаря едирляр.  

 Тоположи фязалара даир нцмуняляря бахаг. 
 Мисал 1.  ,X  метрик фязасыны нязярдян кечиряк. ЫВ мцщазирядя верилян теорем 2-дян 

мцяййян едирик ки,  ,X  метрик фязасы тоположи фязадыр. Бу тоположи фязанын   тополоэийасы ачыг 

кцрялярин кюмяйи иля верилир (ЫВ мцщазирядя, бянд 2-дя  ,X  фязасында ачыг чохлуьун тярифиня 
бахын)  вя   метрикасынын  доьурдуьу  тополоэийа адланыр.  

 Мисал 2. nR  арифметик фязасында ачыг чохлуг анлайышыны бу шякилдя  дахил етмяк олар. n  

сайда    niba ii ,...,2,1,   интервалларыны  эютцряк. ),...,2,1( nibxa iii   шяртини юдяйян бцтцн 

 nxxxM ,...,, 21  нюгтяляри чохлуьуну ачыг координат паралелепипеди адландыраг.  

 Яэяр nRF   чохлуьу щяр бир нюгтяси иля бярабяр юу нюгтяни юзцндя сахлайан мцяййян 
ачыг координат парале-лепипедини дя  юзцндя сахлайырса, онда бу чохлуьу ачыг чохлуг адландырырыг. 
  чохлуьу ачыг чохлуг гябул едирик. Асанлыгла йохламаг олур ки, бу гайда иля тяйин едилян бцтцн 

ачыг чохлуглар аиляси тоположи структурун Ы,ЫЫ вя ЫЫЫ  аксиомларыны юдяйир вя демяли, nR  чохлуьу 
цзяриндя мцяййян тополоэийа тяйин едир. Бу тополоэийаны тябии тополоэийа адландырырлар. Тябии 

тополоэийа nR  чохлуьуну тоположи фязайа чевирир. Бу тоположи фяза ядяди фяза ( 1n  олдугда ядяд 
дцз хятти ) адланыр. 
 Мисал 3. 2A  афин мцстявисиндя  PABCD   паралелогра-мына бахаг. 

10,10,   ADABAM  шяртини юдяйян бцтцн M  нюгтяляринин 


P  чохлуьу P  

паралелограмынын дахили щиссяси адланыр. Яэяр 2AF   чохлуьуну щяр бир нюгтяси иля бярабяр бу 
нюгтяни юзцндя сахлайан  мцяййян  паралелограмын дахили щиссясини дя юзцндя сахлайырса, онда 
бу чохлуьу ачыг чохлуг адландыраг. Тярифя эюря щяр бир FM   нюгтяси цчцн еля P  парале-

лограмы вардыр ки, онун 


P  дахили щиссяси FPM 


 шяртини юдяйир.   
Йохламаг олур ки, бу гайда иля 2A  мцстявисиндя тяйин едилян ачыг чохлугларын   аиляси 

тоположи структурун Ы,ЫЫ вя ЫЫЫ аксиомларыны юдяйир. Беляликля, афин  мцстяви тоположи фязадыр. Ейни 
гайда иля эюстярмяк олар ки, nA  афин фязасы тоположи фязадыр. 

Мисал 4. Ихтийари X  чохлуьунда бу X  чохлуьунун юзцндян вя   бош чохлуьундан 
ибарят олан   ,X  аилясиня бахаг. Ашкардыр ки, алт чохлугларын   аиляси  Ы,ЫЫ вя ЫЫЫ  аксиом-ларыны 

юдяйир, йяни  - X  чохлуьунда тяйин едилмиш тополоэийадыр. Бу тополоэийа антидискрет  ( вя йа 
тривиал ) тополоэийа,   ,X  фязасы ися антидискрет тоположи фяза адланыр.  

Мисал 5. Тутаг ки, X -ихтийари чохлугдур,  XP  ися X  чохлуьунун бцтцн алт чохлуглары 

аилясидир. Ы, ЫЫ,ЫЫЫ аксиом-ларынын юдянилмяси ашкардыр. Бу тополоэийа дискрет тополоэийа,  ,X  

фязасы ися дискрет тоположи фяза адланыр. 
4,5 мисаллары эюстярирляр ки,  истянилян X  чохлуьуну топо-ложи фязайа чевирмяк олар.  



2. Тутаг ки,  ,X  -тоположи фязадыр. X  тоположи фяза-сында ачыг чохлугларын 

тамамлайыъыларына гапалы чохлуглар дейилир.  Ашкардыр ки, X  тоположи фязасында гапалы чохлуглар 
цчцн ашаьыдакы икили хассяляр доьрудур: 

I  .   бош чохлуьу вя X  чохлуьунун юзц  гапалы чохлуглардыр. 
 II  . Гапалы чохлугларын ихтийари аилясинин кясишмяси гапалы чохлугдур. 
 III  . Гапалы  чохлугларын ихтийари сонлу аилясинин бирляшмяси гапалы чохлугдур. 
 Бу хассялярин доьрулуьу мцщазиря 4-дя верилян  Де-Морган дцстурларындан билаваситя 
алыныр. 
 Беляликля, X  чохлуьу цзяриндя тополоэийанын верилмяси цчцн ачыг чохлуглар аиляси явязиня  

IIIIII  ,,  шяртлярини юдяйян чохлуглар аилясини тяйин етмяк вя бу  чохлуглары гапалы чохлуглар 
адландырмаг олар. 
 Тоположи фязаларда метрик фязалара аид олан бир сыра мцщцм анлайышлары дахил етмяк 
мцмкцндцр. X  тоположи фязасынын x  нюгтясинин ятрафы бу нюгтяни юзцндя сахлайан ихтийари ачыг 
чохлуьа дейилир. Аналоэийайа эюря, Y алт чохлуьуну юзцндя сахлайан ачыг чохлуг  Y  чохлуьунун 
ятрафы адланыр. XY   чохлуьунун тохунма нюгтяси  еля x  нюгтясиня дейилир ки, бу нюгтянин щяр 
бир ятрафы Y чохлуьу иля бош олмайан кясишмяйя маликдир. Y  чохлуьунун бцтцн тохунма нюгтяляри 
чохлуьу  Y  чохлуьунун  гапанмасы адланыр вя Y  иля ишаря олунур. Y  чохлуьу-нун  дахили нюгтяси 
еля Yx  нюгтясиня дейилир ки,  бу нюгтянин  Y  чохлуьуна дахил олан мцяййян ятрафы вардыр. 
Y чохлуьунун бцтцн тохунма нюгтяляри чохлуьу  Y чохлуьунун дахили щиссяси  адланыр вя IntY  иля 
ишаря олунур. 
 Теорем 1. XY   чохлуьу йалныз вя йалныз YY  олдугда гапалыдыр. 
 Исбаты. Тутаг ки, Y гапалы чохлугдур, йяни YX \ ачыг чохлугдур. Онда YX \  чохлуьу 
юзцнцн ихтийари нюгтясинин ятрафыдыр, йяни YX \  чохлуьунун нюгтяляри Y  чохлуьунун тохунма 

нюгтяляри  олмурлар. Она эюря дя .YY  Диэяр тяряфдян, YY   олмасы ашкардыр. Беляликля, 

.YY   

 Тярсиня, тутаг ки,  YY  . Бу о демякдир ки, яэяр Yx  оларса, онда x  нюгтяси Y  
чохлуьунун тохунма нюгтяси дейил, йяни онун мцяййян xU  ятрафы Y  чохлуьу иля кясишмир: 

.\YXU x   Бурадан алыныр ки, YX \  чохлуьу xU  ачыг чохлугларынын бирляшмяси шяклиндя 

эюстяриля биляр: 


YXx
xUYX

\
\


 .                                           (1) 

(1) бярабярлийиндян ЫЫ тополоэийа аксиомуна ясасян алырыг ки,  YX \ - ачыг чохлугдур.  

 Теорем 2. X  тоположи фязасынын ихтийари Y  чохлуьунун  Y  гапанмасы гапалы чохлугдур. 

 Исбаты. Теорем 1-я ясасян,  YY   бярабярлийинин доьрулу-ьуну эюстярмяк йетярлидир. 

YY   олмасы ашкардыр.  YY   тярс дахил олмасынын доьру олдуьуну ясасландыраг. Тутаг ки, 

.Yx  Бу о демякдир ки,  x  нюгтясинин ихтийари U  ятрафы Y  чохлуьу иля бош олмайан кясишмяйя 

маликдир: .YU  Фярз едяк ки, YUy  . Онда U  чохлуьу y  нюгтясинин ятрафыдыр. Диэяр 

тяряфдян, Yy  олдуьундан, U  чохлуьу Y  чохлуьу иля бош олмайан кясишмяйя маликдир. 

Беляликля, x  нюгтяси Y чохлуьунун тохунма нюгтясидир, йяни Yx . Бурадан YY   дахил олмасы 
вя  

YY   шярти дахилиндя YY   бярабярлийи алыныр.  
 

 
Мцщазиря 6 

 
КЯСИЛМЯЗ ИНИКАСЛАР 

 
 Рийази анализ курсунда ядяди аргументли кясилмяз функсийалар мцщцм рол ойнайырлар. Бу 
функсийаларын цмуми-ляшмяси щяндясядя ящямиййятли йери олан кясилмяз иникаслардыр. 



 1. Тутаг ки,  ,X  вя  TY , тоположи фязалардыр. Бу тоположи фязаларын YXf :  

иникасына бахаг. Яэяр   Yxf 0  нюгтясинин ихтийари V  ятрафы цчцн Xx 0  нюгтясинин   YUf   

шяртини юдяйян U  ятрафы вардырса, онда дейирляр ки, f  иникасы Xx 0  нюгтясиндя кясилмяздир.  f  

иникасы X  фязасынын щяр бир нюгтясиндя кясилмяз олдугда  она кясилмяз иникас дейилир. Гейд едяк 
ки,  X  вя Y  фязалары R  ядяд дцз хятти иля цст-цстя дцшдцкдя кясилмяз иникасын тярифи  xf  

функсийасынын кясилмязлийинин рийази анализ курсундан мялум олан тярифи иля ейниляшир. 
 Ашаьыдакы теорем иникасын кясилмязлик яламятини ифадя едир. 
 Теорем 1. YXf :  иникасы йалныз вя йалныз ашаьыдакы еквивалент шяртлярдян бири 
юдянилдикдя кясилмяздир: 
 )a  Y  фязасындан олан ихтийари ачыг чохлуьун прообразы  X фязасында ачыг чохлугдур; 

 )b Y  фязасындан олан ихтийари гапалы чохлуьун прообразы  X фязасында гапалы чохлугдур. 

 Исбаты. Прообразлар цчцн     AfXAYf 11 \\    мцна-сибяти юдянилдийиндян,  )a  вя )b  

шяртляри еквивалентдир. Фярз едяк ки, f  кясилмяз иникасдыр,  YV ачыг чохлугдур. Эюстяряк ки, 

V  чохлуьунун  Vf 1  прообразы ачыг чохлугдур. Тутаг ки, ,Xx  онда   ,Vxf   йяни V  ачыг 

чохлуьу  xf  нюгтясинин ятрафыдыр. Онда f  иникасынын кясилмязлийинин тярифиня ясасян x  

нюгтясинин еля U  ятрафы вардыр ки,   YUf  , йахуд  VfU 1 . Сонунъу мцнасибят  Vf 1  

чохлуьунун ачыг чохлуг олдуьуну эюстярир. Тярсиня:  тутаг ки, )a  шярти юдянилир. Исбат едяк ки, f  

иникасы X  фязасынын щяр бир нюгтясиндя кясилмяздир. Щяр щансы Xx  нюгтясини эютцряк вя  xf  

нюгтясинин ихтийари  V  ятрафына бахаг. Шяртя эюря V  чохлуьунун U  прообразы X дя ачыг 
чохлугдур.  Беляликля, Ux  вя   VUf  , йяни  xf  нюгтясинин ихтийари V  ятрафы цчцн x  

нюгтясинин    YUf   шяртини юдяйян U  ятрафы вардыр. Тярифя эюря бу, f  иникасынын x  нюгтясиндя 

кясилмяз олмасы демякдир.     
 Кясилмяз иникаслара даир нцмуняляря бахаг. 
 Мисал 1. Ихтийари X  тоположи фязасынын юзцнцн юзцня ейнилик иникасы кясилмяздир. Бу иникас 

XId  кими ишаря  олунур: 

.,: xxXXId X   

 Мисал 2. Сабит иникас щямишя кясилмяздир. Тутаг ки, YX , тоположи фязалардыр, 

Yy0 мцяййян нюгтядир, f ися сабит иникасдыр: 

YXf : ,   .0yx   

Онда ихтийари YU   ачыг чохлуьунун прообразы, Uy 0  олдугда X  фязасы иля цст-цстя дцшцр вя  

якс щалда   олур. 
 Мисал 3. Дискрет тоположи фязанын щяр щансы тоположи фязайа ихтийари иникасы кясилмяздир. 
 Мисал 4. Ихтийари тоположи фязанын антидискрет фязайа истянилян иникасы кясилмяз иникасдыр.  
 Теорем 2. Кясилмяз иникасларын композисийасы кясилмяздир. 
 Исбаты. Эюстяряк  ки, яэяр ZYX ,, тоположи фязалардырса вя YXf :  вя ZYg :  -

кясилмяз иникаслардырса, онда бу иникасларын ZXfg :  композисийасы кясилмяздир. fgh   

ишаря едяк. Тутаг ки, ZU  -ихтийари ачыг чохлугдур. g  кясилмяз иникас олдуьундан,  Ug 1  

чохлуьу Y дя ачыгдыр.  Ug 1  чохлуьунун   Ugf 11   прообразы ися f  иникасынын кясилмязли-

йиня эюря X дя ачыгдыр.      UgfUh 111    олдуьундан  бурадан  h  композисийа 

иникасынын  кясилмяз олмасы алыныр.  
 2. X  тоположи фязасынын Y  тоположи фязасына YXf :  иникасына бахаг. Яэяр f  иникасы 

гаршылыглы биргиймятли  вя гаршылыглы кясилмяздирся, онда дейирляр ки, f  щомеоморфизмдир. Бу о 

демякдир ки, f  иникасы ики шярти юдяйир: 1) f бийексийадыр; 2) f   вя 1f кясилмяз иникаслардыр. 

Яэяр YXf :  щомео-морфизми вардырса, бу щалда X  вя  Y  фязалары  щомеоморф  фязалар 

адланыр вя ,YX   йахуд YX f  йазылыр.  



 Иникасын кясилмязлийинидян вя гаршылыглы биргиймятлилийиндян  тярс иникасын кясилмязлийи  
щямишя алынмыр. Мясялян,  baX ,  вя  dcY ,  икинюгтяли тоположи фязалаларына бахаг. Яэяр X  

фязасы дискрет,  Y  фязасы ися антидискрет фязадырса, онда  YXf : , dbca  ,  иникасы  

кясилмяз вя  бийектив иникасдыр.  Лакин бу иникасын тярси кясилмяз дейил.  
 Щомеоморфизмляря даир нцмуняляр эюстяряк. 
 Мисал 5. Дискрет фязанын  дискрет фязайа бийектив иникасы щомеоморфизмдир. Бу ашкардыр. 
 Мисал 6. Антидискрет фязанын антидискрет фязайа бийектив иникасы щомеоморфизмдир. 
 Щомеоморфизмлярин садя, лакин чох мцщцм олан хассялярини гейд едяк. 
 Теорем 3. а) Ихтийари тоположи фязанын юзцнцн юзцня ейнилик иникасы щомеоморфизмдир.  
 б) Щомеоморфизмин тярси олан иникас щомеоморфизмдир. 
 ъ) Ики щомеоморфизмин композисийасы щомеоморфизмдир. 
 Исбаты.  )a  вя )b  щюкмляри ашкардыр.  )c  щюкмцнцн доьрулуьуну исбат едяк. Тутаг ки, 

YXf :  вя  ZYg : щомеоморфизмлярдир. Онда ZXfgh  :  композисийа иникасы  

f  вя g  иникасларынын кясилмязлийиня эюря кясилмяздир (бах  теорем 2). f  вя g  бийектив иникаслар 

олдугларындан,  h  иникасы бийексийадыр.  Диэяр тяряфдян, 1f  вя 1g  иникаслары  кясилмяз 

олдугларындан,     

XZgfh   :111   

тярс иникасы кясилмяздир. Беляликля, h  иникасы щомеоморфизмдир.  
 Теорем 4. Щомеоморфизм заманы ихтийари ачыг чохлуьун образы ачыг чохлугдур, ихтийари 
гапалы чохлуьун образы ися гапалы чохлугдур. 

 Исбаты. Тутаг ки, YXf : -щомеоморфизмдир,   XYfg :1 тярс иникасдыр вя 

 XU ачыг чохлугдур. Онда    UgUf 1  чохлуьу  g  иникасынын кясилмязлийиня эюря ачыг 

чохлугдур  (шяк. 1). 
 
                                                            
           X                                                                                      Y  
                                                        f  

               
                  U                                                          
                    
 
                                                          g                                          

 
 
 

Шякил 1 
 Гапалы чохлуьун прообразынын гапалы олмасы охшар шякилдя ясасландырылыр.     
 Теорем 4-дян мялум олур ки, YXf :  щомеоморфизми X вя Y тоположи фязаларынын 
тоположи структурлары арасында гаршылыглы биргиймятли уйьунлуг тяйин едир. Беляликля, тоположи нюгтейи-
нязярдян щомеоморф фязалар  тамамиля ейни шякилдя гурулмушдурлар вя YX    щомеоморфизми 
X вя Y  фязаларында тоположи структур терминляриндя тяйин олунан  бцтцн  хассяляри ейниляшдирир. 
 Ашаьыдакы теорем доьрудур. 
 Теорем 5. Щомеоморфлуг мцнасибяти еквивалентлик мцнасибятидир. Бундан ютрц 
еквивалентлик мцнасибятинин тярифиня аид олан цч хассянин юдянилдийини йохламаг лазымдыр: 
 )a  Р е ф л е к с и в л и к. Щяр бир тоположи фяза юзц-юзцня щомеоморфдур: 

.XX   
 )b  С и м м е т  р и к л и к. Яэяр X  фязасы Y  фязасына щомеоморфдурса, онда Y  фязасы да 

X  фязасына щомеоморфдур:  
.XYYX   

 )c  Т р а н з и т и в л и к. Яэяр X  фязасы Y  фязасына, Y  фязасы ися Z  фязасына 

щомеоморфдурса, онда X  фязасы Z  фязасына щомеоморфдур: 



., ZXZYYX   

 Исбаты. Мцвафиг  щомеорфизмляри эюстярмяк  кифайятдир. )a  щалында бу XId  ейнилик 

иникасыдыр. )b  щалында бу  XYf  :1  тярс иникасыдыр, бурада YXf : - яввялъядян верилян 

щоменоморфизмдир. )c  щалында ися бу  ZXfg : иникасыдыр, бурада YXf :  вя 

 ZYg :  яввялъядян верилян щомео-морфизмлярдир. Бу мцлащизяляр символик шякилдя беля 
йазылыр: 
 )a  ;XX Id  

 ;) 1 XYYXb
ff   

 .,) XXZYYXc fggf    

 Беляликля, бцтцн тоположи фязалар щомеоморфлуг мцнасибятиня нязярян еквивалентлик 
синифляриня айрылырлар. Бу синифляря, йяни /M  фактор-чохлуьунун елементляриня  тоположи типляр дейилир, 

бурада M тоположи фязалар чохлуьудур.. Йалныз вя йалныз щомеоморф тоположи фязалар ейни 
тоположи типя маликдирляр. 
  ,X  фязасынын щомеоморфизмляр заманы дяйишмяйян хассяляриня тоположи хассяляр (вя 

йа тоположи инвариантлар) дейилир. Тоположи хассяляр еля хассялярдир ки, онлара щомеоморф фязалар йа 
маликдирляр, йа да малик дейилдирляр. Мясялян, дискретлик, антидискретлик, компактлыг вя рабитялилик 
хассяляри тоположи хассялярдир. Тоположи хассялярин юйрянилмяси тополоэийанын предметини тяшкил 
едир. ХЫХ ясрдя, тополоэийанын предметинин щяля Евклид фязасында чохлугларла мящдудлашдыьы бир 
вахда эюркямли рийазиййатчы Ф.Клейн тополоэийаны щяндясянин фигурларын щомеоморфизмляр заманы 
дяйишмяйян хассялярини юйрянян  бир тяркиб щиссяси кими тяйин етмишдир. Бу,  тополоэийаны  
щяндясянин диэяр тяркиб щиссяляриндян олан  Евклид щяндясяси, щиперболик щяндяся, пройектив 
щяндяся, афин щяндяся вя сферик щяндяся иля бир сырайа эятириб чыхармышдыр.  
 3. Кясилмяз иникасларын бир мцщцм хцсуси щалы кясилмяз функсийалардыр, йяни тоположи X   
фязасынын R  щягиги ядядляр чохлуьуна кясилмяз иникасларыдыр. f  функсийасынын кясилмязлийини беля 

ифадя  етмяк олар: ихтийари Xx 0  нюгтяси вя ихтийари 0  ядяди цчцн 0x  нюгтясинин еля U  ятрафы  

вардыр ки, Uy  олдугда      yfxf 0  бярабярсизлийи юдянилир.  

 Тутаг ки,  YXf : метрик фязаларын кясилмяз иникасыдыр, 21,  YX ,  фязалары 

цзяриндя метрикалардыр. Онда f  иникасынын кясилмязлик шяртини беля ифадя едя билярик: ихтийари 

Xx 0  нюгтяси вя ихтийари 0  ядяди цчцн еля 0  ядяди вардыр ки,    01 , xx  

бярабярсизлийиндян       02 , xfxf  бярабярсизлийи алыныр.  

 Метрик фязалар цчцн ядяди ардыъыллыьын йыьылмасы анлайышынын цмумиляшдирилмяси дя файдалыдыр. 
  0,lim 0 


xx

n
  олдугда дейирляр ки,  nx  нюгтяляр ардыъыллыьы 0x  нюгтясиня йыьылыр: 0lim xxn

n



. 

Фязаларын вя иникасларын бир чох хассялярини метрик фязанын йыьылан ардыъыллыглары терминляри иля ифадя 
етмяк олар. Мясялян, XY   чохлуьу верилдикдя, яэяр ихтийари йыьылан  nx  нюгтяляр ардыъыллыьы 

цчцн  n
n

xx


 lim0  лимити дя Y  чохлуьуна аид оларса, онда Y  гапалы чохлугдур. Метрик фязаларын 

YXf :  иникасынын кясилмязлик шяртини  Щейне мянада беля ифадя етмяк олар: яэяр  

n
n

xx


 lim0  бярабярлийиндян     0lim xfxf n
n




 бярабярлийи алынырса, онда дейирляр ки, f  иникасы 

0x  нюгтясиндя кясилмяздир. 

 4. Тутаг ки, X  вя Y  тоположи фязалардыр. Йени YX   тоположи фязасыны тяйин едяк. YX   
чохлуьу X  вя Y  чохлугларынын декарт щасилидир: 

  .,, YyXxyxYX   

YX   чохлуьунда тополоэийа тяйин едяк.  


 WVU    бирляшмяси шяклиндя эюстярилян 

YXU   чохлуьуну  ачыг чохлуг адландырырыг, бурада  YWXV  , ачыг чохлуглардыр.  

Ачыг чохлугларын хассяляринин юдянилмяси  асанлыгла йохланылыр. Бу гайдада тополоэийанын дахил 
едилдийи YX   чохлуьу X  вя Y  тоположи фязалаынын декарт щасили  адланыр. X  вя Y  тоположи 



фязалары YX   декарт щасилинин вуруглары адланыр. Декарт щасиллярин ашаьыдакы хассяляри доьрудур: 
)a  YX   вя XY   фязалары щомеоморфдурлар; )b   ZYX   вя  ZYX   фязалары 

щомеоморфдурлар. Биринъи щалда щомеоморфизм олараг,    xyyx ,,   шяклиндя тясир едян 

XYYX :  иникасы  эютцрцлцр.  


 WVU   YX   фязасынын ачыг чохлуьу олдугда,  

   


 VWU   -  XY   фязасынын ачыг чохлуьу олур. Икинъи щалда щомеоморфизм олараг, 

     zyxzyx ,,,,   шяклиндя тясир едян    ZYXZYX :  иникасыны эютцрмяк 

лазымдыр. YX   декарт щасилинин вуруглардан биринин, мясялян X  фязасынын цзяриня   xyxf ,  

шяклиндя тясир едян XYXf :  пройексийасы кясилмяздир. Доьрудан да, XU   ачыг 

чохлуьунун прообразы   YUUf 1  шяклиндядир, йяни  Uf 1  ачыг чохлугдур. 

 
Мцщазиря 7 

 
РАБИТЯЛИ  ТОПОЛОЖИ  ФЯЗАЛАР 

 
 1. Мялумдур ки, ихтийари  ,X  тоположи фязасында гапалы чохлуг тамамлайыъысы ачыг олан 

чохлугдур. Ашкардыр ки,  
.\,\  XXXX                                (1) 

  бош чохлуьу вя X  чохлуьу Ы тополоэийа аксиомуна эюря ачыг чохлуглардыр. (1) бярабярликляри 
ися эюстярир ки,   бош чохлуьу вя X  чохлуьу щям дя ачыг чохлугларын тамамлайыъылары кими 
гапалы чохлуглардыр. Беляликля, ихтийари  ,X  тоположи фязасында   вя X  ейни вахтда щям ачыг, 

щям дя гапалы чохлуглардыр. 
 Яэяр  ,X  тоположи фязасында   бош чохлуьундан вя X чохлуьундан фяргли ейни вахтда 

щям ачыг, щям дя гапалы олан XY   алтчохлуьу вардырса, бу щалда дейирляр ки,  ,X  рабитясиз 

тоположи  фязадыр. Мясялян, бирдян чох нюгтяси олан истянилян дискрет тоположи фяза щяр бир 
алтчохлуьу ейни вахтда  щям ачыг, щям дя гапалы олдуьуна эюря рабитясиздир. Яэяр  ,X  

рабитясиз тоположи фязадырса, онда ону бош олмайан, кясишмяйян ики ачыг алтчохлуьун бирляшмяси  
шяклиндя эюстярмяк олур:  .\ YXYX    

 Яэяр  ,X  тоположи фязасыны бош олмайан, кясишмяйян ики ачыг алтчохлуьун бирляшмяси 

шяклиндя эюстярмяк олмурса, онда дейирляр ки,  ,X  рабитяли тоположи фязадыр. Ашкардыр ки, 

истянилян антидискрет тоположи фяза рабитялидир.  
 Тутаг ки, XY   алтчохлуьу верилмишдир. Яэяр Y  индусиря олунмун (доьрулмуш) Y  

тополоэийасына нязярян рабитялидирся, башга сюзля,  YY ,  тоположи алт фязасы рабитялидирся, онда 

дейирляр ки, Y  алт чохлуьу рабитялидир. Ашкардыр ки, антидискрет тоположи фязада истянилян алтчохлуг 
рабитялидир. Диэяр тяряфдян, дискрет тоположи фязада ян азы ики нюгтяси олан ихтийари алт чохлуг 
рабитясиздир.  
 2. Тоположи фязаларын рабитяли олдуьуну мцяййян етмяйя имкан верян мейарлар 
мювъуддур. Онлардан бир нечясини гейд едяк. 
 Теорем 1. Тутаг ки,  ,X  тоположи фязасында ихтийари Xyx , нюгтяляри цчцн бу нюгтяляри 

юзцндя сахлайан рабитяли xyC  чохлуьу вардыр. Онда X рабитяли тоположи фязадыр. 

 Исбаты. Яксини фярз едяк. Тутаг ки, ,,  BABAX   BA, бош олмайан ачыг 

чохлуглардыр. Онда BbAa  ,  нюгтя-ляри  вардыр.  

   BCACC ababab                            (2) 

 айрылышына бахаг. a  нюгтяси   ACab   чохлуьуна, b нюгтяси ися  BCab   чохлуьуна дахилдир. 

Беляликля,   ACab   вя  BCab   бош олмайан чохлуглардыр, abC дя ачыгдырлар вя кясишмирляр. 

Бурадан (2) айрылышына ясасян,  abC  чохлуьунун рабитясиз олмасы алыныр. Алынмыш зиддиййят якс 

фярзиййянин доьру олмадыьыны эюстярир.  



 Теорем 2. Тутаг ки, ,


XX  X  чохлугларындан щяр бири рабитялидир вя .


X  

Онда X фязасы рабитялидир. 
 Исбаты. Яксини фярз едяк. Тутаг ки, ,,  BABAX   BA, бош олмайан ачыг 
чохлуглардыр. Онда 

   .BXAXX     

X  чохлуьу рабитяли олдуьундан, йа   ,AX   йа да   ,BX   башга созля, щяр бир 

X  чохлуьу йа тамамиля B чохлуьунда, йа да тамамиля A  чохлуьунда йерляшир. BA,  бош 

олмайан чохлуглар олдуьуна эюря, BbAa  ,  нюгтяляри вардыр. Фярз едяк ки, .
o

Xa   Онда 

.AX
o
 Тутаг ки, ,

1Xb  онда .
1

BX   Бурадан мцяййян едирик ки, 
o

X .0
1
X  

Алынмыш зиддиййят якс фярзиййянин доьру олмадыьыны  эюстярир.  
 Теорем 3. Ихтийари   ba,  парчасы  рабитялидир. 

 Исбаты. Яксини фярз едяк. Тутаг ки, верилмиш парча, бу парчада ачыг-гапалы олан ики 
кясишмяйян, бош олмайан чохлуьун бирляшмяси шяклиндя эюстярилмишдир:   ., BAba   Цмумилийи 

позмадан фярз едяк ки, Aa . Онда A  чохлуьунун ачыг олмасындан еля 0  ядядинин варлыьы 
алыныр ки,   ., Aaa    Aaa  ,  шяртиня юдяйян бцтцн   ядядляри цчцн   sup0   ишаря 

едяк. Онда ихтийари 0   ядяди цчцн   ,, Aaa    йяни ихтийари 0   цчцн .Aa   

Бурадан A  чохлуьунун гапалылыьына эюря,  Aa  0  шярти алыныр. 0  ядяди цчцн йеэаня 

мцмкцн щал ba  0  бярабярлийи ола биляр, якс щалда 0 ,  sup а бярабяр олмаз. Беляликля, 

  ,, Aba  йяни B . Алынмыш зиддиййят якс фярзиййянин доьру олмадыьыны эюстярир, йяни  ba, -
рабитяли чохлугдур. 
 3. Тоположи фязанын максимал рабитяли алт чохлуглары хцсуси ящямиййятя маликдирляр.  
 X  тоположи фязасынын максимал рабитяли алт чохлуьу рабитялилик компоненти  адланыр.  
 Теорем 4. Ики рабитялилик компоненти йа кясишмирляр, йа да цст-цстя дцшцрляр. 
 Исбаты. Ики кясишян рабитялилик компонентинин бирляшмяси теорем 2-йя эюря рабитяли чохлугдур 
вя бу компонентлярин щяр икисини юзцндя сахлайыр. Тярифя ясасян компонентляр бу  чохлугла вя 
она эюря дя бир-бири иля цст-цстя дцшмялидирляр.  
 Теорем 5. Тоположи фязада щяр бир нюгтя бу фязанын мцяййян рабитялилик компонентиндя 
йерляшир. 
 Исбаты. Гейд етмяк кифайятдир ки, верилмиш нюгтяни юзцндя сахлайан бцтцн рабитяли 
чохлуглар ичярисиндя  ян бюйцйц вардыр: бу, бцтцн беля чохлугларын бирляшмяси олуб, теорем 2-йя 
эюря рабитялидир, йяни верилмиш нюгтяни юзцндя сахлайан рабитялилик компонентидир. 
 Теорем 4 вя теорем 5 бирликдя эюстярирляр ки, истянилян тоположи фяза юзцнцн ъцт-ъцт 
кясишмяйян рабитялилик компонент-ляринин бирляшмясиндян ибарятдир. Башга сюзля десяк, рабитялилик 
компонентляри фязанын бюлэцсцнц ямяля эятирирляр.  
 4. Кясилмяз иникасын рабитяли тоположи фязайа тясирини юйряняк. 
 Теорем 6. Рабитяли тоположи фязанын кясилмяз образы рабитялидир. Башга сюзля десяк, яэяр 

YXf :  кясилмяз иникасдырса вя X рабитяли фязадырса, онда  Xf  образы да рабитялидир.  

 Исбаты. Яксини фярз едяк. Тутаг ки,  Xf  образы рабитясиз-дир. Онда  Xf -дя  ашаьыдакы 

шяртляри юдяйян бош олмайан 11,BA  ачыг  чохлуглары вардыр: 

  ,, 1111  BABAXf                          (3) 

бурада       BAXfBBXfAA ,,, 11  Y  фязасында ачыг чохлуглардыр. 1A  вя 1B  

чохлугларынын прообразларыны уйьун олараг, 1X  вя 2X  иля ишаря едяк:  11
1 AfX   вя 

 .2
1

2 AfX  f  кясилмяз иникас олдуьундан, 1X  вя 2X  чохлуглары да ачыг чохлуглардыр. (3) 

шяртлярини нязяря алсаг, эюрярик ки,  2121 , XXXXX   вя 1X  , 2X  ачыг чохлуглардыр. Бу 

ися X ин рабитяли олмасына зиддир.  
 Нятиъя 1. Рабитяли фязайа щомеоморф олан тоположи фязанын юзц дя рабитялидир.Башга сюзля 
десяк, рабитялилик тоположи инвариант хассядир.  



 Доьрудан да, фярз едяк ки, YXf : -щомеоморфизмдир вя X  фязасы рабитялидир. Онда Y  

фязасы кясилмяз f  иникасы заманы рабитяли X  тоположи фязасынын образы кими рабитялидир.  

 5. Рабитялилик анлайышынын дахил едилмяси ня гядяр садя олса да, конкрет щалларда, мясялян, 
Евклид фязасында чохлугларын рабитяли олуб-олмамасынын йохланмасы чятинликляря эятириб чыхарыр. Беля 
щалларда даща эцълц, лакин йохланмасы  садя олан тоположи хассядян-хятти рабитялиликдян истифадя 
олунмасы мягсядяуйьундур. 
 Илк нювбядя тоположи фязада йол анлайышыны дахил едяк. 
 X  тоположи фязасында s  йолу   1,0  парчасынын X фязасына кясилмяз   Xs 1,0:  

иникасына  дейилир.  0sa   нюгтяси s  йолунун башланьыъы,  1sb   нюгтяси ися сону адланыр. 

Щямчинин дейирляр ки,  s  йолу a  вя b  нюгтялярини бирляшдирир (шяк. 1). 
                                                                               
                                                s  
 
                             a                                     b  
 
 
                                                                          X  
                                                   Шякил 1 

 Яэяр  ,X  тоположи фязасынын истянилян ики нюгтясини йол васитясиля бирляшдирмяк 

мцмкцндцрся, онда дейирляр ки,  X  хятти рабитяли  тоположи фязадыр.  

 Мясялян, nR  арифметик фязасы хятти рабитялидир: ихтийари ики nRba ,  нюгтялярини 

  nRs 1,0: , tbatts  )1()(  йолу васитясиля бирляшдирмяк олур. 

 Тутаг ки, XA  алт чохлуьу верилмишдир. Яэяр  AA ,  тоположи алт фязасы хятти рабитяли 

оларса, онда дейирляр ки, A чохлуьу хятти рабитялидир. Мясялян, дцз хятт цзяриндя истянилян интервал 
хятти рабитялидир. 
 Тоположи фязада йолларын бязи садя хассялярини юйряняк. 
 Яэяр s  йолу a  нюгтясини b нюгтяси иля бирляшдирирся, онда тярсиня, b нюгтясини дя a  
нюгтяси иля бирляшдирмяк мцмкцндцр. Буну  s  йолунун тярси иля  етмяк олар. s  йолунун тярси 

1s кими ишаря олунур вя  

   tsts  11  

дцстуру иля тяйин едилир (шяк. 2). 
                                                  
                     s                                                       1s              2s  

                                                                                       b  
                                                              a                                        c   

    a               1s             b                                         21 ss   

                       
                   Шякил 2                                                             Шякил 3 

 Яэяр 1s  йолу a  нюгтясини  b  нюгтяси иля, 2s  йолу ися b  нюгтясини c  нюгтяси иля 

бирляшдирирлярся, онда a  нюгтясини c  нюгтяси иля бирляшдирмяк мцмкцндцр. Буну 1s  вя 2s  

йолларынын щасили  иля  етмяк олар. 1s  вя 2s  йолларынын щасили  21 ss   кими ишаря олунур вя  

  
 

 













olduqdatts

olduqdatts
tss

2

1
,12

,
2

1
,2

2

1

21                (3) 

дцстуру иля тяйин едилир. (3)-я ясасян  беля бир нятиъяйя эялмяк олур ки, 21 ss   йолу щяр бириндян 

икигат сцрятля кечилян  ики щиссядян- 1s  вя 2s  йолларындан ибарятдир (шяк. 3). 

 Теорем 7. Ортаг нюгтяси олан хятти рабитяли чохлуглар аилясинин бирляшмясинин юзц дя хятти 
рабитялидир. 



 Исбаты. Тутаг ки,   IA  X  тоположи фязасында хятти рабитяли чохлугларын ихтийари аилясидир, 

0x  ися бцтцн A  чохлуглары цчцн ортаг нюгтядир: 
I
Ax





 .0  

I
A


  чохлуьунун хятти рабитяли 

олдуьуну исбат етмяк цчцн, бу чохлуьун ихтийари  a  вя b нюгтяля-рини бирляшдирян  вя щямин 
чохлуьа дахил олан йолун варлыьыны ясасландырмаг лазымдыр. Яэяр мцяййян I ,  индексляри 

цчцн Aa вя Ab оларса, онда A  чохлуьунун хятти рабитялилийиня эюря  a  нюгтясини 

A чохлуьунда 0x  нюгтяси иля бирляшдирян 1s  йолу,  A  чохлуьунун хятти рабитялилийиня эюря ися  0x  

нюгтясини A  чохлуьунда b  нюгтяси иля бирляшдирян 2s  йолу вардыр. Онда  21 ss   йолу  


I
AAA





  чохлуьунда йерляшир  вя  a  нюгтяси иля бирляшдирир, йяни  21 ss   ахтарылан йолдур.  

 Теорем 8. Хятти рабитяли фязанын кясилмяз образы хятти рабитялидир. Йяни яэяр 
YXf : кясилмяз иникасдырса вя X хятти рабитяли фязадырса, онда  Xf  чохлуьу хятти 

рабитялидир.  
 Исбаты. Эюстяряк ки,  ихтийари ики  Xfba ,  нюгтялярини  Xf  чохлуьунда йол васитясиля 

бирляшдирмяк мцмкцндцр. Тутаг ки,    ,, yfbxfa   бурада ., Xyx   Онда X дя x  вя y  

нюгтялярини бирляшдирян  s  йолу цчцн sf   йолу,   ашкардыр ки,  Xf дя  a  вя b  нюгтялярини 

бирляшдирир, йяни ахтарылан йолдур.  

 Мясялян, 2S  чевряси   ,2,0: 2Rf  )sin,(cos)( tttf   стандарт параметризасийасында 
парчанын образы олдуьуна эюря хятти рабитялидир. 
 Нятиъя 2. Хятти рабитяли тоположи фязайа щомеоморф олан тоположи фязанын юзц дя хятти 
рабитялидир. Йяни хятти рабитялилик тоположи хассядир. 
 Доьрудан да, яэяр YXf : хятти рабитяли X  тоположи фязасынын Y  тоположи фязасынын 

цзяриня щомеоморфизмидирся, онда Y фязасы кясилмяз f  иникасы заманы хятти рабитяли X  фязасынын 
образы кими хятти рабитялидир.  
 6. Рабитялилик вя хятти рабитялилик анлайышлары арасындакы ялагяни юйряняк. 
 Теорем 9. Хятти  рабитяли тоположи фяза рабитялидир. 
 Исбаты. Тутаг ки, X хятти рабитяли тоположи фязадыр. X  фязасынын рабитяли олдуьуну 
ясасландырмаг цчцн теорем 1-дя верилян рабитялилик мейарындан истифадя едяк. Бундан ютрц  
ихтийари Xba ,  нюгтялярини юзцндя сахлайан рабитяли чохлуьу тапмаг лазымдыр. Яэяр 

   Xs 1,0: a  вя b  нюгтялярини бирляшдирян йолдурса, онда кясилмяз иникас заманы рабитяли 

 1,0  чохлуьунун образы кими рабитяли олан   1,0s  чохлуьу ахтарылан чохлугдур. Беляликля, X  

фязасы рабитялидир.  
 Тярс щюкм  цмумиййятля  доьру дейилдир: рабитяли олуб, лакин хятти рабитяли олмайан фязалар 

вардыр. Фикримизи ясасландырмаг цчцн,  
x

xf
1

sin  дцстуру иля верилян Rf 







1

,0:  

функсийасына бахаг. Тутаг ки, X  xf  функси-йасынын графикинин гапанмасыдыр. Онда X  

чохлуьу 
x

y
1

sin  функсийасынын графики иля шагули   11,0,3  yxyx  парчасынын 

бирляшмясиндян ибарятдир. f  функсийасынын графики щяр бири интервала щомеоморф олан  

  ,)(,0,1 xfyxyx     )(,0,2 xfyxyx    алт чохлугларына айрылыр. Она 

эюря дя яэяр  BABAX  ,  оларса вя  BA, бош олмайан ачыг чохлуглардырса, онда 

321 ,,   алт чохлугларындан щяр бири тамамиля йа A  чохлуьунда, йа да B  чохлуьунда йерляшир. 

Тутаг ки, .3 B  Асанлыгла йохламаг олур ки, 3 цн ихтийари ятрафы щям 1 иля, щям дя 2  иля 

кясишир, йяни ., 21 BB   Демяли, ,A  бу ися фярзиййяйя зиддир. Беляликля, X  рабитяли 

чохлугдур.  



Индии ися эюстяряк ки, X хятти рабитяли дейилдир. X дя ики нюгтяйя бахаг: 





 0,

1


P  вя 

.0,
1










Q  Фярз едяк ки,     QfPf  1,0  шяртлярини юдяйян кясилмяз   Xf 1,0:  иникасы  

вардыр. f  иникасы ики кясилмяз ядяди функсийалары иля верилир:  

    0)(,
)(

1
sin)(,)(),( 








 tx

tx
tytytxtf цчцн.  


1

0 x  ол-дуьундан,  0)( tx  шяртини 

юдяйян бцтцн t лярин  0t  дягиг ашаьы сярщядди сыфырдан бюйцкдцр: .00 t  Демяли,  0,0 t  

парчасында  








tx
tytx

1
sin)(,0)(  шяртляри юдянилир. )(tx кясилмяз функ-сийа олдуьундан вя  

00 , tttt kk  (бурада   0ktx ) ардыъыллыьынын варлыьына эюря .0)(lim)(
0

0 


txtx
tt

 Онда 

 






tx

1
sin    функсийасынын  00  tt  олдугда лимити йохдур, демяли, )(ty  функсийасы кясилмяз 

дейилдир. Беляликля, X  хятти рабитяли олмайан фязадыр. 
 

Мцщазиря 8 
 

АЙРЫЛМА  АКСИОМЛАРЫ 
 

 1. Ашаьыда тяйин едяъяйимиз  iT  аксиомларыны юдяйян фяза-лар синфини уйьун олараг, iT  иля 

ишаря едяъяйик.  

0T  аксиому: Фязада ихтийари  ики мцхтялиф нюгтядян йалныз биринин диэярини .зцндя 

сахламайан ятрафы вардыр. 
 0T  аксиомуну юдяйян   фязайа Колмогоров фязасы  вя йа 0T   фязасы  дейилир. 

Мясялян, истянилян дискрет фяза вя щяр бир метрик фяза 0T  аксиомуну юдяйир.  

 1T  аксиому: Фязада ихтийари  ики мцхтялиф нюгтядян щяр биринин диэярини юзцндя 

сахламайан ятрафы вардыр.  

1T  аксиомуну юдяйян   фязайа 1T  фязасы  дейирляр. Ашкардыр ки, щяр бир 1T   фязасы  ейни 

заманда 0T  фязасыдыр. Лакин бу синифляр цст-цстя дцшмцрляр. Мясялян,  yxX ,  чохлуьу 

цзяриндя   xX ,,  тополоэийасыны  тяйин етсяк,  ,X  фязасы 1T  акси-омуну юдямяйян 0T  

фязасы олаъагдыр.  
 2T  аксиому: Фязада ихтийари ики мцхтялиф нюгтянин бир-бири иля кясишмяйян ятрафлары вардыр: 

yxXyx  ,,  цчцн  yVxU  ,   ятрафлары вардыр ки, .VU   

2T  аксиомуну юдяйян фязайа 2T  вя йа Щаусдорф фязасы  дейилир. Ашкардыр ки, нюгтяляринин сайы 

икидян аз олмайан ихтийари дискрет фяза Щаусдорф фязасыдыр. Доьрудан да, яэяр X  дискрет 
фязадырса, онда yxXyx  ,,  нюгтяляри цчцн  x  вя  y  ачыг чохлуглары бу нюгтялярин 

кясишмяйян ятрафларыдыр. Истянилян метрик M фязасы Щаусдорф фязасыдыр. Яэяр Myx, мцхтялиф 

нюгтялярдирся, онда  бу нюгтялярин кясишмяйян ятрафлары олараг  yx,
2

1   радиуслу кцряви 

ятрафларыны эютцрмяк олар. 
 3T  аксиому: Фязадакы ихтийари гапалы чохлуьун вя бу чохлугда йерляшмяйян истянилян 

нюгтянин бир-бири иля кясишмяйян ятрафлары вардыр. 
 Яэяр тоположи фяза 1T  вя 3T  аксиомларыны юдяйирся, она регулйар фяза дейирляр.  

 4T  аксиому: Фязада ихтийари ики кясишмяйян гапалы чохлу-ьун бир-бири иля кясишмяйян 

ятрафлары вардыр.  



 Яэяр тоположи фяза 1T  вя 4T  аксиомларыны юдяйирся, она нормал фяза дейирляр.  

 2. Щаусдорф тоположи фязаларынын бязи хассялярини юйряняк. 
 Теорем 1. Щаусдорф X тоположи фязасында бир нюгтяли алт  чохлуглар гапалыдыр. 
 Исбаты. Тутаг ки, .0 Xx    0x  чохлуьунун гапалы олдуьу-ну эюстярмяк цчцн онун 

тамамлайыъы  0\ xX  чохлуьунун ачыг чохлуг олдуьуну йохламаг кифайятдир. Доьрудан да, 

 0\ xXy  нюгтясинин 0x  нюгтясини юзцндя сахламайан V  ятрафы вардыр (фязанын 

Щаусдорфлуьуна ясасян). Бу о демякдир ки,  ,\ 0xXV   йяни y дахили нюгтядир. Беляликля, 

 0\ xX ачыг чохлугдур, демяли,  0x гапалы чохлугдур.  

 Тутаг ки, тоположи X  фязасында ,...,...,, 21 naaa  нюгтяляр ардыъыллыьы  вя  мцяййян Xa  

нюгтяси верилмишдир. Фярз едяк ки, a  нюгтясинин ихтийари U  ятрафы цчцн еля N  нюмряси вардыр ки, 
Nn   олдугда .Uan  Бу щалда дейирляр ки, a  нюгтяси  na  ардыъыллыьынын тоположи лимитидир вя йа 

 na  ардыъыллыьы a  нюгтясиня йыьылыр. Мясялян, антидискрет фязада истянилян ардыъыллыг ихтийари нюгтяйя 

йыьылыр.  
 Теорем 2. Щаусдорф X фязасында na  ардыъыллыьынын тоположи лимити йеэанядир. 

 Исбаты. Яксини фярз едяк. Тутаг ки, a  вя b   na  ардыъыллы-ьынын лимитляридир, U  вя V  ися бу 

нюгтялярин бир-бири иля кясишмяйян ятрафларыдыр. Онда кафи гядя бюйцк N  нюмряси цчцн  na  

ардыъыллыьынын бцтцн щядляри щям U , щям дя V  чохлуьунда йерляшярляр, бу ися  VU   шяртиня 
зиддир.      
 Теорем 3. Щаусдорф X фязасынын истянилян A  алт фязасынын юзц Щаусдорф фязасыдыр. 
 Исбаты. Тутаг ки,  XAba, ики мцхтялиф нюгтялярдир. X Щаусдорф фязасы олдуьуна эюря, 

a  вя b нюгтяляринин бир-бири иля кясишмяйян XVU ,  ятрафлары вардыр. Ашкардыр ки, AU   вя 

AV   чохлуглары  a  вя b нюгтяляринин A  чохлуьунда ятрафларыдыр вя 

  AU   .AV  Беляликля, A  алт фязасы Щаусдорф фязасыдыр.       

 Бу гайда иля тоположи фязанын юзцндян онун алт фязаларына ютцрцлян  тоположи хассяляря ирси 
хассяляр дейилир. 
 Теорем 4. Тутаг ки, X вя Y  Щаусдорф тоположи фязаларыдыр. Онда бу фязаларын Декарт 
щасили вя рабитясиз ъями Щаусдорф фязаларыдыр.  
 Исбаты. Ики   ,, 11 YXyx    YXyx 22 ,  нюгтяляриня бахаг. Яэяр бу нюгтяляр 

мцхтялифдирлярся, онда йа ,21 xx   йа да .21 yy   Биринъи щалда X фязасынын Щаусдорфлуьуна эюря 

1x вя 2x  нюгтяляринин бир-бири иля кясишмяйян  1xU  вя  2xU  ятрафлары вардыр. Онда  11, yx  вя 

 22 , yx  нюгтяляринин   YxU 1  вя   YxU 2  ятрафлары да бир-бири иля кясишмирляр. Икинъи щалда ися Y  

фязасынын Щаусдорфлуьу шяртиндян алыныр ки, Y  фязасында кясишмя-йян   1yV  вя  2yV  ятрафлары 

вардыр. Она эюря дя  11, yx  вя  22 , yx  нюгтяляринин  1yVX   вя  2yVX   ятрафлары бир-бири иля 

кясишмирляр.  
 Мцхтялиф  нюгтялярин YXyx ,  ъцтцня вахаг. Яэяр нюгтялярин щяр икиси фязалардан 

бириндя, мясялян, X фязасында йерляшярлярся, онда X фязасынын Щаусдорфлуьуна ясасян бир-бири 
иля кясишмяйян  xU  вя  yU  ятрафлары вардыр. Лакин  xU  вя  yU  чохлуглары ейни заманда 

YX   рабитясиз ъяминдя  ачыг чохлуглардыр. Нюгтяляр мцхтялиф фязаларда йерляшдикдя, мясялян, 
YyXx  ,  олдугда YX ,  фязаларынын юзляри x  вя y  нюгтяляри-нин бир-бири иля кясишмяйян 

ятрафлары олур.  
 3. Нормал  фязалар-тоположи фязаларын ян чох истифадя олунан синифляриндян бирини тяшкил 
едирляр. Бу синиф кифайят гядяр эениш олуб бцтцн метрик фязалары юзцндя сахлайыр. 
 Теорем 5. Истянилян метрик фяза нормалдыр.  
 Исбаты. Тутаг ки, X -   метрикасы иля метрик фязадыр,  XFF 21, кясишмяйян гапалы 

чохлуглардыр.  ,X  метрик фязасынын Щаусдорф фяза олмасы ашкардыр. Доьрудан да, 

yxXyx  ,,  нюгтяляринин кясишмяйян ятрафлары кими еля  xO
1  вя  xO

2  ачыг кцряви 



ятрафларыны эютцрмяк олар ки,  yx,21    шярти юдянилмиш олсун.  Тутаг ки, 

   .,
3

1
, 21 FxxFx      xOU

Fx
x

1
1


   ишаря едяк. Аналожи гайда иля   yOU

Fy
y

2
2


   

чохлуьуну тяйин едяк, бурада   y  .,
3

1
1Fy  Беляликля, 1F  вя 2F  чохлугларынын ятрафларыны 

тапмыш олдуг. Эюстяряк ки, 21,UU  ятрафлары бир-бири иля кясишмирляр. Яксини фярз едяк: тутаг ки, 

21 UUz   нюгтяси вардыр. Онда мцяййян 1Fx  вя 2Fy  нюгтяляри цчцн     xOz x  вя 

   yOz y  , йяни    ,,
3

1
, 2Fxzx      .,

3

1
, 1Fyzy    Хцсуси щалда,  

   ,,
3

1
, yxzx      .,

3

1
, xyzy    Сонунъу бярабярсизликляри топласаг, аларыг: 

     ,,
3

2
,, yxzyzx    

бу ися цчбуъаг бярабярсизлийиня зиддир.  
 Тоположи X  фязасында 


UX  шяртини юдяйян  U  ачыг чохлуглар системиня 

X фязасынын ачыг юртцйц  дейирляр. Топо-ложи фязаларын юйрянилмясиндя Ортцк анлайышындан истифадя 
олунмасы ялверишлидир. Мясялян, яэяр щяр бир U  чохлуьунда f  функсийасы тяйин олунмушдурса, 

ейни заманда щяр бир  UU   кясишмя-синдя f  вя f  функсийалары цст-цстя дцшцрлярся, онда 

X  фязасы цзяриндя еля йеэаня кясилмяз f  функсийасы вардыр ки, бу функсийа щяр бир  U  

чохлуьунда f  функсийасы иля цст-цстя дцшцр.  

 Тутаг ки, X тоположи фязасынын ики ачыг  U  вя  V  юртцкляри верилмишдир. Яэяр щяр бир V  

чохлуьу мцяййян   ,U  чохлуьунда йерляширся, онда дейирляр ки,  V  юртцйц  U  

юртцйцнц хырдалайыр вя йа  V  юртцйц  U юртцйцня нисбятян даща хырдадыр.  

 Теорем 6. Тутаг ки, X нормал тоположи фязадыр,   
NU 1 сонлу ачыг юртцкдцр. Онда 

даща хырда  NV 1  юртцйц вардыр вя . UV   

 Исбаты. 1U  чохлуьунда йерляшян гапалы 
N
UX
2

\


  чохлу-ьуна бахаг. X  фязасынын 

нормаллыьына эюря еля бир 1V ятрафы вардыр ки, .\ 11
2

1 UVVUX
N






 Онда  NUUV ,...,, 21  

чохлуглар системи X  фязасынын юртцйцдйр. Ейни гайда иля  еля 22 VV   чохлуьуну тяйин едя билярик 

ки,   NUUVV ...,,, 321  чохлуглар  системи X  фязасынын юртцйц  олар. Ардыъыл олараг, kU  чохлугларыны 

kkk UVV   чохлуглары иля явяз етсяк, N  аддымдан сонра ахтарылан  NVVV ,...,, 21  юртцйцнц 

аларыг.  
  

 
 
 
 

Мцщазиря 9 
 

КОМПАКТ   ФЯЗАЛАР 
 

 1. Компактлыг хассяси  тороложи фязаларын ян мцщцм хассяляриндян биридир. Бу хассянин  
щягиги ядядлярин вя еляъя дя кясилмяз функсийаларын тядгигиндя   фундаментал ролуну гейд етмяк 
олар. 



Яэяр Щаусдорф X  тоположи фязасынын ихтийари   IU   ачыг юртцйцнцн (бах, ВЫЫЫ мцщазиря, 

бянд 3) сонлу  N
kk

U
1   алт юртцйц вардырса, онда дейирляр ки,  X -компакт тоположи фязадыр.    

 Нцмуняляря бахаг. 
 )1  Ихтийари антдискрет фяза компактдыр.  

 )2  Ихтийари сонлу тоположи фяза компактдыр.  

 )3  Сонлу сайда ачыг чохлуглары олан ихтийари тоположи фяза компактдыр. 

 )4  Сонсуз сайда нюгтяляри олан дискрет тоположи фяза коипакт дейил. 

 Тутаг ки,  ,X  тоположи фязасында XA  алт чохлуьу верилмишдир. Яэяр  AA ,  коипакт 

алт фяза оларса, онда дейирляр ки, A  компакт чохлугдур.  
 Теорем 1.  ,X  тоположи фязасынын A чохлуьунун компакт олмасы цчцн зярури вя кафи 

шярт онун X  фязасындан олан ачыг чохлугларла ихтийари юртцйцндян сонлу алт юртцк сечмяйин 
мцмкцн олмасыдыр. 
 Исбаты. Бу шяртин зярурилийиндян башлайаг. Тутаг ки, A  чохлуьу компактдыр,   IU   ися 

онун  X  фязасында ачыг олан чохлуглардан ибарят ихтийари юртцйцдцр: ., 


 


UUA
I
  

  IU   юртцйцндян сонлу алт юртцк айыраг. Бундан ютрц U  чохлугларынын A  чохлуьу иля 

кясишмяляриня бахаг: AUV    ишаря едяк. V  чохлуглары A  алт фязасында ачыгдырлар вя 

ашкардыр ки,  онун юртцйцнц ямяля эятирирляр: .





 VUAA
I




 A  чохлуьу компакт 

олдуьундан,    IV   юртцйцндян мцяййян сонлу  N
kk

V
1  юртцйцнц сечя билярик. Онда ашкардыр 

ки,   

N

kk
U

1 A  чохлуьунун ахтарылан алт юртцйцдцр: 


N

k
k

VA
1
  .

1

N

k
k

U


      

 Кафилик аналожи гайдада исбат олунур.  
 Теорем 2. Компакт X  фязасынын гапалы A  алт чохлуьу компактдыр. 
 Исбаты. Эюстярмяк лазымдыр ки, A  чохлуьунун X  фязасын-дан олан ачыг чохлугларла ихтийари 
  IU   юртцйцндян сонлу алт юртцк  сечмяк олар. Бундан ютрц   IU   юртцйцнц ямяля эятирян 

чохлуглара AX \  ачыг чохлуьуну да гошсаг, нятиъядя  бцтцн X  фязасынын ачыг юртцйцнц аларыг. 
X  фязасы компакт олдуьуна эюря бу юртцкдян сонлу алт юртцк  сечмяк олар, беля ки, AX \  
чохлуьунун да бу  алт юртцйя дахил олдуьуну  щесаб етмяк мцмкцндцр. Тутаг ки,  

 .\
1

AXUX
N

k
k
 








  

Ашкардыр ки, 
N

UUU  ,...,,
21

 чохлуглары A  чохлуьунун ахтары-лан сонлу алт юртцйцнц ямяля 

эятирирляр. 
 Гейд едяк ки, чохлуьун компактлыьындан онун гапалылыьы, цмумиййятля десяк, алынмыр. 
Ашаьыдакы теорем доьрудур. 
 Теорем 3. Щаусдорф X  фязасында компакт A  чохлуьу гапалыдыр.  
 Исбаты.  Эюстяряк ки, AX \  тамамлайыъысы ачыг чохлугдур. Бундан ютрц AXx \0   

нюгтясинин A  чохлуьу иля кясишмяйян ятрафынын варлыьыны ясасландырмалыйыг. X Щаусдорф фязасы 
олдуьун-дан, щяр бир Ax  нюгтясинин 0x  нюгтясинин мцяййян xV  ятрафы иля кясишмяйян xU  

ятрафы вардыр. Бцтцн мцмкцн xU  ятрафлары, ашкардыр ки, A  чохлуьунун ачыг ятрафыны ямяля эятирирляр: 

.
Ax

xUA


 A  чохлуьу компакт олдуьундан,  xU  ачыг юртцйцнцн  мцяййян сонлу алт юртцйц 

вардыр: 
Nxx UUA 

1
 , бурада .,...,1 Axx N   0x  нюгтясинин ахтарылан ятрафы олараг, 

Nxx VV 
1

 ачыг чохлуьуну эютцря билярик; бу чохлуг няинки A  чохлуьу иля, щям дя  

Nxx UU 
1

 чохлуьу иля кясишмир. Доьрудан да,  тутаг ки,  


N

k
xk

Vx
1

ихтийари нюгтядир. Бу 



нюгтя 
Nxx VV ,...,

1
 чохлугларындан щяр бириня дахил олдуьундан, 

Nxx UU ,...,
1

 чохлугларындан щеч 

бириня дахил дейил. Демяли, x  нюгтяси бу чохлугларын бирляшмясиня дя дахил дейил. Бурадан AX \  
чохлуьунун ачыг олмасы, йахуд A  чохлуьунун гапалы олмасы алыныр.      
 Нятиъя 1. Метрик фязада истянилян компакт чохлуг гапалыдыр. 
 Доьрудан да, метрик фязанын Щаусдорф фяза олдуьуну билирик (бах, мцщазиря 8, теорм 5-ин 
исбаты). Бурадан теорем 3-я ясасян метрик фязадакы щяр бир  компакт чохлуьун гапалы олмасы 
алыныр.  

2. Компакт фязаларын мцщцм хассяляриндян бири бу фязаларын нормаллыьы иля баьлыдыр. 
 Теорем 4. Компакт тоположи фяза нормалдыр. 
 Исбаты. Тутаг ки, X компакт фязадыр, F  ися X дя гапалы чохлугдур. Эюстяряк ки, яэяр 
x  нюгтяси F  чохлуьуна дахил дейилдирся, онда бир-бири иля кясишмяйян  xU  вя  FU  ятрафлары 

вардыр. Fx олдуьундан,  ихтийари Fy  нюгтяси цчцн  бир-бири иля кясишмяйян xэU y  вя yэVy  

ятрафлары вардыр. Ашкарды р ки,  yV  

аиляси F чохлуьуну юртцр.  Теорем 3-я эюря   yV  юртцйцнцн  N
kyk

V
1
 сонлу  алт юртцйц вардыр. 

Она эюря дя x  нюгтясинин 
N

k
xk

U
1

ятрафы  AV
N

k
xk




1

 бирляшмяси иля кясишмир.  

Инди ися X  фязасында бир-бири иля кясишмяйян гапалы 1F  вя 2F  чохлугларына бахаг. Онда 

ихтийари 1Fx  нюгтяси цчцн бу нюгтянин вя  2F  чохлуьунун бир-бири иля кясишмяйян xэU x  вя 

2FVx   ятрафлары вардыр.  xU  чохлуглар аиляси гапалы 1F  чохлуьуну юртцр, она эюря дя сонлу 

 N
kxk

U
1
 алт юртцйц вардыр. Бурадан айдын олур ки, 

N

k
xk

U
1

 бирляшмяси 1F  чохлуьуну юзцндя 

сахлайыр вя 2F  чохлуьуну юзцндя сахлайан 
N

k
xk

V
1

кясишмяси иля кясишмир.     

 Кясилмяз иникас заманы компакт фязанын образына даир ашаьыдакы теорем доьрудур: 
 Теорем 5. Компакт фязанын кясилмяз образы компактдыр, йяни яэяр  YXf : кясилмяз 

иникасдырса вя X фязасы компакт-дырса, онда )(Xf  чохлуьу да компактдыр.  

 Исбаты. Яэяр ачыг  IU  ,  чохлуглары  )(Xf  чохлуьуну юртцрлярся, онда онларын 

прообразлары олан  Uf 1   чохлуглары X  фязасыны юртцрляр. f  кясилмяз иникас олдуьундан, 

  ,1
Uf      I  юртцйц ачыг юртцкдцр. Онда бу юртцкдян сонлу алт юртцк сечмяк олар. Тутаг 

ки,    
N

UfUfX 
11

1

  . Онда ашкардыр ки, 
N

UUXf  
1

)(    вя  

,,...,1, NkU
k

  чох-луглары  IU  ,  юртцйцнцн  ахтарылан сонлу алт юртцйцнц ямяля эятирирляр.      

  
 

Мцщазиря 10 
 

СКАЛЙАР АРГУМЕНТЛИ ВЕКТОР-ФУНКСИЙАЛАР 
 
Тутаг ки, V цчюлчцлц Евклид вектор фязасыдыр, I  ися мцяййян ядяди аралыгдыр. Щяр бир It  

ядядиня  V  фязасындан олан  мцяййян  tv


 векторуну гаршы гойан гайда верилдикдя  дейирляр ки, 

I  аралыьында t  скалйар аргументинин  tv


 вектор функсийасы тяйин олунмушдур. Айдындыр ки,  tv


 

векторунун  tv  узунлуьу  t  дяйишянинин скалйар (ядяди гиймятляр алан) функсийасы-дыр.  

Тутаг ки,  tv


- I  аралыьында тяйин олунмуш вектор функсийадыр.  tv  функсийасы It 0  

нюгтясинин йахын ятрафында  сонсуз кичик олдугда, йяни   0lim
0




tv
tt


 шярти юдянилдикдя,  tv


 вектор 

функсийасы  0t  нюгтясинин йахын ятрафында сонсуз кичик вектор функсийа  адландырылыр.  



Фярз едяк ки, еля сабит a


 вектору вардыр ки,   atv


  фярги 0t  нюгтясинин йахын ятрафында 

сонсуз кичикдир. Бу щалда a


 вектору 0tt  олдугда  tv


 вектор функсийасынын лимити адланыр вя 

  atv
tt




 0
lim  йазылыр.  

It 0  нюгтясиндя     0
0

lim tvtv
tt





 бярабярлийи юдянилдикдя дейирляр ки,  tv  вектор функсийасы  

0t  нюгтясиндя кясилмяздир. I  аралыьынын щяр бир нюгтясиндя кясилмяз олан  tv


 вектор функсийасы 

бу аралыгда  кясилмяз вектор функсийа адланыр.  
Мцяййян It  нюгтясиня бахаг вя t йя еля t  артымы веряк ки, Itt   олсун. 

   tvttvv


  векторуну тяйин едяк. Яэяр 
t

v
t 






0
lim  лимити вардырса, дейяъяйик ки,  tv


 вектор 

функсийасы t  нюгтясиндя диференсиалланандыр. Бу лимит  tv


, йахуд 
dt

vd


 кими ишаря олунур вя  tv


 

вектор функсийасынын t  нюгтясиндя тюрямяси адланыр.  dttvvd 


 векторуна  tv


 вектор 
функсийасынын t  нюгтясиндя диференсиалы дейилир. I  аралыьынын щяр бир нюгтясиндя диференсиалланан 
 tv


 вектор функсийасы бу аралыгда диференсиалланан  вектор функсийа адланыр.  

V  вектор фязасынын  ортонормаллашмыш kji


,,  базисиня бахаг вя  tv


  функсийасыны бу 
базис цзря айыраг: 

       ktzjtyitxtv


                             (1) 

Беляликля,  tv


 вектор функсийасы kji


,,  базисинин кюмяйи иля  I  аралыьында  верилмиш )(),(),( tztytx  

ядяди функсийаларыны тяйин едир. Бу функсийалар  tv


 вектор функсийасынын kji


,,  базисиндя 
координатлары адланыр ( )(tx йя биринъи, )(ty йя икинъи, )(tz йя ися  цчцнъц координат дейилир). (1) 

айрылышындан айдын олур ки,  tv


 вектор функсийасынын It 0  нюгтясиндя кясилмяз олмасы цчцн зярури 
вя кафи шярт бу нюгтядя )(),(),( tztytx  функсийаларындан щяр биринин кясилмяз олмасыдыр. Яэяр  

kajaiaa


321   сабит вектор-дурса, онда  

  2
3

2
2

2
1 ))(())(())(( atzatyatxatv 


.           (2) 

(2) дцстурундан эюрцнцр ки,  atv
tt





)(lim

0
 олмасы цчцн зярури вя кафи шярт  1)(lim

0
atx

tt



, 

2)(lim
0

aty
tt




, 3)(lim
0

atz
tt




 олмасыдыр.  

 Ашаьыдакы теорем доьрудур: 
 Теорем 1. I  аралыьында (1) айрылышы иля верилмиш  tv


 вектор функсийасы йалныз вя йалныз 

)(),(),( tztytx  функсийалары диференсиал-ланан олдугда диференсиалланандыр вя  

.k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

vd 

                            (3) 

 Исбаты. (1) дцстурундан алыныр ки, ,kzjyixv


  бурада ),()( txttxx   
),()( tyttyy    )( ttzz  ).(tz  Беляликля: 

k
t

z
j

t

y
i

t

x

t

v 
















.                          (4) 

(4) айрылышындан теоремин исбаты билаваситя алыныр.  Бу  айрылыша ясасян, 
dt

vd

t

v
t







 0
lim  лимитинин варлыьы 

,lim
0 dt

dx

t

x
t






 

dt

dy

t

y
t





 0
lim , 

dt

dz

t

z
t





 0
lim  лимитляринин варлыьына еквивалентдир вя  (3) дцстуру 

доьрудур.  
 Диференсиалланан вектор функсийалара даир нцмуняляря бахаг. 
 1.   btatv


 , бурада ba


, сабит векторлардыр. 

  tv


 функсийасы бцтцн ядяд охунда верилмишдир. Яэяр kji


,,  базисиндя ba


,  векторларынын 

   321321 ,,,,, bbbbaaaa


 координатлары вардырса, онда  ,)( 11 btatx  ,)( 22 btaty  33)( btatz  . 

Теорем 1-я эюря   tv  вектор функсийасы диференсиалланандыр вя 



.321 akajaia
dt

vd 

  

Эюрцндцйц кими,  tv


 вектор функсийасынын тюрямяси сабит вектор-дур. 

 2.         ,sincos kbtjtaitatv


  бурада kji


,, -орто-нормаллашмыш базисдир, a  вя b  
сабитлярдир. 
 Верилмиш базисдя  tv


 вектор функсийасынын  координатлары 

bttztatytatx  )(,sin)(,cos)(  

функсийаларыдыр. Теорем 1-я эюря,  tv


-диференсиалланан вектор функсийадыр вя  

    .cossin kbjtaita
dt

vd 

  

 I  аралыьында диференсиалланан    twtv


,  вектор функсийалары вя   tf  ядяди функсийасы цчцн 
ашаьыдакы диференсиаллама гайдалары доьрудур: 

 .10    ;
dt

wd

dt

vd
wv

dt

d



  

 .20    ;
dt

wd
vw

dt

vd
wv

dt

d






   

 .30    ;,,, 









dt

wd
vw

dt

vd
wv

dt

d






 

 .40    .
dt

vd
fv

dt

df
vf

dt

d



  

 Нцмуня олараг, 04  бярабярлийинин доьрулуьуну эюстяряк. Ортонормаллашмыш kji


,,  

базисини сечяк вя бу базисдя  tv


 вектор функсийасынын координатларыны )(),(),( tztytx  иля ишаря 

едяк. Онда kji


,,  базисиндя  tvtf

)(  вектор функсийасынын )()(),()( tytftxtf , 

)()( tztf  координатлары олар. Теорем 1-я ясасян, 

.
)()()(

)( k
dt

fzd
j

dt

fyd
i

dt

fxd
vf

dt

d 
  

 Бурадан, ядяди функсмйаларын диферениалланмасы гайдала-рындан истифадя етмякля, аларыг: 

.

)()(

dt

vd
fv

dt

df

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx
fkzjyix

dt

df
vf

dt

d














 

 

 00 2,1  вя 03  бярабярликляринин доьрулуьу аналожи гайдада ясасландырылыр. 
 Нювбяти мювзуларын шярщиндя истифадя едяъяйимиз ашаьыдакы теореми гейд едяк: 
 Теорем 2.  Яэяр I аралыьында   1tv


оларса, онда щяр бир It нюгтясиндя  tv


 вектору 

бу нюгтядя щесабланан 
dt

vd


 тюрямясиня ортогоналдыр.  

 Исбаты. Шяртя эюря, I  аралыьында  12 v


 ейнилийи доьрудур. Бу ейнилийи t  дяйишяниня эюря 

диференсиаллайараг, 02  гайдасындан истифадя етсяк,  0
dt

vd
v




 олдуьуну аларыг. Бурадан эюрцнцр 

ки, I  аралыьынын щяр бир нюгтясиндя v


 вя 
dt

vd


 векторлары ортогоналдырлар.  

 Гейд.  I  аралыьында верилмиш  tv


 вектор функсийасынын 
dt

vd


 тюрямяси  бу аралыгда йени 

вектор функсийадыр. Она эюря дя,  ядяди функсийаларда олдуьу кими,  йцксяк тяртибли 

dt

vd

dt

vd

dt

vd n

,...,,
32

 тюря-мяляри иля баьлы анлайышларыы дахил етмяк олар. 

 
 
 



 
 

Мцщазиря 11 
 

ХЯТТ  (ЯЙРИ)  АНЛАЙЫШЫ. ЩАМАР ХЯТЛЯР 
 

 1. Цчюлчцлц 3E  Евклид фязасында садя хятт дедикдя ихтийари дцз хятт, парча вя йа шца баша 

дцшцлцр (бурада шца олараг, гапалы шца эютцрцлцр). 
 Садя хятлярдян щяр щансы бириня щомеоморф олан 30 E  фигуру елементар хятт  (вя йа 

елементар яйри ) адланыр. Парчайа щомеоморф олан фигура гювс  дейилир.  

 Тутаг ки, бизя d дцз хятти верилмишдир. Бу дцз хятт цзяриндя щяр щансы iO

 координат 

системини дахил едяк. Яэяр щяр бир Rt  ядядиня  координаты t  олан ( etMO


 )  M нюгтясини 
гаршы гойсаг, бийектив dR  иникасыны аларыг.  Бу иникас щомеомор-физмдир вя бу иникас заманы 
R  ядяд оху d дцз хяттиня,   ,  интервалы уълары олмайан парчайа (бу парчанын дцз хяття 

щомеоморф олмасы ашкардыр),   ,  ядяди парчасы ися AB парчасына чеврилир, бурада A  вя B  

  ,  парчасынын уълары-нын образларыдыр.   ,  аралыьы B  уъ нюгтяси олмайан AB  парчасына 

чеврилир (беля AB  парчасы ися шцайа щомеоморфдур). 
 Беляликля, ихтийари ядяди аралыг (йяни бцтцн ядяд оху, гапалы ядяди шца, ядяди парча, 
уъларындан бири вя йа щяр икиси олмайан ядяди парча)  садя хятлярдян бириня щомеоморфдур. 
Щомеоморфлуг мцнасибяти еквивалентлик мцнасибяти олдуьундан (бах, мцщазиря 6, теорем 5), 
елементар хяття йухарыда вердийимиз тярифи беля дя ифадя етмяк олар: мцяййян ядяди аралыьа 
щомеоморф олан  30 E  фигуруна елементар хятт дейилир.  

 Елементар хятляря нцмуняляр эюстяряк.  
 Нцмуня 1. Уълары A  вя B  нюгтяляри олан   йарым чевряси парчайа щомеоморф 
олдуьундан, елементар хятт, даща дягиг десяк, гювсдцр.  

 Нцмуня 2. Дцзбуъаглы jiO


 координат системиндя верилян xy sin  синусоидиня  kjiO


 
дцзбуъаглы координат системиндя  

0,sin,  ztytx  

тянликляри иля верилян фигур кими бахыла биляр, бурада .Rt  Бу тян-ликляр R  чохлуьу иля синусоид 
арасында щомеоморфизм йарадырлар. R  чохлуьу Ox  охуна щомеоморф олдуьундан, синусоид 
елемен-тар хятдир. 

 Йухарыдакылардан айдын олур ки, яэяр 3E  Евклид фязасында дцзбуъаглы kjiO


 координат 

системи верилмишдирся, онда 0  еле-ментар хятти  

)(),(),( tzztyytxx                                (1) 

тянликляр системи иля тяйин олунар, бурада t  мцяййян I  аралыьында дяйишир, (1)  дцстурларынын саь 
тяряфляри  ися I  аралыьында кясилмяз функсийалардыр вя I  аралыьынын 0  елементар хяттиня  

 )(),(),( tztytxt  
щомеоморф иникасыны щяйата кечирирляр. 

(1) тянликляли верилмиш хяттин параметрик тянликляри адланыр. 
2. Елементар хятлярин сонлу, вя йа щесаби чохлуьу иля юртцля  

билян фигура хятт (вя йа яйри) дейилир.  
 Бу тярифдян беля бир мцщцм нятиъя алыныр: яэяр   мцяййян хятдирся вя M онун цзяриндя 

нюгтядирся, онда еля 0 елементар хятти вардыр ки, .0  M  

 Нцмуняляря бахаг. 
 Нцмуня 3. Чевряни ики AMB  вя CND  гювсляри иля юртмяк олар (шяк.1). Она эюря дя 
чевря дахил етдийимиз тяриф мянасында хятдир.  
 
                                            M  
                                                              D  
                        C                           



                                                                  B  
                                      
                                      A  
                                                          N  
                                                     
                                                Шякил 1 
 Нцмуня 4. tgxy   функсийасынын графики (танэенсоид) еля елементар хятлярин щесаби 

чохлуьундан ибарятдир ки, онлардан щяр бири x  аргументи 





  

kk
2

,
2

 ( ,...2,1,0 k ) 

интервалында дяйишдикдя бу функсийанын графикидир. Она эюря дя танэенсоид хятдир.  
 3. Тутаг ки, 0  елементар хятти (1) параметрик тянликляри иля верилмишдир, бурада t  мцяййян 

I  аралыьында дяйишир. Яэяр )(),(),( tztytx  функсийаларынын мцяййян k  натурал ядяди цчцн k ъы 

тяртибя гядяр кясилмяз тюрямяляри вардырса вя щяр бир It  нюгтясиндя 

1,,  zyxranq                                     (2) 

щярти юдянилирся, онда дейирляр ки, 0   kC синифиндян олан щамар хятдир (штрих ону эюстярир ки, 

дяйишян t  параметриня эюря диференсиалланыр). 
 (2) шяртинин мащиййяти ондан ибарятдир ки, zyx  ,,  тюрямя-ляри t  параметринин I  

аралыьындан олан щеч бир гиймятиндя ейни заманда сыфра бярабяр олмурлар. 
 Щамар хяття даир нцмуняйя бахаг. 
 Нцмуня 5. Rtztytx  ,0,sin,  тянликляри  Oxy  мцстявисиндя синусоиди тяйин едирляр. 

Синусоидин тянликляринин саь тяряфляринин R дя ихтийари тяртибдян кясилмяз тюрямяляри вардыр, беля 

ки, 0,cos,1  ztyx , она эюря дя (2) шярти юдянилир. Бу ися  эюстярир ки, синусоид C  

синифиндян олан щамар хятдир.  

 Асанлыгла йохламаг олар ки, чевря C  синифиндян олан щамар хятдир. Доьрудан да, a  

радиуслу чеврянин дцзбуъаглы jiO


 координат системиндя taytax sin,cos   параметрик 

тянликляри вардыр. Бу чевряйя kjiO


 координат системиндя  

0,sin,cos  ztaytax                              (3) 
тянликляри иля верилян  фигур кими  баха билярик. (3)  тянликляринин  саь 
тяряфляринин   R дя  ихтийари тяртибдян  кясилмяз  тюрямяляри вардыр, 
 

беля ки, .0,cos,sin  ztaytax  0222  zyx  олду-ьундан, (2) шярти юдянилир. Демяли,  

чевря C  синифиндян олан щамар хятдир. 
 4. Тутаг ки, t  параметри мцяййян I  аралыьында дяйиш-дикдя  (1) тянликляри 0  елементар 

хяттини тяйин едирляр. Гейд олундуьу кими, бу тянликляр  мцяййян 0: If  щомеомор-физмини еля 

тяйин едирляр ки, 0)( If  олсун. Яэяр h  щомеомор-физми мцяййян )(th It, I ,  

гайдасы цзря I аралыьыны I   аралыьына чевирирся, онда IIh  :1  тярс иникасы да щомео-

морфизмдир, беля ки, ).(1  ht  
 t нин ифадясини (1) тянликляриндя йериня йазсаг, аларыг: 

),(),(),( 321  fzfyfx                           (4) 

бурада )),(()( 1
1   hxf )),(()( 1

2   hyf   ))(()( 1
3  hzf I   аралыьында дяйишян   

аргументинин мцряккяб функсийаларыдыр. (4) гайдасы цзря тясир едян 3EI   иникасыны g иля ишаря 

едяк. (1) вя (4) дцстурларынын мцгайисяси эюстярир ки, )(th  олдугда ).()( gtf   Бурадан 

hgf   вя 1 hfg   олмасы алыныр. Беляликля, g щомеоморфизмдир. Бу щомеоморфизмдя I   
аралыьы 0  хяттиня чеврилир. Бу щалда дейирляр ки, )(th  функсийасы 0  хятти цзяриндя  t  

параметринин явяз олунмасыны тяйин едир. Беляликля, елементар хятт щалында (1) тянликляриндя 
параметрин явяз олунмасы IIh :  щомеомлрфизми васитясиля щяйата кечирилир. Щамар яйри 



щалында аналожи мясялянин щялли даща мцряккябдир. Щяр шейдян яввял, )(th функсийасы I  

аралыьында диференсиалланан олмалыдыр. Лакин бу  шярт йетярли дейил. Мцряккяб функсийанын 
диференсиал-ланмасы гайдасына эюря,  

   ,
dt

d

d

dx

dt

dx 

    ,

dt

d

d

dy

dt

dy 

    ,

dt

d

d

dz

dt

dz 

            (5) 

олдуьундан,  щамар   хяттин   юдямяли  олдуьу  (2)   шярти  )(th  

функсийасынын цзяриня беля бир мящдудиййят гойур: 
dt

d
 тюрямяси I  аралыьынын щеч бир нюгтясиндя 

сыфра чеврилмямялидир. Бундан башга, 0  хяттинин йени параметризасийада да kC  синифиндян 

олмасы цчцн )(th  функсийасынын I  аралыьында k ъы тяртибя гядяр кясилмяз тюрямяляринин варлыьыны 

тяляб етмялийик.  
 Беляликля, t  параметринин I аралыьында дяйишмяси шяртиля (1) тянликляри иля верилмиш вя 

kC синифиндян олан щамар 0  хятти цчцн параметрин  мцмкцн явяз олунмасы  еля IIh : явяз 

олунмасыдыр ки, бу щалда  )(th  функсийасынын I аралыьында k ъы тяртибя гядяр кясилмяз тюрямяляри 

вардыр вя  биринъи тяртиб 
dt

dh
 тюрямяси аралыьын бцтцн нюгтяляриндя сыфырдан фярглидир. Нцмуняйя 

бахаг. 

 Нцмуня 6.Oxyмцстявисиндя 2xy  тянлийи иля верилян пара-боласы 3E  фязасында 

0,, 2  ztytx  тянликляри иля вериля биляр, бурада RIt   аралыьында дяйишир. Парабола C  

сининфиндян олан щамар хятдир. Параметрин tt  3  явяз олунмасына бахаг. ttth  3)(  

функсийасынын ихтийари тяртибдян тюрямяляринин варлы-ьындан вя истянилян t  цчцн 013 2  t
dt

dh
 

олмасындан алыныр ки, tt  3  мцмкцн явяз олунмадыр. Лакин параметрин 2t  дцстуру иля 

верилян явяз олунмасы мцмкцн олмайандыр. Бу онунла баьлыдыр ки, 2t  явяз олунмасы 

нятиъясиндя I  аралыьы она щомеоморф олмайан   ,0I  аралыьына чеврилир. Параметрин 3t  

дцстуру иля верилян явяз олунмасы да мцмкцн олмайандыр. Доьрудан да, бу щалда 3t  
функсийасынын I  аралыьында истянилян тяртибдян кясилмяз тюрямяляринин  варлыьына  вя бу явяз 
олунмада I  аралыьынын онун юзцня щомеоморф иникас етдирилмясиня  бахмайараг,  It  0  

нюгтясиндя .0
dt

d
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ТОХУНАН ДЦЗ ХЯТТ. ЯЙРИНИН ТЯБИИ  

ПАРАМЕТРИЗАСИЙАСЫ 
 
 1. Яэяр фязада дцзбуъаглы kjiO


 координат системи дахил едилмишдирся, онда kC синифиндян 

олан щамар   хятти  

)(),(),( tzztyytxx                                 (1) 

параметрик тянликляри иля вериля биляр, бурада (1) тянликляринин саь тяряфляринин мцяййян I аралыьында 
k ъы тяртибя гядяр кясилмяз тю-рямяляри вардыр вя бу аралыгда  

.1,, 
dt

dz

dt

dy

dt

dx
ranq                                    (2) 

 (1) тянликлярини уйьун олараг, kji


,,  векторларына вуруб, тяряф-тяряфя топласаг, аларыг: 
),(trr


                                              (3) 



бурада kzjyixr


  вя .)()()()( ktzjtyitxtr


  Эюрцндцйц кими, Itr )(


 аралыьында тяйин 
олунмуш вя координатлары )(),( tytx  вя )(tz  функсийалары вектор-функсийадыр. (1) тянликляри (3) вектор 
тянлийиня еквивалентдирляр. (3) тянлийи   хяттинин векториал шякилдя параметрик тянлийи адланыр. (2) шярти 

ону эюстярир ки, истянилян It  гиймятиндя .0



dt

rd
 

 Щамар   хятти цзяриндя )(tr


 вя )( ttr 


 радиус векторла-ры иля тяйин олунан M вя 1M            

z                     M    
dt

rd


 

нюгтялярини    эютцряк.  r


                                                    
)()( trttr


      вектору                    )(tr


                    1M     T  

1MM   кясянинин   йюнялдиъи                      )( ttr 


                     
t

r





            

векторудур.   Ашкардыр   ки,           O                                              y                      

t

r





 вектору да 1MM  кяся-          x                       Шякил 1 

нинин  йюнялдиъи векторудур (шяк.1).  
 t  сыфра йахынлашдыгда, 1M  нюгтяси   хятти цзяриндя йерини дяйишяряк, M нюгтясиня гейри-

мящдуд йахынлашыр вя лимит вязиййя-тиндя  онунла цст-цстя дцшцр. Бу заман 1MM  кясяни 
M нюгтяси-нин ятрафында фырланараг, лимит вязиййятиндя   хяттиня M нюгтясин-дя тохунан MT дцз 

хятти иля цст-цстя дцшцр (MT тохунаны кясянин лимит вязиййяти кими тяйин олунур). 1MM  кясянинин 

t

r





 йюнялдиъи векторунун 0t  шярти дахилиндя  лимити MT тохунанынын 
dt

rd


 йюнялдиъи вектору олур. 

Яэяр  хяттинин диэяр )(th  параметри-засийасына бахсаг, аларыг: 

.
dt

d

d

rd

dt

rd 




                                         (4) 

 I  аралыьынын бцтцн нюгтяляриндя 0
dt

d
 олдуьундан, (4) ьярабярлийиндян эюрцнцр ки, 

dt

rd


 

вя 
d
rd


 векторлары коллинеардырлар, еляъя дя I  аралыьынын бцтцн нюгтяляриндя .0
d
rd


Бу о демякдир 

ки, 
d
rd


 вектору да MT тохунанынын йюнялдиъи векторудур. Беляликля, ашаьыдакы теореми исбат етдик: 

 Теорем. (3) тянлийи иля верилян щамар  хяттинин щяр бир M  нюгтясиндя M нюгтяси вя 

dt

rd


йюнялдиъи вектору иля тяйин олунан тоху-нан дцз хятт вардыр. 

 2. Тутаг ки, kC  синифиндян олан щамар  хятти (1) тянликляри иля верилмишдир, бурада t  

параметри мцяййян I  аралыьында дяйишир.   It ,  парчасыны эютцряк. t  параметри бу парчада 

дяйишдикдя, (1) тянликляри уълары  )(),(),(  zyxA  вя   )(),(),( tztytxB  нюгтя-ляриндя олан 1  

щамар гювсцнц тяйин едирляр. Рийази анализ кур-сундан мялум олдуьу кими, 1  гювсцнцн s  

узунлуьу  

dt
dt

dz

dt

dy

dt

dx
s

t

 























222

                         (5) 

дцстуру иля, вя йа векториал шякилдя йазылан 

dt
dt

rd
s

t






                                            (6) 

дцстуру иля щесабланыр. Бурадан айдын олур ки, s  гювс узунлуьу t  параметринин функсийасыдыр: 
).(tss   

 Йухары сярщядди дяйишян олан мцяййян интегралын мялум хассясиня (5)-дян аларыг: 



.
222

dt

rd

dt

dz

dt

dy

dt

dx

dt

ds






















                     (7) 

(7)-дян эюрцнцр ки, щамар хяттин )(ts  гювс узунлуьу t параметринин артан функсийасыдыр. 

   tItI0  аралыьыны эютцряк. Ашкардыр ки, яэяр t  па-раметри йалныз 0I  аралыьында 

дяйишярся, онда (1) тянликляри иля мцяййян  1  щамар ( kC  синифиндян) хятти тяйин олунар. (5) 

дцс-туру 0I  аралыьынын мцяййян RI 
0  аралыьынын цзяриня )(tss   ини-касыны тяйин едир. )(tss   0I  

аралыьында ъидди артан функсийадыр. Она эюря дя бу функсийанын  )(stt  тярс функсийасы вардыр вя  

.0
1



dt

dsds

dt
                                         (8) 

 (5) дцстурундан мцяййян едирик ки, )(ts  функсийасынын 0I  аралыьында k ъы тяртибя гядяр 

кясилмяз тюрямяляри вардыр. (8) бяра-бярлийи ися эюстярир ки, )(st  функсийасынын 
0I  аралыьында k ъы 

тяр-тибя гядяр кясилмяз тюрямяляри вардыр. Бурадан айдын олур ки, )(ts  функсийасы еля  00 II  

щомеоморфизмини тяйин едир ки, бу що-меоморфизм 1  щамар хятти цзяриндя параметрин мцмкцн 

явяз олунмасыдыр. 
 Беляликля, щамар хятт цзяриндя параметр олараг, бу хяттин мцяййян  нюгтясиндян  
щесабланан   s гювс узунлуьуну эютцрмяк  
олар. Бу параметризасийа   хяттинин тябии параметризасийасы  адла-ныр. 

 3. Тутаг ки, щамар хятт цзяриндя тябии параметризасийа се-чилмишдир. Онда (1) тянликляри 
ашаьыдакы кими йазылар: 

),(),(),( szzsyysxx   
бурада s хяттин мцяййян A  нюгтясиндян щесабланан гювс узун-уьудур. Бу щалда (7) 
дцстурундан st   явязлямясини апармагла, аларыг: 

,1
222























ds

dz

ds

dy

ds

dx
 йяни 1

ds

rd


. 

Бурадан эюрцнцр ки, 
ds

rd


ващид вектордур. Исбат етдийимиз йуха-рыдакы теоремя эюря, бу вектор 

уйьун M нюгтясиндя яйрийя тоху-нан дцз хяттин йюнялдиъи векторудур. 
ds

rd


 векторуну 

M нюгтясин-дя хяття тохунан дцз хяттин ващид вектору дейяъяйик вя 


иля ишаря едяъяйик: 

ds

rd



 . 

  
 

Мцщазиря 13 
 

ХЯТТИН  КАНОНИК РЕПЕРИ.  ФРЕНЕ  ДЦСТУРЛАРЫ. 
ЯЙРИЛИК  ВЯ  БУРУГЛУГ 

 
 1. kC  синифиндян олан (бурада 3k ) вя  

)(srr


                                           (1) 

тябии параметизасийасы иля верилян щамар   хяттиня бахаг.  

 Яэяр фязада дцзбуъаглы kjiO


 координат системи сечилмиш-дирся, онда (1) тянлийи 
)(),(),( szzsyysxx                                (2) 

тянликляриня еквивалентдир.  

 
ds

rd



   вектору   хяттиня              z                         N


 

M  нюгтясиндя тохунан дцз хяттин                                 


 



ващид векторудур, бурада OMr 


                                        


 
(бах, шяк.1).                                                                r


       

 
ds

d
N




   вектору    хятти-             k


                  M     


 

нин M  нюгтясиндя  яйрилик  вектору             i

O j


 

адланыр.  kN 


 ядядиня     хятти-                            Шякил 1 

нин M  нюгтясиндя  яйрилийи дейилир.   хятти бойунъа k  яйрилийи s  тябии параметринин функсийасыдыр.  

 Яэяр верилмиш  M  нюгтясиндя  0k  оларса, онда 
k

1
  ядядиня хяттин  M  нюгтясиндя  

яйрилик радиусу  дейилир. Беляликля, яэяр хятт (1) тябии параметризасийасы иля верилярся, онда онун 
яйрилийи  

2

2

ds

rd

ds

rd
k



                                        (3) 

дцстуру иля щесабланар.  
   хятти (2) тянликляри иля верилдийи щалда (3) дцстуру  

2

2

22

2

22

2

2





























ds

zd

ds

yd

ds

xd
k                              (4) 

шяклиндя йазылыр.  
 Теорем 1.   хяттинин садя хятт олмасы цчцн зярури вя кафи шярт онун щяр бир нюгтясиндя 

яйрилийинин сыфра бярабяр олмасыдыр.  
 Исбаты. Тутаг ки,   садя хятдир (йяни йа дцз хятдир, йа парчадыр, йа да шцадыр). Онда бу 

хятт 

0rspr


  

 тябии параметризасийасы иля тяйин олунар, бурада s  мцяййян I  аралыьына дахилдир, p


 вя 0r


 ися 

сабит векторлардыр. Бурадан айдын олур ки, .0,
2

2 





ds

rd
p

ds

rd
 (3) дцстуруна ясасян, истянилян Is  

цчцн .0k  
 Тярсиня: тутаг ки,  (1) хяттинин бцтцн нюгтяляри цчцн яйрилик сыфра бярабярдир. (4)  
бярабярлийиндян истифадя етмякля алырыг:  

,0
2

2


ds

xd
 ,0

2

2


ds

yd
.0

2

2


ds

zd
 

Бу мцнасибятлярдян алыныр ки,  

,1pds

dx
 ,2pds

dy
 ,3pds

dz
                             (5) 

бурада 321 ,, ppp сабит ядядлярдир.  
 (5) бярабярликлярини интегралласаг, аларыг: 

,,, 030201 zspzyspyxspx                  (6) 

бурада .Is    хяттинин (6) параметрик тянликляриндян мялум олур ки, бу хятт ),,( 0000 zyxM  

нюгтясиндян кечян вя йюнялдиъи вектору ),,( 321 pppp


 вектору олан дцз хятт цзяриндя йерляшир. Бу 
ися о демякдир ки,  садя хятдир.  
 2. Фярз едяк ки,   хяттинин бцтцн нюгтяляриндя яйрилийи сыфырдан фярглидир. Бу  шярт дахилиндя 

  хяттинин щяр бир  M  нюгтя-синдян ),( NM


  дцз хятти кечир. Бу дцз хяття   хяттинин M  нюг-

тясиндя  баш  нормалы   дейилир.  Х  мцщазирядя  верилян  теорем 2-йя  
эюря .


N  Беляликля, ),( NM


 баш нормалы ),( 


M  тохунанына пер- 

пендикулйардыр.  

 







N

N
 вектору баш нормалын ващид вектору адланыр. kN 


 олдуьундан, ,


kN   йяни 



. 


k
ds

d
                                            (7) 

  


,  векторуну тяйин едяк. ),( 


M  дцз хятти   хятти-нин M  нюгтясиндя бинормалы, 


 
вектору ися бинормалын ващид вектору  адланыр.  
 M нюгтясинин вя 


,,  векторларынын ямяля эятирдийи MR  репери    хяттинин M  

нюгтясиндя каноник репери адланыр (бах. шяк.1). Бурадан айдын олур ки, щамар хяттин яйрилийинин 
сыфырдан фяргли олдуьу щяр бир нюгтясиндя  каноник репер гурула биляр.  
 MR  реперинин координат мцстявиляри ашаьыдакы кими адлан-дырылырлар: 

 ),,( 


M чохтохунан мцстяви ; 

 ),,( 


M нормал мцстяви ; 

 ),,( 


M дцзляндириъи мцстяви . 

 M  нюгтясинин   хятти бойунъа йердяйишмяси заманы  MR  репери дя йерини дяйишир. 

Она эюря дя MR  репериня адятян   хятти-нин  щярякятли репери  дейилир. 

 3. 


 ващид вектор олдуьундан, , 



ds

d
 она эюря дя 

ds

d


 вектору дцзляндириъи мцстявийя  

паралелдир. Бурадан мялум олдур ки, бу вектору 


 вя 


 векторлары цзря айырмаг олар: 

. 



ds

d
                                     (8) 

0


 ейнилийини s  параметриня эюря диференсиаллайаг: 

.0
ds

d

ds

d 





 

Яэяр бу бярабярликдя  
ds

d


 вя 
ds

d


 векторларыны (7) вя (8) дцс-турлары цзря  явяз етсяк,  k  

мцнасибятини аларыг. Нятиъядя (8) дцстуру беля йазылыр: 

. 


 k
ds

d
                                       (9) 

 


,  ейнилийини  s  параметриня эюря диференсиаллайаг: 

.,, 









ds

d

ds

d

ds

d 





 

Яэяр  бу бярабярликдя 
ds

d


 вя 
ds

d


 векторларыны онларын  (7) вя (9) бяра-бярликляриндян  олан 

ифадяляри иля явяз етсяк, йаза билярик: 

 



ds

d
    .                                         (10) 

   ядяди  хяттинин  M нюгтясиндя  буруглуьу адланыр.   хятти бойунъа     дяйишяни s  

тябии параметринин функсийасы олур. (10) дцстурундан эюрцнцр ки, .
ds

d


  Диэяр тяряфдян, 0  

олмасы цчцн  зярури вя кафи шярт 


 вя 
ds

d


 векторларынын якс истига-мятляря  вя  0  олмасы цчцн 

зярури вя кафи шярт 


 вя 
ds

d


 век-торларынын ейни  истигамятя малик олмасыдыр. Хяттин буруглуьунун 

модулуну вя ишарясини беля характеризя етмяк олар.  
 Беляликля, Френе дцстурлары  адландырылан ашаьыдакы бяра-бярликляр доьрудур:  

, 


k
ds

d
  

, 


 k
ds

d
 



. 



ds

d
 

 Гейд едяк ки, щамар хятляр нязяриййяси Френе дцстур-ларынын тятбигиня ясасланыр.  
   хятти (1) тябии параметризасийасы иля верилдийи щалда буруглуьун щесабланмасы дцстуруну 

чыхараг. Френе дцстур-ларындан биринъисини беля йазмаг олар: .
2

2






k
ds

rd
  Бу мцнасибяти 

диференсиаллайыб,  Френе дцстурларындан икинъисини нязяря алсаг,  йаза билярик:   

.2
3

3






k
ds

dk
k

ds

rd
  

Беляликля,  .))(( 22
3

3

2

2

kk
ds

dk
kk

ds

rd

ds

rd

ds

rd
 




 Бурадан  ахтарылан дцстур алыныр: 











3

3

2

2

2

1

ds

rd

ds

rd

ds

rd

k



 .                                (11 
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МЦСТЯВИ  ЯЙРИЛЯРИ. БИРПАРАМЕТРЛИ МЦСТЯВИ ЯЙРИЛЯРИ АИЛЯСИ 
 

 1. Oxy  мцстявисиндя  
)(),( tyytxx                                      (1) 

параметрик тянликляри иля верилян щамар   яйрисиня бахаг. 0))(),(()(  tytxtr


 олдуьуна эюря, 
рийази анализ курсундан мялум олан тярс функсийайа даир теоремя ясасян, (1) тянликляриндян t  
параметрини йох етмякля  

0),( yxF                                           (2) 

тянлийини алырыг.  (2) тянлийиня мцстяви яйрисинин гейри-ашкар тянлийи дейилир. Гейд едяк ки, (2) шяклиндя 
олан щяр бир тянлик мцстяви яйриси тяйин етмир. (2) тянлийинин мцяййян 0M  нюгтясинин ятрафында яйри 
тяйин етмяси цчцн   

  0,,
),(

),(
),(

000
000

000



















yxM
yxMyx

yxM y

F

x

F
FFgradF       (3) 

шярти юдянилмялидир. Доьрудан да, (3) шяртиндян xF   вя yF   хцсуси тюрямяляриндян щеч олмазса 

биринин сыфырдан фяргли олмасы эюрцнцр. 0
),( 000


yxMyF  олдуьуну фярз едяк. Бу щалда рийази анализ 

курсундан мялум олан гейри-ашкар функсийайа даир теоремя яса-сян 0M  нюгтясинин йахын 

ятрафында диференсиалланан  
)(xfy                                              (4) 

функсийасыны тяйин едирик. (4)  бярабярлийи мцстяви яйрисинин ашкар шякилдя тянлийи  адланыр. Мцстяви 
яйрисинин (4) тянлийини параметрик олараг 

)(),( tfytxx   

шяклиндя йаза билярик. Беляликля, мцстяви яйриси локал олараг бир-бириня еквивалент олан  
1. ;0),(

0


M
rtrr


 

2.   ;0,),(),(
0


M
yxtyytxx  

3.     ;0,,0,
0


Myx FFyxF  

4. )(xfy   
тянликляриндян щяр щансы бири иля вериля биляр.  
 2. Тутаг ки,  (2) гейри-ашкар тянлийи иля мцстяви яйриси ве-рилмишдир. (2) тянлийи локал олараг (1) 
тянликляриня еквивалент олдуьундан, 0),( yxF  тянлийиндян  t  дяйишяниня нязярян 

0))(),(( tytxF  
ейнилийини аларыг. Бу бярабярлийин щяр ики тяряфиндян t  дяйишяниня эюря  диференсиаллайаг: 



.0







dt

dy

y

F

dt

dx

x

F
                                   (5) 

  0,, 

















y

F

x

F
FFgradF yx  шяртинин юдянилдийи мялумдур. Бу шярт дахилиндя (5) 

бярабярлийиндян 
dx

dy
 нисбятини  

)0(, 



 y
y

x F
F

F

dx

dy
                                  (6) 

шяклиндя тяйин едя билярик.  (6) мцнасибятини тохунан дцз хяттин  

y

yy

x

xx






 00  

каноник тянлийиндя нязяря алсаг, бу дцз хяттин  
0)()( 00  yyFxxF yx  

шяклиндя олан тянлийини аларыг. 
 (2) гейри-ашкар тянлийи иля верилмиш мцстяви хяттинин  


),( 000 yxMxF 0

),( 000


yxMyF  

мцнасибятини юдяйян нюгтяляриня онун мяхсуси нюгтяляри  дейилир. 
 3. Яэяр  мцстяви хяттидирся (вя онун щяр бир нюгтясиндя яйрилийи сыфырдан фярглидирся-

0k ), онда 


 вя 


 векторлары хятти эз цзяриндя сахлайан мцстявийя паралелдирляр. Бу ися 


 

вектору-нун сабит вектор олмасы демякдир. Беляликля, 

.00  
ds

d


 

Тярсиня, тутаг ки,   хяттинин щяр бир нюгтясиндя буруглуг сыфра бярабярдир: 0 . Френе 

дцстурларынын цчцнъцсцндян мцяй-йян едирик ки, 
,b


  

бурада b


 ващид вектору s  тябии параметриндян асылы дейил. 0


b  ейнилийиндян алыныр: 

,0
)(



ds

rbd


 

она эюря дя 

.constcrb 


                                    (7) 

Ортонормаллашмыш  kjiOR


,,,  репериндя  

kbjbibbkzjyixr


321,   
олдуьуну гябул етсяк,  (7) бярабярлийини  

0321  czbybxb                                   (8) 

шяклиндя йаза билярик. Эюрцндцйц кими, щяр бир M  нюгтяси  R  репериндя (8) тянлийи иля верилян  
мцстяви цзяриндя йерляшир. Бу ися о демякдир ки,  мцстяви хяттидир.  

 Гейд 1. Мцстяви хятти цчцн 0  олдуьундан, Френе дцстурлары ашаьыдакы кими йазылырлар: 

, 


k
ds

d
      



k
ds

d
 . 

 Гейд  2.  Мялумдур ки, )(),(),( tzztyytxx   парамет-рик тянликляри иля верилян   хяттинин 

яйрилийи  

2

3
222

222

)(

)()()(

zyx

yxyxxzxzzyzy
k




  

дцстуру иля щесабланыр (бах,  ХЫЫЫ мцщазиря, бянд 4). Бу дцстур-дан эюрцнцр ки, яэяр   Oxy  

мцстявисиндя йерляшян мцстяви хятти-дирся, онда  



2

3
22 )( yx

yxyx
k




  .                                  (9) 

Мцстяви яйриси  )(xfy    тянлийи иля верилдийи щалда ися онун яйрилийи  

2

3
2 )1( f

f
k




                                        (10) 

дцстуру иля щесабланыр. 
3. Тутаг ки,                                  

                                   0),,( CyxF                                  (11) 

тянлийи иля мцстяви хятляри аиляси верилмишдир, бурада F  аргументляринин кясилмяз диференсиалланан 
функсийасыдыр, C  параметрдир. )(),( tyytxx   параметрик тянликляри иля верилян   мцстяви хяттиня 

бахаг. 
 3. Щяр бир нюгтясиндя яйрилийи сыфырдан фяргли олан вя )(srr


  тянлийи иля верилян щамар   

мцстяви хяттиня бахаг.    мцстяви хяттинин M  нюгтяси цчцн ),( 


M  дцз хятти  бу хяттин M  

нюгтясиндя  нормалы  адланыр.  
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СЯТЩ ВЯ ОНУН ВЕРИЛМЯ ЦСУЛЛАРЫ.  ЩАМАР СЯТЩЛЯР 

 
 1. Яввялъя сятщлярин юйрянилмяси цчцн зярури олан ики скал-йар аргументин вектор 
функсийасы анлайышыны дахил едяк.  
 Тутаг ки, RV    щягиги ядядляр мейданы цзяриндя цчюлчцлц Евклид вектор фязасыдыр. 

Икиюлчцлц G  аралыьы дедикдя, ашаьыдакы чохлугларындан щяр щансы бирини баша дцшцрцк:  RRR 2  

фязасы,  0v  шяртини юдяйян бцтцн 2),( Rvu   нюгтяляриндян тяшкил олун-муш  2
R  гапалы  ядяди 

йарымфязасы вя йа 0,0,0  aavau  шяртлярини юдяйян бцтцн 2),( Rvu   нюгтяляриндян тяшкил 
олунмуш ядяди квадрат. Яэяр щяр бир Gvu ),(  нюгтясиня  мцяййян Vvur ),(


 векторуну гаршы 

гойан гайда верилмишдирся, онда дейирляр ки, икиюлчцлц G  аралыьында  u  вя v  скалйар 
агументляринин ),( vur


 вектор-функсийасы  тяйин олунмушдур. Ашкардыр ки,  ),( vur


 ейни 

аргументлярин ядяди функсийасыдыр.  
 ),( vur


 ядяди функсийасы Gvu ),( 00  нюгтясинин йахын ятрафында сонсуз кичик олдугда, 

йяни lim
),(),( 00 vuvu 

0),( vur


 шярти юдянилдикдя,  ),( vur


 вектор-функсийасы  ),( 00 vu  нюгтясинин йахын 

ятрафында сонсуз кичик вектор-функсийа адланыр.  
 Сабит Va


 вектору цчцн avur


),(  ),( 00 vu  нюгтясинин йахын ятрафында сонсуз  кичик 

олдугда дейирляр ки, a


 вектору ),(),( 00 vuvu   олдугда ),( vur


 вектор-функсийасынын лимитидир. Бу 

щалда беля йазырлар: lim
),(),( 00 vuvu 

avur


),( .  

 lim
),(),( 00 vuvu 

),(),( 00 vurvur


  шярти юдянилдикдя ),( vur


 вектор - функсийасына Gvu ),( 00  

нюгтясиндя кясилмяз вектор- функсийа дейилир. G  аралыьынын щяр бир нюгтясиндя кясилмяз олан 
),( vur


 вектор-функсийасына бу аралыгда кясилмяз олан  вектор-функсийа дейилир.  

 G  аралыьында верилмиш ),( vur


 вектор-функсийасына бахаг. V  вектор фязасынын 

ортонормаллашмыш щяр щансы kji


,,  базисини эютцряк вя щяр бир Gvu ),(  нюгтясиндя ),( vur


 
векторуну бу базисин векторлары цзря айыраг: 

kvuzjvuyivuxvur


),(),(),(),(  .                   (1) 



  (1) бярабярлийинин саь тяряфиндяки ),(),,(),,( vuzvuyvux  функсийалары  vu,  аргументляринин 

G  аралыьында тяйин олунмуш функсийалардыр. Бу функсийалара ),( vur


вектор-функсийасынын kji


,,  
базисиндя координатлары  дейилир.  
 Тутаг ки, lim

),(),( 00 vuvu 
avur


),(  вя kajaiaa


321  . Онда  ),(),( 00 vuvu   шярти дахилиндя 

ашаьыдакылар доьрудур: 

1),(lim avux  , 2),(lim avuy  , 3),(lim avuz  . 

 Яэяр  constvv  0  гябул етсяк, онда u  аргументинин Gvu ),( 0  шяртини юдяйян мцхтялиф 

гиймятляри цчцн ),( vur


 бир скалйар аргументин  ),( 0vur


 вектор-функсийасы олар. Яэяр ),( 0vur


 

вектор-функсийасынын u  дяйишяниня нязярян 
du

vurd ),( 0



 тюрямяси вардырса, онда бу тюрямяйя 

),( vur


 вектор-функсийасынын u  дяйишяниня нязярян хцсуси тюрямяси (биринъи тяртиб) дейилир вя 
u

r





, 

йахуд ur


 кими ишаря олунур. Аналожи олараг, vrv

r 






хцсуси тюря-мяси тяйин тяйин олунур.  

 (1) айрылышындан алыныр ки, ),( 0vur


 вектор-функсийасынын координатлары ),(),,(),,( 000 vuzvuyvux  

функсийаларыдыр, она эюря дя мцщазиря 10-да верилян теорем 1-я ясасян Gvu ),(  нюгтясиндя ur


 

вя vr


 хцсуси тюрямяляринин варлыьы цчцн зярури вя кафи шярт бун юг-тядя уйьун олараг, 

u

vuz
z

u

vuy
y

u

vux
x uuu 













),(
,

),(
,

),(
 

вя 

v

vuz
z

v

vuy
y

v

vux
x vvv 













),(
,

),(
,

),(
 

тюрямяляринин варлыьыдыр. Гейд олунан теоремдян щям дя алыныр ки,  

kzjyixr uuuu


  вя  .kzjyixr vvvv


                (2) 

 (1) айрылышынын саь тяряфиндяки ),(),,(),,( vuzvuyvux  функ-сийалары Gvu ),(   нюгтясиндя 

диференсиалланан олдуглары щалда 

kvudzjvudyivudxrd


),(),(),(                        (3) 
векторуна ),( vur


 вектор-функсийасынын ),( vu  нюгтясиндя дифе-ренсиалы дейилир. (2) дцстурларынын 

кюмяйи иля мцяййян етмяк олур ки,  
dvrdurrd vu


 .                                     (4) 

 
),(),,(),,( vuzvuyvux  функсийалары ),( vu  нюгтясиндя диференсиалла-нан олдугда дейирляр ки, ),( vur


 

вектор-функсийасы ),( vu  нюгтя-синдя диференсиалланандыр. G  аралыьынын щяр бир нюгтясиндя дифренси-

алланан олан ),( vur


 вектор-функсийасына  G  аралыьында диферен-сиалланан вектор-функсийа дейилир. 

 2. 2E  Евклид  мцстявиси цзяриндя  

 дцзбуъаглы jiO


 координат системини да-      y  

хил   едяк  (шяк.1).  Ашаьыдакы  гайда  иля       C                ),( aaB  
2

2 RE   бийектив  иникасыны  тяйин едяк: 

2),( EyxM   нюгтясиня 2),( Ryx   нюг-       j


 
тясини гаршы гойуруг. Бу  щомеоморфиз- 
мя  ясасян 2R  ядяди  фязасыны 2E  фязасы       O    i


          A       x  

иля, 2
R   ядяди  йарымфязасыны  Oxy  мцс-                Шякил 1 

тявисинин 0y  шярти иля тяйин олунан га- 
палы йарыммцстявиси иля, ядяди квадраты ися  OABC   квадраты иля ейниляшдиряк, бурада B   
нюгтясинин ),( aaB   координатлары вардыр (шяк.1). 

 Ашаьыдакы фигурлардан щяр щансы бириня цчюлчцлц 3E  Евклид фязасында садя сятщ дейилир: 

мцстяви, гапалы йарыммцстяви, квадрат. 



 Садя сятщлярдян истянилян бириня щомеоморф олан фигур еле- 
ментар сятщ адланыр. Мясялян, еллиптик вя щиперболик параболоидляр, параболик силиндр мцстявийя 
щомеоморф олдуглары цчцн елементар сятщлярдир. Сярщядди иля бярабяр эютцрцлян йарымсфера да 
елементар сятщдир (даиряйя щомеоморф олдуьу цчцн).  
 Йухарыдакылара ясасян беля бир нятиъяйя эялмяк олар: 3EF   фигуру мцяййян икиюлчцлц 

2RG  аралыьына щомеоморф ол-дугда елементар сятщ адланыр. 
 3E  Евклид фязасында елементар сятщлярин сонлу вя йа щесаби чохлуьу иля юртцля билян фигура 

сятщ дейилир. Тярифдян алыныр ки, F  сятщинин M нюгтяси цчцн еля 0F  елементар сятщи вардыр ки, 

.0 FFM    
Щяр бир елементар сятщин юзц сятщдир. Лакин елементар сятщ олмайан сятщляр дя вадыр. 

Беля сятщляря ашаьыдакылары нцмуня олараг эюстяря билярик:  
1) сфера (ону ики йарымсфера иля юртмяк мцмкцндцр); 
2) еллипсоид (бу сятщ сферайа щомеоморфдур); 
3) еллиптик силиндр (ону щяр бири мцстявийя щомеоморф олан сонлу сайда «силиндрик 

золаг»ларла юртмяк олар); 
4) биройуглу щиперболоид (бу сятщ еллиптик силиндря щомеоморфдур). 

3. 3E  Евклид фязасында дцзбуъаглы kjiO


 координат систе-мини  дахил едяк вя икиюлчцлц G  

аралыьыны 0F  елементар сятщиня чевирян 0: FGf   щомеоморфизминя бахаг. Яэяр Gvu ),(  

нюгтяси 0),,( FzyxM   нюгтясиня чеврилирся, онда ашкардыр ки, zyx ,,  координатлары vu,  
дяйишянляринин, G  аралыьында тяйин олунан функсийаларыдыр: 

),(),,(),,( vuzzvuyyvuxx  .                      (5) 

(5) тянликляриня 0F  елементар сятщинин параметрик тянликляри  дейилир. Бу тянликляр 

kvuzjvuyivuxr


),(),(),(                           (6) 

вектор тянлийиня еквивалентдирляр, бурада OMkzjyixr 


-M нюгтясинин радиус-векторудур. 
(6) тянлийинин саь тяряфини ),( vur


 иля ишаря етмякля, бу тянлийи 

),( vurr


                                             (7) 
шяклиндя йазмаг олар, бурада vuvur ,),( 


 скалйар аргумент-ляринин  G  аралыьында тяйин олунан 

вектор- функсийасыдыр.  
 4. Тутаг ки, 0F (5) параметрик тянликляри иля верилян елементар сятщдир, беля ки, 

),(),,(),,( vuzvuyvux  G  икиюлчцлц ара-лыьында тяйин олунмуш функсийалардыр. Яэяр (5) тянликляринин 
саь тяряфляри G  аралыьында k ъы  ( k натурал ядяддир) тяртибя гядяр кясилмяз  хцсуси тюрямяляри 
олан функсийалардырса вя щяр бир Gvu ),(  нюгтясиндя  

2








vvv

uuu

zyx

zyx
rang                              (8) 

оларса, онда 0F  сятщиня kC  синифиндян олан щамар елементар сятщ дейилир.  
 Гейд етдийимиз кими, (5) параметрик тянликляри (7) вектор тянлийиня еквивалентдирляр. Диэяр 
тяряфдян, ),( vur


 вектор-функсийа-сынын vu rr


,  хцсуси тюрямяляри цчцн (2) бярабярликляри доьрудур. 

Она эюря дя  (8) шяртинин щяндяси мянасы ондан ибарятдир ки, ur


 вя vr


 векторлары G  икиюлчцлц 

аралыьында хятти асылы дейил, йяни истянилян Gvu ),(  нюгтясиндя ],[ vu rrN


  вектору сыфыр вектордан 
фярглидир. 
 Яэяр  (5) тянликляриндя constvv  0  гябул едяряк, Gvu ),( 0  шярти дахилиндя йалныз u  

аргументини дяйишсяк, бир скалйар u  аргументинин  ),( 0vurr


  вектор-функсийасыны аларыг вя  она 

эюря дя rOM


  бярабярлийини юдяйян бцтцн M нюгтяляри чохлуьу 0F  елементар сятщи цзяриндя 

йерляшян мцяййян щамар хятт тяйин едяр. Бу хятти u  хятти адландырырыг. ur


 вектору ),( 0vu  нюгтя-

синдя u  хяттиня тохунан вектордур. Аналожи олараг, щяр бир 0FM   нюгтясиндян щамар constu   
вя йа v  хятти  кечир. Яэяр Gvu ),(  нюгтяси мялумдурса, онда (5) дцстурларына эюря 

0),,( FzyxM   нюгтясини тяйин етмяк олур. Демяли, u  вя v  пара-метрляри  сятщ цзяриндяки  



нюгтяляри биргиймятли тяйин едирляр. Мящз бу сябябдян u  вя v  параметрляриня 0F  сятщи цзяриндяки 

M нюгтя-синин яйрихятли координатлары дейилир.  
 Беляликля, (5) тянликляри  (йяни 0: FGf   щомеоморфизми) иля 0F  сятщинин параметризасийасы 

бу сятщ цзяриндя мяййян яйри-хятли  vu,  координат системиня эятирир.  
Бундан башга,  u  хятляри  аиляси  вя v          z       
хятляри аиляси 0F  сятщини еля юртцрляр ки,                u          vr


 

щяр бир 0FM   нюгтясиндян мцхтялиф 

истигамятлярдя  йалныз   бир  u  хятти вя                                      ur


 
йалныз бир v  хятти кечир (бу хятляря M                          v  

нюгтясиндя тохунан ur


 вя vr


 вектор-         k


        r


           0F  

лары коллинеар дейил). Бу щалда  дейир-         i


 
ляр  ки, u  вя  v  хятляри  сятщ  цзяриндя     x     O j


                         y  

координат  шябякяси  ямяля  эятирирляр.                          
(шяк. 2).                                                                          Шякил 2 

 Щамар хяття даир нцмуняйя бахаг. Тутаг ки, дцзбуъаглы kjiO


 координат системиндя  
bvzvuyvux  ,sin,cos                            (9) 

параметрик тянликляри иля сятщ верилмишдир, бурада .),(,0 2Rvub   Бу сятщ цчцн  



















bvuvu

ovv

zyx

zyx

vvv

uuu

cossin

sincos
 

олдуьундан, щяр бир 2),( Rvu   нюгтясиндя (8) шярти юдянилир. Бахы-лан сятщ C  синифиндян олан 
щамар сятщдир ( ),(),,(),,( vuzvuyvux  функсийаларынын vu,  аргументляриня нязярян истянилян 
тяртибдян кясилмяз хцсуси тюрямяляри вардыр). Бу сятщя дцз щеликоид  дейилир. 

Мцщазиря 16 
 

СЯТЩЯ ТОХУНАН МЦСТЯВИ ВЯ НОРМАЛ 
 

 1. Тутаг ки, 2RG   икиюлчцлц аралыьында  
),( vurr


                                             (1) 

вектор тянлийи иля kC  синифиндян олан щамар F  сятщи тяйин олунмушдур.  
)(),( tvvtuu                                          (2) 

гябул едяк, бурада t  мцяййян RI   аралыьында еля дяйишир ки, ихтийари It  цчцн .))(),(( Gtvtu   
 Биз I  аралыьында )(tu  вя )(tv  функсийаларынын k ъы тяртибя гядяр кясилмяз тюрямяляринин 

варлыьыны вя бу аралыгдан олан бцтцн нюгтялярдя 
dt

du
 вя 

dt

dv
 тюрямяляринин ейни вахтда сыфыра 

бярабяр олмадыьыны тяляб едирик. 
 u  вя v  дяйишянляринин (2) ифадялярини (1) тянлийиндя йериня йазсаг, аларыг: 

))(),(( tvturr


 .                                       (3) 
(3) тянлийинин саь тяряфи бир скалйар t  аргументинин мцяййян вектор-функсийасыдыр. Бу функсийаны 

)(tr 


 иля ишаря едяк вя (3) тянлийини беля йазаг: 

).(trr 


                                           (4) 

 (4) тянлийи F  сятщи цзяриндя йерляшян вя kC  синифиндян олан хятт тяйин едир.  

 Тярсиня: F  сятщи цзяриндя йерляшян вя kC  синифиндян олан истянилян щамар хятт (2) 
тянликляри иля тяйин олуна биляр. Бурада )(tu  вя )(tv   Gtvtu ))(),((  шяртини юдяйян мцяййян I  

аралыьында верилмиш функсийалардыр, k ъы тяртибя гядяр кясилмяз тюрямяляря маликдирляр вя  
dt

du
 , 

dt

dv
 тюрямяляри I дян олан щеч бир нюгтядя ейни вахтда сыфра бярабяр олмурлар. 

 (2) тянликляриня  F  сятщи цзяриндя йерляшян хяттин дахили тянликляри дейилир. 



 2. Билирик ки, kC синифиндян олан  вя (1) тянлийи иля верилян щамар F  сятщинин щяр бир 0M  

нюгтясиндя  ur


 вя vr


 хятти асылы олмайан векторлардыр.  0M  нюгтясиндян ur


 вя vr


 векторларына 

паралел кечян мцстявини ),,( 0 vu rrM


 иля ишаря едяк.  

 Теорем 1. Тутаг ки, ),( 000 vuM (1) тянлийи иля верилян вя kC синифиндян олан F сятщи 

цзяриндя нюгтядир. Онда F  сятщи цзярин-дя йерляшян вя 0M  нюгтясиндян кечян бцтцн щамар 

хятляря бу нюгтядя тохунан дцз хятляр чохлуьу ),,( 0 vu rrM


 мцстявисинин  0M  мяркязли дцз хятляр 

дястясини ямяля эятирир. 
 Исбаты. F  сятщи цзяриндя йерляшян вя 0M  нюгтясиндян кечян ихтийари щамар   хяттиня 

бахаг вя фярз едяк ки, бу  хятт (2) дахили тянликляри иля тяйин олунмушдур. 0M  нюгтясинин 

параметрини 0t  иля ишаря едяк: 

)(),( 0000 tvvtuu  . 

   хяттиня 0M  нюгтясиндя тохунан вектору тапаг. (3) тян-лийиндян алырыг: 
dt

dv
r

dt

du
r

dt

rd
vu




  

,  бурада ur


 вя vr


 хцсуси тюрямяляри ),( 00 vu нюгтясиндя, 
dt

du
 вя  

dt

dv
 тюрямяляри ися 0t  нюгтясиндя 

щесаб-ланмышдыр. Бурадан алыныр ки, 
dt

rd


 вектору ),,( 0 vu rrM


 мцстявисиня пара-лелдир, она эюря дя 

  хяттиня 0M  нюгтясиндя тохунан дцз хятт бу мцстяви цзяриндя йерляшир. 

 Тярсиня: тутаг ки, ),( 0 aM


),,( 0 vu rrM


 мцстявисинин 0M  нюгтясиндян кечян ихтийари дцз 

хяттидир. Онда ашкардыр ки, vu rra


  , бурада   вя   ейни вахтда сыфыра бярабяр олмайан 

ядядлярдир. F  сятщи цзяриндя йерляшян вя tvvtuu   00 ,  тянликляри иля верилян 1  хяттиня 

бахаг, бурада t  мцяййян аралыгда еля дяйишир ки, Gvu ),( . ),( 00 tvturr  


 тянлийи иля 1  

хятти фязада тяйин олунур. 1  хяттиня 0M  нюгтясиндя тохунан вектору тапаг: 

dt

dv
r

dt

du
r

dt

rd
vu




  . 

 
dt

dv

dt

du
, олдуьундан, a

dt

rd 


 . Демяли, 1  хяттиня 0M  нюг-тясиндя тохунан дцз хятт 

),( 0 aM


 дцз хятти иля цст-цстя дцшцр.  

 F  сятщи цзяриндя йерляшян вя 0M  нюгтясиндян кечян бцтцн щамар хятляря тохунан дцз 

хятлярин йерляшдикляри мцстявийя F  сятщиня  0M  нюгтясиндя тохунан мцстяви  дейилир. Исбат 

етдийимиз теорем 1-я эюря бу мцстяви 0M  нюгтяси вя коллинеар олмайан ur


 вя vr


 векторлары иля 
тяйин олунур. 
  FM 0  нюгтясиндян  тохунан мцстявийя перпендикулйар кечян дцз хятт F  щамар 

сятщиня 0M  нюгтясиндя нормал дцз хятти адланыр.  ],[ vu rrN


  вектору коллинеар олмайан вя F  

сятщиня 0M  нюгтясиндя тохунан мцстявийя паралел олан ur


 вя vr


 векторларына перпен-дикулйардыр. 

Бу о демякдир ки, N


 вектору тохунан мцстявинин юзцня дя перпендикулйардыр. Демяли, ),( 0 NM


 

дцз хятти F сятщиня 0M  нюгтясиндя нормал дцз хятдир.  

 3. Тутаг ки,  F  сятщиня тохунан мцстявийя перпендикулйар олан N


 векторунун 

дцзбуъаглы kjiO


 координат системиндя ),,( 321 NNN  координатлары вардыр. Онда бу сятщя 

),,( 0000 zyxM  нюгтясиндя тохунан мцстяви 

0)()()( 302010  NzzNyyNxx                    (5) 
тянлийи иля тяйин олунар. 
 Сятщя 0M  нюгтясиндя нормал дцз хятт ися ашаьыдакы каноник тянликлярля тяйин олунар: 

3

0

2

0

1

0

N

zz

N

yy

N

xx 






.                            (6) 



Щамар F  сятщи параметрик тянликлярля верилдийи щалда ],[ vu rrN


  олдуьуна эюря, яввялъя 

),,( uuuu zyxr 


 вя ),,( vvvv zyxr 


 векторлары тяйин олунур, сонра ися (5) вя (6) тянликляри йазылыр. Бу 

щалда (5) вя (6) тянликляри беля йазылар: 

0
000




v

u

v

u

v

u

z

z

zz

y

y

yy

x

x

xx

, 

vv

uu

vv

uu

v

u

v

u

yx

yx

zz

xz

xz

yy

z

z

y

y

xx 000 






 . 

Яэяр F  сятщи гейри-ашкар тянликля верилмишдирся, онда тохунан мцстяви вя нормалын тянликлярини 
йазмаг цчцн ашаьыдакы теоремдян истифадя етмяк  лазымдыр. 
 Теорем 2. Яэяр щамар сятщ гейри-ашкар 0),,( zyxF  тянлийи иля верилмишдирся, онда 

),,( zyx FFFN


вектору сыфырдан фяргли вектор олуб, щямин сятщя уйьун нюгтядя тохунан мцс-тявийя 

перпендикулйардыр.  
 Исбаты. Верилмиш сятщ щамар олдуьундан, ,1,, zyx FFFrang  она эюря дя N


сыфырдан 

фяргли вектордур. Эюстяряк ки, N


 вектору сятщя 0M  нюгтясиндя тохунан мцс-тявийя 

перпендикулйардыр. Бундан ютрц N


 векторунун верилмиш сятщ цзяриндя йерляшян вя 0M  
нюгтясиндян кечян ихтийари щамар   хяттиня бу нюгтядя тохунан дцз хяття перпендикулйар 

олдуьуну ясасландырмаг лазымдыр.  
 Тутаг ки,   хятти )(),(),( tzztyytxx   тянликляри иля верилмишдир. Айдындыр ки,   хяттинин 

параметри t  олан истянилян нюгтясиндя 0))(),(),(( tztytxF  бярабярлийи юдянилир. Бу ейнилийи t  
дяйишяниня эюря диференсиалласаг, аларыг: 

0
dt

dz
F

dt

dy
F

dt

dx
F xyx . 

 Бу бярабярлик 0M  нюгтясиндя дя доьрудур, демяли, N


 вектору  0M  нюгтясиндя   хяттиня 

тохунан 







dt

dz

dt

dy

dt

dx
,,  векторуна перпен-дикулйардыр.  

 Сятщя тохунан  мцстяви  вя  нормалын тянликляринин тапылмасы иля баьлы мясяля щялли 
нцмуняляриня бахаг. 
 Мясяля 1. 2),(,0,,sin,cos Rvubbvzvuyvux   тянликляри иля верилмиш дцз щеликоидя  

),( 000 vuM  нюгтясиндя тохунан мцстявинин вя нормалын тянликлярини йазын. 

 Щялли. ur


 вя vr


 векторларынын 0M  нюгтясиндя  

)0,sin,(cos 00 vvru


 вя ),cos,sin( 0000 bvuvurv 


 

координатлары вардыр. Она эюря дя ],[ vu rrN


  вектору ашаьыдакы координатлара малик олар: 












0000

00

00

0

00

0

cossin

sincos
,

sin

cos0
,

cos

0sin

vuvu

vv

vub

v

bvu

v
N


   

 000 ,cos,sin uvbvb  . 
(5) дцстуруна ясасян тохунан мцстявинин тянлийини йазаг: 

0)(cos)(sin)( 000000  uzzvbyyvbxx .           (7) 

00000000 ,sin,cos bvzvuyvux   олдуьуну нязяря алсаг, еле-ментар чевирмялярин кюмяйи иля 

(7) тянлийини  
0cossin 00000  vbuzuvybvxb  

шяклиня эятирмиш олуруг. 

0M  нюгтясиндя нормалын тянлийини ися (6) тянлийиня ясасян  йазырыг: 

0

0

0

00

0

00

cos

sin

sin

cos

u

bvz

vb

vuy

vb

vux 








. 



 Мясяля 2. 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
 каноник тянлийи иля верилмиш еллипсоидя ),,( 0000 zyxM  

нюгтясиндя тохунан мцстявинин тянлийини йазын. 
 Щялли. Исбат етдийимиз теорем 2-йя эюря еллипсоидя ),,( 0000 zyxM  нюгтясиндя тохунан 

мцстявийя перпендикулйар олан N


 векторунун 







2
0

2
0

2
0 2

,
2

,
2

c

z

b

y

a

x
N


 координатлары вардыр. Она эюря 

дя (5) тянлийи беля йазылар: 

0
2

)(
2

)(
2

)(
2
0

02
0

02
0

0 
c

z
zz

b

y
yy

a

x
xx .                (8) 

 0M  нюгтяси еллипсоид цзяриндя йерляшдийиндян, 

1
2

2
0

2

2
0

2

2
0 

c

z

b

y

a

x
 бярабярлийи юдянилир. Нятиъядя (8) тянлийи 

1
2
0

2
0

2
0 

c

zz

b

yy

a

xx
 

шяклиндя йазылыр. 
 Хцсуси щалда 1222  zyx  тянлийи иля верилмиш a  радиуслу сферайа тохунан мцстявинин 

тянлийи 1000  zzyyxx  шяклиндядир. 
 Мясяля 3. 1xyz  сятщиня еля тохунан мцстяви кечирин ки, 03  zyx  мцстявисиня 
паралел олсун. 

 Щялли. Верилмиш сятщ цчцн 1),,(  xyzzyxF  олдуьундан, ),,(),,( xyxzyzFFFN zyx 


. 

Тутаг ки, тохунма нюгтяси ),,( 0000 zyxM  нюгтясидир. Онда ),,( 000000 yxzxzyN 


. Тохунан 

мцстявинин (5) тянлийини йазаг: 
0)()()( 000000000  yxzzzxyyzyxx .              (9) 

0M  нюгтяси сятщ цзяриндя йерляшдийиндян, 1000 zyx . Бу мцнасибяти нязяря алсаг,  (9) тянлийи 

беля йазылар: 
03000000  yzxzyxzxy .                        (10) 

(10) мцстявисинин  03  zyx  мцстявисиня паралеллик шяртлярини йа-заг: 
111

000000 yxzxzy
    

вя йа 000000 yxzxzy  . Бу бярабярликляр-дян вя  1000 zyx  шяртиндян мцяййян едирик ки, 

1000  zyx . Бе-ляликля, ахтарылан тохунан мцстяви  03  zyx  мцстявисинин юзцдцр. 

 
 

Мцщазиря 17 
 

СЯТЩИН  БИРИНЪИ  КВАДРАТИК  ФОРМАСЫ 
 

 1. Тутаг ки, щамар F щамар сятщи  
),( vurr


                                               (1) 

тянлийи иля верилмишдир. Мялумдур ки, истянилян FM  нюгтясиндя ),( vur


 вектор-функсийасынын  

диференсиалы  dvrdurrd vu


  ифадясиня маликдир (бах, мцщазиря 15, бянд 1,  (4)  дцстуру).  

(1) дцстурундан алырыг ки, 
2

2212
2

11
2 )(2)()()()( dvgdudvgdugdvrdurdvrdurrd vuvu 


,    (2) 

бурада   
2

222112
2

11 ,, vvuu rgrrggrg


                           (3) 
ишаря олунмушдур. 
 (2) дцстурунун саь тяряфи F щамар сятщиня M нюгтясиндя то-хунан  ),,( vu rrM


 

мцстявисиндя тяйин олунан квадратик формадыр. Бу квадратик форманы 1 иля ишаря едир вя F щамар 

сятщинин биринъи квадратик формасы, йахуд хятти елементи адландырырлар. 0


rd  олдуьуна эюря ( F  



щамар сятщдир), 0)( 2 rd


. Бу ися ону эюстярир ки, 1  квадратик формасы мцсбят-мцяййян 

формадыр.  
 Гейд едяк ки, ur


 вя vr


 векторлары F  сятщи цзяриндя M нюгтяси-нин  u  вя v  яйрихятли 

координатларынын вектор-функсийаларыдыр. Она эюря дя 1  квадратик формасынын (3) ямсаллары да u  
вя v  яйрихятли координат-ларынын функсийаларыдыр.   
 (1) тянлийи иля верилян F  сятщи цзяриндя йерляшян щамар 

)(),( tvvtuu                                          (4) 

  хяттиня бахаг, бурада t  параметри мцяййян I  аралыьында дяйишир.   хятти фязада  

))(),(( tvturr


  тянлийи иля верилир. Бу тянлийи t  параметриня эюря диференсиалламагла, алырыг: 

dt

dv
r

dt

du
r

dt

rd
vu




 .                                       (5) 

 Хятляр   нязяриййясиндян  мялумдур ки,  
dt

rd

dt

ds


 , бурада  s     

хяттинин гювс узунлуьудур (бах, мцщазиря 12, бянд 2, (7) дцстуру). Бу дцстурдан (3) вя (5) 
бярабярликляриня ясасян алырыг: 

2

2211

2

11

2

2 





















dt

dv
g

dt

dv

dt

du
g

dt

du
g

dt

rd

dt

ds


.               (6) 

(6) бярабярлийиндян айдын олур ки, 
2

2212
2

11
2 )(2)()( dvgdudvgdugds  .                        (7) 

 Беляликля, сятщин биринъи квадратик формасынын гиймяти сятщ цзярин-дя йерляшян щамар хятт 
цзря нюгтянин сонсуз кичик йердяйишмяси заманы бу хяттин гювс узунлуьунун диференсиалынын 
квадратына бярабярдир. 
 (6) дцстурундан   хяттинин уълары )( 11 tM  вя )( 22 tM  ( 21 tt  ) нюгтяляриндя олан гювсцнцн 
узунлуьуну щесабламаг цчцн ашаьыдакы дцстур алыныр: 

dt
dt

dv
g

dt

dv

dt

du
g

dt

du
gs

t

t
 















2

1

2

2211

2

11 2 .                    (8) 

 2. Тутаг ки,   вя ~  - F  сятщи цзяриндя йерляшян вя M нюгтясин-дян кечян щамар 

хятлярдир.    вя ~  хятляри арасында галан буъаг дедикдя бу хятляря онларын ортаг M нюгтясиндя 

чякилян тохунанлар арасындакы буъаг ьаша дцшцлцр. 
   вя ~  хятляри бойунъа дифе- 
ренсиалламалары d вя   иля ишаря едяк.                                                          

Демяли,    вя ~  хятляриня M нюгтя-                      rd


 
синдя  тохунан  векторлар  rd


 вя  r


                                   r


  

векторларыдыр  (шяк. 1).   вя ~  хятля-                    

ри арасындакы    буъаьыны  rd


 вя  r

                 M               ~  

векторлары арасында галан  буъаг ки- 
ми щесабламаг олар: 

                   
rrd

rrd





 

cos .            (9) 

Ашкардыр ки,                                                                Шякил 1 
   dvrdurrd vu


 ,  vrurr vu 


 .                            

 Бу гиймятляри (9) дцстурунда йериня йазыб, (3) бярабярликлярини нязяря алаг: 







22 )()(

)()(
cos

dvrurdvrdur

vrurdvrdur

vuvu

vuvu







  

2
2212

2
11

2
2212

2
11

221211

)(2)()(2)(

)(

vgvugugdugdudvgdug

vdvgudvvdugudug








 . (10) 



 (10) дцстуру, хцсуси щалда, сятщин координат хятляри арасында галан буъаьы щесабламаьа 
имкан верир. Тутаг ки,  - сятщин  u  хяттидир (йяни 0dv  шяртини юдяйир), ~  ися сятщин v  хяттидир 
(йяни 0u  шяртини юдяйир). Онда 0dv  вя 0u  шяртлярини (10) дцстурунда нязяря алсаг, йаза 
билярик: 

2211

12cos
gg

g
 .                                        (11) 

 (11) дцстурундан ашаьыдакы мцщцм нятиъя алыныр: Сятщ цзяриндя координат шябякясинин 

ортогонал олмасы цчцн  ( )
2

   зярури вя кафи шярт бу сятщин щяр бир нюгтясиндя 012   

бярабярлийинин юдянилмясидир.  
3. Яэяр F  щамар сятщи дцзбуъаглы декарт координат системиндя 0),,( zyxF                                        

(12) 
гейри-ашкар  тянлийи  иля верилмишдирся,  онда бу сятщин 1  биринъи квад-ратик формасы  (12) шярти 

дахилиндя 222 dzdydx   квадратик формасы  олур. (12) бярабярлийини диференсиалламагла, алырыг: 

0 dzFdyFdxF zyx .                                    (13) 

 Яэяр  сятщин бахылан нюгтясиндя 0zF  оларса, онда (13) бяра-бярлийиндян йаза билярик: 

dy
F

F
dx

F

F
dz

z

y

z

x

















 . 

Она эюря дя (12) сятщи цзяриндя биринъи квадратик форма vyux  ,  шяртляри дахилиндя ашаьыдакы 

ифадяйя маликдир: 

222 dzdydx    22 dydx

2











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









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F

F
dx

F

F

z

y

z

x .            (14) 

 (14) бярабярлийиндян мцяййян едирик:  

2

2

222122

2

11 1,,1
z

y

z

yx

z

x

F

F
g

F

FF
g

F

F
g  ,                  (15) 

бурада ., vyux    
 Яэяр F  щамар сятщи ),( yxfz   тянлийи иля верилмишдирся, онда бу сятщ 

),(,, vufzvyux   параметрик тянликляриня малик олур. Бу щалда 

),1,0(),,0,1( yyvxxu frrfrr 


 олдуьуна эюря, биринъи квадра-тик  форма ямсаллары  ашаьыдакы 

кими щесабланырлар: 
.1,,1 2

2212
2

11 yyxyxx fgffrrgfg 


              (16) 

 4. Тутаг ки, F щамар сятщдир. Бу сятщи кичик  k  областларына айыраг. Бу областлардан щяр 
биринин цзяриндя щяр-щансы P  нюгтясини эютцряк вя  k  областыны P  нюгтясиндяки тохунан 
мцстявийя пройек-сийалайаг. Тутаг ки, )(k k  областынын пройексийасынын сащясидир. F  сятщинин 

сащяси дедикдя,   F  сятщинин бюлцндцйц k  областларынын юлчцля-риня эюря гейри мящдуд олараг 
кичилмяси шярти дахилиндя  


k

kS )(lim   

лимити баша дцшцлцр.  
 F  щамар сятщинин (1) параметрик тянлийи иля верилдийи щалда онун сащясинин дцстуруну 
чыхараг. P  нюгтясини координат башланьыъы, бу нюгтядяки ),,( vu rrP  тохунан мцстявисини ися xy  
мцстявиси гябул етмякля zyx ,,  дцзбуъаглы декарт  координатларыны дахил едяк. Тутаг ки, бу 
координатларда F  сятщи k  областында  

),(),,(),,( vuzzvuyyvuxx   

тянликляри иля верилир.  
 k  областынын кафи гядяр кичик юлчцляриндя онун тохунан мцс-тявийя (йяни xy  мцстявисиня) 

пройексийасы  биргиймятлидир, она эюря дя пройексийа цзяриндя vu,  дяйишянляриня яйрихятли 



координатлар кими бахыла биляр. Рийази анализ курсундан мялумдур ки, мцстяви областынын сащяси 
яйрихятли координатларда  

dudv
yx

yx

vv

vu
                                       (17) 

дцстуру иля щесабланыр.  
 (17) дцстурундакы интегралалты ифадяни  

  Pvu
vv

uu nrr
yx

yx 
 ,  

шяклиндя йазмаг олар, бурада  Pn


P  нюгтясиндя сятщин нормалынын ващид векторудур: 

)1,0,0(Pn


. Нятиъядя 

dudvnrrk
k F

vu   
],[)(  

бярабярлийини  йаза билярик, бурада n


сятщ цзяриндя еля вектор-функ-сийадыр ки, k  областларындан 
щяр бириндя сабит олуб, бу областда гейд олунмуш P  нюгтясиндя нормалын ващид векторуна 
бярабярдир. Яэяр сонунъу бярабярликдя k  областларынын юлчцляриня эюря кичилмяси шярти дахилиндя 
лимитя кечсяк,  сятщин сащяси цчцн  

dudvnrrS
F

vu 


],[                                         (18) 

дцстуруну аларыг, бурада n


сятщин нормалынын ващид векторудур.  
 ],[ vu rr


сятщин нормалынын йюнялдиъи вектору олдуьундан, ],[ vu rr


 вя n


 векторлары 

коллинеардырлар. Она эюря дя  (18)  дцстуруну  
dudvrrS

F
vu ],[


                                         (19) 

шяклиндя йазмаг олар.  
 Эюстяряк ки, F  сятщинин щяр бир ),( vu  нюгтясиндя 

2
122211],[ gggrr vu 


.                                   (20) 

Доьрудан да, яэяр vu rr
   гябул етсяк, онда  

 2cos1sin],[  vuvuvu rrrrrr


. 

Бурадан  (3) вя (11) дцстурларындан истифадя етмякля аларыг: 

2
122211

2

2211

1222 1],[ ggg
gg

g
rrrr vuvu 













. 

 Беляликля, (20) бярабярлийиня ясасян F  сятщинин сащясинин щесаб-ланмасы цчцн 

dudvgggS
F
  2

122211                                      (21) 

дцстуруну йаза билярик. 
 Яэяр F щамар сятщи ),( yxfz  тянлийи иля  верилярся, онда (16) вя 

(21) дцстурларындан истифадя етмякля, F  сятщинин сащясини щесабламаг цчцн 

dxdyffS yx  221  

дцстуруну аларыг. 
 Гейд. Йухарыдакылардан айдын олур ки, сятщин биринъи квадратик формасыны билмякля метрик 
характерли  ашаьыдакы мясяляляри щялл етмяк мцмкцндцр: 

1. Сятщ цзяриндя йерляшян щамар хяттин гювс узунлуьунун щесаб-ланмасы; 
2. Сятщ цзяриндя йерляшян вя ортаг нюгтяйя малик олан ики щамар хятт арасында галан 

буъаьын щесабланмасы; 
3. Щамар сятщин сащясинин щесабланмасы. 

Биринъи квадратик форманын гейд олунан тятбиглярини нязяря алмагла ону верилмиш сятщин 
метрик формасы  да адландырырлар.  

 
Мцщазиря 18 

 



СЯТЩИН ИКИНЪИ КВАДРАТИК ФОРМАСЫ 
 

1. Тутаг ки, kC  ( 0k ) синифиндян олан щамар F  сятщи  
),( vurr


                                               (1) 

тянлийи иля верилмишдир. Бу сятщ цзяриндя йерляшян   хяттиня бахаг (шяк.1). M  нюгтяси   хятти 

бойунъа йеринидяйишдикдя  dvrdurrd vu


   бярабяр-лийи  доьру олур. Бу  бярабярликдян алырыг: 

vdrudrdvrdudvrdurrd vuvvuvuu
22222 )(2)(


 ,              (2) 

бурада 
2

22

2

2

,,
v

r
r

vu

r
rr

u

r
r vvvuuvuu 





















. 

 Мялумдур ки,  сятщин нормал дцз хяттинин ],[ vu rrN


  йюнялдиъи векторунун узунлуьу 
2
122211 ggg   ядядиня бярабярдир (бах, мцщазиря 17, (20) дцстуру). Она эюря дя  

                
2
122211

],[

ggg

rr
n vu







             (3) 

бярабярлийи иля тяйин олунан  n


 вектору                n


  ur


     v  
щяр  бир  ),( vu   нюгтясиндя  F  сятщинин 

нормал векторудур.                                                    M  
 0 vu rnrn


  олдуьундан,  (2)                                       vr


         

бярабярлийини n


 векторуна скалйар вур-                                  u  
магла аларыг:                                                        

   dudvrndurnrdn uvuu


2)( 22                                                          F         

                      2)(dvrn vv


 .                   (4)                           Шякил 1  

 Ашаьыдакы ишарялямяляри дахил едяк: 

22211211 ,, hrnhhrnhrn vvuvuu 


.                          (5) 

(3) бярабярлийиня ясасян (5) дцстурларыны ашаьыдакы шякилдя йаза билярик: 

2
122211

22
2
122211

2112
2
122211

11 ,,
ggg

rrr
h

ggg

rrr
hh

ggg

rrr
h vvvuuvvuuuvu












.   (6) 

 (6) дцстурларындакы  кясрлярин  сурятляриндяки   ифадяляр   эюстярилян  
векторларын гарышыг тюрямяляридир. Нятиъядя (4) бярабярлийи ашаьыдакы кими йазылар: 

2
2212

2
11

2 )(2)( dvhdudvhduhrdn 


.                         (7) 
 (7) бярабярлийинин саь тяряфи F  сятщиня M нюгтясиндя тохунан мцстявидя тяйин олунмуш 
квадратик формадыр.  

2
2212

2
112 )(2)( dvhdudvhduh   

квадратик формасына сятщин икинъи квадратик формасы  дейилир. Йалныз мцс-тяви цзяриндя йерляшян 
сятщляр цчцн бу квадратик форма ейнилик кими сыфра бярабярдир (беля сятщин щяр бир нюгтясиндя 

0221211  hhh  олур).  

 Икинъи квадратик форма ямсаллары (6) дцстурлары иля щесабланырлар. 0 vu rnrn


 шяртляри икинъи 
квадратик форма ямсалларынын щесаблан-масынын  (6) дцстурларындан фяргли дцстурларыны мцяййян 
етмяйя имкан верир. Доьрудан да, яэяр 0urn


 бярабярлийини яввялъя u  параметриня эюря, сонра 

ися v  параметриня эюря диференсиалласаг, аларыг: 
,0,0  uvuvuuuu rnrnrnrn


 

вя йа 

uvuu rnhrnh


 1211 , ,                                    (8) 

бурада .,
v

n
n

u

n
n vu 














 Диэяр тяряфдян, 0vrn


 бярабярлийини u  вя v  параметрляриня эюря 

диференсиалламагла   

vvvu rnhrnh


 2221 ,                                     (9) 
дцстурларыны алырыг.  



 r


 вя n


 векторларынын  диференсиалларынын dvrdurrd vu


  вя dvndunnd vu


  ифадялярини, 

ейни заманда 2112 hh   шярти дахилиндя (8) вя (9) дцстурларыны нязяря алсаг, йаза билярик: 

.)(2)(

))((

2
2

2212
2

11 



dvhdudvhduh

dvrdurdvndunrdnd vuvu



 

Беляликля,  
rdnd


2 .                                            (10) 

 2. Тутаг ки, (1) сятщи цзяриндяки   хятти )(),( svvsuu   дахили тянликляри иля верилмишдир, 
бурада s тябии параметрдир.   хяттиня M  нюгтясиндя тохунан 


 ващид векторуну тяйин едяк: 

ds

dv
r

ds

du
r

ds

d
vu







 .                                   (11) 

 Френе дцстуруна эюря,  


k
ds

d
  (бах, мцщазиря 13, бянд 3), бу-рада k  хяттинин 

M нюгтясиндяки яйрилийидир, 


 ися щямин нюгтядя баш нормалын ващид векторудур. (11) 
дцстурундан йаза билярик: 

2

2

2

222

2
ds

vd
r

ds

ud
r

ds

dv
r

ds

dv

ds

du
r

ds

du
rk vuvvuvuu
















  .           (12) 

 (12) бярабярлийини n


 векторуна скалйар вураг вя  (5) дцстурларыны нязяря алаг: 

1

2
2

2
2212

2
11 )(2)(

)(



 



ds

duhdudvhduh
kn


.                  (13) 

 (13) бярабярлийинин саь тяряфини F  хяттинин M  нюгтясиндя нормал яйрилийи  адландырырлар 

вя nk  иля ишаря едирляр. Беляликля, яэяр ),( 
 

 n  ишаря етсяк, онда  cos)( kknkn 


. 

 F  сятщинин M нюгтясиндяки нормалындан  кечян мцстяви иля кясишмясиндян алынан хяття 
бу сятщин нормал кясийи дейилир. Ашкардыр ки,   хятти  F  сятщинин нормал кясийи олдугда йа ,


n  

йа да 


n  олур. Биринъи щалда ,kkn   икинъи щалда ися kkn   бярабярлийи юдянилир. Беля-ликля, 
нормал кясийин нормал яйрилийинин мцтляг гиймяти бу кясийин M  нюгтясиндяки яйрилийиня бярабярдир. 
 (13) бярабярлийини ашаьыдакы шякилдя йазаг: 

2
2212

2
11

2
2212

2
11

)(2)(

)(2)(

dvgdudvgdug

dvhdudvhduh
kn 


  .                        (14) 

   щамар хятт олдуьундан, онун щеч бир нюгтясиндя du  вя dv  диференсиаллары ейни вахтда 

сыфра бярабяр олмурлар. Мцяййянлик цчцн 0dv  гябул едяк. dvrdurrd vu


  бярабярлийиндян  

алыныр ки, ),,( vu rrM


 

тохунан мцстявисиндя M нюгтясиндя   хяттиня тохунан дцз хяттинин истигамяти 
dv

du
  нисбяти иля 

тяйин олунур. Яэяр (14 ) бярабярлийинин сурят вя мяхряъини 2)(dv на бюлсяк, аларыг: 

2212
2

11

2212
2

11

2

2

ggg

hhh
kn 







.                                 (15) 

 (15) бярабярлийи эюстярир ки, F  хяттинин M  нюгтясиндя нор-мал яйрилийи йалныз тохунанын 
истигамятиндян асылыдыр. Она эюря дя, сятщин M нюгтясиндян кечян вя бу нюгтядя ортаг тохунаны 
олан бцтцн щамар хятляринин M нюгтясиндя ейни нормал яйрилийи вардыр. 
 3. Тутаг ки, F  щамар сятщи  ),( yxfz   тянлийи иля верилмишдир. Билирик ки, бу щалда F  сятщи 

),(,, vufzvyux   параметрик тянликляриня малик олур. Координат векторлары ),0,1( xxu frr 


  вя 

),1,0( yyv frr 


 шяклиндя тяйин олундугларындан, 

),,0,0( xxuu fr 


 ),0,0( xyuv fr 


, ),0,0( yyvv fr 


.                  (16) 

Координат векторларынын векториал щасилини тяйин едяк: 

)1,,(
10

01
,

0

1
,

1

0
],[ yx

y

x

y

x
vu ff

f

f

f

f
rr 













.                   (17) 



 (16)  дцстурундан алыныр ки, F  сятщинин ващид нормал вектору 

221

)1,,(

],[

],[

yx

yx

vu

vu

ff

ff

rr

rr
n




 




                                (18) 

координатларына маликдир.  
 (16) вя (18)  бярабярликлярини нязяря алмагла  (5)  дцстурларынын кюмяйи иля  икинъи квадратик 
форма ямсалларыны тяйин едяк: 

22
11

1 yx

xx

ff

f
h


 , ,

1 22
2112

yx

xy

ff

f
hh


  

22
22

1 yx

yy

ff

f
h


 .   (19) 
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СЯТЩИН ДЦПЕН ИНДИКАТРИСАСЫ, БАШ ЯЙРИЛИКЛЯРИ.  

ТАМ ВЯ ОРТА ЯЙРИЛИКЛЯР 
 

 1. Тутаг ки,   
),( vurr


                                                (1) 

тянлийи иля щамар F  сятщи верилмишдир. F  сятщинин ихтийари M  нюгтясиня бахаг. Фярз едяк ки, M  
нюгтясиндя  икинъи квадратик форманын 221211 ,, hhh  ямсалларындан щеч олмаса бири сыфырдан фярглидир 
(якс щалда M  нюгтясиндян кечян ихтийари хяттин нормал яйрилийи сыфра бярабяр оларды, бах,  
мцщазиря 18, (14) дцстуру).  
 F  сятщи цзяриндя йерляшян вя M  нюгтясиндян кечян  еля хятляря бахаг ки, онларын M  
нюгтясиндяки тохунанлары мцхтялиф олсун. Бу хятлярин нормал яйриликляри арасындакы ялагяни 
мцяййян едяк. F  сятщинин ),,( vu rrM


 тохунан мцстявисиндя мяркязи M нюгтясиндя олан   дцз 

хятляр дястясини нязярдян кечиряк.   дястясинин щяр бир дцз хятти цзяриндя M  нюгтясиндян щяр 

ики тяряфдя узунлуьу 
nk

1
 ядядиня бярабяр олан парчалар айыраг, бурада nk сятщ цзяриндя 

верилмиш дцз хяттин тохунаны олдуьу хяттин сыфырдан фяргли нормал яйрилийидир.  
 Йухарыдакы гайда иля айырдыьымыз парчаларын уъ нюгтяляринин ( M  нюгтясиндян фяргли) ямяля 
эятирдийи хяття сятщин M  нюгтясиндя яйрилик индикатрисасы  (вя йа Дцпен индикатрисасы ) дейилир. 

),,( vu rrM


 тохунан мцстявисиндя vurrM


 афин координат системини дахил едяк вя M  нюгтясин-дя 
Дцпен индикатрисасынын тянлийини чыхараг. Тутаг ки, ),( yxP Дцпен индикатрисасынын ихтийари 

нюгтясидир, MP


 дцз хяттинин ващид йюнялдиъи векторудур,  )(),( svvsuu сятщ цзяриндя  


 

векторунун M  нюгтя-синдя ващид тохунан вектору олдуьу  мцяййян щамар хяттин дахили 
тянликляридир, s тябии параметрдир. Онда гурмайа ясасян, 




nk
MP

1
 .                                              (2) 

MP  вектору M  нюгтясинин радиус-вектору олдуьундан, 

uu ryrxMP


 .                                             (3)          
 Диэяр тяряфдян, 


 вектору  ашаьыдакы айрылыша маликдир: 

ds

dv
r

ds

du
r vu


 .                                           (4) 

(3) вя (4) дцстурларыны (2) бярабярлийиндя нязяря алаг: 

 uu ryrx


nk

1
 






 

ds

dv
r

ds

du
r vu


.                             (5) 

ur


 вя vr


 векторлары коллинеар олмадыгларындан, (5) бярабярлийиндян йаза билярик: 

ds

dv

k
y

ds

du

k
x

nn

1
,

1
 .                                 (6) 



Нормал яйрилийин 
1

2




nk  ифадясини ашаьыдакы кими чевиряк: 

2

2212

2

11 2 














ds

dv
h

ds

dv

ds

du
h

ds

du
hkn .                         (7) 

 (7) бярабярлийиндя 
ds

du
 вя 

ds

dv
 тюрямяляринин (6) бярабярликлярин-дян олан ифадялярини нязяря 

алыб, nk я ихтисар етсяк, M  нюгтясиндя Дцпен индикатрисасынын ашаьыдакы тянлийини аларыг: 

.12 2
2212

2
11  yhxyhxh                                     (8) 

 (8) тянлийиндя 221211 ,, hhh - ейни вахтда сыфра бярабяр олмайан щягиги ядядляр олдуьундан, 
ашаьыдакы щаллар мцмкцндцр: 
 1) 02

122211  hhh . (8)  тянликляри иля  еллипс тяйин олунур (шяк. 1, а).  

                                                               
 

 
                 M                                                                                 M  
 
 
 
 
               а)                                       б)                                       ъ)                              
                                                       Шякил 1 
Бу щалда M нюгтясиня F  сятщинин еллиптик нюгтяси  дейилир. Хцсуси щалда, 
Дцпен индикатрисасы чевря олдугда M нюгтяси омбилик нюгтяси адланыр. 
 2) 02

122211  hhh . (8) тянликляри иля гошма щиперболалар ъцтц тяйин олунур (шяк.1, б). Бу 
щалда M нюгтясиня сятщин щиперболик нюгтяси  дейилир. 

 3) 02
122211  hhh . (8) тянликляри иля паралел дцз хятляр ъцтц тяйин олунур(шяк.1, ъ). Бу щалда 

M нюгтяси  сятщин параболик нюгтяси  адланыр. 
 2. M  нюгтясиндя Дцпен индикатрисасынын баш истигамятляриня бу нюгтядя сятщин баш 
истигамятляри  дейилир. F  сятщинин гейри-омбилик нюг-тясиндя йеэаня баш истигамятляр ъцтц вардыр. 
Омбилик нюгтясиндя ися ихтийари истигамят баш истигамятдир.  
 Тутаг ки, FM   нюгтясиндя баш истигамятляр dvrdurrd vu


  вя vrurr vu 


  

векторлары иля тяйин олунурлар. Аналитик щяндяся курсундан икитяртибли хяттин баш истигамятляринин 
тярифиня эюря, rd


 вя r


  векторлары щям ортогоналдырлар, щям дя Дцпен индикатрисасына нязярян 

гошмадырлар. Беляликля, 0rrd


  (ортогоналлыг шярти) вя uduh 11  0222112  vdvhudvhvduh   
(гошмалыг шярти) бярабярликляри доьру-дур. Эюстяряк ки, гошмалыг шярти 0rnd


  шяклиндя йазыла 

биляр, бурада nd


  нормалын ващид векторунун  M  нюгтясинин сятщ цзяриндя rd


 йердя-йишмясиня 
уйьун олан диференсиалыдыр. Бундан ютрц гошмалыг шяртини ифадя едян бярабярлийин сол тяряфиндя  
икинъи квадратик форма ямсалларыны онларын  

vvvuuvuu rnhrnrnhhrnh


 22211211 ,,  

дцстурларындан олан ифадяляри иля  явяз  едяк: 
0 vdvrnudvrnvdurnudurn vvuvvuuu 


, 

вя йа 
00))((  rndvrurdvndun vuvu


 . 

 Беляликля, rd


 вя r

  векторларынын F  сятщинин M нюгтясиндя баш истигамятляри  тяйин етмяси 

цчцн зярури вя кафи шярт  бу векторларын 
0rrd


  вя 0rnd


                                         (9) 

бярабярликлярини юдямясидир.  
 (9) бярабярликляри Родриг теореми адланан ашаьыдакы теореми исбат етмяйя имкан верир: 
 Теорем. (1)  сятщинин M нюгтясиндя rd


истигамятинин баш истигамят олмасы цчцн зярури вя 

кафи шярт  
rkdnd


                                                  (10) 



бярабярлийинин юдянилмясидир, бурада nd


 нормиалын ващид векторунун M нюгтясинин 
rd


сцрцшмясиня уйьун олан диференсиалыдыр, k ися rd


истигамяти цзря нормал яйриликдир. 
 Исбаты. Тутаг ки, rd


 векторунун истигамяти M нюгтясиндя баш истигамятдир. Онда (9) 

бярабярликляри доьрудур, бурада r


 -M нюгтясин-дя диэяр баш истигамятдир: 0rrd


 . n


 ващид 
вектор олдуьундан, un


 вя vn


 хцсуси тюрямяляри онун юзцня ортогоналдырлар: ., nnnn vu


  Диэяр 

тяряфдян, dvndunnd vu


  айрылышындан алыныр ки, nd


 вектору да n


 век-торуна ортогоналдыр, йяни 

),,( vu rrM


 тохунан мцстявисиндя йерляшир. Бу шярт дахилиндя (9) бярабярликляриндян мцяййян едирик 
ки, nd


 вя dr  векторлары коллинеардырлар, йяни еля   щягиги ядяди вардыр ки, 

rdnd


 .                                                 (11) 

 Исбат едяк ки, .k  (11) бярабярлийини 
ds

rd

ds

nd


  шяклиндя йазаг. Бу бярабярлийин щяр ики 

тяряфини 
ds

rd


 векторуна  вураг вя бу за-ман 1
2

2 )(,   dsrdnd


 дцстурларыны, еляъя дя 
ds

rd


 

векторунун ващид вектор олмасы шяртини нязяря  алаг: 









ds

rd

ds

rd
k

ds

rdnd

ds

rd

ds

nd


1

2
2)(

, 

вя йа  k , бурада k - rd


 истигамяти цзря нормал яйриликдир. 
 Тярсиня: тутаг ки, (10) бярабярлийи юдянилир. Исбат едяк ки, rd


 баш истигамят тяйин едир. 

),,( vu rrM


 тохунан мцстявисиндя rd


 истигамятиня перпендикулйар олан r


  истигамятини эютцряк, 
онда 0rrd


 . rkdnd


  олдуьундан, 0)()(  rrdkrrkdrnd


 . Эюрцндцйц кими,  (9) бя-

рабярликляри юдянилир, она эюря дя rd


 векторунун истигамяти баш истига-мятдир.  
 (11) дцстуруна Родриг дцстуру  дейилир. M  нюгтясиндя баш истига-мятляр цзря нормал 
яйриликляря бу нюгтядя сятщин баш яйриликляри  дейилир. Бурадан айдын олур ки, Родриг теореминдяки k  
ядяди M  нюгтясиндя rd


 баш истигамяти цзря баш яйриликдир. Сятщин баш яйриликлярини 1k  вя 2k  иля 

ишаря едирляр. 
 3. Родриг дцстуруну ачыг шякилдя йазаг: 

).( dvrdurkdvndun vuvu


                                 (12) 

 (12) бярабярлийинин щяр ики тяряфини яввялъя  ur


, сонра ися vr


 век-торуна  скалйар вураг: 

).(

),(
2

2

dvrdurrkdvrndurn

dvrrdurkdvrndurn

vvuvvvu

uvuuvuu







                        (13)                         

 Яэяр бу бярабярликлярдя биринъи вя икинъи квадратик форма ямсалларынын щесабланмасы 
дцстурларыны  нязяря алсаг, йаза билярик: 

,
1211

1211

dvgdug

dvhduh
k




   .
2221

2221

dvgdug

dvhduh
k




                         (14) 

 (14) бярабярликляринин мцгайисяси эюстярир ки,  





dvgdug

dvhduh

1211

1211 ,
2221

2221

dvgdug

dvhduh




 

вя йа  

     .0
22212121

12111211 



dvgdugdvhduh

dvgdugdvhduh
                          (15) 

 (15) тянлийи баш истигамятляри тяйин едян тянликдир. Бу тянлийин ашаьыдакы йазылыш формасындан 
да истифадя олунур: 

.0

)()(

221211

221211

22




hhh

ggg

dududvdv

                                 (16) 

 Яэяр сятщ цзяриндяки   хяттинин щяр бир M  нюгтясиндя тоху-нанынын  истигамяти бу 
нюгтядя баш истигамят оларса, онда   хяттиня яйрилик хятти дейилир. Тярифдян айдын олур ки, 

сятщин истянилян гейри-омбилик M  нюгтясиндян  бу нюгтядяки истигамятляри ортогонал вя гошма 
олан ики яйрилик хятти кечир. Ашкардыр ки, (16) тянлийи яйрилик хятляринин диференсиал тянлийидир. Яэяр F  



сятщи цзяриндя vu,  координат шябякяси яйрилик хятля-риндян ибарятдирся, онда 012 g  (u  вя v  

хятляри щяр бир FM   нюгтя-синдя ортогонал олдугларына эюря)  вя 012 h  (u  вя v  хятляриня тоху-

нанлар щяр бир M  нюгтясиндя Дцпен индикатрисасына нязярян гошма олдугларына эюря). 
 4.  (16) тянликлярини ашаьыдакы кими йазаг: 

.0)()(

,0)()(

22222121

12121111




dvkghdukgh

dvkghdukgh
                             (17) 

 Эюрцндцйц кими, (17) системи мяъщуллары du  вя dv  олан ики хятти биръинс тянликляр системидир. 

0


rd  олдуьуна эюря, (17) системинин сыфыр-дан фяргли щялли вардыр,  она эюря дя бу системин 
детерминанты сфра бяра-бярдир: 

,0
22222121

12121111 


kghkgh

kghkgh
 

вя йа 

.0)()2()( 2
122211112212122211

22
122211  hhhkhghghgkggg     (18) 

 Беляликля, FM   нюгтясиндя 21,kk  баш яйриликляри (18) квадрат тянлийинин кюкляридир.  

 Баш яйриликлярин 
2

21 kk
H


  ядяди ортасына FM   нюгтясиндя сятщин орта яйрилийи  дейилир. 

Баш яйриликлярин 21kkK   щасили ися FM   нюгтясиндя сятщин там  (вя йа Гаусс ) яйрилийи адланыр.  
 (18) квадрат тяйлийиндян Вийет теореминя ясасян орта вя там яйриликлярин ашаьыдакы 
ифадяляри алыныр: 

,
)(2

2
2
122211

112212122211

ggg

hghghg
H




                                (19) 

.
2
122211

2
122211

ggg

hhh
K




                                          (20) 

 02
122211  ggg  олдуьуна эюря (20) дцстурундан мцяййян едирик ки, сятщин еллиптик 

нюгтяляриндя ,0K  щиперболик нюгтяляриндя ,0K  параболик нюгтяляриндя ися 0K  мцнасибяти 
юдянилир. 

Мцщазиря 20 
 

СЯТЩИН ДАХИЛИ ЩЯНДЯСЯСИ. ТЮРЯМЯ  
ДЦСТУРЛАРЫ  

 
 1. Щамар сятщин дахили щяндясясиня бу сятщин вя онун цзяриндяки фигурларын йалныз биринъи 
квадратик форманын кюмяйи иля тяйин олунан хассяляри аид едилир. Мцщазиря 17-дян мялум олур ки, 
сятщ цзяриндя гювс узунлуьунун, хятляр арасындакы буъаьын вя сятщ сащясинин щесабланмасы иля 
баьлы мясяляляр сятщин дахили щяндясясиня аид олан мясялялярдир. 
 Сятщин дахили щяндясясиня аид олан диэяр мясяляляри юйряняк. Илк нювбядя сятщин тюрямя 
дцстурларыны чыхараг.  
 Тутаг ки, )3(  kCF k  синифиндян олан щамар сятщ олуб, 

),( 21 uurr


                                                (1) 
тянлийи иля верилмишдир. Щяр бир FM   нюгтясиндя 

,
11 1 u

r
rr u 







 
11 1 u

r
rr u 







, 
],[

],[

21

21

rr

rr
n 



  

векторлары хятти асылы олмайан векторлардыр. Она эюря дя M нюгтясиндя nrrMRM


21  репери 

(координат системи) тяйин олунур. Бу реперин координат векторлары ашаьыдакы кими сечилир: 21,rr


 

векторлары сятщ цзяриндя  координат шябякясинин 21,uu  хятляриня M  нюгтясиндя тохунан 
векторлардыр, n


 ися ващид вектор олуб, M  нюгтясиндя сятщя тохунан мцстявийя  ортогоналдыр вя 

еля истигамятлянмишдир ки, nrr


,, 21  векторлары мцсбят орийентасийалы базис ямяля эятирирляр. 

 nrr


,, 21  базисинин векторларынын хцсуси тюрямялярини, йяни  



,
22

jii

j

ijjij
i

ij r
u

r

uu

r

uu

r

u

r
r



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


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











  
ii

u

n
n








 )2,1,( ji  

векторларыны бу базисин векторлары цзря айырмаг мцмкцндцр. Нятиъядя ашаьыдакы шякилдя олан 
дцстурлар алыныр: 

,2
2

1
1 nbrnbrrr ijk

k
ijijijijij


                             (2) 

.2
2

1
1

k
k
iiii rbrbrbn


                                         (3) 

 Гейд едяк ки, (3)  айрылышында n


 векторунун ямсалынын сыфра бярабяр олмасы nni


  шярти иля 

баьлыдыр.  
 2. (2) дцстурундакы айрылыш ямсалларынын ифадялярини едяк. Яввялъя (2) бярабярлийинин щяр ики 
тяряфини n


 векторуна скалйар вураг вя 1, 2  nrn k


 шяртлярини нязяря алаг: 

,)( 2
ijijk

k
ijijij bnbrnhrn 


 

вя йа                                 

ijij hb  .                                                     (4) 

 (4) бярабярлийиндян эюрцндцйц кими, (2) дцстурундакы ijb  ямсал-лары  икинъи квадратик форма 

ямсалларыдыр.  
 k

ij  айрылыш ямсалларыны тяйин етмяк цчцн (2) бярабярлийинин щяр ики тяряфини lr


 ( )2,1l  

векторуна скалйар вураг  вя  kllk grr 


 олдуьуну ня-зяря алаг  (бурада  klg  биринъи квадратик 

форма ямсалларыдыр): 

kl
k
ijlijlk

k
ijlij grnhrrrr  )()(


.                             (4) 

Диэяр тяряфдян, векторларын скалйар щасилинин диференсиалланмасы гайда-сына эюря, йаза билярик: 

jlijiljilijll

ij rrrrrrg
u

g 





)( .                           (5) 

(5) бярабярлийинин саь тяряфиндя (4)-ц нязяря алаг: 
.ki

k
jlkj

k
ilijl ggg                                         (6) 

(6) бярабярлийиндя il,  вя j  индексляринин йерини ардыъыл олараг ики дяфя даиряви дяйишсяк,  

,kj
k
likl

k
jijli ggg                                         (7) 

,kl
k
ijki

k
ljlij ggg                                          (8) 

бярабярликлярини аларыг.  
 Ашкардыр ки,  

.kji
k
ij                                                    (9) 

Доьрудан да, jiij rr


  бярабярлийиндя  (2) дцстуруну нязяря алмагла йаза билярик: 

.nhrnhr jik
k
jiijk

k
ij


                                      (10) 

jiij hh   олмасы сябябиндян (10) бярабярлийи  

0)(


 k
k
ji

k
ij r                                            (11) 

бярабярлийиня   еквивалентдир. 2,1, krk


 векторлары   коллинеар  олмадыгла- 

рындан, (11)  бярабярлийи  (9) шярти дахилиндя юдянилир. 
 (7) вя (8) бярабярликлярини тяряф-тяряфя топлайыб, алынмыш бяра-бярликдян  (6) бярабярлийини 
чыхаг вя бу заман  (9) шяртини нязяря алаг: 

 ijllijjli ggg kj
k
likl

k
ji gg   kl

k
ijki

k
lj gg  

,2 kl
k
ijki

k
jlkj

k
il ggg   

вя йа 
 kl

k
ij g2 .ijllijjli ggg                                  (12) 

02
122211  ggg  олдуьуна эюря, биринъи квадратик форма ямсалларындан дцзялян klg  матрисинин 

тярси вардыр. Тярс матрисин елементлярини lpg  иля ишаря етсяк, йаза билярик: 



p
k

lp
klgg  ,                                             (13) 

бурада p
k  Кронекер символудур. 

 (12) бярабярлийинин щяр ики тяряфини lpg  елементляриня вураг вя (13) шяртини нязяря алаг: 

 p
ij

p
k

k
ij

lp
kl

k
ij gg 222  ),( ijllijjli

lp gggg   

вя йа 

).(
2

1
ijliljlji

lpp
ij gggg                                (14) 

(14) бярабярлийинин саь тяряфи бязи ядябиййатларда ЫЫ нюв Кристоффел сим-воллары адландырылыр вя  kij  

шяклиндя ишаря олунур. (14) бярабярлийинини саь тяряфиндяки мютяризянин дахилиндяки ифадяйя ися Ы 

нюв Кристоффел символу дейилир. (14) бярабярлийиндян эюрцнцр ки, k
ij  ямсалларынын щесабланмасы 

дахили щяндяся мясялясидир. 
 (2) дцстуру  (4) вя (14) шяртляри дахилиндя Гаусс дцстуру адланыр. 
 3. (3) дустурундакы k

ib  айрылыш ямсалларынын щансы ифадяйя малик олдуьуну арашдыраг. (3) 

бярабярлийинин щяр ики тяряфини jr


 век-торуна скалйар вуруб,  jkkj rrg

  вя jiij rnh


  олдуьуну 

нязяря, алсаг, йаза билярик: 

kj
k
iij gbh  .                                              (15) 

(15) бярабярлийинин щяр ики тяряфини jlg  компонентляриня вураг: 

,li
l
k

k
i

jl
kj

k
i

jl
ij bbggbgh    

вя йа 
l
i

l
i

jl
ij

l
i hhghb   .                                    (16) 

 Гейд едяк ки, (16) бярабярлийиндя j  индекси галдырылмышдыр (бах, мцщазиря 4, бянд 3). (3) 

вя (16) бярабярликляриндян  

k
k
ii rhn


                                               (17) 

дцстуру алыныр. (17) дцстуруна Вейнщартен дцстуру дейилир.  
 M нюгтяси F  сятщи бойунъа дяйишдикдя, MR  репер идя сятщ бойунъа йерини дяйишир. Она 

эюря дя MR  репериня адятян сятщин щярякятли репери  дейилир. Гаусс вя Вейнщартен дцсурларына 

ися  F  сятщинин MR  щярякятли реперинин тюрямя дцстурлары да дейилир.  
4. Инди ися сятщляр нязяриййясинин ясас теормляриндян бири олан Гаусс теоремини гейд 

едяк. 
Теорем (Гаусс). kC ( )3k  синифиндян олан щамар сятщин там яйрилийи йалныз биринъи 

квадратик форма ямсаллары вя онларын тюрямяляри иля ифадя олунур. 
Исбаты.  

                                 nhrr ijk
k
ijij


                                            (18) 

Гаусс дцстуру F  щамар сятщинин щяр бир нюгтясиндя юдянилдийиня эюря, бу дцстуру сятщ цзяриндя 
ейнилик кими гябул едяряк, 1u  вя 2u  дяйишянляриня эюря диференсиалламаг олар. (18) бярабярлийини 

ku )2,1( k  дяйишяниня эюря диференсиаллайыб,  (17) бярабярлийини нязяря алсаг, йаза билярик: 
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ijkijkk
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rhhhnhrrnhh

rrnhrnhrr
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











     (20) 

(20) бярабярлийинин саь тяряфиндя lr


 вя n


 векторларынын ямсалларыны груп-лашдыраг: 

nhhrhhr ijksk
s
jil

l
kij

l
sk

s
ji

l
jikijk


)()(  .               (21) 

Мялумдур ки, йцксяк тяртиб хцсуси тюрямялярин алынмасы диференсиаллама нювбясиндян асылы дейил. 
Бу ися о демякдир ки, 

ikjijk rr


 .                                             (22) 

(21) бярабярлийиния ясасян ikj r


  хцсуси тюрямясинин ашаьыдакы аналожи ифадясини йаза билярик: 



nhhrhhr ikjsj
s
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l
jik

l
sj

s
ki

l
kijikj


)()(  .              (23) 

(22) бярабярлийиндя (21) вя (22) айрылышларыны нязяря алыб, lr


 векторунун ямсалларыны 

бярабярляшдирсяк, 
l
jik

l
kij

l
sj

s
ki

l
sk

s
ji

l
kij

l
jik hhhh                       (24) 

мцнасибятиня эялмиш оларыг. 
l

kjiR l
sj

s
ki

l
sk

s
ji

l
kij

l
jik                              (25) 

шяклиндя ишарялямя дахил етсяк, (24) бярабярлийи беля йазылар: 
l
jik

l
kij

l
kji hhhhR  .                                         (25) 

(25) бярабярлийиндян эюрцнцр ки, l
kijR  кямиййятляри ЫЫ нюв Кристоффел символлары вя онларын тюрямяляри 

иля ифадя олунурлар. Бу ися ону эюстярир ки, l
kijR  кямиййятляринин щесабланмасы сятщин дахили 

щяндясясиня аиддир. (25) бярабярлийинин щяр ики тяряфини lpg  ямсалларына вурсаг, йаза билярик: 

jpikkpijkjip hhhhR  .                                       (26) 

(26) бярабярлийиндя 2,1  pjik  гябул етсяк, 

2211
2

121212 hhhR                                         (27) 
бярабярлийини аларыг. Мялумдур ки, сятщин там яйрилийи 

2
122211

2
122211

ggg

hhh
K




                                            (28) 

ифадясиня маликдир (бах, мцщазиря 19, бянд 4). (27) мцнасибятини (28)-дя нязяря алсаг, йаза 
билярик: 

2
122211

1212

ggg

R
K




 .                                          (29) 

(29) бярабярлийиндян эюрцнцр ки, сятщин там яйрилийи йалныз биринъи квадратик форма ямсалларындан 
вя онларын тюрямяляриндян асылыдыр.  
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ДИФРЕНСИАЛЛАНАН ЧОХОБРАЗЛЫЛАР 

 
Тутаг ки щесаби базасы олан M  щаусдорф тоположи фязасы верилмишдир. Яэяр M  фязасынын щяр бир 

нюгтясинин  nR  фязасынын областына щомеоморф олан U  ятрафы вардырса, дейяъяйик ки, nM  -

юлчцлц чохобразлыдыр.    nRUU  :  гейд едилян щомеоморфизм олдугда,  ,U   ъцтц 

хяритя вя йа локал коор-динат системи адланыр. Хяритя истянилян Ux  нюгтясинин  

   nuux ,...,1  

координатларыны тяйин етмяйя имкан верир. Яэяр хяритялярин щяр бир ъцтцнцн кясишмясиндя 
координатларын 

                                         nii uufu  ,...,1                                (4.1) 

чеврилмясини тяйин едян кечид функсийалары  kC  синфиндян щамар функсийалардырса, дейяъяйик ки,  

M  чохобразлысы  kC  синфиндян диференсиалланандыр (вя йа щамардыр).  
 Чохобразлы цзяриндя  v  вектору  ,Ux   нюгтясиндя верилмиш  хяритяйя  нязярян  n   

сайда  nvv ,...,1   ядядляр системи иля тяйин олунур ки, бу ядядляр диэяр хяритяйя кечид заманы 

вектор гануну  иля чеврилирляр: 

  .,
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i
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 
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  

Верилмиш нюгтядя тяйин олунан бцтцн векторлар чохлуьу  MTx  тохунан фязасыны ямяля эятирир. 

Векторлара верилмиш нюгтянин ятрафында тяйин олунмуш щамар функсийалара  



   xi
ivv    

гайдасы иля тясир едян (бах  § 1)  хятти диференсиал операторлар кими бахылмасы мягсядяуйьундур. 
Щамар функсийаларын истянилян ъцтц цчцн ашаьыдакы хассяляр доьрудур: 

                 
     

     .
,,,




vvv

vvvR




               (4.2) 

Хцсуси щалда,  i  векторлары хятти асылы олмайыб тохунан фязанын тябии базисини ямяля эятирирляр.  

 Тензорлар ъябриня аналожи олараг, тябии базиси   idu  олан MTx
  котохунан фязасынын 

елементляри кими ковекторлар вя  x  нюгтясиндя ихтийари типли  тензорлар, щямчинин M  чохобразлысы 
цзяриндя  вектор,  ковектор  вя тензор мейданлары тяйин едиля биляр. 
 Яэяр M  щамар чохобразлысынын щяр бир хяритяси цчцн координатларын дяйишмяси заманы 

(3.4) гануну цзря чеврилян   xi
jk -щамар функсийалары   рабитясинин ямсаллары йыьымы вери-лярся, 

дейяъяйик ки, M  афин (вя йа хятти)  рабитяли фязадыр. Бу щалда  ,M   йазылышындан истифадя олунур. 

                                           i
kj

i
jk

i
jkS                                    (4.3) 

функсийалары буруглуг тензору адландырылан (1,2) типли тензор мейданынын компонентляридир. 
 Мисал 1.  § 3-дя бахылан рабитя буругсуз афин рабитядир вя онунла характеризя олунур ки, 
декарт координатларда ямсаллары сыфра бярабярдир. Бу рабитяйя афин фязанын каноник рабитяси дейилир. 
 Тутаг ки,    ,Mt   фязасы цзяриндя  qp,  типли  тензор мейданыдыр. t нин мцтляг 

диференсиалы дедикдя   ,U  хяритя-синдя  локал олараг 

            
p

qp

q ii
jjii

jj dudutt  


 1
11

1
        (4.4) 

шяклиндя йазылан ейни типли  t  тензор мейданы баша дцшцлцр. t  тензор мейданынын координатлары 
(3.13) дцстуру иля тяйин олунурлар. 
 Тензор мейданынын  Mx  нюгтясиндя  v   вектору исти-гамятиндя  ковариант тюрямяси  
бу нюгтядя координатлары  

                                  p

q

p

q

ii
jjk

kii
jjv tvt








1

1

1

1
                              (4.5) 

олан  tv  тензоруна дейилир,  бурада  )14.3(k  дцстуру иля тяйин олунан оператордур.  

 Яэяр   MI: локал олараг   ii uu   параметрик тянликляри иля верилян щамар 

яйридирся, онда 

                                       t
d

du

d

t
k

k





                                      (4.6) 

t  тензор мейданынын    яйриси бойунъа ковариант тюрямяси адла-ныр. Аналожи гайда иля   ,M  

фязасы цзяриндя верилян вектор мейданы истигамятиндя  ковариант тюрямя тяйин едиля биляр. Хцсуси 
щалда, тябии базисин векторлары цчцн 

                                        .k
k
ijji
                                      (4.7) 

 x   нюгтясиндя  0v  вектору верилдикдя  яйринин ихтийари нюгтясиндя бу вектора паралел олан  

 v   векторунун тапылмасы  

                                0 j
i

sk
ij

k

v
d

du
u

d

dv





                          (4.8) 

ади диференсиал тянликляр системинин  интегралланмасына  эятирилир (нязярдя тутулур ки,    яйриси  бир 

хяритянин тясир даирясиндя йерляшир). 
 Мялум олдуьу кими, верилмиш башланьыъ шяртляр дахилиндя (4.8) системинин йеэаня щялли вар. 
Аналожи гайда иля яйри бойунъа  тензорун паралел кючцрцлмяси  тяйин олунур. 
  ,M  афин  рабитяли фязасында верилмиш    яйрисини эютцряк. Яэяр    яйрисинин мцяййян 

каноник  )(suu ii   пара-метризасийасында   tохунан вектору онун юзц бойунъа паралел 

кючцрцлярся, йяни  



0

ds


 

оларса, дейяъяйик ки,    эеодезик хятдир. Айдындыр ки, бу щалда   sui   функсийалары ашаьыдакы 2-ъи 

тяртиб  ади диференсиал тянликляр системини юдямялидирляр: 

                             .0
2

2


ds

du

ds

du
u

ds

ud ji
sk

ij

i

                            (4.9) 

 Мисал 2. Тутаг ки,   ,M =A n каноник рабитяли афин фязадыр  (бах мисал 1). Щамар яйри 

бойунъа векторун паралел кючцрцлмяси яняняви гайда цзря апарылыр: онун декарт компо-нентляри 

сабит олмалыдырлар. Доьрудан да, декарт координатларда 0k
ij   вя векторун  (4.8) паралел 

кючцрцлмяси шярти  0
d
dvi

 шяк-линдя йазылыр, бурадан  constvi   олмасы алыныр. Каноник рабитя-нин 

эеодезик хятляри дцз хятлярдир. Доьрудан да, декарт коор-динатларда (4.9) тянликляри  

0
2

2


ds

ud k

 

шяклиндя йазылыр вя бурадан  ашаьыдакылар алыныр: 

.,, constbabsau kkkkk   
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ДИФРЕНСИАЛЛАНАН ЧОХОБРАЗЛЫ ЦЗЯРИНДЯ ТЕНЗОР МЕЙДАНЛАРЫ 
 

 Тутаг ки, KV   мейданы цзяриндя вектор  фязадыр вя  A- ,...,, CBA  елементляриня малик 

олан чохлугдур. A чохлуьунун елементлярини нюгтяляр адландыраг. Яэяр щяр бир низамланмыш 

),( BA  AA елементляр ъцтцня ашаьыдакы шяртлярин юдянилмяси иля VABv  векторуну гаршы 

гойан AA V  иникасы верилярся, дейяъяйик ки, A K мейданы цзяриндя афин фязадыр: 
 1) Истянилян A A  нюгтяси вя  истянилян Vv вектору цчцн еля йеэаня  B A  нюгтяси 

вардыр ки,  .ABv   
 2) Истянилян CBA ,,  A  нюгтяляри цчцн Шалл мцнасибяти доьрудур: 

.0 CABCAB  

nV dim  олдугда афин  фяза n юлчцлц гябул олунур вя A n  кими ишаря едилир. V  A n  афин фязасы 
цчцн йюнялдиъи вектор фяза адландырылыр. 
 Ихтийари гайдада сечилмиш O A нюгтясини гейд едяк. Бу щалда A A нюгтяси цчцн бу 

нюгтянин радиус-вектору адланды-рылан  OAx  вектору биргиймятли тяйин олунур. V дя  ie  бази-

сини сечмякля i
iexx   айрылышыны аларыг. ix ядядляриня  xA  нюгтя-синин  ieO,  репериндя афин  (вя 

йа декарт) координатлары дейилир.  
 V йюнялдиъи вектор фязасы псевдо-Евклид вектор фязасы ол-дугда A – афин-псевдо-Евклид 
(вя йа псевдо-Евклид) фязасы адландырылыр. 

 A n  афин фязасынын нюгтясиндя xT  тохунан фязасы башланьы-ъы бу нюгтядя олан бцтцн 

векторларын ямяля эятирдийи ейни юлчцлц  
вектор фязадыр. Мцхтялиф нюгтялярдяки тохунан фязалар юз араларын-да паралел кючцрмя васитясиля 
тябии олараг ейниляшдириля биляр. 

 U  A n  областыны нязярдян кечиряк. Яэяр U областынын щяр бир нюгтясиня бу нюгтядяки 
тохунан фязада  qp,  типли тензо-ру гаршы гойан xtx иникасы верилярся, дейяъяйик ки, 

U областын-да  qp,  типли t  тензор мейданы верилмишдир. Башга сюзля, бу щал-да аргументляри xT  



вя 
xT  фязаларындан олан вя щям дя нюгтянин сечиминдян асылы олан полихятти функсийайа бахылыр. 

Мясялян, ,1p  

2q  олдугда  vutx ,,  полихятти функсийасы тяйин олунур. Яэяр  ieO,  A n -дя декарт 

репердирся, онда 

                              kj
i

ni
jkx vuxxtt ,...,1 .                               (1.1)   

U областында верилмиш  xt ijk  функсийаларына тензор мейданынын координатлары дейилир. Яэяр  xt ijk  

функсийалары kC синфиндян олан щамар функсийалардырса, дейяъяйик ки, kCt  синфиндян олан ща-мар 

тензор мейданыдыр. constt ijk  олдугда , тензор мейданы сабит тензор мейданы адланыр. 

 Тензорлар цзяриндя апарылан ямялляр тябии олараг нюгтяляр цзря апарылмагла тензор 
мейданларына тятбиг едилир. Мясялян, ейни типли t  вя s  тензорлары цчцн топлама ямяли 

  xxx stst   

шяклиндя апарылыр.  
 Тензор мейданлары цзяриндя йени бир ямял- диференсиалла-ма ямяли дя апарылыр. Полихятти 
функсийанын диференсиалыны щесабла-дыгда нязяря алмаг лазымдыр ки, декарт репери щалында вектор вя 
ковектор аргументляринин координатлары нюгтянин сечиминдян асылы дейил. Мясялян, (1,1) тензору 
цчцн 

                                          kj
i

i
jk vuxdtdt  .                              (1.2) 

Беляликля,  2,1dt  типли тензор мейданыдыр, i
jkdt  диференсиаллары онун декарт реперя нязярян 

координатларыдыр. 

 Мисал 1. A n -дя нюгтялярин радиус-векторларынын мейданы-на бахаг. Декарт реперя нязярян 

i
iexx  айрылышыны йаза билярик. Диференсиалламагла, координатлары  dxedx ii   олан i

iedxdx   

вектор мейданыны аларыг.  
 Диференсиалларын ашаьыдакы хассяляри доьрудур: 

а) Тензор мейданынын диференсиалынын сыфра бярабяр олмасы цчцн зярури вя кафи шярт онун 

сабит олмасыдыр (истянилян декарт репердя constt ijk  олмасыдыр);  

б) Тензор мейданларынын ъяминин диференсиалы онларын дифе-ренсиаллары ъяминя бярабярдир: 
  .dsdtstd    

ъ) Тензор щасилинин диференсиалы Лейбнис гайдасы иля щесаб-ланыр: 
  .dstsdtstd  Яэяр хцсуси щалда, t ядяддирся, онда   .tdstsd   

д) Бцкцлмя ямяли диференсиаллама ямяли иля йерини дяйишя биляр:  

   .ttrddttr k
m

k
m   

Тензор мейданынын координатларынын диференсиалларыны хц-суси тюрямялярля ифадя етмякля 
аларыг: 

.,
s

i
jki

jks
skj

i
i
jks

x

t
tdxvutdt




                         (1.3) 

Мисал 1-и нязяря алмагла беля бир нятиъяйя эялирик ки,  i
jkst  функси-йалары (1,3) типли тензор 

мейданынын координатларыдыр. Бу тензор мейданы t  тензор мейданынын тюрямяси адланыр вя t  кими 
ишаря олунур. Цмуми щалда  qp,  типли тензор мейданынын тюрямяси  1, qp  типли тензор 

мейданыдыр. Тюрямяни верилмиш   i
i exww   вектор мейданы иля диференсиаллама индекси цзря  

бцкмякля йени-дян  qp,  типли  

                                          twtrtw  1
1                                 (1.4) 

тензор мейданыны аларыг. wtw   вектор мейданы истигамяти цзря тюрямя адланыр. Мясялян, 

.i
jks

si
jkw twt   



 Мисал 2. Тутаг ки,   Uxx n,...,1  A n областында тяйин олунмуш скалйар мейдандыр. 

Онда  grads   кими ишаря олу-нан вя   мейданынын градийенти адландырылан ковектор 

мейданы-нын координатларыдыр. Яэяр йюнялдиъи вектор фяза псевдо-Евклид фязасыдырса, онда индекси 
галдырмагла, координатлары иля ашаьыдакы кими ифадя олунан вектор мейданыны аларыг: 

  .ij
ij eggrad    

  потенсиал функсийа, grad  ися потенсиал вектор мейданы адланыр. Истигамят цзря тюрямя 
скалйар щасилин кюмяйи иля ифадя олуна биляр: 

   .,  gradwgxw i
i

w   

 Мисал 3. Тутаг ки,  ковектор мейданыдыр.   тюрямя-синин алтернасийасыны апараг вя 

нятиъяни 2-йя вураг: 
 .2   Alrot  

rot координатлары ijjiijS    олан тензор мейданыдыр вя   ковектор мейданынын 

ротасийасы адланыр. 

 Мисал 4. Тутаг ки, v вектор мейданыдыр. Онун тюрямяси координатлары i
jv  олан  1,1  типли 

тензор мейданыдыр. Бу тензор мейданынын  vtr   изи  v нин диверэенсийасы адландырылан инвари-

антдыр. Псевдо-Евклид фязада диверэенсийаны 

ji
iji

i vgvvdiv   

шяклиндя йаза билярик. Бу инвариант сыфра бярабяр олдугда v  соленоидал вектор мейданы адланыр. 

 Тутаг ки,  Uv  A n  областында тяйин олунмуш вектор мейданыдыр. v нин интеграл 
хятляри (вя йа трайекторийалары) дедикдя тохунан векторлары мейданын векторлары иля цст-цстя дц-шян, 

йяни   txv
dt

dx
  мцнасибятини юдяйян  txx    параметри-засийа олунмуш яйриляри баша дцшцлцр. 

Бу мцнасибяти координат-ларла йазмагла,  

                                       txtxv
dt

dx ni
i

,...,1                             (1.5) 

ади диференсиал тянликляр системини аларыг. (1.5)  системинин интег-ралланмасы  интеграл хятлярини тяйин 
етмяйя имкан верир.  
 Яэяр vu, верилмиш вектор мейданларыдырса, онда истига-мят цзря тюрямялярин  

                                      uvvuw vu  ,                              (1.6) 

фярги йени вектор мейданыдыр.  vu, йя u  вя v  вектор мейдан-ларынын коммутатору дейилир.  vu,  
коммутаторунун координат-лары ашаьыдакы кими тяйин олунур: 

  ., i
k

ki
k

kii uvvuwvu   

 Мисал 5. Тутаг ки, вектор мейданы декарт координатларда 2
2

1
1 exexv   айрылышына маликдир. 

Интеграл хятлярини тяйин едяк. Бундан ютрц 

2
2

1
1

, x
dt

dx
x

dt

dx
  

диференсиал тянликляр системини интеграллайаг. Нятиъядя  tt ecxecx 2
2

1
1 ,   вя йа параметри йох 

етмякля  02
1

1
2  xcxc   дцз хятляр дястясини аларыг. 

 Мисал 6. Мцстяви цзяриндя координатлары иля верилян    121 ,1,, xvxxu    вектор 
мейданларынын коммутаторуну тя-йин  едяк. Бу мягсядля матрис йазылышындан истифадя етмяк 
ялвериш-лидир. Беляликля, ашаьыдакылары йаза билярик: 
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вя йа   
  ., 1evu   

 Гейд едяк ки, A n  фязасында вектор мейданлары хятти дифе-ренсиал операторлар кими бахыла 
биляр: 

.
1

1
i

i
n

n v
x

v
x

vv 







   

Бу щалда базис векторлары  хцсуси диференсиаллама операторлары  иля ейниляшдирилир:  .iie   Вектор 

мейданынын диференсиалланан    функсийасына тясири       i
i xvv    функсийасыны тяйин етмиш олур. 

Бу функсийа  нин  v  вектор мейданы истигамяти цзря тюрямяси-дир:   . vv   

 
 


