Miihazire 1

Vektor anlayisi. Vektorlar iizarinda xatti amallar

1. Uc négtalerinin nizami nazars alinan parcaya istiga-metlonmis parca deyilir. Tutaq ki,
uc nogtaleri 4 ve B nodqtala-rinds olan parga verilmisdir. A -birinci négts, B ise ikinci ndqte
oldugda A4 néqtesina bu istiqamatleanmis pargcanin baglangici, B négtesina ise sonu deyilir; bu

halda AB yazilisindan istifade olunur. Baslangici ve sonu Ust-Usts disen istigamatloenmis

parcaya sifir istigametlonmis parga deyilir. Terife goére ixtiyari A ndqtesi UGgln AA  sifir
istigamatlonmis parcadir.

AB pargasinin uzunlugu AB istigamatlonmis parcasinin uzunlugu adlanir ve |E| kimi

isara olunur. Sifir istigamatlenmis parganin uzunlugunun sifra barabar olmasi nazardas tutulur.
Tutaq ki, 4 ve B verilmis iki nogtadir. Onda 4B ve BA mixtslif istigamatloanmis
parcalardir. AB va BA pargala-rindan har biri digarina aks olan istigamatlenmis parca adlanir.

AB ve CD sualan eyni (aks) istiqamatli oldugda deyirler ki, AB ve CD eyni (9ks)
istigametlonmig parcgalardir. Sifir istiga-matleanmis parcanin istanilon istigamatleanmig parga ila
eyni istigamatli olmasi gabul edilir.

Eyni istigamatlenmis ve uzunluglarn barabar olan AB ve CD parcalarina ekvipolent

Y /) B PR
pargalar deyilir. Bu halda AB =CD yazilisindan istifade olunur. Asanligla yoxlanilir ki 4B va

CD istigamatlenmis pargalari yalniz ve yalniz AD ve BC pargalari-nin orta noqtslari Ust-Uste
disdikds ekvipolent olurlar.
Qeyd edak ki, ekvipolentlik miinasibati asagidaki sartleri 6dayir:

- - w____
1. ixtiyari istiqamatloanmis AB pargasi Ugin AB =AB.
Y /) B o ____
2. AB=CD = CD =A4B.
- W ____ - 0 _____ Y /) B
3. (AB =CD va CD =EFJ = AB=FEF .

Belaliklo, ekvipolentlik minasibati fezanin butin istiga-
matlonmig pargalar goxlugunda ekvivalentlik minasibatidir. Faezanin bitin istigamatlonmig
[0

pargalar coxlugunu W ile isare edok. = ekvipolentlik minasibatinin har bir ekvivalentlik sinifina

(2]
vektor ( ve ya serbast vektor ) deyilir. BTerifo asason, vektor-V =W /= faktor-goxlugunun

elementidir. Vektorlar Ustline ox isarasi qoyulan harflerls isars olunurlar: a,b,....

Belalikla, vektor-ela istigamatlonmis parcalar ¢oxlugudur ki, onlardan ixtiyari ikisi
ekvipolent pargalardir. Bu goxlugun an azi bir pargasi sifir istigamaetlenmis parga olduqda vektor

sifir vektor adlanir ve 0 kimi igare olunur.
w _
Tutaq ki, a—verilmis vektordur, yeni = minasibatinin ekvivalentlik sinfidir. 4B eca

oldugda AB bitin ekvivalentlik sinfini, yani a vektorunu temsil edir. Bu halda a vektoru AB
kimi isars olunur. a = b yaziligi gosterir ki, a goxlugu b goxlugu ile Ust-Uste distr, yeni a ve b
muxtalif cur isaralanmig eyni vektordur.

Fazanin ixtiyari @ vektorunu ve mayysn O noqtesini gétiirek. isbat edsk ki, OM =a

sortini 6dayan bir ve yalniz bir M noéqtesi vardir. Dogrudan da ferz edsk ki, ABed. OB
parcasinin C orta ndqtesine baxaq ve C ndqtesine nazaran A ndqtasine simmetrik olan M

[0

noqtasini gotirak. iki istiqgamat-lanmis parganin ekvipolentlik slamatine asasan O_M:E, ona
gére de OM =a . indi ise gdsterak ki, M - OM =a sertini 6deysn yegane ndqtedir. Tutaq ki,



OM'=G. Onda OM =OM’. Buradan istigamatlonmis parcalarin ekvipolentlik alamatine
asasanalirq: 00 =MM' = |00| = |MM’| =0= |MM’

disdrler. M nogtesinin qurulmasini O noqgtesinden a vektorunun ayriimasi adlandirirlar.

a vektorunu temsil eden ixtiyari istiqgamatlenmis parga / diz xsttine paralel oldugda ve
ya onun U(zerinde yerloesdikde deyirler ki, a vektoru [ diiz xsttine paraleldir. Sifir vektorun
istenilen diz xatte paralel olmasi gabul edilir.

Oger a veo b vektorlarinin paralel oldugu diz xatt vardirsa, bu halda deyirler ki, a vo b
vektorlari kollineardirlar. Aydindir ki, he¢ olmasa biri sifir vektor olan iki vektor kollineardir.

5"5 yaziligi gbsterir ki, a ve b vektorlan kollinear-dirlar.
Tutaq ki, a ve b -kollinear vektorlardir ve Ee&,C_DeE. AB ve CD eyni

istiqamatlonmis parcalar olduqda a ve b eyni istiqgamatli, oks istigamatlonmis parcalar oldugda

,yoni M ve M’ noqteleri Ust-lste

iso oks istigamatli vektorlar adlanir. a ™b yazilisi a ve b vektorlarinin eyni istigamatli
olmasini, a N b yaziligi ise bu vektorlarin aks istigamatli olmasini ifads edir.

ixtiyari @ vektoruna baxaq ve her hansi 4 ndqtesinden AB=a vektorunu ayiraqg. BA
vektoru a vektoruna eks olan vektor adlanir ve —a kimi isare olunur. BA vektoruna aks olan
vektor AB vektoru oldugundan, — (—a)=a. Sifir vektora sks olan vektor sifir vektorun 6zidir.

Vektorun uzunlugu dedikde onu temsil edan har hansi istigamatlonmis parcanin
uzunlugu basa dusdlir. Sifir vektorun uzunlugu sifra barabardir. a vektorunun uzunlugu |5| kimi
isara olunur. Uzunlugu vahide barabar olan vektora vahid vektor deyilir.

2. Vektorlar cebrinds vektorlarin toplanmasi smali mi-hiim rol oynayir. ixtiyari a ve b
vektorlarini goéturak. Her-hansi 4 ndqtesindan AB=a vektorunu, sonra ise B noqgtaesinden
BC =b vektorunu ayirag. AC=¢ vektoru G ve b vektorlar-nin cemi adlanir v bele isara
olunur: ¢=ad+b.

Vektorlarin toplanmasinin yuxarida goéstsrilon qaydasi lg¢bucaq qaydasi adlanir. Bu
gaydani bels ifads etmak olar: ixtiyari A, B ve C ndqteleri ligiin

AB+BC=AC (1)
beraberliyi dodrudur.

Ugbucaq qaydasini 4,B, A noqtslerine tetbiq etmakla alingq: AB+BA=AA. Analoji

olaraq muayyan edirik ki, AB+BB = A—é AA+ AB=AB. Belalikla, ixtiyari @ vektoru tgln:

i+(-a)=0, 2)
i+0=a ve 0+d =a. 3)
Kollinear olmayan vektorlarin toplanmasi t¢lin diger gaydadan-paraleloqgram qadasindan

—

istifade oluna biler. Sakil 1-de a
gOsterilmisdir.

ve b vektorlarinin ¢ ceminin bu gayda ile qurulmasi

S
4

[

Sekil 1
Teorem 1. ixtiyari d,l; ve ¢ vektorlar liglin asadidaki beraberlikler dodrudur:
1. G+b=b+a (yerdayisma xassasi ve ya kommutativ-lik xassasi).
20, (& + 5)+ c=a+ (l; + 5) gruplasdirma xassasi ve ya assosiativlik xassasi).



—

isbati. 1°. Tutaq ki, @ ve b - ixtiyari vektorlardir. Har hansi A4 noéqgtasindan Ez&,
AD=bh vektorlarini, sonra ise B nogtesindan BC =b vektorunu ayiraq (sok.1). Qurmaya
asasan, ﬂ):ﬁ‘, ona gobro do E:D—C,yani DC =a. Ucgbucaq qaydasina gore,
AB+BC=AC vo AD+DC=AC. Bu ise o demekdir ki, d+b=AC,b+¢ = AC. Belslikls,

d+b ve b+¢ eyni vektordur.

2° Tutaq ki, 5,5,5— ixtiyari vektorlardir. Har hansi A n.qtesini gétirak ve ardicil olaraq,
E:a,B_C::I;,@:E vektorlarini ayiraq (sek.2). Ugbucaq qaydasina gore, AB+BC =
R‘,R#C—D =AD. Bu ise o demokdir ki, (d+5)+6 = AD. Digar tarafden,
BC+CD=BD,AB+BD=A4D, ona goére de a +(B+5): AD. Belslikls, (Zz+5)+5 ve

a+ (I; + E) eyni vektordur.

/
Sy

Sakil 2

p= (& +5)+E vektoru d,b ve ¢ vektorlannin cemi gabul olunur. Teorem 1-a asasan,
p=a-+ (E + E)Analoji qayda ile ixtiyari d,,d,....,a,(n >3) vektorlarinin cemi teyin oluna biler.
G ve b vektorlarinin forqi
b+i=a
barabarliyini 6deyen x vektoruna deyilir. Gostermak olur ki, ixtiyari iki vektorun ferqi vardir ve

birgiymatli tayin olunur.
3. a vektorunun A haqiqi edadine hasili asadidaki sertleri ddayan p vektoruna deyilir:

a) [p|=|4]-
b) A>0olduqda 5 TTd ve A <0oldugda p T4 a.
p vektorunu Aa kimiisare edirler.

a

,burada |1|— 2 adadinin mitleq giymetidir.

a) sertinden alinir ki, yalniz ve yalnz A=0 va ya a=0 olduqda 13:6.Belelikle,
20=0, 0d=0.
Teorem 2. ixtiyari A, ededleri ve a,E vektorlari (giin asagidaki baraberliklor dogrudur:

2" Mua)=(Au)a.

3%, Ald+5)=4a+ b,

4% (A+p)a = Ad + .

isbati. 1° xassesinin dogrulugu vektorun adeda hasilinin terifinden bilavasite alinir.
A, uadadlerinden heg¢ olmasa biri sifra barabar oldugda ve ya a ve b vektorlarindan heg



olmasa biri sifir vektor oldugda diger xasselerin de dogruluju agkardir. Ona goéroe deo
A#0,u#0,d#0,b =0 halinda 2°3° ve 4° xasseleri-nin  dogrulugunu esaslandirmaq
yetorlidir.

2°Tutaq ki, p=A(ud).g=(Au)i. Vektorun odede hasi-linin terifine gors,
|| =[Alwa| = |Aedal, - \a|=|Asdal = |A]edal
Buradan alinir ki, |p|=|g|. Gésterek ki, p ™1 §. Au>0 ve A <0 mimkiin hallari vardir. Birinci

a

hala baxaq. fale(,uﬁ) oldugundan, hamginin Ava u eyni isarali adadler olduglarindan p va
a vektorlar eyni istigamatlidirler. Lakin q:(zy)a ve a vektorlarinin da istiqgamatleri eynidir,
belaliklo, p 71 4. Analoji gada ile Au<0 halinda da miieyyen edirik ki, p T7T g.Buradan
|| =|g| beraberliyinie esasen, A(udi)=(Au)i olmasi alinir.

3% Her hansi A négtesindan AB=a vektorunu, sonra ise B nodqtesindan BC=b

vektorunu ayiraq. Ugbucaq qaydasina esasen, E+Fézfé, yani AC=d+b. Omsall A
adadi olan ve markazi 4B,BC ve AC duz xattlerine oid olmayan muayyen O ndqgtasinda

yerlasan homotetiyaya baxaq. Tutaq ki, A',B've C'- A,Bve C ndqgtslerinin obrazlaridir.Onda
AB =14B, BC =ABC, AC=A4AC veya AB =i, BC =4b, AC =Ala+b) Diger
terafden, licbucaq qaydasina esasen, A'B'= A'B'+ B'C', yani ﬂ(& + l;)z Ad+ Ab.

4°.iki miimkiin hala baxmaq lazimdir: a) A >0 veb) Au<0.

a) Au>0. Muayyan A ndqtesindan AB = Aa vektoru-nu, sonra ise B noqgtasindan
,BC =|ula|. 21> 0 olduguna gors, 4B BC,
yoni Bnoqgtesi A4 ve C(noqgteleri arasinda vyerlosir. Belalikle, AC=AB+BC ve ya
AC =|2|a|+|p|a|. Lakin 2 ve u eyni isareli adedlerdir, ona gére de |A|+|u|=|A+ 1| .Bu ise

BC = i vektorunu ayiraq. Onda AB =|1|d

gOsterir ki,

AC = |+ plal. (4)
A>0,u4>0 olduqda AC ve G vektorlan eyni istigamatli,
A<0,u<0, yoni A+ u<0 oldugda ise oks istigamatli vektor-lardir. Ona goére do (4)
berabaerliyinie esasen alarq: AC = (/1 + ,u)d . Diger terefdan, AC=AB+BC =i + ,uE
Belslikle, (A + u)d = Ad + p.

Au < 0halinda da 4° barabarliyinin dogrulugu analoji gayda ile asaslandirilir.

Miihazire 2

Vektorlarin xatti asililigi

1. ©vvalca vektorlarin kollinearligina dair asagidaki teoremi isbat edak:

Teorem 1. ©Sger a ve E vektorlar kollineardirlarsa ve d ¢6§adi 6danilirse, onda elo
yegane a adadi vardir ki,

b=qa. (1)
isbati. ilk ndvbade (1) beraberliyini 6deyen « adadinin varligini ssaslandiraq.
N o i j|
a”b oldugundan, ya @ ™ b, yada @ ™ b. Birinci halda « G ikinci halda ise « 7 gebul
a a

edok. Vektorun fdeds vurulmasi emalinin terifine asasan, har iki halda (1) barabarliyini alingq.



indii ise isbat edsk ki, (1) sertini 6dsysn « adadi birgiymatli tayin olunur. Farz edsk ki,
a, els bir haqiqi edaddir ki, b= a,a.Bu berabaerlikden ve (1) berabardiyinden alinir ki, aa = aa
ve ya (a —al)é =0. a#0 oldugundan, ¢ —a, =0 veya a =q,.

a vektoru o mustevisi lizerinda yerlagan miiayyan diiz xatte paralel oldugda deyirlar ki,

a vektoru b mistavisine para-leldir. Askardir ki, o muistevisine paralel olan a vektoru o
mustavisina paralel olan istenilan mustaviys da paraleldir.
Oger a,b va ¢ vektorlarinin paralel olduglarn mistavi vardirsa, bu halda deyirler ki,

d,l;,E vektorlari komplanardirlar. Qeyd edak Ki, 5,5 ve ¢ vektorlarindan heg¢ olmasa biri sifir

vektor oldugda bu vektorlar komplanardirlar. Dogrudan da, miieyyaenlik tglin, masalen, ¢ =0
oldugunu ferz edek. Fazanin har hansi O ndqgtesinden OA:&,OB:B,OC:E vektorlarini
ayiraq. 0,4 va B noqtelarinden 5,[; vo ¢ vektorlarina paralel olan miistevi kegdiyinden bu

vektorlar komplanardirlar.
Komplanar vektorlara dair teoremi isbat edak:

Teorem 2. Oger a,b ve ¢ vektorlar komplanardirsa ve a,b -kollinear olmayan
vektorlardirsa, onda ele yegans « ve £ adadleri vardir ki,

¢ =ad+ fb. )

isbati. ©vvalca (2) beraberliyini édeyen « ve S egedlerinin varhdini isbat edak.

Misyyan O néqtesindan @zd,@zl;,O—é:E vektorlarini ayirag. Bu vektorlar komp-lanar
olduglarindan O, 4,B,C noqgtsleri bir mastavi Uzarinds yerlosirlar, eyni zamanda O, A4,B

ndqteloeri bir diiz xatt Gzarinds yerlagmirlar (& =da, OB =b kollinear olmayan vektorlardir).

B

v

a)

Sekil 5
C noéqgtesi OB duz xatti Uzarinds yerlasdikde (sok.5,a), OB =5,%=E vektorlari kollinear
olurlar. Bu halda teorem 1-8 asasen ¢ = ,Bl; voyac=0-a +,Bl; sortini ddayen [ adadi vardir,

yani (2) barabarliyi 6danilir. C nogtasinin OB duz xatti Uzerinds yerlosmadiyi hala baxaq (sek.
5,b). OB duz xettine CC, paralel diiz xattini kegirek, burada C;, — 04 duz xattinin néqtssidir.

Ugbucaq gaydasina esasen, O—CI:R#C—C]. Lakin OCIHOA, CICHOB,ona gors de

O—C; = aﬁ,@ = fb beraberliklarini 6deyen a ve B adadleri vardir. Belaliklo, OC = ai + Bb

yani (2) barabarliyi 6danilir.
Indi isa (2) barabearliyini 6deyan « ve S adadlerinin birgiymatli tayin olundugunu isbat

edok. Tutaq ki, o ve B, elo adadlerdirler ki, E:ala+ﬂ15. Bu barabarlikden va (2)
barabarliyinden alariq: (o -, )i+ (8- )b =0. Agkardir ki, & —a, =0, -, =0.Dogrudan da,

masalen, a —a; =0 oldu-gunu ferz etsek, sonuncu vektor barabarliyinden alariq: d _AZP _ﬂl;,
a-a
buiss d ve b vektorlar kollinear olmadigina gére miimkiin deyil.
2. Tutaq ki,
ay,dy,...,d, (3)



vektorlar sistemi ve n sayda «;,a,,...,a, haqiqi adadleri veril-migdir. b = a, + aya, ++--+a,a,

vektoru verilmis a,,4,,...,a, vektorlarinin xatti kombinasiyas: adlanir. Hamginin deyirlar ki, b
vektoru a,,ad,,...,a, vektorlari ile xatti ifads olunur.
Oger
i, + iy +---+at,d, =0 (4)
beraberliyini ddeyan ve heg¢ olmasa biri sifirdan ferqli olan ¢,,a,,...,c, adadleri vardirsa, o
halda deyirlar ki, (3) vektorlar sistemi xatti asilidir. (4) bearaberliyi yalniz o, =a,=...=2,=0
olduqda 6danildiyi halda ise a,,a,,...,a, Xatti asili olmayan vektorlar sistemi adlanr.

n=1 halinda bir vektordan ibarat sistem alinir. Agkardir ki, bele sistem yalniz sistemin
vektoru sifir vektor oldugda xatti asilidir.
Xatti asili olan vektorlar sisteminin bazi xassalerini nezar-dan kegirak.

1°. n>1 halinda (3) vektorlar sisteminin xatti asili olmasi lglin zeruri ve kafi gert bu
vektorlardan he¢ olmasa birinin sistemin qalan vektorlarinin xatti kombinasiyas! olmasidir.

Tutaq ki, (3) vektorlar sistemi xatti asilidir. Bu o demakdir ki, (4) barabarliyi ddenilir va
a,a,,...,a, 9dadlerindan he¢ olmasa biri sifirdan ferglidir. Msyyenlik G¢iin «; #0 (k-1,2,..,n
adadlerindan biridir) oldugunu ferz edak. (4) bara-barliyini

= _ - X1 a, l_ak+1 = Ay ~

soklinde yazaq. Buradan gorindr ki, a, vektoru (3) sisteminin galan vektorlarinin xatti
kombinasiyasidir.

Tarsins, tutaq ki, (3) sisteminds a, vektoru qalan vektor-larin xstti kombinasiyasidir:

dp = Piay+-+ Bl + Brada ++ Bua,.
Bu barabarliyi asagidaki kimi yazagq:
Bidiy + -+ By sy + (= 1)y + By -+ Byd, =0.

Sonuncu baraberlik (3) vektorlar sisteminin xatti asili oldugunu gésterir (a, vektorunun emsal
sifirdan farqlidir). |

2°. Alt sistemi xatti asili olan vektorlar sistemi xatti asilidir.

Tutaq ki, (3) vektorlar sistemi verilmisdir vo d4,,a,,...,q; (l<n) vektorlar sistemi xotti
asilidir. Demali, heg olmasa biri sifirdan ferqli olan el «,«;,...,a; adadleri vardir ki,

@) + Qydy + -+ iy =0,
Bu berabarliyi asagidaki kimi de yaza bilerik:
i, + iy + -+ aydy +0dy, +---0d, = 0.

Belslikla , (3) vektorlar sistemi de xatti asilidill

3%, Xotti asili olmayan vektorlar sisteminda sifir vektor yoxdur.

4°. Xotti asili olmayan vektorlar sisteminin istanilon alt sistemi xatti asili deyil.

3% xassasinin dogrulugu 2° xassesinden bilavasite alinir, 4° xassesinin dogrulugu ise
aksini forz etma ile asanligla asaslandirilir.
3. Vektorlarin xatti asiliiginin handasi mahiyyatini izah edan teoremleri geyd edak.

Teorem 3. 5,5 vektorlar sistemi yalniz ve yalniz bu vektorlar kollinear olduqda xstti
asildir.

isbati. Tutaq ki, 5,5 vektorlar sistemi xatti asilidir. 1° xassesina gbro bu vektorlardan
he¢ olmasa biri digeri ile xatti ifade olunur. Muayyenlik Ggln b =ai oldugunu geabul edak.
Buradan goriinir ki, a ve b vektorlari kollineardirlar.

Tearsing, tutaq ki, a ve b vektorlar kollineardirlar. & =0 oldugda 3% xassesine gora
d,l; vektorlar sistemi xetti asiidir. G # 0 oldugda ise teorem 1-o asasen, b =cd . Buradan

od +(— 1)5 =0 berabarliyi alinir, yani d,l; vektorlar sistemi xatti asilidir.



Teorem 4. 4,b,¢ vektorlar sistemi yalniz ve yalniz bu vektorlar komplanar olduqda xatti
asildir.

isbati. Tutaq ki, 5,5,5 vektorlar sistemi xatti asilidir:

od + ,b’l; +7=0,
burada «, 5,y amsallarindan he¢ olmasa biri sifirdan farglidir. Gosterak ki, da,b va ¢ vektorlar
komplanardirlar. «, f ve ya y emsallarindan he¢ olmasa biri sifra barabar oldugda hdkmiin
dogrulugu agkardir. Dogrudan da, masalan, ¥ = 0olursa, onda aa + ﬁE =0 vo teorem 3-o goro

G ve b vektorlan kollinear-dirlar. Bu isa é,l; ve ¢ vektorlarinin komplanar olmasi demakdir.
a#0,8+0,y#0 halina baxaq.

Musayyan O ndqtesinden OA=ca vektorunu, sonra iss A nogtasinden AB = ,Bl;
vektorunu  ayiraq. OA+ AB = OB oldugundan, aa+ ,BB =OB. Diger  terafden,
od + ﬁg =—yc,ona gobro de OB = —-x.0,A ve B nogtelerinden o mistevisi kegir.
a#0,8+0,y#0 oldugundan, OA = ai , AB = ,85 vo OB = —y¢ barabarliklarindan alinir ki,
5,5 vo ¢ vektorlari o mustavisine paraleldirlor ve ona gére de komplanardirlar.

Tersina, tutaq ki, 5,5,5 vektorlari komplanardirlar. ©ger 6”5 olarsa, onda teorem 3-8

osasen, d ve b vektorlar xatti asilidirlar ve 2° xassesine goéra a,b,c vektorlar sistemi xotti
asilidir. a ve b vektorlari kollinear olmadigda ise teorem 2-ya asasen, ¢ = ad + fb. Buradan 1°

xassosine asasan a,b,c vektor-lar sisteminin xatti asili olmasi alinir.

B /I Miihazira
Fazada afin va diizbucaql koordinat sistemlari. Parcanin verilan nisbatda
béliinmaesi.

1. Tutaq ki, fezanin ixtiyari O noéqtesi ve ixtiyari |1, 12,13 bazisi verilmisdir. O
néqtesinden ve 11, 12,13 bazisinden ibarat olan dérdliys fozada imumi dekart koordinat
sistemi ve ya afin koordinat sistemi deyilir ve Olil2ls vo ya (O,l1,l2,1:

olunur (sakil 1).

O néqtesi koordinat baslangici, 11,12 ve Is- koordinat vektorlari adlanir. I3
Koordinat baslangicindan kegan, koordinat vektorlarina paralel olan Iy

ve lizarinde miisbaet istigamet teyin olunmus diiz xsttlare koordinat /

oxlan deyilir. 11,l2 ve I3 vektorlarina paralel olan oxlara uygun olaraq ab

ordinat, aplikat oxlari deyilir ve Ox, Oy, Oz kimi isars olunur.

Ox ve Oy, Ox ve Oz, Oy ve Ox, Oy ve Oz oxlar ile tayin olunan miistavilsre

sakil 1.

koordinat mustavilari deyilir vo Oxy, Oxz, Oyz kimi isars olunur. Olil2l3 koordinat sistemi

bazon Oxyz kimi de isare olunur. Fezanin ixtiyari M néqtesini goétirek. OM radius-

vektorunun |1, Iz, I3 bazisindeki x, y, z

koordinatlari M néqtasinin Olil2l3 koordinat sistemindaki

koordinatlan adlanir ve M(x,y,z) kimi isare olunur. X adadi Iy

absis, Y adadi ordinat, Z edadi aplikat adlanir (sakil 2).

Belslikloa, OM=xe1+yez+zes. I >
Umumi dekart koordinat sisteminde verilmis M1(x1,y1,21)

sokil 2.

ve M2(x2,y2z2) néqteleri igiin M1M2 vektorunun koordinatlar bels hesablanir;

M1M2=0OM2-OM1= =x2e1+y2e2+Z2€3- (X1€1tYy1€2+Z1€3) = (X2-X1)e1+(yz-y1)ez+ (z2-z1)es.

Demali, M1M2 vektorunun MiMz(x2-x1, Y2-y1, Z2-Z1) koordinatlari vardir.



Diger terafden, MiM2 parcasini A nisbstinde bélek (A # -1). M néqtesinin
koordinatlarini hesablamaq

ligciin OM=OM+{IOMZ beraberliyinden istifade olunur. Bu barabarliys esasan

miiayyon edirik l{i,

M néqtesinin x, y, z koordinatlari XM %QL Ay2 Zpt 022 disturlan
d Y 1+ T+ ey

ila hesablanir.

Xiisusi halda, M1M2 par¢asinin orta noqtssinin (A=1) %‘(ﬂ 19%& %5—2
koordinatlari vardir.

l1,12,13 bazisi ortonormal bazis olduqda Ol1l:l3 diizbucaqli dekart ve ya sadeco
diizbucaql koordinat sistemi adlanir. Diizbucaqli koordinat sistemi adaten Ojik kimi isare
olunur, burada i?=j2=k?=|, jj=ik=jk=0.

Oijk diizbucaql koordinat sisteminde koordinatlari ile verilmis Mi(x1,y1,21) ve
M>(x2,y2,z2) néqtaleri

arasindaki masafe M1 M2 = | My Mz | =V (x2 = x1)2 + (y2- y1 )2 + (z2- z1 )2 diisturu ile
hesablanir.

IV Miihazire

Vektorlarin skalyar hasili

1. Tutaq ki, @ ve b sifirdan forqli vektorlardir. ixtiyari 0 ndqtesinden 04=a ve

OB =b vektorlarini ayinb 04ve OB slalarina baxaq (sek. 8, a). a ve b vektorlari
arasindaki bucaq dedikde 04ve oOBsualan ust-Uste dusmadiyi halda bu sualar
arasindaki bucaq, yani 40Bbucagi basa disllir. 04ve OB slalan Ust-Uste dusdikds
ise @ ve b vektorlar arasindaki bucadin sifra bsrabsr olmasi gsbul edilir. a ve »
vektorlari arasindaki bucaq (d 5) kKimi isare olunur. Teraflori eyni istigamatli olan
bucaglar beraber oldugundan (sek. 8, b), verilmis vektorlar arasindaki bucaq O
néqtesinin segimindan asili deyil.

- LL

a)

Sokil 8

(&, 5)=% oldugda sifirdan fergli & ve b vektorlarina qarsiligh perpendikulyar

vektorlar deyilir. Bu halda 4 1L b yazilir. @ ve 5 vektorlarindan heg olmasa birinin sifir

vektor olmasi halinda (Ei,l?)=§ oldugunu gabul edirik. Buradan aydin olur ki, sifir vektor

istonilon vektora perpendikulyardir. Belslikle, iste-nilon a@ ve & vektorlar Ugiin
0<(d,b)<x.



Iki vektorun uzunluglarinin onlar arasindaki bucadin kosinusuna hasiline bu

vektorlarin skalyar hasili deyilir. @ ve b vektorlarinin skalyar hasili a-5 ve ya ab kimi

isara olunur. Belslikls, tarife asasan,
ab = |d|‘5‘cos(d, I;) (1)
Bu diisturdan goérinir ki, yalniz ve yalniz a 1 b oldugda ab =0. Bu natice a ve
b vektorlarindan heg olmasa biri sifir vektor oldugda da dogrudur.
(1) dlsturundan alnir ki, aa =|ﬁ|2. aa odedi avektoru-nun skalyar kvadrati

adlanir ve a2 kimi isare olunur. Beloliklo,
ld|=a?. 2)
2. iki vektorun skalyar hasilini onlari koordinatlarina gdre toyin etmays imkan
veran asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 1. Ortonormallagdirimis bazisde verilmis a(ay,ay,a;) VO  b(by,by,by)
vektorlarinin skalyar hasili
ab = a\b, + ayby + azb, (3)
disturu ile ifade olunur.
isbati. & ve b vektorlarindan he¢ olmasa biri sifir vektor oldugu halda (3)
baraberliyinin dogrulugu askardir. Ona gére de a=0 ve b =0 halina baxmagq kifaystdir.
Bvvelce forz edsk ki, @ ve b vektorlari kollineardirlar. Her hansi 0 néqtesinden
OA=a ve OB=b vektorlarini ayirag ve 04B Ugbucagina baxaq. Kosinuslar teoremina
gore AB* = 04% + OB® —204-OBcosa , buradaa = (5, 15) AB=b-d, OA=ad,OB=h
oldugundan sonuncu baraberliyi bele yaza bilerik:

b = %Uaﬁ 2 - af} (4)

2 = (bl _al)z + (bz —ap )2 + (b3 - a3)2 . AnaIOJ|

(E - aXbl —ay,by —ay,by —ay) oldugundan, ‘5 - a\
muhakimaya gore
-2
a =af +a3 +a3, b =67 +b3 +13. (5)
Bu qiymatleri (4) dusturunda yerine yazib, muvafig elementar cevirmalori
aparsaq, (3) dusturunu alariq.
indiise @ ve b vektorlarinin kollinear oldugunu gebul edsk. Koolinear vektorlara
dair teoremao asasen els 4 adadi vardir ki, @ = 1b. Bu ise 0 demakdir ki,
a = ibl,az = ibz,a:; = ib:; . (6)

Skalyar hasilin terifine asasen 55:(/15)5:‘/15“5‘005(/15,5) Bura-dan alinir ki, istenilon 1
sdedi tigiin: a5 = 45| . Bilirik ki, [5|" =57 + 23 + 57, ona gére de
b = ﬂ(bf +b3 +b32): (b, )b, + (Aby )by + (b3 b5 .

Sonuncu baraberlikde (6) sertlerindan istifade etsak, (3) disturunu aIan!

Netice 1.Ortonormallagdinimis bazisde verilen d(a,,a,,a;)  ve b(by,b,,bs)
vektorlari yalniz ve yalniz

ayby + ayby +asb; =0

olduqda qarsiligh perpendikulyardiriar.

Notica 2. Ortonormallagdinimig bazisde verilon sifirdan forqli a(ay,a,,a;) Vo
b(b,,b,,b;) vektorlar arasinda qalan bucadin kosinusu



ab, + a,b, + asby

\/a12+a§+a32\/b12+b22+b32

cos(d,g)= (7)

diisturu ile hesablanir.
a
e

‘E‘—nin (3) ve (5) dusturlarindan olan giy-matlerini yerina yazsaq, (7) dUsturuHJ alariq.

Dogrudan da, (1) disturuna gére cos(Ez,E): Bu beraberlikde ab,[a| ve

3. Asagidaki teorem vektorlarin skalyar hasili emalinin asas xassalerini ifads edir.

Teorem 2. Ixtivari ave B adadleri va ixtiyari a,bve ¢ vektorlan (olin asadidaki
baraberlikler dogrudur:

1°. @b = ba.

2°. (a&)l; = a(c’il;) ve Zi(al;)z a(Zil;)

3 (a+b ) =ac+be.

isbati. Ortonormallasdinimis 7,7,k bazisini secek ve verilmis vektorlarin
d(ay,as,a3),b(by,by,b3),¢(cy,cp,c3)  koordi-natlarini  daxil edek. Barabarliklarden birini,

masaloen 3°baraber-liyini isbat edek, qalanlari eyni qayda ila isbat olunur.
(a +I5Xa1 +by,ay +by,a+by) oldugundan, (3) dusturuna asasaen,
(ﬁ+5)5 =(a; + b )e; + (ay + by )ey + (a3 + by )ey = (aye) +ayes +
+ a3c3)+(b1c1 +byc, +b3c3)= ac+b¢. A
Natica 3. ixtiyari a,b,c ve ¢vektorlari tglin
(@+b)¢+d)=ac+bc+ad+bd
beraberliyi dogrudur.

4. Skalyar hasilden istifade edarak, ortonormallasdirimis bazisde vektorun
koordinatlarinin hendesi menasini izah edek. Tutaq ki, a-ortonormallasdirimis 7,;,k
bazisinde d(a,,a,,a;) koordinatlari ile verilmis sifirdan ferqli vektordur. Bu o demak-dir
Ki, d@=aji +a,j +a;k. Bu barabarliyin her iki terefini ardicil olaraq i, ve k vektorlarina
skalyar vuraq ve ii=jj=kk=1, ij=ik=jk=0 soertlorini nezere alaq:
ay=adi,a, =aj,a, =ak. 9Oger ¢ =(Ei,?),(p2 =(ﬁ,}),(p3 =(Ei,l€) isare etsak, onda sonuncu
dusturlar bu sekilde yaza bilerik:

a, =|d|cos gy, a, =ld|cosp,, a; =|d|cosp;. (8)
cos @y, cos,,cosp, odadleri @ vektorunun i,k bazi-sinde yénaldici kosinuslari

adlanir. (8) dusturlarindan alinir ki, vektorun har bir koordinati bu vektorun uzunlugunun
uygun ybéneldici kosinusa hasiline barabardir.
a,,a,,a; koordinatlarinin (8) dusturlarindan olan giymat-lerini (5)-in 1-ci

dusturunda nazare alaq:
|a 2 =2 2 2 2
a| = |a| COS™ @ +C0s” @, +CoS” @5
voya |a|#0 sertine asasen,
cos? o+ cos? @, + cos’ @ =1.

Belolikla, istenilen sifirdan farqli vektorun yénaldici kosinuslarinin kvadratlar comi
vahide barabardir.



V Miihazira

Miistavinin oriyentasiyasi

L alt fezasinin bitin bazisleri goxlugunu B ile isare edek. 48>0 oldugda

deyacayik ki, 4,BeB bazisloeri A munasibastindadirler (eyni oriyentasiyaya malikdirlor).
Bu halda 4AB yazilisindan istifade edeceyik. isbat edek ki, L alt fezasinin biitin
bazislarinin B ¢oxlugunda A miinasibati ekvivalentlik miinasibatidir.

1) Istenilen 4 bazisi liglin: 4A4.Bu natice 1° xassasindan alinir.
2) ©ger AAB olarsa, onda BA4.Dogrudan da, AAB= = 4|B>0.Lakin 3’

xassasindan alinir ki, B|A = AL|B >0, ona gore de BAA.
3) oger AAB Vo BAC olarsa, onda AAC.Dog@rudan da,
AAB= AB>0, BAC= B|C >0.2" xassesine esasen, 4|C = =(4B)B|C)> 0, yoni 4AC.

Isbat edsk ki, B /A faktor-coxlugu yalniz iki elementdan ibarstdir. Bundan 6trii

. . 0 1 .
A=(a,a,) ve B=(d,.a,) bazislerine baxag. A|B=‘1 0:—1 oldugundan, X, ve K,

ekvivalentlik siniflori Ust-Uste dismdrler. Yoxlamaq olur ki, ixtiyari ¢ =(c¢,,¢,) bazisi ya
K, sinfine, ya da K, sinfine daxildir. Dogrudan da, 2° xassesina gére 4|C =(4B)B|C).
Lakin 4|B=-1, ona gore de 4|C =-B|C. Buradan alinir ki, ya 4/C>0, ya da B|C>0.Birinci
halda CeK ,,ikinci halda ise Ce K, olur.



B /A faktor-coxlugunun elementlerinden har birine L vektor alt fezasinin
oriyentasiyasi deyilir. Bu oriyentasiyalardan birini segek ve onu miisbat oriyentasiya (
digerini ise-menfi oriyentasiya) adlandirag. Musbat oriyentasiyanin segildiyi L vektor alt
fozasina oriyentasiya olunmusg alt feza deyilir. MUsbat oriyentasiyali bazisler sag
bazisler, manfi oriyentasiyall bazisler ise sol bazisler adlanir.

Vektorlarinin alt fezasi oriyentasiya olunmus mdistaviye oriyentasiya olunmus
mustevi deyilir. ¢,¢, bazisi sag bazis oldugda 0¢é, koordinat sistemi

sag, sol bazis oldugqda iss so/ é

koordinat sistemi adlanir. Sakil 1- R
de O¢eé,-sag koordinat sistemi, 0O ¢

0é,(-¢&,)-sol koordinat sistemi- é,

dir. Umumiyystle, koordinat sis-

temlarinin tasviri zamani sag koor- Sokil 1

dinat sistemina ele koordinat sistemi aid edilir ki, onun Ox ve Oy oxlari sag alin agilmig

ovucuna baxdiqda bas ve sahadet barmaglari kimi yerlagmis olsunlar.

VI Miihazira
Fazada afin va diizbucaqli koordinat sistemlarinin ¢evrilmasi.

2. Koordinatlari ile verilmis (c vektorun komplanarliq elamatini ifade eden
asagidaki teorem dogrudur:

Teorem: ixtiyari l1, 12, Is bazisinda koordinatlari ila verilmis a1(a1,azas), b1(b1,bz,bs),
c1(c1,c2,C3) arbics

azbzc
vektorlarinin komplanar olmasi ticiin zeruri ve Kafi saif b, c;
édenilmasidir. (2)

=0 beraberliyin



isbati. Tutaq ki, a , b vo ¢ komplanardirlar. Onda bu vektorlar xatti asilidirlar, yeni eyni vaxtda
sifira beraber > ~ >
olmayan els a, 8, y adadleri vardir ki, ad+8b +yc=0 (3)
Bu beraberliyi koordinatlarala yazaq: aai+ 8b1+ yci1= 0, aaz+ 8b2+ yco= 0, aazt+ 8bz+ ycs= 0
(4)
Belolikls, (2) barabarliyinin sol tersfindski A determinantinin situnlari xatti asilidir. Bu ise A=0,
yoni (2) baraberliyinin édenilmasi demakdir.
Tersins, tutaq ki, (2) baraberliyi 6denilir. Onda A determinantinin situnlan xatti asihdir, yani (4)

bircins tenlikler sisteminin sifirdan forqli halleri vardir. (4)_bearaberlikleri uygun olaraq, 1, 12, I3
vektorlarina vurub toplasaq, (3) beraberliyini alariq. Demali, a, b ve c vektorlar xatti asilidirlar,
ona géra de komplanardirlar. Teorem isbat olundu.

Miiayyan nizamla gétiirilmis komplanar olmayan ixtiyari ti¢ vektor lg-él¢ili V vektor fezasinin
bazisi emela gstirdiyinden V fezasinda sonsuz sayda bazisler vardir. Bu bazislerden ikisini
gostorak:

> S>> > > > e e . e . ..
A=( a1, az, az) vae B (b4, bz, bz). B bazisinin vektorlarini A bazisinin vektorlan iizre ayiraq:

= > > > > > > > > > > >
bs= crras+ czraz + c31as, b2= c12a1+ C2282 + C3283, bs= c13ar+ Cz23a2 + C33as3
C11C12C13
= B > . .. .. TN
b1, b2 va bs vektorlarinin koordinatlarindan diizalan ii¢ tartibdi csc; (5)
C31C32C33

matrisine baxaq. (5) matrisi A bazisinden B bazisine keg¢id matrisi deyilir. Kegid matrisinin
determinantini C1IC12CI3

C21C22€C23

A|B kimi isare edek. Belslikls, A | B=(a1, a2, as) | (b1, bz b3) Fo, e s

61, Bzﬁb:; vektorlar xetti asili olmadigindan isbat etdiyimiz teoreme gére A | Ba#0
Fezanin ixtiyari A, B ve C bazisleri i¢iin asagidaki barabarliklor 6danilir:



1. A|[A=1;
2. (A|B)B|C)=A|C;
3. (A|B)(B|A) =1
Fazanin biitiin bazisleri coxlugunu 8 ile isara edsk. A | Ba 0 olduqda deyirki, &, B
Bbazisleri A miinasibatindadirler (ve ya eyni oriyentasiyaya malikdirler). 1-3
xassolerinden bilavasite alinir ki, A miinasi-bati 8 coxlugunda ekvivalentlik miinasibatidir.
Gédstorok Ki, 8 | A faktor- coxlugu yalniz iki elementden ibaratdir. Bundan

010

Gtrii A=(a1, @2, as) ve B=(bs, ba, bs) bazisleri gétirek. A| B=10 0 = -1 oldugundan, Ka ve
Ks ekvivalentlik

001
siniflari iist-iists diismiirler. Diger tersfden, ixtiyari =( C1, T2, C3) bazisi ii¢iin 2 xassasine
gére,
A | C=(A | B)(B| C)=-B| C. Buradan alinir ki, ya A| C> 0, ya da B| G- 0. Birinci haldaeC
Ka, ikinci halda ise C  Kgolur.

B| A fakor-¢oxlugunun elementlarindan her birinae V vektor fezasinin oriyentasiyasi
deyilir. Bu oriyentasiyalarindan birini se¢ak ve onu sag oriyentasiya (digerini ise sol
oriyentasiya) adlandiraq. Miisbet oriyentasiyanin secildiyi V vektor fezasina oriyentasiya
olmus vektor deyilir. Miisbat oriyentasiyali bazislor sag bazisler, manfi oriyentasiyali
bazisler ise sol bazisler adlanir.

Tutaq ki, V-E3 evklit fazasina uygdun olan vektor fazadir (yani onun yénaldici vektor
fezasidir). V oriyentasiya olunmus vektor faza olduqda deyirler ki, E3
fezasi oriyentasiya olunmusdur.”"Bu halda e1, 2, €3 sag (sol) bazis
oldugda Oerezes koordinat sistemi sag (sol) koordinat sistemi adlanir. Adstan fazanin
oriyentasiyasi els segilir ki, Oxyz sag koordinat sisteminin Ox, Oy, Oz oxlari sag alin bas
saheadet ve orta barmaqlarn boyunca yénalmis olsunlar.

3. Tutaq ki, fezada iki Oe+€2e3ve O'es'es'es' afin koordinat sistemleri verilmisdir. Bu
koordinat sistemlarini kéhne va yeni koordinat sistemleri adlandiraq. Tutaq ki, M-fezanin
ixtiyari néqtsasi olub, kéhne ve yeni koordinat sistemlarinden de x,y,zve X', y', Z'
koordinatlarina malikdir. Yeni koordinat sisteminin baslangicinin ve bazis vektorlarinin ~
kéhne koordinat sistemindeki O'(xo, Yo, Zo), €'(C11, C21, C31), €'(C12, C22, C32), €'(Cis, C23,
c33) koordinatlarini bilerak X, y, z koordinatlarini X', y', z' koordinatlar: ile ifade edak.

Verilenlers goére,

, >
OO’ = xger + yoez + Zoes

€'2 C1267 + C22€62 + C32€3, (6)

=

' = cr7e1 + C31€2 + Cz1€3, e'"= C1367 + C2362 + Ca3€3,

Ugbucaq qaydasina esasen, OM = OO’ ¥ O'M , ona gérs da Xes +ez + zes = 00’ ¥ x'e;
+y'es +Z'es. Bu beraberliyin sag terafindes (6) ayrilislarini nezer alib, har iki
terefdeki uygun emsallar miqayise etsoek, yaza bilsrik:

X=ciX'+cyy' +Czz'+Xo, Yy =cCax*HcCay+ca3z'+yo, z=cax +Cay'+ C232'+ 20

(7) diisturlarina fazada afin cevirma diisturlar deyilir. €1, ez, e3 vektorlari komplanar
olmadigindan C1ICI2CI3

C21C22C23

= (8)

€31€32C33



Matrisinin A determinanti sifirdan farqlidir. Ona gére de (7) sistemi X', y', Z'
koordinatlarina nezaran hall olunandir. (7) diisturlarindan xiisusi hal kimi koordinat
baslangicinin kégtirilmaesi, yeni O'es'ez'es’ sistemindean O'erezes sistemine kegid zamani

koordinatlarin cevirme diisturlar alinir. X =x'+xo, y =y'+ Yo, Z=2'+ 2o

Diger terefdan yeni Oe'1ee's koordinat sistemi kéhnd Oesezes koordinat
sisteminden yalniz koordinat vektorlar ile farqlandikds (koordinat vektorlarinin svez
olunmasi), (7) disturlari bels yazilir:

X=cX'+cyy' +cyz', y = CaX'+Ca2y'+C232Z', z =3 X' +C32y' + C332'

O>ij>k> dizbucaql koordinat sistemind9n>6>'i'j'k' dizbucaql koordinat sistemine kegid
zamani (7) disturlanin-dan istifade oluna bilsr. Lakin bu halda (8) ke¢id matrisinin
lizarine slave sartler qoyulur. Bu sartler asagidakilardir: C matrisinin her bir satrinin
elementlerinin kvadratlar cemi vahide barabardir ve iki miixtslif sstrinin uygn coso sing 0
elementlarinin hasilleri comi sifira barabardir.

100 -sing cosq 0
Bels xassaslars malik olan C kvadrat matrisine ortoqonal matris deyilir. Masglgn: 0 0 i

’

ggogona/%n;a%trislardir. Qeyd edok ki, ortoqonal C matrisinin A determinanti A% = 1 sartini
odayir, yani A = £1. i, j, kK vai, j', k' bazisleri eyni oriyentasiyali olduqda A = 1, oks
oriyentasiyali olduqda ise A = -1 olur.

VII Mihazirs

Mustavi Uzarinda duz xatt tonliklari. Duz xattinumumi tanliyi.
Duz xatta nazaran yarimmiistaviloer

1. Verilmis diz xette paralel olan istenilan vektor onun ydnaldici, yaxud
istiqametverici vektoru adlanir. DUz xattin vaziyyati bu diz xattin yonaldici vektorunun
va muayyan noqtesi-nin, yaxud iki ndqgtasinin verilmasi ile birgiymatli teyin olunur.

Tutaq ki, mustavi Uzerinde O¢,e, afin koordinat sistemi segilmigdir ve bu sistemda

d diz xettinin musyyan M,(x,,y,) nogtesinin ) yoneldici  d(aa,)

d

vektorunun koordinatlari malum- 7

dur (sek. 19). 4 duz xattinin tenli- M(x,y)

yini yazaq. Askardir ki, M(x,y)

néqtasi yalniz ve yalniz M, M ve M,

a vektorlan kollinear oldugda 4 g

diiz xattine aid olar. A,M vekto- é,

ru Oeée, koordinat sisteminde

(x—x,,y - v,) koordinatlari oldu- Saekil 19

gundan, W va a vektorlarinin kollinearliq sertini bele yaza bilerik:
SR Y (1)
Y=Yo @,

M noqtesi 4 duz xatti Uzerinde yerlesdikde onun koordinatlari (1) tenliyini
Odayirler ve bu ndqte 4 diz xastti Uzsrinde yerlosmadikda ise onun koordinatlari (1)



tonliyini 6damirler, ona gora da (1) tenliyi 4 diz xattinin tanliyidir. (1) tanliyini bu sakilda
dsa yazmagq olar:
. az(x_xo)_”l(y_J’o):O- (2)

2. |ki nogtasi ile verilon duz xattin tanliyini ¢ixarag. Tutaq Ki, O¢é, afin koordinat
sisteminda 4 d
diz xattinin M,(x,,y,) vo M,(x,,v,) M,
ndqtalerinin koordinatlari malumdur
(sak. 20). Onda MM, vektoru d diiz

xottinin yonaldici vektorudur. Bu vek- é,
tor 0ée, afin koordinat sisteminde M,

(x, —x,,y, — y,) koordinatlarina ma- 0O é,

likdir. Ona goére da (1) dusturuna asa-

san d diz xattinin tanliyi asagidaki Sakil 20

kimi yazilar:
X=X XX _o. 3)
Y= Yo=h

x, —x, 20 V@ y, —y, =0 oldugda (3) tenliyini bu sekilde de yazmagq olar:
XX zy_)ﬁ' (4)
Xo =X Va0

3. Tutaqg ki, mustevi Uzarinde 0¢é, afin koordinat sistemi secilmis ve ordinat
oxunu kasen d dlz xatti verilmisdir. 8ger d(a,,a,)-d dlz xattinin yonaldici vektorudursa,
onda a ve ¢, kollinear olmayan vektorlardir, ona gora da al;tO.k:a—Z adadi J dliz

4
xattinin bucaq emsali adlanir. Gosterak ki, bucaq emsali diz xattin yonaldici vektorunun
seciminden asili deyil. Dégrudan da, eger bh(b.b,) ddiz xsttinin diger yodnaldici
vektorudursa, onda 5“15 ve ona gore de ave b vektorlarinin  koordinatlari

mutenasibdirlar: a, =4b,, a,=4b,.Buradan a, #0,b,#0 sertlorine asa-sen  alarq:
a, Ab, b,
a b b

d duz xetti 0ij dizbucagl koordinat sisteminds veril-dikde & bucaq smsali
daha sads handasi manaya malik olur. Dogrudan da, tutaq ki, d(a,,a,)-

bu duz xettin yonaldici vektorudur.

Onda § 6-daki teorem 1-o asasen
a, = |c?|cos¢,a2 =|d|sin¢,

burada (pz(z”ii) (sek. 21). Ona go-

ro da

~.
S

B |Zi|sin(p

<Y

= =tgp. Belaliklo, kade- O
|a|cos¢
di (pz(z”a) istigamatlenmis buca- Sakil 21
gini tayin etmaya imkan verir.
Tutaq ki, k-0¢e, afin koordinat sisteminds veriimig 4 diz xattinin bucaq

amsalidir. Agkardir ki, koordinatlar =22 barabarliyini 6dayen istanilan sifirdan farqli
yZ

p(p,,p,) vektoru d diz xettinin yoneldici vektorudur. Ona gore de & oadadi malum



oldugda 4 duz xattinin istigamatini ve bu duz xattin har hansi M, noqtesi verildikde ise

onun vaziyyatini teyin etmak mumkundur.
0é,é, afin koordinat sisteminde M (x,,y,) nogtesi ve kbucaq emsali ile verilon
diz xattin tenliyini yazaq. Tutaq ki, d(q,,a,)-dlz xattin yonaldici vektorudur. (2)
disturuna asasen diz xattin tenliyi  a,(x—x,)—a,(y—,)=0 soklindadir. Buradan g«
adadina bdlmakls alariq:
Y=> =k(x—x0). (5)
Bger M,(x,,y,) noqtesi olaraq J diiz xattinin ordinat oxu ile B(0,s) kesisma noqtasini
gotiursak, onda (5) tanliyi bels yazilir:
y=kx+b. (6)
(6) tonliyi diiz xsttin bucaq emsalli tenliyi adlanir. Qeyd edak ki, ordinat oxunu kasen
istenilen duz xattin tanliyini (6) seklinde yazmaq olar.
4. Maustevi Uzarinds har hansi Oe¢e, afin koordinat sistemini segok . Tutaq ki, J -

yonaldici vektoru a(a,,a,) vek-toru olan va M(x,,y,) nogtesinden kegan diiz xattdir.
M(x,y) noqtesi yalniz ve yalniz M M|i oldugda, yeni mieyyen ¢ adadi Uglin M M =1a
barabarliyi 6denildikde 4 duz xettine aid olur. Bu milnasibsti koordinatlarla
X—Xx,=ta;,y—y,=ta, Vvoya
xX=x,+1a,,
} 0 1 (7)
Y=y, t1a,.
soklinde yaza bilerik. Bu beraberlikler diiz xattin parametrik tonliklori, ¢ ise onun

parametri adlanir. (7) parametrik tenlikle-rinin mahiyysti asagidakilardan ibaratdir:
istonilen ¢ adadi Ugln x,y koordinatlar (7) sertlerini 6deyan ndqte 4 diz xattinin

Uzerinde vyerlasir. Tarsine, ager (r,y)-d dlz xettinin ndqtesidir-ss, onda  (7)
barabarliklarini ddayan ¢ adedi vardir.

5. Yuxandaki muhakimaeler gdstarir ki (bax (2) tenliyi), istanilon duz xattin afin
koordinat sisteminda tenliyi bir daracali tanlikdir, yoni

Ax+By+C=0 9
soklinda yazila biler, burada 4 ve B eyni vaxtda sifra berabar olmayan adadlordir.

Tars hokmuiin dogrulugunu isbat edak.

Teorem 1. Afin koordinat sisteminds (9) bir deracali tenliyi ile verilon xatt diiz
xottdir. (- B,4) vektoru bu diiz xattin yénaldici vektorudur.

Isbati. Tutaq ki, » —(9) tenliyi ila verilan diiz xattdir, ,(x,,y,) iSe onun misyysn
noqtesidir. Bu o demakdir ki, M, (x,,y,) nogtesinin koordinatlari (9) tenliyini 6dayirler:

Axy + By, +C =0. (10)
C omsalini (10) berabaerliyinden tayin edib, (9) tanliyinde yerine yazmagla, y xattinin
Ax+ By — Ax, — By, =0 vo ya A(x-x,)- —(-B)y-y,)=0 seklinds tenliyini aling. Bu tenlik
(2) seklinda olan tenlikder, ona gére de M,(x,,y,) kegen ve yonaldici vektoru a(- B, 4)
olan diiz xatti teyin JWr.

Belalikla afin koordinat sisteminda istenilen bir deracali (9) tenliyi diz xatt tayin
edir. (9) tanliyina diiz xsttin imumi tenliyi deyilir. Diz xattin Gmumi tenliyinin xUsusi
hallarini geyd edak.

1) C=0oldugda 0(0,0) négtssinin koordinatlari (9) tenliyini 6dayirler, ona gore de
diz xett koordinat baslangicindan kegir. Tarsina, diz xatt koordinat baslangicindan
kecdiyi halda Cc=0olur. Belalikla, (9) diiz xstti yalniz ve yalniz C=0 oldugda koordinat
baslangicindan kegir. Bu halda duz xattin tanliyi 4x+ By =0 soklinda olur.

2) 4=0 oldugda diz xattin yonaldici a(- B,0) vektoru & koordinat vektoruna
kollinear olur, bu ise ¢ vektorunun duz xette paralel olmasi demakdir. Tersina, ager



-B 4 ,
dlle, olarsa, onda o |F0=4=0. Belslikle, ¢, vektoru yalniz ve yalniz 4=0 olduqda

(9) diiz xsttine paralel olur. Bu halda duz xattin tanliyi By+C=0 va ya y=»b saklinde

olur, burada bz—%.

A=0,B#0 olduqgda, (9) diuz xatti koordinat baslangicin-dan kegmir ve ona goéra
do Ox oxuna paralel olur; 4=C=0 oldugda isa diz xott Ox oxuna paralel olur vo
tonliyi y =0 soklinde yazilir.

3) Analoji olarag ¢, vektoru yalniz ve yalniz B=0 olduqda (9) tenliyine paralel
olur. B=0,C #0 oldugda duz xatt Oy oxuna paraleldir vo B=C =0 olduqda ise Oy oxu ile

ust-Usta dusur ve tanliyi x =0 seklinda yazilir.

6. Mistevi Uzerinde 0¢é, afin koordinat sistemini daxil edek ve bu sistemda (9)
tonliyi ile verilan 4 duz xattine baxaq. 4 duz xetti mustavinin hain diz xette aid
olmayan ndégqtaler ¢oxlugunu iki yarimmiustaviye ayirir. Bu yarimmustavilari tayin edan
sortleri miayyenlesdirek. ¢ diz xatti Uzerinde miayyan M,(x,,y,) noqtesini qeyd

ederek a(4,B) ve b(- B,4) vektorlarina baxaq (sek.22). d

A- .
5 =4 +B*>0 oldugun-
dan, bu vektorlar sag bazis te- b(- B, A)

yin edirlor. 5 vektoru 4 diiz

xottine paralel oldugundan a
vektoru bu diz xette paralel de-
yil. @ ve b vektorlarini M,
noqtesinden ayiraq: M M, =a
ve M,M,=b.Serhaddi 4 diiz
xotti olan ve M, noqgtssini Sakil 22

6zlinds saxlayan yarimmustavini 4 ile isare edok (sok. 22). Askardir ki, M(x,y) noqgtesi

yalniz ve yalniz 4,6 ve M,M,b bazislerinin oriyentasiyalari eyni olduqda, yeni M M,b
bazisi sag oriyentasiyaya malik oldugda A1 yanimmiustavisi Uzerinde yerlasir. Digar
terefden, M,M(x—x,,y—y,) Vo b(-B,4) oldu-Jundan M M,b bazisi yalniz ve yalniz
x—-x, —B
y=y, 4
oriyentasiyaya malik olur. M, ed oldugundan, Ax,+By,+C=0 Ve ya C=—(dx,+ By,).
Ona gora da yuxaridaki barabarsizlik bu sekilde yazilir:
Ax+ By +C>0. (11)
(11) -2 yarnmmustavisini tayin edan barabarsizlikdir. Ser-haddi 4 duz xatti olan
diger A’ yarimmustavisi ise

>0 Ve ya dx+By—(dx,+By,)>0 berabarsizliyi 6denildikde sag

Ax+By+C<0 (12)
barabarsizliyi ile tayin olunur.
Belaklo, asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 2. ©Oger afin koordinat sisteminds d dliz xatti (9) tenliyi ile verilmigdirss,
onda sarhaddi d diiz xstti olan yarimmdistavilor (11) ve (12) bearabersizlikleri ile tayin
olunurlar.



VIII Miihazire

iki diiz xattin qarsiliqh vaziyyati. Noqtadan diz xatte qadar olan masafs.
Iki diiz xatt arasinda galan bucaq

1. Hansi sertlar daxilinda
Ax+By+C, =0, )
Ayx+ B,y +C,=0 (2)
tanliklarinin eyni bir duz xatti teyin etdiyini aydinlagdiraq. Asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 1. (1) va (2) tenliklerinin afin koordinat sisteminda eyni bir diiz xatti teyin
etmasi lgln zaruri va Kafi gart bu tanliklordeki emsallarin miitanasib olmasidir.
Isbati. Tutaq ki, (1) ve (2) tenlikleri 0¢¢, afin koordinat sisteminds eyni bir d diiz

xattini teyin edirlor. § 7-deki teorem 1-s @sasen a,(- B,,4,) Ve a,(- B,,4,) vektorlar
d duz xattinin ydnaldici vektorlaridir, ona géra da kollineardirlar. Bu ise o demakdir ki,
a,(- B,,4,) ve a,(- B,,4,) vektorlarinin koordinatlari mitenasibdir:
~B,=A(-B)), 4, =24,, voya A,=14,,B,=1B,.
Tutaq ki, M,(x,,y,)—d diiz xattinin négtesidir. Onda
Axy+ By, +C =0, 4,x,+B,y,+C,=0.
Buradan 4, = 14,,B, = AB, sertleri daxilinds aliriq:
G = i(_ Ayxy — B1)’0)= AC;.
Belslikla,
A, =24,,B, = AB,,C, = AC,. (3)
Tarsina, tutaq ki, (1) va (2) tenliklerinde emsallar (3) bara-berliklarini ddayirlar.
Askardir ki, 4, ve B, emsallan eyni vaxtda sifra barabar olmadigindan, bu halda 2 =0.
Ona gore da (2) tenliyini
A4 x + ABy + AC, =0 4)
soklinds yazmagq olar. ©ger ndqgtenin (x,y) koordinatlar (1) ten-liyini 6dayirlerse, onda

bu koordinatlar (4) tenliyini de 6dayirler. Bu ise o demakdir ki, (1) ve (4) tenlikleri ilo
eyni bir diz xatt toyjgolunur.

Muayyan 0e¢,¢, afin koordinat sisteminds (1) va (2) tanlikleri ilo verilmis d, vo d,
diuz xattlarinin qarsiligh vaziyyasti ile bagh massleys baxaq. Qeyd etdiyimiz kimi,
a,(- B,.4,) vektoru d, diiz xattine, a,(- B,,4,) vektoru ise d4, diz xattine paraleldir. ki
mumkundur.

1) a, ve a, kollinear olmayan vektorlardir. Bu halda d, ve d, duz xattleri

kasisirlar. Tersine, ager d, ve d, duz xottleri kesigirlorsa, onda 4, ve a, kollinear

. . |-B,—B
olmayan vektorlardir. a, ve a, vektorlarinin kollinear olmamasi garti " 20, veya
1 2
Al Bl . s . . I . . .
L B =0 soklinde yazmaq olar. Bu duz xattlerin kesisma nodqtasinin koordinatlarini
2 2

tayin etmak Ugln (1) , (2) tenlikler sistemini hall etmak lazimdir.
2) 4, ve a, vektorlan kollineardirlar. Bu halda verilmis diz xattler paralel olur (bu

duz xattlerin Ust-Uste dusmemaesi forz edilir). Tersine, ager d, ve d, duz xattlori
paraleldirlerss, onda G, ve a, kollinear vektorlardir. 4, ve a, vektorlarinin kollinearlq
sorti bels yazilr:

Al Bl
A2 BZ

-B, —B
‘ ' =0, veya

4, 4,




Belaliklo, (1) vo (2) tenliklari ilo verilmis d, ve d, duz xattlerinin garsiligl veziyyati
ile bagli agagidaki naticani geyd eds bilarik:

a) d, va d, duz xettleri yalniz ve yalniz (1) ve (2) tenlikle-rinde x ve y
dayisenlarinin amsallar mitenasib olduqda kasisirler (sak. 24, a).

b) d, ve d, diz xattleri yalniz ve yalniz (1) va (2) tenlikle-rinin butin amsallari
mutanasib oldugda, ysni musyyan 1 eodadi UglUn 4, =14,,B,=A4B,,C,=AC, sertlori
Odanildikde Ust-Uste dusdurler (sok. 24, b).

C) d, vo d, duz xattleri yalniz ve yalniz (1) ve (2) tenlikle-rinde x ve y
dayigenlarinin emsallari miutenasib olduqda, lakin sarbast emsallar onlara mutenasib
olmadigda, yani mUeyyen A odadi ugln 4, = 44,,B, = 1B,,C, = AC, seortleri odenildikde
paralel olurlar (sek. 24, c).

X///

a)
$9k|| 24
2. Duz xattin istanilon yonaldici vektoruna perpendikul-yar olan sifirdan farqli #
vektoru bu duz xatte perpendikulyar olan vektor adlanir (sek. 25). Verilmis duz xatta
perpendikulyar olan sonsuz sayda vektorlar vardir. Asagidaki lemma dogrudur.

M
Sakil 25 Sakil 26
Lemma. Ogor d diiz xatti diizbucaql koordinat siste-minde
Ax+By+C=0 (5)
tenliyi ile verilmigdirse, onda ii(4,B) vektoru d diz xsttine perpendikulyardir.
isbati. d(- B, 4) vektoru 4 diiz xattinin yénaldici vek toru-dur. Lakin

aii=(-B)4+A-B=0 olduguna gére 7# ve a vektorlar qarsiigl perpendikulyardirlar.

Buradan 7 vektorunun 4 diz xsattine perpendikulyar olriilksi alinir.
Tutaq ki, M,—-d duz xattine aid olmayan ndqtaedir. M, ndqgtesindan 4 diz xattina

¢okilen M, M, perpendikulyarinin uzunlugu M, néqtesindsn d diiz xsttine qadar olan
mesafe adlanir (sek. 26). M,edoldugda M, ndqtesinden 4 duz xasttine gedar olan
maosafe sifir gebul edilir. Mustevinin ixtiyari M, nodgtesinden 4 duz xettine gadar olan
masafe p(M,,d) kimi isare olunur. Agkardir ki, < diiz xattinin istenilen M ndqtesi Ugiin
p(M,,d)<M,M minasibsti dogrudur (sek. 26).

Tutaq ki, diizbucagll 0ij koordinat sisteminds M,(x,,y,) noqtesi ve (5) tenliyi ilo
d diz xatti verilmisdir. p(M,,d) masafasini hesablayaq.



IX Miihazira
Mistoavi Gizarinda diz xatlar dastasi, onun tanliyi

Tutaq ki, mistevi Gzerinde 4x+By+C, =0 V& 4,x+B,y+C, =0 Umumi
tonlikleri ile 4, ve d, diuz xatleri verilmisdir. 4, ve d, diz xatlerinin
tonliklerinin sol teraflerindan istifade etmakle asagidaki tanliyi tortib edak:

MAx+By+C)+ u(dyx+B,y+C,)=0 , (1)
burada A4, u eyni vaxtda sifra barabar olmayan ixtiyari haqiqi edadlardir. (1)
tonliyi ile miayyan 4 diiz xatti teyin olunur. 4, ve 4, diz xastlerinin qarsihqgh
vaziyyati ile bagh asagidaki mumkin hallara baxaq.

1) Tutaq ki, 4, ve d, diz xetlari muayyen M,(x,,y,) nuqtesinde
kasisirlar. Askardir ki, d diz xastti do  M,(x,,y,) niqgtasinden kegar. A,u
dayisanlerine ixtiyari qgiymatler vermakle M,(x,,y,) nuqtesinden kegan
sonsuz sayda diiz xatler ¢coxlugunu alariq. Bu ¢oxluga mustevi izerinds diiz
xatlorin maxsusi destasi deyilir. M (x,,y,) nuqtesi ise bu duz xetloer
dastasinin markazi adlanir.

2) Tutaq ki, d,//d,, yani d, ve d, duz xatleri paraleldirlor. Asanligla
yoxlanilir ki, bu halda (1) tenliyi ile teyin olunan d duz xetti 4, ve 4, diz
xatlerinin har birine parallel olur. Ona gore de A,u dayisanlarine ixtiyari
giymatler vermakle d, va 4, diz xatlerinin har birine parallel olan sonsuz
sayda duz xatler coxlugunu alariq. Bu ¢oxluga mistavi Gizerinda diz xatlarin
geyri-maxsusi dastesi deyilir.

(1) tenliyi diiz xatler dastesinin tenliyi adlanir. Miayyanlik Ggiin, 4 #0
oldugunu gebul edak. Onda (1) tanliyi

Ax+By+C, +2(4x+B,y+C,)=0 (2)

soklinds yazilar, burada 4, :% isara olunmusdur.
(2) tenliyindean misyyan edirik ki, diz xatlor destasi birparametrli
coxluqdur.

X Miihazira
Ellips ve hiperbola

Mustavi Gzarinde verilmis F1 va F2 nogtelerinden mesafaleri comi verilmis PQ
pargasinin uzunluguna barabar olan bitin négtalar coxluguna PQ>FF sarti daxilinds ellips
deyilir.



F1 ve F2 nogtalari ellipsin fokuslar, onlar arasindaki masafs isa fokal masafs adlanir.
M verilmis ellipsin néqtesi oldugda F1M ve F2M pargalarina M négtesinin fokal radiuslan
deyilir. Onlarin uzunluglarn da M nogtasinin fokal radiuslar adlanir. Tutagki,
F1F2=2c, PQ=2a. PQ> FF2 oldugundan, a>c.

Terifdon alinir ki, F1vaF2 nogteleri Ust-usta dusdikleri halda ellips a radiuslu ¢cevro
olur. Belalikla, gevra ellipsin xtisusi halidir.

Mustevi tizarinda els Oij dizbucaql koordinat sistemina baxaq

burada O- F1F2 parcasinin orta néqgtesidir ve i OF1 (sak. 1). y ellipsir
Oij koordinat sisteminda tenliyini ¢ixaraq. Segilmis koordinat sistemin
ellipsin F1 va F2 fokuslarinin F4(c, 0), F2(-c, o) koordinatlari vardir.On:
da ellipsin ixtiyari M(x,y) noqtasinin fokal radiuslan asagidaki kimi yazil
sak. 1.

M

FiM= (x - 07 + 2 FoM=V (ckoP+y2 - (1)

Ellipsin terifine gore , F1M+ F.M=2a, ona gora do
YIX-CPFy2 F 1 (xFC)Z+y? =2a

Bu tanliyi

V(x+c)Yl+y2=2a-\V (x-c)2+y? soklinde yazaq ve kvadrata
yukseltmakla oxsar hadlari islah edak.
Naticede alarq:

av{X-Cc)2F )2 =a2- xc

Bir daha kvadrata yuksaltsak ve zaruri ¢evirmalari aparsaq, yaza bilerik:

— %— =1, (2) burada b%2=a2-c2.
3)

Belsliklo, gosterdik ki, y ellipsinin ixtiyari nogtasinin koordinatlari (2) tanliyini 6dayirler.

isbat edak ki, koordinatlar (2) tenliyini 6dayan har bir M néqtesi y ellipsina aiddir, yani
FiM+F2M=2a. (1) dusturlarinda y2 kemiyyatinin (2) tenliyinden olan ifadssini yerina yazib
(3) baraberliyini nazars alsaq, asagidaki naticeya galmis olariq.

F1M=JQT2)<)2=3—2‘X, FW ‘x)2%4+ X.

(2) tenliyinden alinir ki, | x| < a. DigerterefdenﬁO%< 1 oldugundanga-> x 0, %a +
x 0, onagore de

Cc C
FiIM=a— x, FoM=a+  x.
a
(4)

Belsliklo, F1M + F2M =2a, yoni ® y. Buradan aydin olur ki, ( 2 ) ellipsin tonliyidir. Bu

tanlik ellipsin kanonik tanliyi adlanir.

Qeyd. F1 va F2 fokuslar tst-tsts dusdikdsa c=0 olur va (3)-den gérinduyu kimi a=b. Bu

halda (2) tenliyi x2 + y2 = a2

soklinda yazilir, yani a radiuslu ve markazi koordinat baslangicinda olan gevrani teyin edir.

y ellipsinin handasi xassalerini 6yrenmak tgtin ( 2 ) kanonik tenliyinden istifade

edak. M, B, M;

1 (]




M(x, y)E y oldugda x, y koordinatlan ( 2 ) tenliyini 6dayirler,

ona géro do x? < a? y? < b2 Buradan miisyyen edirik ki, -as x<a , -bsy<b, yoni
ellipsin bitin nogteleri sakil 2. gosterilen M1 M2 M3 M4

diuzbucaghsina daxil olar. 8ger M(xg) vy olarsa, onda

M’ (-x,-y)e v, yoni O noqgtasi ellipsin simmetriya moarkazidir.

sakil 2.

Diger terafden, ager M(x&) y olarsa, onda M'(&,y) y ve M'tx, -y) .
Buradan alinir ki, Ox va Oy diiz xattleri ellipsin simmetriya oxlandir. Asanligla gosterilir ki,
cevradan fargli olan ellipsin basga simmetriya oxlarn yoxdur. Bu halda fokuslardan kegan
diz xatt birinci ve ya ikinci simmetriya oxu adlanir. Her bir simmetriya oxu ellipsi iki
nogtade kesir: Ai(a, 0), Az (-a, 0), B1(0, b), B2 (0,-b). Bu noqgtelers ellipsin tapalari deyilir
(sakil 2). A1A2 va B1B2 pargalan ellipsin uygun olaraq boyuk va kigik oxlari adlanir. Akardir
ki, OA1=0A.=a, OB1=0B>=b. Bu adadlara uygun olaraq ellipsin boyuk va kicik yarimoxlari
deyilir.

2
Birinci ribdan (x 2 0, y = 0) olan M(x, y) noéqtesi tgun alanq: y- b%ﬂ- . X o-dan a-ya
goder artdigda M noqgtesini

y ordinati b-den o-ya qader azalir. Buradan simmetriya oxlarini da nazars almagqla ellipsin
grafikini sakil 2-deki kimi
a

qururugq. e=— adadinae ellipsin eksentisiteti deyilir, burada c-fokal masafe, a-ise
yarimoxdur. Tarifden alinir ki, 0 e 1.

Eksentisitet yalniz va yalniz ¢c=0 olduqda, yani ellips gevra oldugda 0-a barabardir.
Mustavi Gzarinda verilmis F1 va F2 nogtalerinden masafelari farginin mutleq qgiymati

verilmis PQ parcasinin uzunluguna barabar olan bitin négtsler coxluguna PQ F1F2 sorti

daxilinde hiperbola deyilir.

F1 ve F2 nogtaleri hiperbolanin fokuslari, onlar arasindaki masafs ise fokal masafa >

adlanir. FiF2 PQ 0 oldugundan, hiperbolanin fokuslari mixtalif nogtalerdir. 9gar M-

verilmis hiperbolanin noqtssidirsa, onda F1M ve F2M pargalarina M

noqtesini fokal radiuslari deyilir. Bu pargalarin uzunluglari da M négtesinin fokal

radiuslari adlanur.

Tutaq ki, F1F2=2c, PQ=2a. RQ F1F2 oldugundan a c.

y hiperbolasinin Oij diizbucaqli koordinat sisteminda tanliyini ¢ixaraq. Bu koordinat

sisteminds F1 (c, 0), F2 (-c,0) oldugundan F1M va F2M fokal radiuslar tgtn ( 1)

dusturlari dogrudur.

Hiperbolanin terifine gére | FiM - F2 M | = 2a, ona gérede |V (x -c)2+ y2 - (x +
c)2+y2| =2a.

Butenliyi vV (x+c)2+y?2= V(x-c)2+y? £2a sokilde yazaq

555) ?tenliyini kvadrata yiksaldib oxsar hadleri islah etsak, alarq: W)Z +y2=2a2
-B)?rc daha kvadrata yuksaltsak, zeruri gevirmalarden sonra yaza bilerik:

%22 -%2 =1 (6) burada b2=c2-2a?

(7)



Belsliklo, gostardik ki, y hiperbolasinin ixtiyari nogtasinin koordinatlar (6) tenliyini
édayirler. isbat edak ki, koordinatlari (6) tenliyini édayan har bir M néqtesi y hiperbolasi
tizerinde yerlasir, yoni | F1M - F> M | = 2a sortini 6dayir.

(6) tenliyindan y? keniyyatinin ifadssini (1) disturlarinda evez edak ve (7) barabarliyini
nazare alaq.

_a #Z,X.

Neticeds yaza bilerik: Fiftz  x

(6) tenliyinden alinir ki, | x| = a, diger terefda%r,> 1, ona gora da

a%q

C
F1M=% X — a, F2M=2 x+a,>x 0 olduqgda ve F1|vcrl=- x+a, F
X-a,

x< 0 oldugda (8)

Belslikls, | F1M - F2M | =2a,yeni M y . Bununla da miayyan olundu ki, (6) y

hiperbolasinin tenliyidir. Bu tenliya hipperbolanin kanonik tenliyi deyilir.

(6) kanonik tanliyinden hiperbolanin handasi xassalarini 6yrenmak tglin istifade
edak.

9ger M(x, y)E y olarsa, onda x2= a2 Demesali x 2 « yaxud - x < a . Bu ise gésterir ki,
sakil 3-de tasvir olunan A1M+ va AoM: diiz xattlarinin emale gatirdiyi zolagin daxilinde
hiperbolanin nogtsleri yoxdur (OA1=0A2=a)

Ellips halinda oldugu kimi goéstarilir ki, O nogtasi
hiperbolanin simmetriya markazidir, Ox ve Oy duz xattleri M,
isa simmetriya oxlandir. A, i Ay

Simmetriya markazi hiperbolanin markazi, fokuslardan ke 5
simmetriya oxu birinci ve ya fokal simmetriya oxu, ona Q Q
perpendikulyar olan oxu isa ikinci ve ya xayali simmetriya

oxu adlanir. Fokal simmetriya oxu hiperbolani Ai(a, 0),

Ax(-a, 0) nogtelerindes kasir. Xayali simmetriya oxu hiperbolani sakil 3.
kasmir. A1 ve A2 noqtalari hiperbolanin tepalari, A1A2 parcasi ise

haqigi oxu adlanir. a ve b adalarina hiperbolanin uygun olaraq boyiik ve kicik yarm oxlarn
deyilir.

y hiperbolasinin O markazindan kegan 1 duzxattinin bu hiperbola ila garsilhigli
vaziyyatini nazarden kegirok. Oij koordinat sisteminda 1 diiz xattinin bucaq amsall
tanliyini yazaq; y=kx. Y-in giymatini (6) tanliyinda yerina yazib muvafiq elementar
gevirmaler aparsaq, alanq:

x2 (b2 - k?a2) = a2b? .

(9)

Bu tanliyin koklari 1 diz xattinin y hiperbolasi ile kasisma nogtalarinin absisidir.
1) b2-k%a%> 0, bu halda 1 duz xattinin y hiperbolasi ils iki kasisma néqtesi vardir:

NA
T

M. ab kab -ab -kab
L R —— i e—— ’ VT2
b- KEa b Rd b Ra? - Bd?

2) ager b? - k’a%X 0 olarsa, onda (9) tanliyinin xayali kékleri vardir, ona gére do 1 diiz
xatti hiperbolani kasmir.

3) b2 - k2a? =0 oldugda da (9) tenliyini halleri yoxdur, yani 1 diz xattinin hiperbola ile
ortag noqteleri yoxdur.



Q|®‘

-b
Belsliklo, y=kx diiz xatti (6) hiperbolasini yalniz ve yalniz b? - k2a? 0, ygni< <
k oldugda kasir.

k=tga oIdugundan,% < tga% , buradan a - 1 diz xattinin Ox oxu ile emale
gatirdiyi bucaqdir. Demali,

hiperbolanin bitin nogteleri sakil 3-da tasvir olanan qarsiligh bucaqglarin daxili
oblastlarinda yerlagirlar. Ona gore da, hiperbolanin iki ganadi vardir, onlardan biri Q4
oblastinda (sag qanad), digeri ise Q2 oblastinda yerlasir.

b
b? - ka2 =0 halina bir daha nazar yetirak. Bu hala bucaq amsallarg ks = ,—l;kz =-
olan |y va |2 diz

xottlari uygundurlar. Hiperbotani kasmayan |1 va I2 duz xattleri onun asimtotlar ad})amr
(sakil 3). Tutaq ki, M(x1,y1) - hiperbolanin | ribds yerlegan(x 0, y 2 0) ixtiyari néqtgsidir,
N(x1, y2)- y = x tanliyi ile verilon |y asimtotunun

noqtesidir. MN pargasinin uzunlugunu hesablayaq:

b b b _— b
MN=|y2—yi|= x— Vx2-a>—= - xe—aB=—
a a \/ 2_ 42
Xt Nx—a
M nogtesinin x absisinin geyri-mahdud artmasi zamani MN pargasinin uzunlugu monoton
azalaraq, sifira yaxinlasir.
Bu xasse hiperbolanin asimtotlar naezaren veziyyatini misyyan etmayes imkan verir (sakil
4). ¢

a
e= adadi hiperbolanin eksentrisiteti adlanir. ¢ > a oldugundan hiperbolanin
eksentrisiteti 1-den boyukdr.

a=b olduqgda hiperbolaya barabartarafli hiperbola deyilir.Barabartarafli hiperbolanin
tonliyi x2 -y? =a? gaklindadir.
b —
(7) dusturundan aling ki~ = Vc?- |
(10)

(10) baraberliyinde a = b oldugunu nezers alsaq, c2= 2, ve ya e = \ 2 naticesine galmis
olariq. Belslikla, barabartarafli hiperbolanin eksentrisiteti V2 adadina barabardir va
asimtotlarinin y = x, y = -x tanliklari vardir.



Xl Miihazira

Parabola. Ellips, hiperbola va parabolanin
polyar koordinatlarla tanliyi

1. Mustavi Gzarinda haer birinin verilmis F noqtesinden mesafesi F néqgtesindan
ke¢gmayoam verilmis d diz xattine qader mesafesine berabar olan butin noqtsler

coxluguna parabola deyilir.
F parabolanin fokusu, d ise direktrisi adlanir. Fokusdan direktrise qader olan

masafaya parabolanin fokal parametri deyilir vo p ila isare olunur. Aydindir ki, p = FD,
burada D-F noqgtesinin d duz xetti uzerinde proyeksiyasidir (sakil 1).
d M

N

Sakil 1.
Diizbucaqli Oz} koordinat sisteminde y parabolasinin tenliyini ¢ixaraq, burada

O — DF pargasinin orta noqtasidir va i 71 OF. Bu koordinat sisteminds F fokusunun
(§,0) koordinatlan, d  direktrisinin ise x+§:0 tonliyi vardir. Tutaq ki,

M (x, y) —mustavinin ixtiyari nogtasidir. MF va p(M,d) masafsalerini hesablayaq:

MF = 1/(x—g)z +2, p(M,d) = x+§‘.
(1)
9ger M e y olarsa, onda MF = p(M,d).Ona gére da ‘/(x_§)2 +y° = x+§‘.

Her iki torafi kvadrata yuksaltsak , alanq



¥ =2px )
Belslikle, isbat olundu ki, y parabolasinin ixtiyari nogtasinin koordinatlar (2) tanliyini
odayirlar. Tars hokmin dogrulugunu isbat edak: Koordinatlar (2) tanliyini deyan har bir
M néqgtesi  y parabolasina aiddir, yeni FM = p(M,d). y*> kemiyystinin (2)-den olan
giymeatini (1) disturlarindan birincisinda yerina qoysaq, alarnq:

MF:J(X_g :J(“gy _

Belslikle, FM = p(M,d), yani M € y .

(2) tenliyina parabolanin kanonik tanliyi deyilir. » parabolasinin handasi xassalerini
oyronmak ugun (2) kanonik tanliyindan istifade edak. (2) tenliyinden gorindr ki, »
parabolasinin biatun noéqgteleri x>0 yanmmistavisinda yerlagirlor. @9gar M(x,y) ey
olarsa, onda M'(x,—y) ey, yoni OF duz xatti parabolanin simmetriya oxudur. Bu oxun

parabola ile O kasisma noqgtasine onun tepasi deyilir.

Secilmis koordinat sistemin oxlari parabola ile bu néqgtede-onun O tepe
noqtesinde kesisirlar. Gostarek ki, O noqtesinden kegan istanilon digar [ diz xatti
parabolani iki négtede kesir. Bundan o6tri / duz xettinin y = kx bucaq amsalli tenliyini

yazaq. y dayiseninin giymeatini (2) tenliyinde yerins yazsaq, alarq: k’x* =2px, ve ya
(k*’x-2p)x=0. k #0 oldugda / duz xattinin parabola ile iki kasisma noqtasi vardir:
0(0,0)ve M (2—5,2—1?).
k“ k
9ger M(x,y) noqtesi parabola uzerinds x absisinin geyri-mahdud artmasi sorti
ile yerina dayisarse, onda |y| geyri-mahdud artar. Bu mulahizalars asasen , parabolani

sakil 1-doki kimi tesvir eda bilerik.

2.Ellipsin (hiperbolanin) direktisleri dedikda ikinci oxa paralel olan ve ondan a4
e

masafasinda olan iki diz xett basa dusulir, burada a-boyuk (haqiqi) yarmoxdur, e ise
eksentristetdir. Cevra halinda e =0 oldugundan gevranin direktrislori yoxdur.

Ellipsin (hiperbolanin) direktislerini d, ve d, ile isare edirik ve indekslari elo segirik
ki, F,(c,0)fokusu ve ona uygun olan d, direktrisi ikinci koordinat oxundan bir tarefds,
F,(—c,0) fokusu ve uygun d, direktrisi ise digar terafds yerlagmis olsunlar.

Gostarak ki, ellipsin direktrislorinin 4,4, oxu ile ortaq néqtsleri yoxdur ve ona
goro deo ellipsi kasmirlor (sak. 2,a). Dogrudan da tutaq ki, D, ve D,- d,ve d,

direktrislerinin ellipsin fokal oxu ile kesisme noéqtsleridir. Onda 04, =04, =a,
2

oD, =0D, =% =% <0 oldugundan, 04, <OD, vo 04, <OD,. Buradan alinir ki
e C

A4,, A, noqgtsleri D,D, par¢asina daxildir, ona goére de d, ve d, direktrislarinin 4,4,

parcasi ila ortaq noqgtelari yoxdur.



a) b)
Sakil 2
Teorem. Ellips (hiperbola) miistavinin ele y' néqtaleri ¢oxlugudur ki, bu
néqtelerdan her birinin fokusa qadar olan mesafasinin hemin néqtenin uygun direktrise
qadar olan measafayo nisbati eksentrisitete barabardir.
isbati. Teoremin isbatini ellips hali ti¢iin aparaq. Tutaq ki, y— verilmis ellipsdir,

F, —birinci fokusdur, d, - birinci direktrisdir. Kanonik koordinat sisteminde F, négtasinin

(c,0) koordinatlar, d, diz xattinin x-2=0 tonliyi vardir, ona goéro da oger
e

M (x, y) —mustavinin nogtasidirss, o halda

x—g, MF, :1/()c—c)2 +y2.
e
dger M ey olarsa, onda /(x—c)> +y’ =e

Bu tanliyi kvadrata yuksaltmakle alariq:
2 2

x
(x—c)’+y> =(ex—a)’ :a—2+Z—2=1.

p(Madl):

a
X =
e

Buradan aydin olur ki, M €y .
Tersing, tutaq ki, M(x,y) € y. Onda MF, = a —ex . Diger terefden,

a a—ex
p(M’dl): X—— = 5
e e
Ona gora da
MF, =ep(M,d,),

yoni, M €y'. Belalikla, y'coxlugu y ellipsi ilo ust-tUsta dusir. Hiperbola hal tgin
teoremin isbati analoji qaydada aparilir.

Bu teorem ellipsin ve ya hiperbolanin eksentrisitetinin handasi mahiyyatini
aydinlagdirir: ellips va ya hiperbolanin eksentrisiteti ela bir sabit adaddir ki, har bir
noqtedan fokusa gader olan masafenin hamin noqtedan uygun direktrise gadar olan
masafaya nisbati bu adadsa barabardir. Parabolanin tarifinden ¢ixir ki, onun noqtaleri
oxsar xassaya malikdirlar, yoni parabolanin har bir noqgtesinden fokusa gader olan
masafonin direktrise qader olan measafaye nisbati sabit olub vahide bearabardir. Ona
gora da “vahid” adadi isteniloen parabolanin eksentrisiteti gabul olunur.

Tutaq ki, y xatti ya ¢cevroeden forgli ellipsdir, ya hiperbolanin bir ganadidir, ya da
paraboladir. Ferz edak ki, F va dbu xattin fokusu va direktrisidir, hamginin agar »



ellipsdirsa, F - onun fokuslarindan biridir, d uygun direktrisdir, ager y hiperbolanin

ganadlarindan biridirse, onda F' ve d hiperbolanin baxilan ganadinin ikinci simmetriya
oxuna nazeran yerlasdiyi terafde yerlasen fokus ve direktrisdir. isbat etdiyimiz teoremi
ve parabolanin tarifini nezara alsaq, asagidaki naticaya galmis olariq: » xatti serhaddi

d duz xetti olan 4 yanmmiustavisinin ele M noéqtsleri ¢coxlugudur ki, FM =ep(M,d),
burada e -y xattinin eksentrisitetidir.

Sakil 3.
y xettinin Fi polyar koordinat sisteminda tenliyini yazaq, burada polyus F

—_—

fokusudur, ;':% ve D - F noqtasinin d duz xatti Gzerinde proyeksiyasidir (sakil 3).

ovvalce p(M,d) masafesini hesablayaq, burada M (r,¢)- mustevinin ixtiyari nogtasidir.
9ger M,—M noéqtesinin FD diz xastti Gzerinde proyeksiyasidir, onda sakil 3-dan
gorundiyu kimi,

p(M,d)=DM, = DM cos MDF =DM -i
Lakin DM = DF + W, ona gore da

p(M,d):(ﬁ+W)-;:DF+rCOS(p.
M (r,p) noqtesi yalniz ve yalmz FM =ep(M,d) vo ya r=e(DF +rcose) olduqgda y
xottine aid olur. ©ger p =eDF qoabul etsak, yaza bilsrik:

r(l—ecosp) = p. 3)

(3) tenliyi y xattinin (yani ellipsin, hiperbolanin bir ganadinin ve ya parabolanin )
tonliyidir. p adadi fokal parametr adlanir.
@ bucaginin hansi giymatlerinda (30 tanliyinin y xattinin butin noqtslarini tayin etdiyini
arasdiraq: e<1 oldugda y xetti ellips olur. Bu halda ¢-nin istenilon qiymatinda
1—ecos@ # 0 olur. Ona gore da (3) tanliyi

p=—Lf (4)

- l1—ecosgp

soklino gatirilir.
@ bucag [0, 2z] parcasinda dayisdikds, yeni 0<¢@ <2z oldugda, (4) tenliyi
ellipsin butin nogtalerini tayin edir. ¢>1 olduqda y hiperbolanin bir ganadi olur. (3)

tonliyi yalniz polyar bucaglan 1-ecosp >0 ve ya cosqo<l barabarsizliyini 6deyan
e

noqtelar tglin mana kasb edir.



Tutaq ki, ¢, ele bucaqdir ki, cosg, = l. Onda yuxaridaki barabarsizlik cos¢, > cosg
e
soklinde yazirlar. ¢ bucag ¢, <@ <27z —¢, qiymatlerini aldiqda (4) tenliyi y xattinin,

yoni hiperbolanin bir ganadinin bitiin néqgtslerini tayin edir. cosg, :l barabarliyindan
e

ahnir ki, tgg, =\/e2—1=2. Ona gore do ¢, yzéx asimptotunun hiperbolanin
a a

haqiqi oxu ile emale gatirdiyi bucaqdr.

e =1 oldugda y xatti paraboladir ve ager ¢ # 0 olarsa, onda 1—ecos¢ # 0. Lakin
parabola tzerinda polyar bucagi sifira barabar olan (¢ =0) noqgtaler yoxdur. Belslikls,
ager ¢ - <@ <7z giymatlerini alirsa, onda (3) tenliyini
1
C1- cos @
soklinde yazmagq olar. Bu tenlik parabolanin butiin nogtslarini teyin edir.

7




XIl Miihazira

Ikitartibli xattin Gmumi tanliyi. Ikitartibli xattin diiz xatla
kasismasi. Asimptotik istiqgamatlar

1. 9vvalca mustavi tzarinda noqte anlayisini genislondirak, yani mustavini xayali
noqtelar adlandinlan nogtsalerle tamamlayaq. Bele bir razilasma daxil edok: segilmis

Oeﬁl,eﬁ2 koordinat sistemina nazaran muayyan nizamla goéturalmis ixtiyari (x, y) adadler
cutini nogte adlandiraq, burada (x,y) € C?, C- bitiin kompleks adadler ¢oxlugudur. x
vo y haqiqi adadler oldugda noqte hagqiqi, onlardan he¢ olmasa biri haqigi adad
olmadigda isa xayali nogta adlanir. Masalen,  A4(2,-5), B(\/E,i), C(0.3+\/5i),D(—\/§,4)
noqtelerinden B ve C xayali nogtalerdir. Bitin haqiqi ve xayali nogtaler ¢oxluguna

kompleks mustavi deyilir.
Uygun koordinatlari kompleks-qosma adadler olan iki M, (x,,y,) ve M,(x,,y,)

nogteler adlanir. Maeselon, 4,(2+i3-2i) ve A4,(2-i3+2i)ve ya B(0,i) ve
B, (0,—i) —kompleks —qosma noqtsler citleridir.

oeT,Z afin koordinat sisteminde

a,, x> +2a,xy+a,y’ +2a,x+2a,y+a, =0 (1)

tonliyi ile verilon xatta ikitartibli xatt deyilir. (1) tonliyi ikitartibli xattin Gmumi tanliyi
adlanir. Umumi tanliyin emsallan ixtiyari haqiqi adadlerdir ve a,,, a;,,a,, eyni vaxtda
sifira barabar deyil.
a,,a,, Vo a,,omsallarini lazim olduqda a,,,a,,, v a,, kimi de isare edecayik Asagidaki
isarelomolori daxil edak:

F(x,y) = a,x* +2a,xy+a,,y*> +2a,,x+2a,,y +a,,

Fi(x,y)=a,x+a,y+a,,

Fy(x,y) = a,x+ayy+ay,

Fy(x,p) = ag X+ agy + ay,.
Bu isarelamalari tatbig etmakla (1) tanliyini

F(x,y)=0 va ya

F(x,y)-x+F(x,y)- y+ Fy(x,y)=0 (2)
soklinde yazmaq olar.
. xz yz xz yz
Ikitartibli xatlora misal olaraq —2+b—2=1 tonliyi ile verilan ellipsi, —z—b—zzl
a a
tenliyi ile verilen hiperbolani, y*> =2px tenliyi ilo verilon parabolani géstsrmak olar.

2

2
ikitartibli xatlere dair diger nimunslers baxagq: x_2+2/_2:0 tonliyi ile verilon y xatti
a

ikitortibli xatdir. Bu tanliyi



X IYyx Y
——=)(=+=)=0
a b)(a b)
soklinda yazmaq olar. Bu halda deyirlar ki, y xatti kesison

T X oveiiZoo
a b a b
diiz xatler citine ayrilir (parcalanir). Analoji olaraq, x* —a> =0, a#0xatti x—a=0 va

x+a =0 paralel duz xetler cutina aynlr (bax sakil 1, a), b)).

by by
i
L i# ¥
0
a) b)

sokil 1

Baxilan xetler sonsuz sayda haqiqi ve xayali noqtsleri olan ikitertibli xetlara
namunalardir. Lakin bu xasseye malik olmayan ikitertibli xatler da vardir. Masalan,
x> +y? =0 tenliyi ile verilon ikitartibli xatt bir haqgigi 0(0,0) négtssine ve sonsuz sayda
2 2
xayali nogtalera malikdir, x—2+Z—2+1= 0 xattinin ise haqiqi noqgtaleri yoxdur, yani onun
a
butiin nogtaleri xayalidirler.
2. Tutaq ki, afin koordinat sisteminda

F(x,y)= a11x2 +2a,,xy + a22y2 +2a,0x+2a,,y+ay =0 3)

tonliyi ile ikitartibli y xotti ve
X=Xyt pit, y=yytpyl 4)

parametrik tanliklori ilo / duz xatti verilmisdir.
[ diuz xettinin y xatti ile kesisma noqgtalarini teyin edek. x ve  y dayisenlarinin
(4) tenliklarinden olan giymatlarini (3) tanliyinde nazers alib mivafiq ¢evirmalar aparsaq,
Pt* +20t+R =0 %)
naticesine galmis olariq, burada
P= allplz +2a,,p1py + azzpzz,
0 =F(x0,0)p1 + F5(x0,¥0) P> (6)
R= F(xo,yo) .
(5) tenliyini tadqgiq edak. iki hal mumkinddr:
1)P=0. (5) tenliyinin iki koku vardir:

L _—0+Vs  _-0-Vs

! P 2 P

b



burada & =Q* — PR- (5) tenliyinin diskriminantidir . / diiz xatti » ikitertibli xattini: & >0
oldugda haqiqi ve muxtalif, 6 <0 oldugda kompleks-qosma , ¢ =0 olduqda ise ust-tsta
dusen M, ve M, noqtslerinds kasir.

sokil 2 —de /,—5>0 halina, [,-5<0 £

halina, /;-6=0 halina uygun olan diz
xotlardir.

2) P =0. (5)tonliyi bela
yazilir:Qt+ R =0. Q # 0oldugda [ duz
xotti y xottini  bir noqgtede  kasir.
0=0,R =0 oldugda I/duz xattinin y xatti
ilo ortaq noqteleri
yoxdur.Q = R = 0olduqgda ise ixtiyari
t (5)tenliyinin halli olur, ona gore da
[ — y sorti 6danilir.

Belalikle, [ duz xattinin ve ikitartibli y

xettinin  qarsihigh  vaziyyastinin alti  hali o
mumkanddr: sokil 2.

P=#0, 6>0-ikihaqigi kesisma noqteleri vardir;
6 < 0 —xayali kompleks-qosma kasisma noqtaleri vardir;

0 < 0—ust-tusta dusan kasisma noqtsleri vardir;
P=0, Q=+0-birkasisma nogtasi vardir;

0 =0, R =0 - kasisma nogtalari yoxdur;

0=0, R=0-duz xatt y xetti izerinde yerlasir.

3. (5) tanliyindaki Pamsali yalniz [ duz xattinin ;istiqametverici vektorundan

asihdir ve M néqtesinin (x,,y,) koordinatlarndan asili deyil. Demali P = 0halinda

istigamatverici vektoru ;(pl,pQ) olan butun duz xatler y xattini iki néqtede (haqiqi-
muxtalif, Ust-Usts disen ve ya kompleks-qogma) kasirler. P =0 halinda ise ya /cy
olur, ya da / duz xatti y xettini birden cox olmayan noqgteds kesir.

Sifirdan forqli ;vektoruna paralel olan diiz xatt y xatti ile birden ¢ox olmayan

ortag nogteya malikdirse ve ya y xattine aiddirss, bu halda ;vektoru ile tayin olunan
istigamat y xattine nezaran asimptotik istiqgamat adlanir. Yuxaridaki naticeden qeyd edoa

bilerik : sifirdan forqgli ; (p,» p,) vektoru ils tayin olunan istiqgamat yalniz ve yalniz

2 2
anpy +2a,pipytayp,” =0 (7)
sorti odenildikds (3) tenliyi ile verilon y xattine nezaran asimptotik istigamat olur.

(7) dusturu ikitertibli xetloara nazaran asimptotik istiqgamsatlori tayin etmays imkan verir.
a,, #0 olduqda (7)-den p, #0 (;- sifirdan farqgli vektor oldugundan ) olmasi
alinir, ona gore da (7) barabarliyindan
ark?® +2a,k+a, =0 ®)

naticesine galirik, burada & = Ly
P

(8) tanliyini hall etmakla aliriq:



(9)

burada A=a,, -a, —a,’.
a,, =0 olduqda (7) tenliyi

a11p12 +2a,p,p, =0
soklinda yazilir. Bu tanliyi

e, (0,1) ve p(-2ap,,a;) (10)

vektorlarinin koordinatlar ¢dsyirlar.
ikitertibli » xattine nazeran negs asimptotik istigamatin oldugunu aydinlasdiraq.

Ug hala baxaq.
1) A=a, -a,, —a,,’ >0 ve demali, a,, #0. (9) dusturundan misyyan edirik
ki, » xattine nazaran asimptotik istigamatler yoxdur.

2) A=a, -a,, —a, <0.Bu halda y xettine nazeren iki asimptotik istigamat
vardir. Dogrudan da, a,, #0. oldugda bu netice (9) dusturundan alnrr,

a,, =0. oldugda ise a,, =0 serti 6danildiyindan 5(0,1) Ve ;(O,a“) vektorlar
kollineardirlar ve eyni bir asimptotik istigamati tayin edirler.

Belalikle asagidaki teorem dogrudur:

Teorem. Tutaq ki, (3) tenliyi ile )y Ikitertibli xatti verilmisdir va

A=a,a,-a, . A>0 oldugda ¥ xettine nazeren asimptotik istigametler yoxdur, A <0

olduqda iki asimptotik istiqamaet vardir, A =0olduqda ise iki asimptotik istiqamat vardir.

Qeyd edak ki, asimptotik istiqgameat handasi anlayisdir (yeni handasi fiqurlarin
garsiligh vaziyyati ile tayin olunmusdur) ve ona gore da koordinat sisteminin segimindan
asili deyil.

Ellipss, hiperbolaya ve parabolaya nazeren neg¢sa asimptotik istigamat oldugunu
2 2

aydinlagdiraq. Tutaq ki, ellips x—2+Jb/—2:1 kanonik tanliyi iloa verilmisdir. A:%>O
a

a
2 2

Y

oldugundan ellipsa nezaran asimptotik istigamatlar yoxdur. Analoji gaydada 2—2—17—2 =1

tonliyi ile verilmis hiperbola Ggiin A = —% olur ve (7) tenliyi
a
P
1 2
———-=—==0
a’> b’
soklinda yazilir. Buradan gorandr ki, hiperbolaya nazeren iki asimptotik istigamat vardir.
Eyni gayda ile goéstarilir ki, parabola tgiin A =0, ona goére de parabolaya nazeran yalniz
bir asimptotik istigamat vardir.
Yuxandaki naticaye uygun olaraq ikitertibli xett A > 0olduqda elliptik tip, A<0
hiperbolik tip, A =0 oldugda ise parabolik tip xatt adlandirlr.






Xl Muhazirs

ikitortibli xattin markazi. ikitartibli xattae toxunan diiz xatt

1. Tutaq ki,
F(x,y)=0 (1)

umumi tenliyi ile y ikitertibli xeotti verilmisdir. Uc noqtaleri y xetti Gzarinde yerlagon
parcaya bu xattin vatari deyilir. » xattinin veterinin orta néqtasine dair asagidaki teorem

dogrudur:
Teorem 1. y ikitertibli xsttine asimptotik olmayan p(p,,p,) vektoru verilmisdir .

M(x,,y,) néqtesinin p vektoruna paralel olan her-hansi orta néqtesi olmasi igiin zeruri
vo kafi sart

Fi(x0,0) P+ Fy(x0,¥0) - p, =0
(2)

munasibatinin édenilmasidir.
isbati. M(x,,y,) noéqtesinden kegan vo p(p,,p,) Vvektoruna paralel olan / duz
xettinin x = p,t+x,, y = p,t +y, parametrik tanliklarini yazaq. Tutaq ki, M, ve M, [-diz
xattinin verilmis xatle kasisma noqteleridir, 7, va ¢,- bu noqtelerin parametrlaridir. Onda
M, (pt, +x,, p,t, +,), M,(pt, +x,, p,t, +y,) Yyaza bilerik. Askardr ki, M(x,,y,)
noqtesi yalniz ve yalniz ¢, +¢, =0 sorti 6denildikde M M, par¢asinin orta néqgtssi olur.
Diger terefdan ¢, ve ¢,
Pt* +20t+R=0 (3)

kvadrat tenliyinin kokleridir. Viyet teoremina géra (3) tenliyinin koklarinin caminin sifira
barabar olmas ugiin zeruri ve kafi sart O = F,(x,,y,)p, + F,(x,,¥,)p, =0 minasibatinin

6denilmasidir. Teorem isbat olundu.

y ikitertibli xattinin simmetriya markazi olan C noéqgtasine bu xattin merkazi
deyilir.
Teorem 2. C(x,,y,) néqtesinin (1)tenliyi ile verilon ikitertibli xsttin merkezi olmasi tgiin
zeruri ve Kafi sart x .y, adadler citinin



a,x+a,y+a,=0
{aﬂx+azzy+a20 =0’
(4) sisteminin halli olmasidir.
isbati. Tutaq ki, C(x,,y, ) ikitertibli y xattinin merkezidir. Gésterak ki, X, Yo

cutlu (4) sistemini 6dayir. C noqgtesindan ; (p,»p,) VO 5 (¢,,9,) vektorlarina paralel olan
asimptotik olmayan istigamatli iki vatar kegirek. C y xattinin markazi oldugundan, bu
noqte ¢akilan har iki veterin orta noqgtasidir. Teorem 1-a gore

Fi(xg,y0)p; + F5(xg,Y0) P, =0,
Fi(x0,20)q1 + F5(x0,0)q, =0

; Vo 5 kollinear olmayan vektorlardir, ona goére da P #0. Demali,
P9,
F(xy,y,)=0,F(x,,y,)=0, yani C noqgtesinin koordinatlarn (4) tenlikler sistemini

odoyirlar.
Tersine, tutaq ki, C(x,,y, ) noqtesinin koordinatlari (4) tenlikler sistemini

odayirler. Goésterek ki, C y  xettinin markazidir. Koordinat baslangicini C(x,,y, )
noqtasine kogursk ve yeni koordinat sisteminde xattin tenliyini yazag. Bu halda
koordinatlarin ¢evirma dusturlan x =X +x,, y =Y+ y, saklindadir, ona gére da x va y-in
giymatlerini (1) tenliyinde yerine qoymagla » xattinin yeni koordinat sistemindaki
tenliyini alanq:
a, X’ +2a,XY +a,Y* +2al, X +2a,,Y +a), =0, (5)
burada a|, = F,(x,,5,), @y =F,(X0, ), ag = F(x,,¥,) -
C(x,,y, )nogtasinin koordinatlari (4) sistemini 6dadiklerinden a;, =0, a,, =0, ona goére
da (5) tenliyi bele yazilir:
a, X* +2a,XY +a,Y’ ++a, =0.

Bu tanlikden gorunur ki, C yp xattinin simmetriya markazidir. Dogrudan da, agar
M(x ,y )ey olarsa, onda M'(-x,—y)ey, burada M' C noéqgtasine nazeran M
nogtesine simmetrik olan noqgtaedir. Belolikle, C y xattinin markazidir. Teorem isbat
olundu.

Natica. Koordinat baslangicinin (1) tenliyi ile verilmis xattin merksazi olmasi lgiin
zoruri ve kafi sart a,, = a,, =0 miinasibstinin 6denilmssidir.

Dogrudan da, (0,0) néqtesi yalniz ve yalniz a,, =a,, =0oldugda (4) sistemini
odayir.

Teorem 2 verilmis xattin markazlarinin varlig ile bagli maselani tadqgiq etmaya
imkan verir. Masala (4) toenliklar sisteminin tadqigina gatirilir.

a,, a a, a,, a
( 11 12 ], ( 11 12 10] (6)
ay Ay ayy Ay dy

matrislerine baxaq ve bu matrislerin ranglarini uygun olaraq » ve R ile isare edak.

Askardir ki, »<R. Mumkin hallar geyd edask:
1) » =R =2. Bu halda (4) sisteminin yegana halli vardir ve ona goére da y xatti bir

va yalniz bir markeza malikdir. Bele xassaya malik olan xatlere markazi xatler deyilir.



2) r =R =1.Bu halda (3) sisteminin sonsuz hallar ¢oxlugu vardir: (4) sisteminin

tonliklarindan biri digarinin naticesidir. Xattini markazler diz xatti vardir.Bu diz xatt (4)
sisteminin tenliklerindan biri ile teyin olunur.
3) r=1,R=2. (4) sisteminin halli yoxdur v buna uygun olaraq, xattin heg bir

markazi yoxdur.

Markazlari olmayan va ya birden ¢ox maerkazi olan xatlera geyri-markazi xatlor
deyilir. Yuxandaki mihakimaler gosterir ki, xatt yalniz va yalniz A # 0 oldugda markazi
xatt olur. Belslikla, elliptik tip va hiperbolik tip xatlar merkezi, parabolik tip xetlar ise
geyri-morkazi xatlordir.

Ellips ve hiperbola markazi xatlerdir (A #0), ona gére da bu xatlarin bir ve

yalniz bir merkezi vardir (koordinat baslangici). y> =2px kanonik tenliyi ile verilan
parabola halinda (6) matrislerinin » =1, R=2 ranglan vardir, ona gére da parabolanin
markazi yoxdur.

2. 9ger M, € y noqtesi bu xattin merkazidirse, ona xattin mexsusi néqtasi, aks
halda ise adi nogtasi deyilir.

ikitertibli xattin adi M, noqtesinden kegan diz xatt, xatti ust —iste dusan iki
noqtede kesdikde ve ya bitinlikle bu xett Gzerinde yerlegdikde, M, néqgtesinde
ikitartibli xaette toxunan diiz xatt adlanir.

Teorem 3. jkitertibli xsttin haer bir adi néqtasinda bir ve yalniz bir toxunani vardir.
ager xstt (1) damumi tenliyi ile verilmisdirse, onda bu xsttin M(x,,y,) néqtesinde
toxunaninin

(@, %) + a5+ a39)X + (a5 Xy + Ay Yy +ay) Yy +(Ag Xy +ap Yy +ay) =0,
vo ya
Fl(xo,yo)x+F2(xoay0)y+Fo(xo,y0) =0
(7)
toenliyi vardir.

isbat. Tutaq ki, M, nogtasindan kecan [ duz xotti
xX=Xx,+pt, y=y,+ p,t parametrik tanlikleri ilo verilmisdir. Ona gére da / diz xattinin
y Xatti il kasisma noqtsalerinin parametrlori

Pt> +20t=0 (8)
tonliyi ile tayin olunacaq. Goéstarak ki, / diz xatti yalniz ve yalniz Q = 0 oldugda toxunan

olur. Dogrudan da, agar / toxunandirsa, onda (8) tenliyinin ya ust-tsta dusan iki halli, ya
da sonsuz hallar ¢oxlugu vardir. Her iki halda Q =0olur. Tersine, agar Q =0olarsa,

onda (8) tanliyinin ya ust-tusta disan iki koka vardir (P = 0 olduqda), ya da sonsuz hallar
coxlugu vardir ( P = 0 olduqda). Q = 0 sarti o demakdir ki,

F1(x0ayo)p1+Fz(xoayo)pz =0. 9)

M, (x,,y,)-adi négte oldugundan, F(x,,y,), F,(x,,y,) eyni vaxtda sifira barabar deyil.
Ona gore de (9) beraberliyi yegana p(p,,p,) vektoru istiqgamatini tayin edir. Bele bir
vektor olaraq, masalen, 7(F,(x,,y,),— F(x,,y,)) Vvektorunu géstermak olar. M,
néqtesinden 7 vektoru istigamatinde bir diiz xatt kecdiyinden M, négtesinde yegane

toxunan vardir.
Toxunan M, néqtesindan 7 vektoru istigamatinde kegdiyindan,



x=x, F,(x,,»,)
Y=y, —F(x5,¥0)

(10)
tonliyi vardir.
M, € y oldugundan,

Fi(x0,0)%0 + F, (x5, ¥0) ¥ + Fy (x5, ,) = 0.
Bu berabarliyi (10) berabarliyinde nazers alaq:
Fi(x0,y0)x+ F,(x0,0)y+ F,(x,,9,)=0.
Alinan tenlik (7) tonliyidir. Teorem isbat olundu.

Ellips, hiperbola ve parabolanin batin noqtsleri adi noqtelar olduglarindan bu
xatlerin her bir nogtasinde bir yalmz bir toxunan vardir. Bu xetlerin toxunanlarinin
tonliklerini yazaq.

2 2

1

Xy - 1
1)a—2+b—2:1 ellipsi halinda a,, za—z, a,, zb—z, ag, =-1, a,=a,=a,, =0
oldugundan (x,,y,) néqgtesinds toxunanin tanliyi
XX yy
P
saklindadir.
)X Y hiperbolasi halind ! !
—=—=1 hiperbolasi halnda a,,=— ,a,,=——, a4 =-1, a,, =a,y =
)az b2 p n= 2 B2 G0 12 =4y

=a,, =0 olduguna géra (x,,y,)noéqtesinds toxunanin tenliyi

Mo _ Mo 4
a> b’
saklindadir.
3) y*=2px parabolasi halinda ay=la,=-p, a,=0a,=0a, =a, =0

oldugundan (x,,y,) nogtasinde toxunanin tanliyi

W = p(x+x,)
soklindadir.






XIV Mihazira

Vektorial hasil, xassalori. Vektorial hasil vektorunun koordinatlari. Vektorial
hasilin tatbiqlari.

1. Tutaq ki, a.bkollinear olmayan vektorlardir. Fezanin misyyan M

noqtasinden MA = a,ﬁzlgvektorlanm ayiraq va MACB paralelogramini ele quraq
ki, MA ve MB parcalarn bu paralelogramin qonsu terofleri olsun. MACB
paralelogrami é,l; vektorlar

uzarinda qurulan paralelogram adlanir. Fezada sonsuz sayda bela paralelogramlar
qgurmagq olar. Onlarin hamisi bir-birine barabar olacaqglar. Bu isa onlarin sahalerinin
eyni olmasina gatirib gixarir.

Tutaq ki, faza oriyentasiya olunmusdur.

Verilmis nizamla goturalan kollinear olmayan d,l; vektorlarinin vektorial hasili,
uzunlugu bu vektorlar Gzarinde qurulan paralelogramin sahasina barabar olan elo
p vektoruna deyilir, bu vektor a,b vektorlarina
perpendikulyardir ve els istiqgamatleanmisdir ki, 5,5,13 bazisi sag oriyentasiyali
bazisdir. Kollinear vektorlann vektorial hasili sifir-vektora barabar hesab olunur.

a,z? vektorlarmm vektorial hasili [az?] vaya [é,EJ kimi isara olunur.

Teorem . 3ger dva b vektorlarmin ortononnallasmis sag i, /,k a=(a,,a,,a;),

[; :(b15b25b3)



ayb, | |asbs| |a;b,

b b

asby |'|ab,

koordinatlan vardirsa, onda [ﬁl;] vektorunun dl;]:{ 5
a0,

} koordinatlar

vardir.

Vektorlarin vektorial hasilinin asagidaki esas
xassaolarini qeyd eda bilarik:

1. |ab |=-|pa)

2. la&,gjza l&gJ.

3. [a+5.¢)= [ac]+ |pe]

Vektorial hasil emalinin asagidaki tetbigelari vardir:

1) Paralelogramin sahasinin hesablanmasina

vektorial hasilin tatbiqi.
Tutaq ki, her hansi a ve b vektorlari verilmisdir. Bu
vektorlar Gzarinda qurulan paralelogramin sahasi

s=[a.5]
dusturu ile
hesablanir.
2) Ucbucagin sahssinin hesablanmasina vektorial
hasilin tatbiqi.

Tutaq ki, tepsleri A,B,C néqgtaleri olan tgbucaq
verilmisdir. 4,B,C iicbucaginin sahasi

5=~ [4B.ac]
2

dusturu ile hesablanir.

XV Mihazira

Qarisiq hasil, xassalori, koordinatlarla ifadasi. Qarnisiq hasilin tetraedrin hacminin
hesablanmasina tatbiqi

I. Tutaq Ki, a,b,¢ komplanar olmayan vektorlardir. Fezanin miayyen M

noqtasindan MA = Zz,]\ﬁ = 5,]\76" =cvektorlarmi  ayrag ve MADBCAIDIBI

paralelepipedini elo
quraq ki, MA, MB ve MC parcalari bu paralelepipedin tillori olsun.  Quralan

paralelepipeda a,b,¢ vektorlar iizerinde qurulan paralelepiped deyilir. Tutaq ki,
oriyentasiya olunmusdur. Komplanar olmayan, verilmis nizamla géturilen a,b,¢

vektorlannin qarisiq hasili dedikde bu vektorlar tzarinde qurulan paralelepipedin, a,b,¢
sag bazisi olduqda "+" isaresi ila, sol bazis oldugda ise "-" isarasi ila gotirilen hacmi
basa dusulur.

a,b,¢ vektorlannin gansiq hasili abé ve ya (555) kimi isara olunur.

Teorem. ixtiyari G,b,¢ bazisi ve ortonormallasmis sag i, j,k bazisi iigiin
abé =(ij,k)/(a,b ,c) baraberliyi dogrudur.



Teorem. ager a,b,c vektorlarmin ixtiyari e, ,e,,e,bazisinde a =(a,,a,,as), b =(b,,b,,b;),
abic
¢ =(c,c,,c5) koordinatlan vardirsa, onda abc =|a,b,c,|e é,e;.

asbycy



Netiga. 9ger d,l;,é vektorlarinin ortonormallasmis f,],lg sag bazisinds a = (a,,a,,a;),
abic,
b= (by,b,,b5), ¢ =(c;,c,,cy) koordinatlan vardirsa, onda abc = a,b,c,|.

asbycy

Qarisiq hasilin esas xasssalerini geyd edok:
1. abé=béa=cab;

2. aGbé =-bac,ab¢ =—cba,ab¢ = —ach ;
(c@)bé = alabe);

4. (a+bld =acd +bed

98]

burada a- ixtiyari
haqiqi adaddir.
Qarisiq hasilin
bazi tetbigloerini
geyd edak.
1. Tepaleri A,B,C,D négtalerinds olan tetraedrin hacmi

y =1 |(4.4¢. D)
6

disturu ile hesablanir.

— s —

2. A,B,C,D néqteleri yalniz ve yalniz (AB,AC,AD):O barabarliyi édenildikde bir
mustevi tzarinds yerlasirlor.

3. d,b,¢ vektorlar yalniz va yalniz (555)=0 munasibati 6danildikde komplanar olurlar.
XVI Miihazire

Fazada mistavinin verilma usullan



Tutaq ki, foezada o mustavisi verilmisdir. o mistavisine paralel olan butiun vektorlarin L
coxlugu ucolcult V' vektor fezasinin ikiolgtlu alt vektor fezasidir. L alt fezasi V-nin

yénaldici alt fozasi adlanir. Farz edak ki, @ ve b -L-den olan xatti asili olmayan vektorlar
ciutudir. @ ve b vektorlan L alt fozasimn bazisini emala getirirler. ¢ mustevisi tzerinde
muayyen M, noqtesini goétirak. M, négtesinin o mistavisine aid olmasi tgin zeruri va
kafi sort M—OM,a,E vektorlarmm komplanarhigi, yani onlarm qarigiq hasilinin sifira
barabarliyidir: (W,aj):o. (1)
Bu barabarlikden istifade edarak, muxtslif dsullarla verilan o mustavisinin tanliyini
yazaq: 1. Afin koordinat sisteminde koordinatlan ile M (x,,y,,z, )noqtasi ve iki kollinear
olmayan d(a,,a,,a;) ve b(b,,b,,by) vektorlar verilmisdir. M, négtesinden kegan ve
yonaldici alt fazasi L(a, b ) olan o mustavisinin tanliyini yazaq. (1) barabarliyine gore
M(x, ys z) noqgtesi yalniz ve yalniz
xX—x,a, b
Y=Yy a, by|=0 (2)
z—2z, a; by

baraberliyi 6denildikde ¢ miistavisina aid olur.

M e ocolduqda (1) berabarliyi 6denuir ve demseli, M noégtasinin x, y, z
koordinatlan (2) tenliyini 6dayirler. M ¢ o olduqda ise W,d,l; vektorlari komplanar
olmurlar, ona gora da (1) bsraberliyi 6denilmir vo demali, x, y, z koordinatlan (2)
tonliyini 6damirler. Belslikls, (2) tanliyi c mustavisinin tanliyidir.

2. Afm koordinat sisteminda koordinatlar ila verilmis va bir diz xatte aid olmayan
g Mi(xiynzi), M,(x,,v,,2,), M;(x;,y5,2;3) nogtalerinden kegan mistavinin tanliyini

yazaq. Verilmis noqtsler bir diiz xstte aid olmadiglarindan M M, ve M M, vektorlari

kollinear deyil ve baxilan mistevinin yonaldici alt fezasi L(W ,W) alt fazasi olan
mistavi kimi tayin etmak olar. Ona gérs de M ,,M,,M,noqtslsrinden kegan mustavinin
(2)-yo analoji olan asagidaki tanliyi yaza bilerik:

X=X Xy =X X3—X

Y=y Y,=y1¥3=n|=0.

Z—=Z Zy—Z Z3—Z

3. o mustavisinin yonaldici alt fezasinin ixtiyari vektoruna perpendikulyar olan #
vektoruna baxaqg. Bu halda deyirlar ki, n vektoru o miustavisine perpendikulyardir.

Tutaq ki, dizbucagh koordinat sisteminds koordinatlan ile M(x,,y,,z,) noqtesi ve

sifirdan farqgli n (A, B, C) vektoru veriimisdir. Mo noqgtesindan 7 vektoruna
perpendikulyar kegan o mistavisinin tanliyini yazaq. M(x, y, z) noqtesi yalniz ve yalniz

M M ve n vektorlan ortogonal oldugda, yeni M, M,n)=0 serti O0dendikde o

mistevisine aid olur. M M vektorunun M M (x-x,, y-y,, Z-z,) koordinatlanni nazers

alsaq,
sonuncu barabarliyi

A(x-x0)+B(y-yo)+C(z-z0)=0 4)
soklinde yamaq olar. (4) tenliyi Mo(xo,yo,zo) nogtasinden kegen ve n vektoruna
perpendikulyar olan mustavinin tanliyidir.



4. Tutaq ki, fezada afin koordinat sistemi daxil edilmisdir. M,(x,,v,,2,)
néqtesinden kegan ve yénaldici alt fozas d(a,,a,,a;) , b(by,b,.b, ) bazisli L fozasi olan o
mustevisine baxaq. M(x, y, z) noqgtasi yalmiz ve yalniz (1) barabarliyi 6dendikde o
miustevisina aid olur. W,a,é vektorlarinin komplanarhgina asasan eloe u,v adadlori
vardir ki,

W = ud +vb.(5)
Belsliklo, M noéqtasi yalniz ve yalniz (5) barabarliyi 6dendikde o mistavisine aid olur.

MM  vektorumm W (X-x,, Y-vo, Z-z,) koordinatlar oldugundan (5) sorti
X—X, =ua, +vb,,
Y-y, =ua, +vb,, beraberliklor sistemi saklinde yazila biler. Bu baerabaerliklora o
Z—2y =uas +vbhy

mustavisinin parametrik tonliklori deyilir.
XVIII Miihazira

iki miistavi arasinda qalan bucaq. Miistavinin normal tanliyi. Néqtadan miistaviya
gadar olan masafa

2. Tutaq ki, dizbucagh koordinat sisteminde Ax+By+Cz+D=0 tenliyi ilo ¢ mustavisi ve bu
miisteviys aid olmayan M (x,,v,.z,) noqtesi verimisdir. M négtesinden o mistevisine

gader olan p(Mo, c) masafasi
_|Axy + By, + Czy + D|

p(My.0)=
’ NA* + B? + C?

3)



dusturu ile hesablanir. (4) disturundan astifade edarak, diizbucagh koordinat sisteminda
Ax+By+Cz+Di=0, Ax+By+Cz+D>=0 tonlikleri ilo verilmis ve bir-birina paralel olan o 1 ve o2 mustavileri
arasmdaki p(o,,o, ) mesafesini tapaq, burada D, = D,. Tutaq ki, M (x,, v,,z,) -0, mistavisinin ixtiyari
noqtasidir. Onda agkardir Ki, p(o t, 02)= p(Mo, o2), ona gore da (4) dusturundan istifade etsak,



alanaq:

3. Trtaq ki, dizbucagh koordinat sisteminda (1) va (2) tenliklari ila kesisan o 1 vo
o2 mistavileri verilmisdir. Bu mistaviler arasindaki bucag tapag. iki kesissn mistavi dérd
ikiizli bucaq emala gatirirler va bu bucaqlardan ixtiyari b|r| verilmis mustavilar
arasindaki bucaq adlanir . 7,(4,,B,,C,) ve ii,(4 B C )vektorlar uygun olarag, o L ve o2
mustavilerine perpendikulyal olduglanndan ¢ = (#,,n bucag| o 1 Vo o2 mustavilarinin
amale gatirdiyi ikilizli bucaglardan birinin xatti bucag|d|r Ona gore da ¢ bucagmi tayin
etmak yetorlidir:

cosp = —— Ai4 +BjB +C,C, 4

+B +C

(4) dusturundan gorinir ki, o 1 ve o2 mdistevileri yalniz ve yalniz  nn, =0, yeni
A,4, + B,B, + C,C, = 0olduqda perpendikulyardirlar.
Mdistavinin normal tenliyi
xcosa + ycosfB+zcosy—p=0
soklindadir, burada cos’ & +cos”> f+cos’y=1ve p=>0.
XIX Miihazira

Fazada diiz xattin verilma tsullan

1. Faezada verilmis diz xatta paralel olan istanilan sifirdan farqli vektor onun
ybnaldici, yaxud istiqametverici vektoru adlanir. Diz xattin veziyysti bu diz xattin
yonaldici vektorunun ve muiayyan nodqtesinin, yaxud iki ndqtesinin verilmasi ilo
birgiymatli teyin olunur. Fezada diz xatt tg Gsulla verila bilar:

1) bir noqtasi va bir yunaldici vektoru ils;

2) iki muxtalif nogtasi ils;

3) iki mustavinin kasismasi kimi.

Tutaq ki, fezada Oe e,e, afin koordinat sistemi secilmisdir ve bu sistemds 4 diiz
xattinin musyyan Mo(xo,yo,z3) nogtesinin  ve yonaldici Zz(al,az,a3)
vektorunun koordinatlari malumdur 4 diz xattinin tanliyini yazaq. Askardir ki,

M(x,y,z) nogtesi yalniz ve yalniz MM ve a vektorlan kollinear olduqgda 4
diz xettine aid olar. Kollinearliq sartini

MM=t-a (1)
vo ya
x_xozy_yo:Z_Zo (2)
aZ a3
soklinde yazmagq olar. (1) tenliyi diz xattin fozada vektorial tanliyi, (2) tenliklari ise
kanonik tanlikleri adlanir.




Fozada iki noqgtesi ile verilon diiz xattin tenliyini ¢ixaraq. Tutaq ki, Oéée,é, afin
koordinat  sisteminde 4 diz xettinin M ,(x,,y,) v M,(x,,y,)
néqtalerinin  koordinatlari melumdur Onda M M, vektoru 4 diiz xattinin yénaldici
vektorudur. Bu vektor O¢é,é, afin koordinat sisteminde (x, —x,,, - ¥,,2, — 2,)

koordinatlarina malikdir. Ona goéra da (2) dUsturuna asasan dJ duz xattinin tanliyi
asagidaki kimi yazilar:

X, =X Vo=V 2,7 %
(3) tenliklerine fazada iki nogtedan kegan ve ya iki nogtesi ile verilon diuz xattin tanlikleri
deyilir.

x_xl :y_yl _Z_Zl (3)

Miihazira 20
Foazada iki diiz xattin, diiz xatle miistavinin qarsihqli vaziyyati. Fozada
iki diiz xatt arasinda qalan bucaq

Tutaq ki, fezada d,=(M,,p,) ve d,=(M,,p,) diz xatleri verilmisdir.
Bu duz xstlerin garsiligh vaziyystinin asagidaki 4 hali vardir:

1) (MM, p.p,)%0 sorti sdenildikde d,=(M,.5,) ve d,=(M,.p,) diz
xatleri ¢arpaz olurlar;

2) d =(M,p) ve d,=(M,,p,) diz xatleri yalniz va yalniz

(Mle,p,ﬁz):O sorti 6denildikde ve p,, p, vektorlari kollinear olmadiqda bir
noqgteda kasisirlar;



3) d=(M,p) vo d,=(M,,p,) diz xstleri yalniz va yalniz
(M,M,.5.5,)=0 serti odenildikds, 7,5, vektorlan kollinear oldugda, lakin

W,pl vektorlar kollinear olmadigda bir-birina paralel olurlar;

4) d =M, p)ve d =(M,p,) diz xstleri yalniz ve yalniz p,,p, V@
W vektorlar cit-cit kollinear oldugda tst-usts dusurler.

Tutaq ki, fezada M,(x,,,,z,) négtesinden kegen, yénaldici vektoru
d=1{a,,a,,a,} vektoru olan d diiz xatti ve imumi tenliyi 4x+ By +Cz+D=0
soklinde olan o maustavisi verilmisdir. d diz xattinin v o muistavisinin
garsiligh vaziyystinin asagidaki 3 hali vardir:

1) d diz xatti yalniz ve yalniz

Aa, + Ba, + Ca, #0
sorti 6denildikde o maustavisini bir noqtadea keasir. Kasisma noqtesinin
tapilmasi lgin d diz xsttinin ve o mistavisinin tanliklari birlikda hall
olunur.

2) d duz xetti yalnizve yalniz d//oc,M,¢ o vaya

Aa, + Ba, + Ca, =0,
{Ax0 +By, +Cz,+D#0
sortlari 6denildikde o mustavisina paralel olur;

3) d duz xetti yalniz ve yalniz da//oc,M o veya

Aa, + Ba, + Ca, =0,
{Ax0 + By, +Cz,+ D=0
sortleri 6denildikde o mustavisinin tGzerinda yerlasir.

Tutaq ki, fezada yenaldici vektorlan p={p.,p,.p,} vo G=1{¢..4,.9,}
olan d, ve d, duz xatleri verilmisdir. Bu diz xstler arasindaki ¢ bucaqi
asagidaki dusturla hesablanir:

—

-q + +
cosp = —l'j q—' - 2 pl(’fl pzzq2 2p3q32 2 (1)
|p||q| \/p1+p2+p3'\/q1+q2+q3
(1) duasturundan goranir ki, d, ve d, duz xaetleri yalniz ve yalniz

p-g=0, yaxud pgq, +p,q,+p,q,=0 sorti 6denildikde perpendikulyar
olurlar.

XXI Mihazira

ikitartibli sath anlayigi. Firlanma sathlari. Silindrik sathlar

Fazada ixtiyari afin koordinat sistemindaki koordinatlari iki tertibli



a, x> +a,,y’ +a,z" +2a,xy +2a,xz + 2a,,yz + 2a,,x +

(1)

+2a,, +2a,, +a, =0

tonliyini 6dayen butin nogtaler ¢coxluguna iki tertibli sath deyilir, burada

a,,,a,,,...,-a, —hadiqi adadlerdir, bele ki, iki tartibli hadd amsallarindan heg

olmasa biri sifirdan ferqlidir.

Kasikler metodu yalniz iki tertibli sathlare deyil, ixtiyari sathlers tetbiq
oluna biler. Bu metodun mabhiyyatini izah edak. Tutaq ki, S sathi duzbucaqh
koordinat sisteminda (1) tenliyi ile verilmigdir. S sathini koordinat
mustavilerine paralel olan mdustavilerle (ve ya koordinat mustevileri ilo )
kasirik ve sathin bu mustavilerle kasigma xatlarini tayin edirik. Bu xatlorin
tiplorine asasen seothin formasi haqqinda fikir yuraduriok. Kasikler

metodunun tetbigi asagidaki teorema asaslanir:

Teorem 1. Tutaq ki, diizbucaqli Oijk koordinat sisteminda (1) tonliyi
ile S sethi ve z=h tenliyi ile Oxy mistavisine paralel olan, ve ya onunla
list-tiste dlisen o mlistevisi verilmigdir. ©gar S sathi o mlistavisi ilo y xatti

boyunca kssigirse, onda y xeftinin Oxy mustavisi Uzarindeki

proyeksiyasinin Oij koordinat sisteminda
F(x,y,h)=0
tenliyi vardir.

Her bir noqgtasi ile barabsr bu nogtanin muayysn geyd olunmus d
diz xetti atrafinda firlanmasindan alinan g¢evrani de 6ziinds saxlayan satha
firlanma sathi deyilir. Strafinda filanmanin aparnldigi 4 diz xatti firlanma
oxu adlanir. Firlanma sathinin filanma oxuna perpendikulyar olan
mustavilerle kasigsmasinden alinan c¢evralere paraleller deyilir. Firlanma
oxundan kecen mustaviler isa firlanma sathini meridianlar adlandirilan
xatler boyunca kasirlar.

Firlanma sathi asagidaki kimi tayin oluna biler. Tutaq ki, o

mustavisinde d viz xatti vo y xaetti verilmigdir. y xattinin d diz xatti



atrafinda firlanmasindan alinan sath oxu d diz xatti olan firlanma sathidir.
v

xattinin har bir ndqgtasi d diz xatti strafinda firlanaraq, bu sathin paralelini
amalo gatirir.

Asagidaki teorem y xattinin o mustavisindaki tenliyine asasen,
firlanma sathinin tenliyini miayyan etmaya imkan verir.
Teorem 2. Diizbucaql Oijk koordinat sisteminde
Xyt = ()
tonliyi
x=f(2),y=0
tanlikleri ile verilmis xattin Oz oxu etrafinda firlanmasindan alinan firlanma
sathinin tanliyidir.

Her bir M noqtesi ile berabar, M noqgtesinden kecan va verilmis

sifirdan farqli p vektoruna paralel olan duz xatti de 6zunds saxlayan satha
silindrik sath, va ya silindr deyilir. p vektoruna paralel olan va silindrik sath

uzarinda yerlagson diz xatler bu sathin doguranlari adlanir.

Silindrik sath bu sakilde qurula bilsr. Tutaq ki, y —muayyan xatdir, p
ise sifirdan fargli vektordur. Har biri » xettinin muayyan nogtasinden kegan

Vo

p vektoruna paralel olan butin duz xastlerin emale gatirdiyi seth silindrik
sothdir. Bu halda y xatti bu silindrik sethin yonaldicisi adlanir.
Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem. Tutaq ki, fezada diizbucaqli Of]'E koordinat sistemi ve

miistevi iizerinde Oij koordinat sisteminde
F(x,y)=0 (2)
tenliyi ile y xoftti verilmigdir.
Onda (2) tenliyi fezada ydneldicisi y xetti olan ve doduranlari

k vektoruna paralel olan silindrik S sathini tayin edir.



Bgar (2) tenliyi x ve y dayisanlerine nazeran iki deracali tanlikdirse,

onda yénaldicisi y xatti olan ve doguranlari k vektoruna paralel olan

silindrik setha iki tartibli silindrik sath (ve ya qisa sekilds iki tertibli silindr)
deyilir. (2) yonaldicisinin ellips, hiperbola, ve ya parabola olmasindan asili

olaraq, bu silindri elliptik, hiperbolik, va ya parabolik silindr adlandirirlar.
Tutaq ki, diizbucaqli Oijk koordinat sistemi elo secilmisdir ki, iki

tortibli silindrik sethin doguranlari k vektoruna paraleldirlor,  ydnaldicisinin

ise Oij koordinat sisteminde kanonik tanlikleri vardir. Bu halda mimkiin

silindrik sathlarin asagidaki tenlikleri olacaqdir:

2 2
S 2’— -1 — elliptik silindr;
a
xz 2
—2—2—2:—1 _ hiperbolik silindr;
a
y> =2px - parabolik silindr;
xz 2
— —Z—z =0 — Oz oxu boyunca kesisen iki mustaviya parcgalanan
a
silindr;

2 2
x"—a =0, .. . . .

- paralel mustaviler cutuna pargalanan silindr;

a#0
¥t = - ust-uste dusen mustevilar cutiinu ifade eden silindr.

Bu tanliklara uygun iki tertibli silindrik sathin kanonik tanlikleri deyilir.

XXII Miihazirs
Ellipsoidlar va hiperboloidlar

Musyyan duzbucaqgl koordinat sisteminda

x2 yz ZZ
a—2+b—+c—2:1 (1)



tanliyi ile verilon satha ellipsoid deyilir. (1) tonliyi ellipsoidin kanonik tenliyi
adlanir. Musbat a,b,c odadlerine ellipsoidin yarimoxlari deyilir. ©ger
a#b,b+#c,c#a olarsa, onda deyirlor ki, ellipsoid Ugoxludur. (1) kanonik
tonliyinden gorundr ki, ellipsoid koordinat mustavilerine, koordinat
baslangicina va koordinat oxlarina nazeren simmetrikdir. Ellipsoidin
simmetriya markazine onun markazi, simmetriya oxlarina ise onun oxlari
deyilir. Oxlardan har biri ellipsoidi iki ndgtada kasir. Bu noqtaler ellipsoidin
topsleri adlanir. Ugoxlu ellipsoidin alti tepasi vardir: 4,(,0,0), 4,(-a,0,0),
B,(0,5,0), B, (0,—b,0),C,(0,0,c),C,(0,0,—¢). Asanligla muayyan olunur ki,
—a<x<a, -b<y<bh, —-c<z<c
Ellipsoidin z = mustavisi ile kasiyinin Oxy mistevisinds Oi;j koordinat

sisteminda

tonliyi vardir.

Ug mimkiin hall geyd eds bilerik.

2 2
1) |h/<c. Bu halda kesikde yarmoxlari a'=a1/1—h—2, b':bw/l—h—2
C C
2 2

adadleri olan ellips alinir. Xususi halda Oxy mustavisi ellipsoidi x_+;;_2 1
a

ellipsi Uzre kasir.

) |h|=c. (2) tenliyi x—2 z—z—o soklinds yazilir. z=h mustavisi
a

ellipsoidla yalniz bir ortaq nogtaya-ellipsoidin tapalarindan birine malik olur.
3) |h|>c. (2) tonliyi xayali ellipsin tenliyi olur. z=h mistevisinin
ellipsoidle ortaq ndqgtalari olmur.
Oger ellipsoidin iki yarim oxu beraberdirsa, masalen, a=5 olarsa,

onda ona firlanma ellipsoidi deyilir va tonliyi



xz 2 ZZ
—2+%+C—2=1 (3)
(

N}

soklinds yazilir. Qeyd edak ki, (3) sathi Oxz mustavisinde yerlagan
x2 z
a—2 + c—z =1

ellipsinin Oz oxu strafinda filanmasindan alinmisdir.
Her GU¢ oxu bir-birine barabar oldugda, yeni a=b=c sertlori

odenildikde ellipsoid sfera olur: x* +y*> +z* =a’. Demali, sfera ellipsoidin

xususi halidir.
Biroyuglu va ikioyuqglu hiperboloidlari farglendirirlor.

1) MiUayyan duzbucaqli koordinat sisteminda

2 2 2
LY _Z (4)

a b

tanliyi ile teyin olunan satha biroyuqglu hiperboloid deyilir. (4) tenliyi
biroyuglu hiperboloidin kanonik tenliyi adlanir. Kanonik tenlikden gorunur ki,
biroyuqlu hiperboloid koordinat mustavilerina, koordinat oxlarina (sathin
oxlari) ve koordinat baglangicina (sathin markazi) nazaran simmetrikdir. Ox
ve Oy oxlari biroyuqglu hiperboloidi 4, (a,0,0), 4,(—a,0,0) va B,(0,5,0), B, (0,—5,0)
noqtalerinde kasirler. Bu oxlar biroyuqglu hiperboloidin haqiqgi oxlari,
gOstarilan noqgtsler ise onun tepaleri adlanir. Oz oxunun isa biroyuqlu
hiperboloidla ortaq néqtsleri yoxdur. Ona géra de Oz oxuna biroyuqlu
hiperboloidin xayali oxu deyilir.

(4) sothinin  z=h mistevisi ile kasismasinden yarimoxlari

a=2Jc+n:, b :é\/c2 + h* odadlari olan

C C
x2 y2 hz
—+ =1+
a’ b’ ¢’
x2 y2
ellipsi alinir. 2=0 olduqda _2+b_2:1 ellipsi alinir. Bu ellipsa biroyuqlu
a

hiperboloidin bogaz ellipsi deyilir. Eyni gayda ile biroyuglu hiperboloidin

x=h va y=h mustevileri ilo kasiklerini tayin etmak olur.



Oger (4) tanliyinde a =5 olarsa, onda firlanma biroyuqlu hiperboloidi

adlandirilan sathin
x2 y2 ZZ
St =1
a a C

x2 22

tenliyini alang. Bu seth — ——

=1 hiperbolasinin Oz oxu etrafinda
a

9

filanmasindan alinmisdir.

2) Muayyen duzbucagli koordinat sisteminda

2 2 2
z

X Y
P ©)

tonliyi ile verilan setha ikioyuqglu hiperboloid deyilir. (5) tenliyi ikioyuqlu
hiperboloidin kanonik tanliyi adlanir. (5) tenliyinden goérinir ki, ikioyuglu
hiperboloid koordinat mustavilarina, koordinat oxlarina (simmetriya oxlar)
va koordinat baslangicina (simmetriya markazi) nezaran simmetrikdir. Oz

oxu (5) sethini onun tepaleri adlandinlan C,(0,0,c¢),C,(0,0,—¢) ndqtelarinde
kasir. Oz oxuna ikioyuglu hiperboloidin haqiqi oxu deyilir. Ox ve Oy

simmetriya oxlarinin ikioyuqlu hiperboloidle ortag ndqgtsaleri olmadigindan,
bu oxlar xayali oxlar adlanir.
(5) sethinin z =/ mustavisi ile kesiyinin

2 2 2
v
bZ

=21
CZ

N}

tonliyi vardir. |h|>c oldugda bu tanlikla ellips tayin olunur. Gostarmak olur
ki, (5) sethinin x=4 ve y=h mustavilari ila kesikleri hiperbolalardir.

9gar (5) tenliyinde a =5 olarsa, onda firlanma ikioyuqglu hiperboloidi

adlandirilan sathin

2 2 2
a a C
x2 22
tonliyini alariqg. Qeyd edak ki, bu sath a—z—c—zz—l hiperbolasinin Oz oxu

atrafinda firlanmasindan alinmisdir.



XXl Muhazirs
Paraboloidlar
Elliptik ve hiperbolik paraboloidleri farglendirirlor.
1) Mlayyan duzbucagli koordinat sisteminda
2
%+)b/—2:22 (1)
tonliyi ila tayin olunan sethe elliptik paraboloid deyilir. (1) tanliyi elliptik
paraboloidin kanonik tanliyi adlanir. (1) tenliyinden gértnur ki, elliptik

paraboloid Oxz ve Oyz koordinat muustevilarine ve Oz koordinat oxuna
(simmetriya oxu) nazaran simmetrikdir. Bu seth Oxy koordinat mustavisins,
Ox,0y koordinat oxlarina ve keoordinat baslangicina nazeran simmetrik

deyil. Elliptik paraboloidin 6z oxu ile kasigma nogtasinia onun tapasi deyilir.
Sath (1) kanonik tenliyi ile verildiyi halda koordinat baslangici sathin
topasinda secilmis olur.
(1) kanonik tenliyi ile verilmig elliptik paraboloidin z =4 mustavisi ile
kasiyinin
2 2

5>t

= 2h 2)

IS
=<

tonliyi vardir.
(2) tenliyi A>0 olduqgda ellips, #=0 oldugda koordinat baslangicinda
kasisen xayali duz xatler cutinu, 4 <0 olduqda ise xayali ellips tayin edir.

Asanligla yoxlamagq olur ki, (1) sathinin y=h4 va x=h mustavileri ilo

kasiklari parabolalardir.
Oger (1) tenliyinde a=»b qobul etsak, firlanma paraboloidi adlanan
sothin
x2 y2
?+a—2:22



tenliyini alarig. Bu sath x*=24°z parabolasinin Oz oxu atrafinda
filanmasindan alinmisdir.

2) Mlayyen duzbucagli koordinat sisteminda
Y=z (3)

tanliyi ile tayin olunan satha hiperbolik paraboloid deyilir. (3) tenliyi
hiperbolik paraboloidin kanonik tanliyi adlanir. Elliptik paraboloidde oldugu

kimi, hiperbolik paraboloid Oxz ve Oyz koordinat muustavilerine va Oz
koordinat oxuna (simmetriya oxu) nazeren simmetrikdir. Bu sath Oxy
koordinat maustavisine, Ox,0y koordinat oxlarina ve keoordinat

baslangicina nazaren simmetrik deyil. Hiperbolik paraboloidin 6z oxu ile
kasigma noqtasinie onun tepasi deyilir. Seth (3) kanonik tanliyi ile verildiyi
halda koordinat baglangici sathin tepasinda secilmis olur.

(3) kanonik tenliyi ile verilmis hiperbolik paraboloidin z=#4 mustevisi
ile kasiyinin
Ly "

N}

tonliyi vardir.
h>0 olduqda (4) tenliyi hiperbola, #=0 oldugda sethin tapasinda
kasisen haqiqi duz xatler cutiinu, 4 <0 olduqda isa hiperbola tayin edir.

Asanligla yoxlamagq olur ki, (3) sethinin y=h ve x=h mustevileri ilo

kasiklari parabolalardir.



