Muhazira 1
METRIK FOZALAR

1. Tutaq ki, X bos olmayan coxluqdur. Ogar asagidaki sertlarin

Odenilmasi ile har bir nizamlanmis x,yeXx elementlor cutina manfi
olmayan p(x,y) edadi gargl goyulmusdursa, bu halda deyirler ki, x goxlugu
uzerinda p metrikasi verilmisdir:

1) yalniz ve yalniz x =y oldugda p(x,y)=0;

2) ixtiyari x,y e X Ggln p(x,y)= p(y,x)

3) ixtiyari x,y,ze X Ugln p(x,y)+ p(y,z)= p(x,z).

Oger R, ile manfi olmayan haqiqi adadlar ¢coxlugu isare olunarsa,
onda x ¢oxlugu Uzarinds metrikanin 1-3 xassaloerini 6deyan p:XxX >R,
inikasi oldugunu sdylayae bilerik.

X goxlugu lGzerinda veriloan metrika ile birlikda, yani (X, p) cutl metrik
feza, x coxlugunun x,y,....z,... elementlari ise bu fezanin néqtsleri adlanir.
Manfi olmayan p(x,y) ededi x,y noqteleri arasindaki masafe adlanir. p

funksiyasinin 6dedi-yi 1-3 xasselerine metrik foza aksiomlari deyilir: 1
xassasi eynilik aksiomu, 2 xassasi simmetriya aksiomu, 3 xassasi iso
Ucbucag aksiomu (ve ya Ugbucaq berabersizliyi adlanir. Anlasiimazliq
yaranmadigi halda, qisa olmasindan 6tri metrik fezani sadece x ils isare
edacayik.

Bos olmayan istenilon x ¢oxlugu lzarinds x,y € X Ugln

L x#y
p(x,y)={0 ey

gabul etmakla ftrivial, yaxud simplektik metrika adlandirlan metrika tayin
oluna bilar. Aydindir ki, metrikanin bu sekilds tayin olunmasi zamani 1-3
aksiomlari édanilir. Belaliklo, sifirdan foerqli istenilan ¢oxlugu metrik fazaya

cevirmak olar. Qeyd edak ki, birden gox nogtays malik olan eyni bir ¢oxluq



uzerinde muxtelif metrikalar verilo bilor. Dogrudan da, ager.p bela bir

coxluq Uzerinde verilmis metrika ve & ise vahiddan fergli musbat

adaddirsa, onda kp funksiyasi da bu coxluq Uzerinde metrikadir ve bu
metrika p metrikasindan ferqlidir.

Metrik fozalara dair numunalara baxaq.

Misal 1. E, Evklid fszasi dg¢lin (»=1.2,.) asagidaki qayda ile

p:E xE,_ — R, inikasini teyin edak:

VM, N < E, noqteleri ticlin p(M,N):‘AT\f

b

(I mdhazirsnin 5-ci bandinde E, Evklid fezasinin ixtiyari iki noqgtesi

arasindaki mesafe mahz bu gakilde teyin olunmugdu). Daxil etdiyimiz

p(x,y) funksiyasi metrik feza aksiomlarini 6dayir. Demali, £, Evklid fezasi
metrik fazadir.

Misal 2. Tutaq ki, X - [4,5] parcasidir, yoni

[a,6]={dx e R,a < x <b}.
x va y nogteleri arasindaki masafe p(x,y)=|y-x| disturu ile teyin olunur.
Bu halda metrik fezanin 1 ve 2 aksiomlarinin odenilmasi askardir. 3
aksiomunun 6danildiyini yoxlayaq. ©ger x,x, Vo x,-X ¢oxlugundan olan
ixtiyari (g noqtedirse (yeni [«,b] pargasina aid olan (i¢ adaddirsa), onda
aydindir Ki, |x, —x;| =|(x; —x, )+ (x, —x3) < |x, — x,| +|x, — x,|. Belalikla,
Pl x3) < plxyx )+ plag.xs)

Misal 3. [a,b] pargasinda kssilmaz olan bitiin haqiqi funsiyalarin x
coxlugunda maesafeni p(f,g)=sup|f(x)—g(x) dusturu ile teyin edirik, burada
xela,p] Asanligla yoxlamaqg olur ki, p funksiyasi metrika aksiomlarini
o0dayir. Bu metrik faza
Cl.» 118 isars olunur ve daha gox riyazi analiz kursunda istifade edilir.

2. Tutaq ki, (X, p)-metrik fozadir, ¥ « x onun miisyyan alt gcoxlugudur.

p metrikasi ilo v goxlugu da metrik fozaya gevrilir. (v,p) metrik fozasi x



fozasinin alt fezasi adlanir. Tutaq ki, Y cx -metrik fezanin ixtiyari alt

coxlugudur. {o(x,y)x,ye¥} goxlugunun dagiq yuxar serheddini nazerden

kegirak. ©ger bu daqiq yuxar serhad sonludursa: d = sup {p(x,y)}, onda v

x,ye¥
mahdud c¢oxluq, d-Y ¢oxlugunun diametri adlanir.
xe X morkazli ¢ radiuslu kiirsvi otraf
0,(x)={lye X, p(x.y)< &}
coxluguna deyilir.
Y,,Y, c X ¢oxluqlari arasindaki mesafe dedikde

p(¥,Y,) {o(x, »)}

adadi basa dusulir. ©ger v, ve v, coxluglarinin ortaq noqtesi vardirsa,

= inf
xeX,yeY

onda p(¥,,7,)=0.

p(x,Y)=0 sortini 6dayan istanilon x ndqgtesi ¥ ¢oxlugu-nun toxunma
noqtesi adlanir. Askardir ki, ¥ ¢oxlugunun har bir x ndéqgtasi onun toxunma
noqtesidir. HOkmuln tersi Umumiyystle dogru deyil. Masaslen, (a,b)c R
intervall Gglin « ve » ndgtsleri toxunma noqtsleri olsalar da, bunlar (a,b)
intervalina aid olmayan noqtalerdir.

Y c¢oxlugunun batin toxunma noéqteleri coxlugu onun qapanmasi
adlanir ve Y ile isare olunur. Askardir ki, Ycv, lakin tersi Umumiyyatle
dogru deyil. Yuxarida baxdigimiz (a,b) intervali misalinda bu goxlugun
gapanmasi [a,5] parcasidir.

Metrik fezanin Yy alt coxlugu 6zinin qapanmasi ile Ust-Usts
dusdukdse, yani v =Y sertini 6dadikde qapall ¢oxluq adlanir.

Bger xeY noqtesinin  bu g¢oxluga daxil olan misyyan 0, (x) kiiravi
atrafi vardirsa, bu noéqteya Y c¢oxlugunun daxili néqtesi deyilir. Y
¢oxlugunun butin daxili négteleri ¢coxlugu onun daxili hissasi adlanir ve
IntY ilo isare olunur. v ¢oxlugu 6zinun daxili hissasi ile Ust-Usta dlsdikds,

yani Y = Ity $artini 6dadikds a¢iq ¢oxlug adlanir.



Teorem 1. Tutaq ki, x —-metrik fezadir. Y c X ¢oxlugu yalniz ve yalniz
X \Y tamamlayici coxlugu acgiq olduqda qapalidir.

isbati. Tutaq ki, ¥ -gapall coxlugdur, Y=Y ve xeXx\Y. Bu o
demakdir ki, x ndqtesi v c¢oxlugunun toxunma ndqtasi deyil, yani

p(x,Y)=¢>0. Gosterak ki, 0,(x)c X\Y. Dogrudan da, ixtiyari yeo0,(x)
noqtesi Uglin  p(x,y)<s. Bger y ey oldugunu forz etsak, p(x,y)> p(x,Y), yoni
p(x,y)>e minasibstini alariq, bu ise serte ziddir. Belsliklo, x\Y agiq

coxluqgdur.
Tersine, tutaq ki, X\Y-aciq c¢oxlugdur. Onda ixtiyari xeXx\Y

nogtasinin X \Y goxluguna daxil olan 0, (x) klravi strafi vardir. Bu onu
gosterir ki, y ey nogtesi Uglin p(x,y)> ¢, yani p(x,Y)> ¢ Buradan alinir ki, x

noqtesi v c¢oxlugunun toxunma noéqtesi deyil. Belalikle, ager xeY olarsa,

onda xg¢ X\Y, yoni xe’. Bu o demakdir ki, Y Y, yani y=Y. Demali, v

gapali coxlugdur.

Miihazira 2
TOPOLOJi FEZALAR

1. Metrik fozada aciq ¢oxluglarin IV mlhazirede ifade olunan xasselarine (teorem 2)
asaslanaraq, topoloji faza anlayisini daxil edak.

Tutaq ki, X c¢oxlugunda miieyyan gayda ile asadidaki xassslere malik olan 7 alt
coxluglar sistemi secilmigdir:

I. & bos ¢oxlugu ve X coxlugunun 6zii 7 sistemina daxildirler.

Il. = sistemindan olan alt coxluglarin istenilan ailasinin birlesmasi 7 sistemina daxildir.

lll.z sisteminden olan alt ¢oxluglarin istenilan sonlu ailssinin kasismasi 7 sistemina
daxildir.

Bu halda deyirlor ki, X ¢oxlugu Uzerinda topoloji struktur ( ve ya topologiya ) tayin
olunmusdur. (X,r) cutlinl isa topoloji feza adlandirirlar. 1,11,1ll xassalerina topoloji struktur
aksiomlari deyilir.

X coxlugunun elementlori (X,r) topoloji fezasinin néqteleri, 7 sisteminden olan
elementler ise bu fezanin agiq c¢oxluglan adlanir. ©ger X g¢oxlugu Uzerinde hansi 7
topologiyasinin segcildiyi artig malumdursa, onda (X,r) topoloji fezasini X ile da isars edirler.

Topoloji fazalara dair nimunalers baxaq.

Misal 1. (X,p) metrik fezasini nezaerdan kegirok. IV mihazireds verilon teorem 2-den

musyyan edirik ki, (X,p) metrik fozasi topoloji fazadir. Bu topoloji fazanin 7 topologiyasi agiq

kirslerin kdmayi ils verilir (IV mihazireds, band 2-da (X,p) fezasinda agiq goxlugun terifine
baxin) ve p metrikasinin dogurdugu topologiya adlanir.



Misal 2. R" arifmetik fezasinda agiq ¢oxlug anlayisini bu sekilde daxil etmak olar. n
sayda (ai,bi)(i =1,2,...,n) intervallarini gétiirek. a’ < x' <b' (i =1,2,...,n) sertini ddayan biitiin
M(xl,x2,...,x”) ndgtaleri coxlugunu agiq koordinat paralelepipedi adlandiraqg.

Oger F < R" goxlugu har bir ndgtesi ile barabar 6u néqteni 6ziinde saxlayan misyyen
aciq koordinat parale-lepipedini de 6zlinds saxlayirsa, onda bu ¢oxlugu agiq ¢oxlug adlandiring.
& goxlugu agiq goxlug gabul edirik. Asanligla yoxlamagq olur ki, bu gayda ile tayin edilen butiin
aglq goxluglar ailesi topoloji strukturun LIl ve Il aksiomlarini 6dsyir ve demali, R" goxlugu
Uzarinde muayyan topologiya tayin edir. Bu topologiyani tebii topologiya adlandirirlar. Tabii
topologiya R" goxlugunu topoloji fezaya cevirir. Bu topoloji foza adadi feza (n = 1 oldugda adad
diiz xatti ) adlanir.

Misal 3. 4, afin mistevisinde ABCD =P  paralelogra-mina  baxag.

AM = aﬂ+ﬁ@, O0<a<l, 0<pf<1 sortini 6deyan butin M ndégtelerinin P c¢oxlugu P
paralelograminin daxili hissesi adlanir. 8ger F < A, ¢oxlugunu her bir ndqgtesi ile barabaer bu

ndgteni 6zlinds saxlayan muayyan paralelogramin daxili hissasini de 6zunds saxlayirsa, onda
bu coxlugu agiq coxlug adlandiraq. Terife gore her bir M € F noqgtasi lgln ele P parale-

logrami vardir ki, onun P daxili hissesi M € P c F sartini ddayir.

Yoxlamaq olur ki, bu qayda ile 4, mistevisinds tayin edilen agiq goxluglarin 7 ailssi
topoloji strukturun LIl ve Il aksiomlarini 6dayir. Belslikls, afin mdustavi topoloji fezadir. Eyni
qayda ile gbstermak olar ki, 4, afin fozasi topoloji fezadir.

Misal 4. ixtiyari X coxlugunda bu X coxlugunun éziinden ve & bos goxlugundan
ibarat olan 7 = {X,@} ailesine baxaq. Agkardir ki, alt coxluglarin 7 ailesi LIl va lll aksiom-larini
Odayir, yoni 7-X c¢oxlujunda teyin edilmis topologiyadir. Bu topologiya antidiskret ( ve ya
trivial ) topologiya, (X , r) fozasi ise antidiskret topoloji foza adlanir.

Misal 5. Tutaq ki, X -ixtiyari coxlugdur, 7 = P(X) isea X coxlugunun butln alt goxluglan
ailasidir. I, ILIII aksiom-larinin 6édenilmasi agkardir. Bu topologiya diskret topologiya, (X,r)
fozasi ise diskret topoloji foza adlanir.

4,5 misallari gostarirlar ki, istenilon X g¢oxlugunu topo-loji fezaya gevirmak olar.

2. Tutaq Ki, (X, r) -topoloji fezadir. X topoloji foza-sinda agliq c¢oxluglarin
tamamlayicilarina qapali ¢oxluglar deyilir. Askardir ki, X topoloji fozasinda qapal ¢oxluglar
Ucln asagidaki ikili xassaler dogrudur:

I'. & bos goxlugu ve X coxlugunun 6zl qapal goxluglardir.

1I'. Qapal goxluglarin ixtiyari ailesinin kasismasi gapall goxlugdur.

III' . Qapali goxluglarin ixtiyari sonlu ailesinin birlesmasi gapali goxlugdur.

Bu xassslerin dogrulugu mihazire 4-de verilen De-Morqgan dusturlarindan bilavasite
ahnir.

Belalikle, X ¢oxlugu lzarinds topologiyanin verilmasi li¢iin agiq ¢coxluglar ailesi avezina
I' 1", III'" sertlerini 6dayan coxluglar ailssini tayin etmak ve bu coxluglari qapali goxluglar
adlandirmaq olar.

Topoloji fezalarda metrik fezalara aid olan bir sira mihim anlayiglar daxil etmak
mimkindur. X topoloji fozasinin x négtesinin strafi bu ndéqteni 6zlinde saxlayan ixtiyari agiq
coxluga deyilir. Analogiyaya gore, Y alt coxlugunu 6ziinds saxlayan agiq goxluq Y c¢oxlugunun
atrafi adlanir. Y — X c¢oxlugunun toxunma néqtesi ele x ndqtesina deyilir ki, bu néqgtenin har
bir atrafi Y ¢oxlugu ile bos olmayan kasismaya malikdir. ¥ ¢oxlugunun bitin toxunma ndqteleri
goxlugu Y goxlugunun gapanmasi adlanir va Y ila isara olunur. Y ¢oxlugu-nun daxili néqtesi
ele x €Y nogtesina deyilir ki, bu ndqgtenin Y c¢oxluguna daxil olan miayyan atrafi vardir.
Y goxlugunun bdtiin toxunma négtaleri goxlugu Y ¢oxlugunun daxili hissesi adlanir ve IntY ile
isars olunur.

Teorem 1. Y c X c¢oxlugu yalniz ve yalniz Y = Y olduqda qapalidir.



isbati. Tutaq ki, Y —qapali goxlugdur, yeni X \'Y —agciq ¢oxlugdur. Onda X \Y goxlugu
0zlnln ixtiyari nogtesinin strafidir, yeni X \Y coxlugunun noégteleri ¥ coxlugunun toxunma

ndgteleri olmurlar. Ona gére de Y c Y.Diger terefden, Y — ¥ olmasi askardir. Belslikls,
Y=7.

Tarsing, tutaq ki, Y =Y. Bu o demakdir ki, ager x¢Y olarsa, onda x noqtesi Y
coxlugunun toxunma ndqtesi deyil, yeni onun misyyen U, etrafi ¥ coxlugu ilo kesigmir:

U,c X\Y. Buradan alnir ki, X\Y c¢oxlugu U, acgiq g¢oxluglarinin birlegsmesi seklinde

gosterila bilar:
X\Y= UU,. (1

xeX\Y
(1) beraberliyinden Il topologiya aksiomuna asasen aliriq ki, X \Y - agiq goxlugdur.

Teorem 2. X tofiloji fozasinin ixtiyari Y goxlugunun Y gapanmasi qapall coxlugdur.
isbati. Teorem 1-a esasen, Y =Y barabarliyinin dogrulu-gunu géstermak yetorlidir.
Y <Y olmasi agkardir. Y <Y tors daxil olmasinin dogru oldugunu asaslandiraq. Tutaq ki,

X e ? Bu o demakdir ki, x ndqtasinin ixtiyari U atrafi Y ¢oxlugu ile bos olmayan kesismaya
malikdir: U Y # @. Forz edek ki, yeUNY . Onda U goxlugu y ndgtesinin strafidir. Diger

torofden, ye}_’ oldugundan, U c¢oxlugu Y coxlugu ile bos olmayan kasismays malikdir.

Belaliklo, x noqtesi Y ¢coxlugunun toxunma ndqtesidir, yani x € Y . Buradan )_’ c Y daxil olmasi
vo

Y < }=’ sorti daxilinde ? =Y berabarliyi alinir. L

Mihazirae 3
KOSiLMOZ INIKASLAR. HOMEOMOREFizZM

Riyazi analiz kursunda adadi arqumentli kasilmaz funksiyalar muhum
rol oynayirlar. Bu funksiyalarin mumi-legsmasi handesade ahamiyyatli yeri
olan kasilmaz inikaslardir.

1. Tutaq ki, (x,7z) ve (v,7)-topoloji fezalardir. Bu topoloji fezalarin
f:X -7 inikasina baxaq. ©ger f(x,)eY noqtesinin ixtiyari v etrafi igln
x, € X nogtasinin f(U)cy sertini 6deyan U etrafi vardirsa, onda deyirlar ki,
f inikasi x, e X néqtesinde kasilmezdir. f inikasi x fezasinin har bir

ndqtasinda kasilmaz oldugda ona kasilmaz inikas deyilir. Qeyd edak ki, x
ve Y fozalan R adad duz xetti ile Ust-Usts dugdikds kasilmaz inikasin terifi

f(x) funksiyasinin kasilmazliyinin riyazi analiz kursundan malum olan terifi

ile eynilagir.



Asagidaki teorem inikasin kesilmazlik alamatini ifade edir.
Teorem 1. 7r:x vy Inikasi yalniz ve yalniz asadidaki ekvivalent
sartlardan biri 6danildikde kesilmazdir:

a) Y fezasindan olan ixtiyari agiq ¢oxlugun proobrazi X fezasinda

aciq coxluqdur;

b)Y fozasindan olan ixtiyari qapali ¢oxlugun proobrazi Xx fezasinda
qapall coxluqdur.

isbatl.  Proobrazlar  {gln ' rv4a)=x\r"4) mina-sibati

odenildiyindan, «) va b) sertlori ekvivalentdir. Farz edsk ki, /- kasilmaz
inikasdir, ¥ cv-acgiq c¢oxlugdur. Gosterek ki, » ¢oxlugunun f7'(v)
proobrazi agiq ¢oxlugdur. Tutaq ki, xeXx, onda f(x)eV, yani v agiq
coxlugu f(x) nogtasinin strafidir. Onda s inikasinin kasilmazliyinin terifine
asasan x nogtesinin ele U afrafi vardir ki, f(U)cY, yaxud Uc f7'(V).
Sonuncu miunasibat 77'(¥) goxlugunun agiq g¢oxluq oldugunu gostarir.
Tersine: tutaq ki, «) serti ddenilir. Isbat edak ki, 7 inikasi x fazasinin her
bir négtesinde kasilmazdir. Her hansi xex nogtesini gotirek ve f(x)

noqtesinin ixtiyari » eatrafina baxaq. Serte goére ¥ ¢oxlugunun U proobrazi

X -de agiq ¢oxlugdur. Belslikle, xeU ve f(U)cV, yoni f(x) ndgtasinin
ixtiyari v otrafi iglin x noqtesinin f(U)c v sertini 6deyan U strafi vardir.
Tarife gora bu, 7 inikasinin x noéqgtesinds kasilmaz olmasi demakdir.

Kasilmaz inikaslara dair nimunaslere b:xaq.

Misal 1. Ixtiyari x topoloji fezasinin 6zinin 6ziine eynilik inikasi
kasilmazdir. Bu inikas 14, kimiisare olunur:

ldy : X > X, xt—>ux
Misal 2. Sabit inikas hemise kasilmazdir. Tutaq ki, X,y -topoloji

fozalardir, y, e Y —muayyan noqtedir, fise sabit inikasdir:

XY, x>y,



Onda ixtiyari U c Y agiq ¢oxlugunun proobrazi, y, eU oldugda x fazasi ila
ust-Usta dusur ve oks halda @ olur.

Misal 3. Diskret topoloji fezanin har hansi topoloji fezaya ixtiyari
inikasi kesilmazdir.

Misal 4. ixtiyari topoloji fezanin antidiskret fozaya istonilon inikasi
kasilmaz inikasdir.

Teorem 2. Kasilmaz inikaslarin kompozisiyasi kesilmazdir.

isbati. Gésterak ki, ager x,v,z -topoloji fozalardirsa ve f:X —»Y ve
g:Y—>Z -kssilmez inikaslardirsa, onda bu inikaslarn gof:X—>Z
kompozisiyas! kesilmazdir. »=go. f isare edak. Tutaq ki, U < z -ixtiyari agiq
coxlugdur. g kasilmaz inikas oldugundan, ¢ '(U) ¢oxlugu v -de aciqdir.
g '(U) goxlugunun f_l(g_l(U)) proobrazi iS%f inikasinin kasilmazli-yine
gére x-de agiqdr.  i'(U)=s"'(¢"'(U)) oldugundan  buradan
kompozisiya inikasinin kasilmaz olmasi alinir.

2. x topoloji fezasinin v topoloji fezasina f:x — Y inikasina baxaq.
Oger 1 inikasi garsihgh birgiymatli va qarsiligl kesilmazdirse, onda deyirloer
Ki, £ homeomorfizmdir. Bu o demakdir ki, s inikasi iki serti ddayir: 1)
/ -biyeksiyadir; 2) f ve f'-keasilmaz inikaslardir. ©ger f:Xx —Y homeo-
morfizmi vardirsa, bu halda x ve Y fezalari homeomorf fezalar adlanir ve
X=zv, yaxud x =, v yazlr.

inikasin kasilmazliyiniden va qarsiligh birgiymatliliyinden ters inikasin
kasilmazliyi hamise alinmir. Masalen, X ={a,b} vo Y ={c,d} ikindgtali topoloji
fozalalarina baxaq. ©ger x fozasi diskret, Y fozasi ise antidiskret
fozadirsa, onda f:Xx 7Y, a—cb—d inikasi kasilmaz ve  biyektiv
inikasdir. Lakin bu inikasin tersi kasilmaz deyil.

Homeomorfizmlare dair numunalar gostarok.

Misal 5. Diskret fazanin diskret fazaya biyektiv inikasi

homeomorfizmdir. Bu askardir.



Misal 6. Antidiskret foezanin antidiskret fezaya biyektiv inikasi
homeomorfizmdir.

Homeomorfizmlarin sads, lakin ¢ox muhim olan xassaslarini geyd
edak.

Teorem 3. a) Ixtiyari topoloji fezanin 6ziiniin éziina eynilik inikasi
homeomorfizmdir.

b) Homeomorfizmin tarsi olan inikas homeomorfizmdir.

c) ki homeomorfizmin kompozisiyasi homeomorfizmdir.

isbati. «) ve ») hdkmleri askardir. ¢) hékmiinin dogrulugunu isbat
edek. Tutaq ki, f: x>y ve g:¥—z-homeomorfizmlardir. Onda
h=go f:X - Z kompozisiya inikasi f va g inikaslarinin kesilmazliyine gore
kasilmazdir (bax teorem 2). r va g biyektiv inikaslar olduglarindan, 7
inikasi biyeksiyadir.  Diger tarefden, s' ve g' inikaslan kasilmaz
olduglarindan,

hl=flogiZz5x

tors inikas kasilmazdir. Belalikla, # inikasi homd®morfizmdir.

Teorem 4. Homeomorfizm zamani ixtiyari agiq ¢oxlugun obrazi agiq
coxluqdur, ixtiyari gapall goxlugun obrazi ise qapall ¢oxlugdur.

isbati. Tutaq ki, s:x —y-homeomorfizmdir, g¢=7":Y > X -tors
inikasdir ve U c x —agiq ¢goxlugdur. Onda f(U)=¢'(U) goxlugu g inikasinin

kasilmazliyina gora agiq ¢coxlugdur (sak. 1).

SRENEDN
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Sakil 1

Qapall  ¢oxlugun proobrazinin qgapali olmasi oxsar sakilde
asaslandirilir.

Teorem 4-den malum olur ki, f:x —Y homeomorfizmi x ve Y topoloji
fezalarinin topoloji strukturlari arasinda qarsiligl birgiymetli uygunluq teyin
edir. Belalikls, topoloji ndgteyi-nezerden homeomorf fezalar tamamila eyni
sokilde qurulmusdurlar va x -y homeomorfizmi xve vy fazalarinda
topoloji struktur terminlerinda tayin olunan butlin xassalari eynilesdirir.

Asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 5. Homeomorflug miinasibati ekvivalentlik miinasibatidir.
Bundan otru ekvivalentlik munasibstinin terifine aid olan U¢ xassanin
odanildiyini yoxlamaq lazimdir:

a) Refleksivlik. Har bir topoloji faza 6zu-6zine homeomorfdur:

X=X.

py Simmet riklik. ©ger x fazasl v fezasina homeomorfdursa,

onda v fezasi da x fezasina homeomorfdur:
Xz2Yy=vY=X.

oo Tranzitivlik. ©ger x fezasl v fezasina, v fozasl ise z

fezasina homeomorfdursa, onda x fezasi z fezasina homeomorfdur:
X=z2YY=2Z=>X=Z

isbati. Miivafiq homeorfizmleri géstermek kifaystdir. «) halinda bu
Id, eynilik inikasidir. ») halinda bu f':v - x ters inikasidir, burada
f:X >Y- ovvelceden verilon homenomorfizmdir. ¢) halinda ise bu
gof:X — zinikasidir, burada f: X —->Y ve g:Y —»Z- avvalcadan verilan

homeo-morfizmlardir. Bu mulahizalar simvolik gakilde bela yazilir:



a) X =, X;
b) X =, Y:>Y;f_1 X;
o)X=, Y)Yz, Z=>X=,,X R

Belslikle, butun topoloji fazalar homeomorflug munasibatine nezaren
ekvivalentlik siniflarina ayrilirlar. Bu siniflera, yani A /. faktor-goxlugunun
elementlarina topoloji tipler deyilir, burada M —topoloji fezalar ¢oxlugudur..
Yalniz va yalniz homeomorf topoloji fezalar eyni topoloji tipe malikdirler.

(x,7) fezasinin homeomorfizmler zamani dayismayan xasselerine
topoloji xasselar (va ya topoloji invariantlar) deyilir. Topoloji xasselar elo
xassolardir ki, onlara homeomorf foezalar ya malikdirler, ya da malik
deyildirler. Masalan, diskretlik, antidiskretlik, kompaktllq ve rabitalilik
xassalari topoloji xassalerdir. Topoloji xassalarin dyranilmasi topologiyanin
predmetini tagkil edir. XIX asrda, topologiyanin predmetinin hala Evklid
fazasinda ¢oxluglarla mahdudlasdigi bir vaxda gérkamli riyaziyyatci F.Kleyn
topologiyani handasanin fiqurlarin homeomorfizmlaer zamani dayismayan
xassaolarini dyranan bir terkib hissasi kimi teyin etmisdir. Bu, topologiyani
handasanin diger terkib hissalerinden olan Evklid handesaesi, hiperbolik
handase, proyektiv handase, afin handesa va sferik handeasa ila bir siraya
gatirib ¢ixarmisdir.

3. Kasilmaz inikaslarin bir mihim xususi hali kasilmaz funksiyalardir,
yoni topoloji x fezasinin R haqiqi adadler ¢coxluguna kasilmaz inikaslaridir.

f funksiyasinin kasilmazliyini bels ifade etmak olar: ixtiyari x, e X nogtasi
vo ixtiyari £>0 adadi Ugun x, nogtasinin ele U atrafi vardir ki, yeU
oldugda |f(x,)- f(v) < ¢ berabarsizliyi 6danilir.

Tutaq ki, f:X —Y-metrik fozalarin kasilmaz inikasidir, p,,p, - X,Y
fozalan Uzerinde metrikalardir. Onda f inikasinin kesilmazlik sertini belo
ifada ede bilarik: ixtiyari x, e X noqtesi ve ixtiyari £ >0 adadi ugln ela 5 >0
adadi vardir ki, p,(x,x,)< s barabarsizliyindan p,(f(x),f(x,))< e barabarsizliyi

alinir.



Metrik fazalar Uglin adadi ardicilhigin  yigilmasi  anlayisinin

Umumilesdiriimasi de faydalidir. 1im p(x,,x)=0 oldugda deyirlor ki, {x,}

nogtaler ardiciligl x, néqgtasine yigilir: lim x, = x,. Fazalarin va inikaslarin bir

n—»0

cox xassalerini metrik fozanin yigilan ardicilliglari terminlari ile ifade etmak

olar. Masalan, v < x ¢oxlugu verildikda, ager ixtiyari yigilan {x,} noqtsler

ardicilig Gglin  x, = limx, limiti d@ ¥ ¢oxluguna aid olarsa, onda vy qapall

n—0

coxluqdur. Metrik fazalarin f:x — Y inikasinin kasilmazlik gertini Heyne

manada bels ifade etmak olar: ager x, = limx, barabarliyinden

n—o0

lim f(x,)= f(x,) barabarliyi alinirsa, onda deyirler ki, 1 inikasl x, ndgtasinde

kasilmazdir.
4. Tutaq ki, X va Y topoloji fezalardir. Yeni xxYy topoloji fezasini
tayin edak. X xY ¢oxlugu X ve Y ¢oxluqlarinin dekart hasilidir:

Xsz{(x,y]xeX,er}.

X xY goxlugunda topologiya teyin edek. U =y(¥, xw,,) birlegmasi seklinde

gosterilon U c xxy g¢oxlugunu aclqg coxlug adlandinrig, burada

Vv, c X,w,cY-agiq ¢oxluglardir. Agiq ¢oxluglarin xassalerinin 6denilmasi

asanligla yoxlanilir. Bu qaydada topologiyanin daxil edildiyi x xy g¢oxlugu
X ve Y topoloji fezalainin dekart hasili adlanir. x ve Y topoloji foezalari
X xY dekart hasilinin vuruqlari adlanir. Dekart hasillarin agagidaki xassaleri
dogrudur: «) xxy ve vYxx fazalann homeomorfdurlar; ») (xxY)xz ve
X x(yxz) fezalari homeomorfdurlar. Birinci halda homeomorfizm olaraq,
o(x,y)=(y,x) soklinde tesir eden ¢:xx¥>¥xx inikasl gotaralir.

U=U,xw,) xxy fezasinin agiq c¢oxlugu oldugda, oU)=UWwW,xv,) -

YxXx fezasinin acgiq goxlugu olur. Ikinci halda homeomorfizm olaraq,
o((x,»)2)=(x,(y,2)) soklinde tesir edan ¢:(XxY)xZ > Xx(YxZ) inikasini
goturmak lazimdir. x xy dekart hasilinin vuruglardan birinin, masalan Xx

fozasinin Uzerine f(x,y)=x soklinde tesir eden f:Xxx¥Y - Xx proyeksiyasi



kasilmazdir. Dogrudan da, U < x agiq ¢oxlugunun proobrazi f'(U)=UxY

soklindadir, yani r~'(U) agiq goxlugdur.

Miihazire 4 . ]
TENZOR ANLAYISI. TENZORLAR UZOSRIND® SMOLLBR

Tutaq ki, ¥ — R haqiqgi adadler meydani tUzerinds n— 6lglllu vektor fozadrr, {Ei },i =1n,

-bu fezanin misyyen bazisidir. Vx €}V vektoru lGgin X =xlél +--+x"é, =x'é, ayrilig, diger
{é,} bazisi tigiin isa
¢, = Are,
kegid dusturu dogrudur, burada (A,’)— kecid matrisi olub geyri-maxsusidir, i — toplama, yaxud
«Eynsteyn» indeksidir. ©ger X vektorunun X = x’déf ayriligi da malumdursa, onda
x' =4y (1)
cevirmasi yazilir, burada (A,’)— (A,’) kegid matrisinin tars matrisidir. (1) cevirmasine vektorun

koordinatlarinin ¢cevirme qanunu deyilir.
Vektor arqumentli & : V' — R skalyar funksiyasi:
1) VX,y €V ugln

a(x+7) = a¥)+aly)
2) VxeV,VYAeV ugln
a(ix)=1-a(X)
sortlori 6danildikde xatti funksiya adlanir. Mesalen, VeV, x= xié,- vektoru Ugln
a(¥)=x" + x* + x* qaydasi ile tesir eden « funksiyas! xatti funksiyadir.

V' vektor fezasinda tesir eden biitiin xatti funksiyalar coxlugunu V™" ile isare edek. V"
¢oxlugunda toplama ve adada vurma amalleri bu gayda ile daxil edilir:

) Va,B eV ,¥VxelV lgln
(o + B)E)= %)+ B(),
2) VaeV* VxeV,VAeR ugin
(Aa)3)=4-a(F)
Bu amealler V™ goxlugunu kovenktor foza adlanan vektor fezaya gevirirlor. V' ve V™ fozalar
gosma fozalardir. V" kovektor fazasinin elementlorini kovektorlar adlandiririrlar ve a, g, Voeer
kimi isars olunurlar. Vg e V" kovektoru (iclin
a =alé)i=1n
adedleri o kovektorunun {¢,} bazisinde koordinatlari adlanir.
V™ kovektor fazasinin
_eij (éi ) =&/
sortini 6dayan %j},j = I,_n bazisina {él.} bazisi ile qarsiligh (qogma) olan bazis deyilir, burada

0/ — Kroneker simvoludur:



5/ = {0, J#i,
P =i
a kovektorunun {¢,} ve {é,} bazislerindeki «, ve a;, koordinatlar arasinda asagidaki slags
dogrudur:
ay = Q‘.(éi’ ) = Q‘.(Aii’éi )= A;" g.(éi): A;az ,
ve ya
a, =Aa,. )

1. Tutaq ki, ¥ — R haqiqi ededler meydani izerinde n — 6lgiilii vektor fozadir, V" ise
V' vektor fezasina qosma olan kovektor fezadir. ¢ sayda vi,...,v, €V vektor ve p sayda

1 .
n,....,n" eV" kovektor arqumentlerindsn asili olan skalyar

2=ty st (1)
funksiyasini tayin edek. (1) funksiyasi argumentlarinin har birine nezaren xattilik gertlorini

o6dadikda polixstti funksiya adlanir. Masslan, 1-ci vektor arqumentine gdra xattilik sertleri bela
yazilir:

RSO L T B (00 S L L
N CHEAE I 1|
SRR L L) B S8 LA S L L)
(1) polixatti funksiyasina hamginin V' vektor fazasi Gzarinds tipi (p,q) olan (p=>0,4g2>0), yaxud
p dafe kontravariant ve g dafe kovariant tenzor deyilir. s = p+¢q odadi tenzorun valentliyi

adlanir. Masalan, valentliyi 2 olan tenzorlar (2,0),(0,2) va (1,1) tipli tenzorlardir. Tenzorlara dair
nimunalers baxaq.

1) (1,0) tipli z(g

j tenzoru V' vektor fazasinin vektorudur.

—

2) (0,1) tipli (v, ) tenzoru V'™ kovektor fezasinin kovektorudur.
3) (1,1) tipli tenzor t(ﬁ,n) polixatti funksiyasi ile verilir va afinor adlanir.

V' vektor fazasi lizarinda tayin olunan bitln (p,q) tipli tenzorlar goxlugu Tq”V ilo isaro

olunur.
2. Tenzorlar tzarinds aparilan amalleri geyd edak.

1°. t,t, € quV— V' vektor fezasi Uzerinds verilmig tenzorlardirsa, onda bu tenzorlarin
t, +t, cemi
(RS G L) R A e L
1y (B ¥y )
dusturu ils tayin olunur, burada v,,...,v, €V, Ql,...,gp elV”.

Qeyd. Yalniz eyni tipli tenzorlari toplamaq mimkinddr.
2° te quV — V' vektor fezasi Gizarinde verilmis tenzor, & ixtiyari haqiqi adeddirse, onda

t tenzorunun k adadine k -t hasili
(k t)(vl’ ) q’n L ) (vla () qan 9 5ﬁ)

dusturu ile teyin olunur, burada v,,...,v 77 Wnter”.

-



Goriindiyu kimi, tenzorun adada hasili zamani tip deyismir. Asanligla yoxlamaq olur ki,
Tq”V coxlugu (p,q) tipli tenzorlarin toplanmasi ve adada hasili emallerine gora vektor faza
toyin edir.

3% ¢ eTq’l71 V,t, eTq’ng— V' vektor fezasi Uzerinde verilmig tenzorlardirsa, onda bu

tenzorlarin ¢, ®t, hasili

(6 ® 1, NP1 ¥y ¥

P, P+l p1+p2
N .Ln )

—_+ 5 = 1 P = = p1+l P1+p2
—tl(vl,...,vql,l,...,g )‘tz(vqﬁl»--quﬁqz»ﬂ seees 1] )

—

1
qivgy > o]

burada v, € V,a=12,...q, +q,,5n" €V ,b=12,..p, + p,.

Gorlindiyd kimi, ¢, ®1, -(p, + p,.q, +¢, ) tipli tenzordur.

Tenzorlarin hasili emalinin asagidaki xassaleri vardir:

a) 4, Q(t,®t,)=(t, ®1,)®t,;

b) (t, +1,)®t, = t, @ty + 1, ®ty;

o) (kt))®t, =t, ®(kt,)=k(t, ®1,).

Qeyd. Tenzorlarin hasili emali yerdayisma (kommutativ-lik) xassasina malik deyil, yani

t ®t, #t, ®1,.

4°. Tutaq ki, t € quV — V' vektor fazasi Uzerinde verilmis tenzordur ve p >0,q >0. ¢
tenzorunun m sayl vektor vo k sayl kovektor arqumentlarine géra blkiilmesi dedikds asa-
gidaki kimi teyin olunan it € T.;'V tenzoru basa diislir:

ko5 = 1 p-1)_
trmt(vl,...,vq_l,g seees1] )—

_ = - = = 1 k=1 i k+l p-1
—t(vl,...,vm,l,ei,vmﬂ,...,vq,l,g Y/ Y/ Y )

burada {¢,},i =1,2,...,n—V vektor fezasinin bazisidir, {g’ }— onunla gosma olan bazisdir ve i

toplama indeksi olbugundan bu indeksa gére cemlema aparilir. Aydindir ki, bikilma emali
vektor va ya kovektor arqumentlarindan har hansi biri qurtarana gadar ardicil olaraq aparila
biler.

59, Tutag ki, S, —g doracali avazlemaler grupudur. S, qrupunun TqOV tenzorlar
fozasinda tasirini
Voe Sq, Vit e TqOV, 0[(\71,...,\7q ): t(ﬁa(l)""sﬁa(q))
dasturu ile tayin edirik.
te TqOV tenzorunun simmetriklosmaesi dedikde asagidaki kimi tayin olunan Symt e TqOV
tenzoru basa dusulur:

1
Symt=— Y ot.
q!creSq

Masaslen, ¢ TzoV tenzorunun simmetriklogmasi
Symi(¥, ) = %(t(v,w)ﬂ(w,v))
saklinde, % e T30V tenzorunun simmetrikla§me‘si iso
Symt(V,w,ii ) = %(h(ﬁ, Wi )+ h(w, i, v )+ h(id, v, w)+

+h(W,v,ii )+ h(V, i, w)+ h(i, w,v))
soklinda aparilir.



Qeyd edak ki, simmetriklasma amali vektor ve kovektor arqumentlarinin bir grupuna da
tetbig oluna biler. Masalen, fe T32V tenzorunun 1-ci va 3-cl vektor arqumentlerine gore
simmetriklagmasi bels yazilir:

Sym, 3 t(ﬁ, w,ﬁ,g,g)z

£ %(r(ﬁ,w,a,g,gﬁt(a,w,ﬁ,g,g))

Torif. teTqOV tenzoru Vo €S, evezlemesi Ugln or =¢ sertini 6dadikde simmetrik
tenzor adlanir. Terifden aydin olur ki, ager teTqOV- simmetrik tenzordursa, onda Symt=t¢.

Diger terefden, ¢t e T}V tenzoru iigiin Sym, 5t =t yaziligi onu gosterir ki, bu tenzor 1-ci ve 3-cl
vektor arqumentlarine gore simmetrikdir.

6°. oe S, evazlemssinin isaresini Sgno ile isare edek. Aydindir ki, Sgno cit
avazlemaler Ugln 1-a, tak avazlemalar Ugln ise -1-2 barabardir.

te TqOV tenzorunun g¢ap-simmetriklosmasi , yaxud alternasiyasi asagidaki kimi tayin

olunan Alt e TqOV tenzoru na deyilir:
Alt = 1 > Sgn U(G[).
q'oes,

Torifden gorundr ki, ¢ T2°V tenzorunun ¢ap-simmetrikloagsmasi
Al4(5,7) = %(t(v, )= 1(i0,7))
soklinds, % € T3°V tenzorunun g¢ap-simmetriklogsmasi isa
Alt(v,w,ii )= %(h(ﬁ, W,ii )+ h(w, i, v )+ h(id, v, w)—

— h(w,v,ii)— h(V, i, w)— h(i, w,v))
soklinda aparilir.
Coap-simmetriklasma amalini de vektor ve kovektor arqumentlerinin bir grupuna tetbiq

etmak mimkindir. Masalen, ¢ e T32V tenzorunun 2-ci ve 3-clu vektor arqumentlerine gore ¢ap-
simmetriklagmasi bels yazilir:

A123 ( 7_Z é) (( w’ﬁ’gaé)_t(ﬁaﬁawaQaé))
Torif. teTqOV tenzoru Vo €S, eavezlemssi Uglin Sgno -ot =t sartini 6dedikde  ¢ap-

simmetrik tenzor adlanir. Terife gbrs, ager ¢ € TqOV- gop-simmetrik tenzordursa, onda Alt=¢.

Asanligla yoxlamaq olar ki, simmetrik tenzorun alternasiyasi ve ¢op-simmetrik tenzorun
simmetriklagsmasi sifra barabardir.

Miihazira 5

TENZORUN KOORDINATLARI. SIMMETRIK Vo ¢9P-SIMMETRIK TENZORLAR

1. Forz edak ki, ixtiyari ¢ € Tq”V tenzoru verilmisdir, burada V' — n — 6lglli vektor fezadir.
V' vektor fozasinin her hansi {¢, },i = 1,2,...,n, bazisini gétiirek ve bu bazisle qosma olan bazisi
{gj},j =1,2,...,n, ilo isare edoak.

Torif. ¢ tenzorunun {él.} bazisindaki koordinatlar asagidaki qayda ile teyin olunan
adadler sistemina deyilir:



Jiip
iy

t

=

I ~ J1 J
—t(eil,...,eiq,g yeeer @ ”)
1<i, <nl<j, <ma=12,.,q9,b=12,..,p olduguna goro teTq"V tenzorunun {Ei}

bazisindaki koordinatlarinin sayr n”*? edadine barabaerdir.
Bir bazisdan digarina kec¢dikda tenzorun koordinatlari dayisir. Bu dayismanin xarakterini
musayyan edok. Tutaq ki, V' vektor fozasinin {él.} bazisinden forqli diger {éi,} bazisi verilmisdir.

{é,} bazisinin qogma olan bazisini {g’} ile isare edek. 1 € T,”V tenzorunun {él.,} bazisindaki
koordinatlari agagidaki ifadeys malikdirler:
¢ =z(é,,...,é,,e-"l e j (1)
i iy ] lq - -
Malumdur ki, {¢,} bazisinden {¢,} bazisina ve {g’} bazisinden {g’} bazisine kegid uygun
olaraq
é = Ajé,, )
o/ =4/ (3)
disturlari ile verilir. (1) barabarliyinin sag terefinde (2), (3) dusturlarini ve xattilik sartlerini nazera
alaq:

i i 5 iy g i i J
t, V=t Ae; .., A" ,AJJ.l gjl,...,Ajp e’r | =
. il ig q 1 P

. i ., j, - - . .
=A" A4 A7 t(ei yerer€; ,e'“,...,ej”)z
i iy 21 Jp 1 q° > -
= A g g0 T T
; i, Jp Ciig

ve ya

t.j,l,”:j,”' Al A4 ¥ ¢ (4)
i g i iy Jp g
(4) dusturlarina bir vektor bazisinden digsrina kegdikda (p,q) tipli tenzorun koordinatlarinin
cevirmeo disturlari deyilir. (4) dusturlarindan aydin olur ki, ¢ € TOIV tenzorunun koordinatlar
t/ = At
gaydasi, yeni vektorun koordinatlarinin ¢evirma qganunu ile (bax mudhazire 2, (1) dusturu),
te TloV tenzorunun koordinatlari ise
ty = Ait;
gaydasi, yani kovektorun koordinatlarinin gevirma qanunu ile (bax mihazire 1, (2) disturu)
dayigirler. Buradan (1,0) tipli tenzorun vektor, (0,1) tipli tenzorun ise kovektor olmasi bilavasite

ahnir.
2. Tenzorlar Gzerinds aparilan emalleri koordinatlarla ifade etmak olar:

1°. Vt,he T}V tenzorlan Ggln

Ry g | i
(t+h)i1_,_iq =t

2% Vie quV tenzoru ve Vk € R haqiqi edadi liglin

Jid jieeed
(ke)" 7 =t
i-lg ii--ig
3% v, € T"V,Vt, e T?V tenzorlan gin
S dpidp 1 dprapy _ Sy I prps
t, ®t, ), 7 . =t 5t .
( ! 2)’1""41’q1+1""q1+q2 gy g1 +1" g1 +q2



4°. V1eT!V,p>0,g>0, tenzoru ligiin

k., Vi ip-1 T Jk=18k+1" T p—1 |
(trmt =t R

i+ ig-1 il 1Sty 41 lg—1

5°. Vi e T,V tenzoru ligiin
(Symt) :i St =t
iy io1)inlg) i)
Xususi halda, V¢ e TZOV tenzorunun simmetriklesmasi koordi-natlarla
=L
fay =5 Vi Tl
Vhe T30V tenzorunun simmetriklogmasi ise koordinatlarla
1

i) 25( i P+

ity + hkji)

saklindas ifada olunur.

Vte T32 tenzoruna baxagq. t(l;"’j‘k) yazilisi onu gostarir ki, simmetriklesma amali yalniz i

va k indekslarina tatbiq olunur:

Im _ l( Im lm)
Lo = 5y Vi + i

6°.Vt e T,V tenzoru iigiin

1
(Alt)ilmiq =— X Sgnoty i =l ]

q:oeS,

Xususi halda, V¢ e T2°V tenzorunun gep-simmetrikloesmasi koordinatlarla

_ 1(
fn = 5\l ~ i

Vhe T30V tenzorunun c¢ap-simmetriklogsmasi ise koordinatlarla

1
Pyijny = g( gk TP g — P = hyg — hkjl’)

saklinda ifada olunur.

Miihazira 6

BIR SKALYAR ARQUMENTD®SN ASILI VEKTOR -FUNKSIYALAR. XoTT ANLAYISI,
XOTT ToNLiKLaRi. HAMAR XaTLaR

Tutaq ki, ¥ —ugolcult Evklid vektor fozasidir, I ise miayyan adadi araliqdir. Har bir ¢t e 1
adadine ¥ fozasindan olan muayyan G(t) vektorunu qarsl qoyan qayda verildikde deyirlor ki,
I aralginda ¢ skalyar arqumentinin 17(:) vektor funksiyasi teyin olunmusdur. Aydindir ki, ﬁ(t)
vektorunun |\7(t) uzunlugu ¢ dayiseninin skalyar (adadi giymatler alan) funksiyasi-dir.

Tutaq ki, #()- / araliginda teyin olunmus vektor funksiyadir. [i(z) funksiyasi ¢, eI
nogtesinin yaxin strafinda sonsuz kigik oldugda, yani lim|\7(t)=0 sorti 6denildikdas, V(t) vektor
>ty

funksiyasi ¢, néqgtesinin yaxin strafinda sonsuz kigik vektor funksiya adlandirilir.



Forz edsk ki, ele sabit @ vektoru vardir ki, v(r)—a fergi 7, néqtesinin yaxin etrafinda
sonsuz kigikdir. Bu halda @ vektoru ¢ —¢, oldugda ¥(s) vektor funksiyasinin limiti adlanir ve

limv(¢t)=a yazilr.

-1

t,€1 ndgtesinde lim¥(z)=17(z,) barabarliyi ddenildikde deyirlar ki, ¥(z) vektor funksiyasi
1ty

t, ndgtesinde kesilmazdir. 7 araliginin har bir ndgtesinde kesilmaz olan ¥(¢) vektor funksiyasi

bu araligda kasilmaz vektor funksiya adlanir.
Mulsyyan rel ndqtesine baxaq ve r-ye elo Ar artimi verak ki, t+Arel olsun.

AV =¥(t+ At)-¥(r) vektorunu teyin edsk. Sger Pr%i_: limiti vardirsa, deyacayik ki, #(r) vektor

funksiyasi ¢ ndqtesinde diferensiallanandir. Bu limit v(¢), yaxud % kimi isare olunur ve ¥(r)

vektor funksiyasinin ¢ néqtesinds téremaesi adlanir. dv =v'(¢)dr vektoruna (r) vektor
funksiyasinin ¢ ndqtesinda diferensiali deyilir. I araliginin har bir néqtasinds diferensiallanan
W(¢) vektor funksiyasi bu araliqda diferensiallanan vektor funksiya adlanir.

Vv vektor fozasinin ortonormallasmis 7,k bazisine baxaq ve w(r) funksiyasini bu
bazis Uzra ayiraq:

#(e)=x(0)i + (e)] + (e )k (1)

Belslikle, v(r) vektor funksiyasi 7,k bazisinin kémayiile I araliginda verilmis x(¢), y(1),z(¢)
adadi funksiyalarnni teyin edir. Bu funksiyalar V(t) vektor funksiyasinin f]E bazisinde
koordinatlari adlanir ( x(z)—ye birinci, y(¢)—ya ikinci, z(¢)—ye ise uglincl koordinat deyilir). (1)
ayriigindan aydin olur ki, V(t) vektor funksiyasinin ¢, e I ndqtesinde kesilmaz olmasi tgtin zaruri
vo kafi sart bu ndqteda x(¢),y(¢),z(r) funksiyalarindan har birinin kasilmez olmasidir. Sger
G=aji+a,j+ak sabitvektor-dursa, onda

W(6)=d| = J(x()) = a,)* + ((6) = a,)* +(2(1) — a,)* . )

(2) dusturundan goérindr ki, limv(f)=a olmasi Uc¢ln zaruri ve kafi gsart limx(¢t)=a,,
=ty

1t

lim y(¢) = a,, limz(¢) = a, olmasidir.
t—tg

Asagidaki teorem dogrudur:
Teorem 1. [ araliginda (1) ayriligi ilo verilmis v(t) vektor funksiyasi yalniz ve yalniz
x(1), y(t),z(t) funksiyalar diferensial-lanan olduqda diferensiallanandir ve
d_dy, b kg (3)
dt dt dt” dt
isbati. (1) disturundan alinir ki, AV =Axi +Ayj+Azk, burada Ax=x(s+Af)—x(2),
Ay =y(t+At)—y(t), Az=z(t+At)— —z(¢). Belalikla:
Av_Mxz Ao g 4)
At At At At

(4) ayriisindan teoremin isbati bilavasite alinir. Bu ayrilisa asasan, iin%%:% limitinin varlig

Ax  dx . Ay dy . Az
m—=—, lm—=—/—, lim—
e AVA dt A0 At dt A0 At
dogrudur.

Diferensiallanan vektor funksiyalara dair nimunalsre baxagq.

1. ¥(¢)=at+b , burada d,b — sabit vektorlardir.

=% limitlorinin varigina ekvivalentdir ve  (3) disturu

v(r) funksiyasi biitin aded oxunda verilmisdir. ©ger i,/,k bazisinds d,b vektorlarinin
d(a,,a,,a,),b(b,b,,b,) koordinatlar vardirsa, onda  x(t)=a+b, y(t)=at +b,, z(t) = ayt +b,.
Teorem 1-o gore ¥(¢) vektor funksiyasi diferensiallanandir vo



‘7 g - g —
E:all +a,j+ak=a.
Gorandiyd kimi, ¥(¢) vektor funksiyasinin téremasi sabit vektor-dur.
2. ¥(t)=(acost)i +(asint)j +(bt)k, burada i,;,k-orto-normallagmis bazisdir, a ve b
sabitlerdir.
Verilmis bazisde 7(¢) vektor funksiyasinin koordinatlari
x(t)=acost, y(t)=asint, z(t) = bt
funksiyalaridir. Teorem 1-a gére, ¥(¢)-diferensiallanan vektor funksiyadir ve

Z—f = (—asin t)f + (a cost)j +bk.

I araliginda diferensiallanan v(z), () vektor funksiyalari ve f(¢) sdedi funksiyasi lgiin
asagidaki diferensiallama gaydalar dogrudur:

1°. i(\7+ﬂ/):d—‘7+d—w;
dt dt  dt

2°, i(ﬁ-w):d—v-mv-d—,
dt dt dt

3. i[v,w]:[ﬂ,w +[9,d—w};
dt dt dt
d df -

4 = =
()= f

Nimuna olaraq, 40 beraberliyinin dogrulugunu gosterak. Ortonormallagmis 7]/?
bazisini se¢gak ve bu bazisda \7(1) vektor funksiyasinin koordinatlarini x(¢), y(¢),z(¢) ile isare

edok. Onda i,/,k bazisinde f(r)- (1) vektor funksiyasinin f(t)x(¢), f (1) y(7),
f()z(¢) koordinatlari olar. Teorem 1-o asasan,

AR, A7 AU

= +
(ﬁ) A
Buradan, adadi funksmyalarln dlferenlallanma3| gaydala-rindan istifads etmakls, alanq:
—(f)—l(XI +yj +Zk)+f(—l +ﬂ] dzlgj
dt”  d

af . dv
=2 V4 f—.

a

1°,2° va 3" beraberliklerinin dogrulugu analoji gaydada ssaslandirilr.
Novbati mévzularin serhinds istifade edacayimiz asagidaki teoremi geyd edak:
Teorem 2. Sger [ araliginda |§(tleolarsa, onda her bir t e I néqtesinds ¥(t) vektoru

bu néqteds hesablanan % téremeasina ortoqonaldir.

isbati. Serte gore, I araliginda v>=1 eyniliyi dogrudur. Bu eyniliyi ¢ deyisenine gére

diferensiallayaraq, 2’ gaydasindan istifade etsak, \7%:0 oldugunu alariq. Buradan gorinur

ki, 7 araliginin har bir négtasinde v va % vektorlari ortogonaldirlar.
t

Qeyd. [ araliginda verilmis ﬁ(t) vektor funksiyasinin % téremasi bu araliqda yeni

vektor funksiyadir. Ona gbre de, odadi funksiyalarda oldugu kimi,  ylksek tertibli
dv dv v

—\,—,...,—— tére-maleri ilo badli anlayiglari daxil etmak olar.
dt ~ dt dt



1. Ugdlglili E; Evklid fezasinda sade xatt dedikds ixtiyari diiz xatt, parca ve ya sla basa
disulur (burada sta olaraq, gapal sta gotaraldr).

Sads xatlerdan har hansi birine homeomorf olan y, € E; fiquru elementar xatt (va ya
elementar ayri ) adlanir. Pargcaya homeomorf olan fiqura qdvs deyilir.

Tutaq ki, bize d diiz xtti verilmisdir. Bu diiz xatt izerinde har hansi O'i koordinat
sistemini daxil edek. ©gar har bir t € R adadine koordinati ¢ olan (W:té) M néqgtesini
garsl qoysagq, biyektiv R — d inikasini alariq. Bu inikas homeomor-fizmdir ve bu inikas zamani
R oadad oxu ddiz xatting, (a,ﬂ) intervali uclan olmayan pargaya (bu parganin diuz xatte
homeomorf olmasi askardir), [a,/i’] adadi pargasi ise 4B parcasina cevrilir, burada 4 ve B
[a,ﬂ] pargasinin uclari-nin obrazlarndir. [a,,B) araligi B uc noqtesi olmayan 4B pargasina

cevrilir (bele AB parcasi ise siaya homeomorfdur).

Belslikls, ixtiyari adadi araliq (yeni bitin adad oxu, gapal adadi sia, adadi parga,
uclarindan biri ve ya har ikisi olmayan adadi par¢a) sads xatlerdan birine homeomorfdur.
Homeomorflug miinasibati ekvivalentlik miinasibsti oldugundan (bax, miihazire 6, teorem 5),
elementar xatte yuxarda verdiyimiz terifi beloe de ifade etmak olar: misyysn adadi araliga

homeomorf olan y, € E; fiquruna elementar xatt deyilir.

Elementar xatlora nimunalar gosterak.

Nimuns 1. Uclan 4 va B nogtaleri olan @ yarim cevrasi parcaya homeomorf
oldugundan, elementar xatt, daha daqiq desak, qovsdiir.

Niimuna 2. Diizbucagl Oij koordinat sisteminde verilon y=sinx sinusoidine Oz?]'l;
dizbucaqgh koordinat sisteminda

x=t, y=sint, z=0

tonliklari ilo verilon fiqur kimi baxila biler, burada < R. Bu ten-likler R g¢oxlugu ilo sinusoid
arasinda homeomorfizm yaradirlar. R g¢oxlugu Ox oxuna homeomorf oldugundan, sinusoid
elemen-tar xatdir.

Yuxaridakilardan aydin olur ki, eger E; Evklid fezasinda diizbucaqh Of]E koordinat

sistemi verilmigdirss, onda y,, ele-mentar xatti
x=x(1), y=y(t), z = z(1) (1)
tanliklar sistemi il tayin olunar, burada ¢ muiayyan [ araliginda dayisir, (1) dusturlarinin sag
toroflori ise I araliginda kesilmaz funksiyalardir ve I araliginin y, elementar xattino
t = (x(0), y(0),2(1))

homeomorf inikasini hayata kegirirlar.

(1) tanliklali verilmig xattin parametrik tonliklori adlanir.

2. Elementar xatlorin sonlu, ve ya hesabi goxlugu ile ortils
bilen fiqura xatt (ve ya ayri) deyilir.

Bu terifden bela bir miihim natice alinir: egar y miisyyan xetdirse vo M onun (lizerinde
ndqtadirss, onda elo y,elementar xatti vardir ki, M €y, C y.

Numunalare baxaq.
Nimune 3. Gevroeni iki AMB ve CND qdvsleri ilo értmak olar (sek.1). Ona gdro do
cevro daxil etdiyimiz terif menasinda xatdir.

D

B

Sakil 1



Nimune 4. y=tgx funksiyasinin grafiki (tangensoid) els elementar xatlorin hesabi
¢oxlugundan ibaratdir ki, onlardan har biri x arqumenti (—%+k7r,%+k7rj (k=0,£1,£2,...)

intervalinda dayisdikde bu funksiyanin grafikidir. Ona gdre ds tangensoid xatdir.
3. Tutaq ki, y, elementar xatti (1) parametrik tanliklari ile verilmisdir, burada ¢ musyyasn
I araliginda dayisir. ©gar x(), y(t),z(¢) funksiyalarinin musayyan k natural adadi Ggun k—ci
tortibe gadar kasilmaz téramalari vardirsa va har bir t € I ndqgtesinds
ranq”x',y',z'” =1 (2)

harti 6danilirss, onda deyirler ki, y, C* sinifinden olan hamar xatdir (strix onu gostarir ki,

dayisen ¢ parametrina goére diferensiallanir).
(2) sertinin mahiyysti ondan ibarstdir ki, x',y’,z" téreme-leri ¢ parametrinin [

araligindan olan heg bir giymatinda eyni zamanda sifra barabar olmurlar.
Hamar xatte dair nimunays baxaq.
Nimune 5. x=t,y =sint,z=0,¢ e R tonliklori Oxy mustavisinde sinusoidi tayin edirler.

Sinusoidin tenliklarinin sag tersflerinin R —ds ixtiyari tertibden kasilmaz téremalari vardir, belsa
ki, x'=1,y'=cost,z’=0, ona gore de (2) serti ddenilir. Bu ise g0sterir ki, sinusoid C”
sinifinden olan hamar xatdir.

Asanligla yoxlamaq olar ki, gevre C” sinifinden olan hamar xstdir. Dogrudan da, a
radiuslu gevrenin dlzbucaql 017 koordinat sisteminde x=acost,y =asint parametrik

tonlikleri vardir. Bu gevraye 017/5 koordinat sisteminda

x=acost,y =asint,z=0 (3)
tonliklari ilo verilon fiqur kimi baxa bilerik. (3) tenliklerinin sag
teraflerinin R —da ixtiyari tartibden kasilmaz téramsleri vardir,

bels ki, x' =—asint, y' =acost,z'=0. x> +y'* +z'* #0 oldu-gundan, (2) serti ddenilir. Demali,
cevra C” sinifinden olan hamar xatdir.

4. Tutaq ki, ¢t parametri misyyen I araliginda deyis-dikde (1) tenlikleri y, elementar
xattini tayin edirlor. Qeyd olundugu kimi, bu tanlikler misyyan f:I — y, homeomor-fizmini elo
toyin edirler ki, f(/)=y, olsun. ©ger h homeomor-fizmi muisyyen z=~h(t),tel rel’

qaydasl Uzre [ araligim ' arali§ina cevirirse, onda h™':I' > 1 ters inikasi da homeo-
morfizmdir, bels ki, ¢ =4~ (7).
¢t —nin ifadasini (1) tenliklerinda yerina yazsaq, alanq:

x=f(2),y = fr(0).2= f3(7), (4)
burada f;(7) = x(h (7)), f,(r) = y(h'(7)), f(r)=z(h'(r))—I' aralginda doyison 7
arqumentinin mirakkab funksiyalaridir. (4) qaydasi Uzrs tesir eden /' — E; inikasini gile isare
edak. (1) va (4) dusturlarinin migayisasi gostarir ki, 7 =/Ah(¢) oldugda f(¢)=g(r). Buradan
f=goh vo g=foh™' olmasi alinir. Belslikls, g—homeomorfizmdir. Bu homeomorfizmde I’
araligi y, xettine cevrilir. Bu halda deyirlor ki, 7 =~Ah(t) funksiyasi y, xetti lUzerinde ¢

parametrinin avez olunmasini tayin edir. Belslikla, elementar xatt halinda (1) tanliklarinds
parametrin avez olunmasi 4:1 — I' homeomlrfizmi vasitesile hayata kegirilir. Hamar ayri
halinda analoji masalenin halli daha mirekkabdir. Har seydan avval, 7 =/(¢)funksiyasl [
araliginda diferensiallanan olmalidir. Lakin bu seart yetorli deyil. Mirokkaeb funksiyanin
diferensial-lanmasi gaydasina gore,

dx _dx dr dy dy dr dz dz dr

- , Yo = , 5
dt dr dt’ dt dr dt’ dt dr di ©)



oldugundan, hamar xattin 6demali oldugu (2) serti 7 =~h(¢)

funksiyasinin Gzarina bels bir mahdudiyyat qoyur: % téremasi / araliginin heg bir ndqtesinde
t

sifra gevriimamalidir. Bundan bagqa, y, xattinin yeni parametrizasiyada da C* sinifinden

olmasi Ggiin A(¢) funksiyasinin [ araliginda k — ci tartibe qadar kasilmaz téremalarinin varhigini

tolab etmaliyik.
Beloliklo, ¢ parametrinin [ araliginda dayismesi sertilo (1) tenliklari ile verilmis va

C* sinifindan olan hamar ¥, Xotti liglin parametrin mimkiin evez olunmasi elo h:1 — I'avez
olunmasidir ki, bu halda h(t) funksiyasinin [ araliginda k — ci tertibe qadar kesilmez téremalari

vardir ve birinci tertib ? téromeasi araligin biitiin néqtslerinds sifirdan forqlidir. NUmunaya
t

baxaq.
Nimune 6.0xymijstevisindey:xztenliyi ilo verilon para-bolasi E; fezasinda

x:t,y:tz,z:o tonlikleri ile verilo biler, burada ¢ I =R araliginda deayisir. Parabola C*

sininfinden olan hamar xetdir. Parametrin 7=¢>+¢ ovez olunmasina baxaq. h(t)=t3+t

. . N . . . . dh
funksiyasinin ixtiyari tertibden téremsalarinin varli-gindan ve istenilon ¢ Ugln d—:3t2+1¢0
t

olmasindan alinir ki, 7=¢>+¢ mimkiin avez olunmadir. Lakin parametrin r=t* dusturu ile
verilan avaz olunmasi mimkin olmayandir. Bu onunla baghdir ki, r=t> ovez olunmasi
naticesinde 7 araligi ona homeomorf olmayan I’=[O, oo) araligina gevrilir. Parametrin 7 = ¢
disturu ile verilon avez olunmasi da mimkin olmayandir. Dogrudan da, bu halda £

funksiyasinin 7 arali§inda istenilen tertibden kasilmaz téremalerinin varligina ve bu avez
olunmada [ araliginin onun 6ziine homeomorf inikas etdiriimasine baxmayaraq, =0/

nogtesinds ﬂ =0.
dt

Miihazira 7

X9TTa TOXUNAN DUZ XSTT. XoTT QOVSUNUN UZUNLUGU. ToBii PARAMETR

1. Bger fozada diizbucaql Oijk koordinat sistemi daxil edilmisdirse, onda C* sinifinden
olan hamar y xatti
x=x(0),y = y(0),z = z(t) (1)
parametrik tanlikleri ils verila bilar, burada (1) tanliklerinin sag teraflerinin misyyan [ araliginda
k — c1 tartiba gadar kasilmaz té-remalari vardir ve bu araliqgda
dx dy dz
dide” dt
(1) tenliklerini uygun olaragq, 7, /,k vektorlarina vurub, teref-tarefs toplasaq, alariq:
F=F(1), (©)
burada 7 =xi +yj +zk Vo F(f)=x(t)i + y(t)] +z(t)k. Goriindlyii kimi, 7(r)—1 araliginda teyin
olunmusg va koordinatlan x(¢),y(t) ve z(t) funksiyalar vektor-funksiyadir. (1) tenlikleri (3) vektor

ang =1. (2)




tonliyina ekvivalentdirlar. (3) tenliyi » xattinin vektorial sekilde parametrik tonliyi adlanir. (2) sorti

onu gdstarir ki, istanilon ¢ € I giymatinde fl—r #0.
t

Hamar y xotti Uzerinde 7(r) ve 7(t+At) radius vektorla-rn ile teyin olunan M ve M,

dr
Z —

dt
nogtelerini  gotirak. Ar =
=r(t+A1)—7(t) vektoru r T
MM, keseninin ydnaldici ) 7 (LT %

t

vektorudur. Askardir Ki, > y
% vektoru da MM, kase- x Sakil 1

ninin yoénaldici vektorudur (sok.1).

At sifra yaxinlagdigda, M, noqtesi y xetti Uzerinde yerini deyigerak, M ndqtesine qgeyri-
moahdud yaxinlasir va limit veziyya-tinde onunla Ust-Uste diglr. Bu zaman MM, kaseni
M noqtesi-nin strafinda firlanaraq, limit vaziyystinde y xattine M ndqtesin-de toxunan MT diz
xotti ile Ust-Uste duglr (MT toxunani kesenin limit vaziyyati kimi teyin olunur). MM, keseninin

% yoénaldici vektorunun At — 0 serti daxilinde limiti MT toxunaninin % yonaldici vektoru olur.
t t

Bger y xattinin diger r = h(¢) parametrizasiyasina baxsaq, alariq:

dr drdr
T @)
dt dr dt

I araliginin bitin nogtslerinda %;ﬁ 0 oldugundan, (4) gerabarliyinden gorinir ki, %

Vo Z—r vektorlar kollineardirlar, elace de 7 araliginin biitiin ndqtalarinds Z—r;«t 0.Bu o demakdir
T T

ki, Z—r vektoru da MT toxunaninin yonaldici vektorudur. Belslikla, asagidaki teoremi isbat etdik:
T

Teorem. (3) tonliyi ilo verilon hamar y xattinin har bir M néqtesinde M néqtesi ve
% yo6neldici vektoru ils tayin olunan toxu-nan diiz xett vardir.

2. Tutaq ki, C* sinifinden olan hamar y xatti (1) tenlikleri ile verilmisdir, burada ¢
parametri miayyean I araliginda dayisir. [a, t]cl pargasini gotlrak. ¢ parametri bu parcada
deyisdikde, (1) tenlikleri uclan A(x(a),y(a),z(a)) vo  B(x(t),y(t).z(f)) néqte-lerinds olan 7,
hamar qévsinu tayin edirlor. Riyazi analiz kur-sundan malum oldugu kimi, y, qdvsinin s

uzunlugu
: 2 2 2
o= [ﬂ] +(d—y} +[§} dt (5)
2\ dt dt dt

t\dr
E}dr (6)

7

dusturu ile, ve ya vektorial sakilde yazilan

diisturu ile hesablanir. Buradan aydin olur ki, s qdvs uzunlugu ¢ parametrinin funksiyasidir:
s = s5(1).
Yuxari serhaddi dayisan olan muayyan integralin malum xassasina (5)-den alariq:

ds (dx]z (dy]z (dzT di
dt dt dt dt

— (7)

(7)-den gorundr ki, hamar xattin s(t) qévs uzunlugu t parametrinin artan funksiyasidir.




1, :{tel|t2a} araligini goturek. Askardir ki, ager ¢ pa-rametri yalniz [, araliginda
deyisarse, onda (1) tenlikleri ile misyyen y, c y hamar (C* sinifinden) xatti teyin olunar. (5)

dis-turu 1, araliginin misyyan I; — R aralidinin Gzarina s = s(¢) ini-kasini teyin edir. s=s(r) I,
araliginda ciddi artan funksiyadir. Ona géra da bu funksiyanin ¢ =¢(s) ters funksiyasi vardir ve

e 1
g = E > 0. (8)
dt

(5) dusturundan muayyen edirik ki, s(z) funksiyasinin 7, araliginda k —ci tertibe gader
kasilmaz téremalari vardir. (8) bara-berliyi ise gosterir ki, 7(s) funksiyasinin /; araliginda k—ci

tor-tibe gader kasilmaz téremaleri vardir. Buradan aydin olur ki, s(¢) funksiyasi ele I, —> I,
homeomorfizmini teyin edir ki, bu ho-meomorfizm y, hamar xatti lizerinde parametrin mimkdan
avaz olunmasidir.

Belolikla, hamar xsatt Uzerinde parametr olaraq, bu xsttin muisyyen nodqgtesindan
hesablanan s qdvs uzunlugunu gotirmak
olar. Bu parametrizasiya y xottinin tobii parametrizasiyasi adlanir.

3. Tutaq ki, hamar xatt Gzarinde tabii parametrizasiya se-gilmisdir. Onda (1) tenlikleri
asagidaki kimi yazilar:

x=x(s),y = y(s),z = z(s),

burada s-—xsttin misyyan 4 nogtasinden hesablanan qdvs uzun-ugudur. Bu halda (7)
disturundan ¢ = s avazlemasini aparmagla, alariq:

(dx]z (dy)z (dzjz . |dr
— | +|—=—| +|—| =1 yeni
ds ds ds d

S

=1.

Buradan gorunir ki, %—vahid vektordur. isbat etdiyimiz yuxa-ridaki teorema gére, bu vektor
A

uygun M nogtesinde oyriya toxu-nan diz xottin yonaldici vektorudur. Z—r vektorunu
A)

M ndqtesin-de xatte toxunan diiz xsttin vahid vektoru deyacayik vo 7 ilo isare edacayik:
. dr
T=—

ds

Miihazire 8

F9ZA XOTTIiNiN FRENE UCUZLUSU, FRENE DUSTURLARI. FOZA XOTTININ 9YRILiYi v
BURUQLUGU

1. C* sinifinden olan (burada k >3) ve
r=r(s) (1)

tobii parametizasiyasi ils veriloan hamar y xettina baxaq.
Bger fozada diizbucaqll Oijk koordinat sistemi segilmis-dirsa, onda (1) tenliyi

x=x(s),y = y(s),z = z(s) (2)

tonliklerine ekvivalentdir.

_ dr . -

7 =— vektoru y xaettine

ds

M néqtesinds toxunan diiz xattin B
vahid vektorudur, burada 7 = oM 1%
(bax, sok.1).




N =9 vektoru 7 xatti- k M 7
A)

nin M nogqtesinde ayrilik vektoru i0j
adlanir. ‘K/‘:k adadine y xatti- Sakil 1
nin M noqtasinda ayriliyi deyilir. y xatti boyunca k eyriliyi s tebii parametrinin funksiyasidir.

Oger verilmis M noqtesinde & =0 olarsa, onda p:% adadina xettin M ndqtasinde

ayrilik radiusu deyilir. Belolikle, ager xstt (1) tebii parametrizasiyasi ils verilarsa, onda onun
ayriliyi

a7
ds

Lt

k =
ds?®

@)

disturu ils hesablanar.
y xatti (2) tanliklari ile verildiyi halda (3) dusturu

a2\ d*y *o(q2Y
k= (dS_ZJ J{ds_Z] J{?J )
soklinda yazilir.

Teorem 1. y xattinin sads xatt olmasi (iglin zoruri vo kafi gart onun har bir néqtssinds

ayriliyinin sifra barabar olmasialr.
Isbati. Tutaq ki, y sade xatdir (yoni ya duz xstdir, ya pargadir, ya da suadir). Onda bu

xott
7 =ps+i

tobii parametrizasiyasi ilo tayin olunar, burada s muayyen I araligina daxildir, p ve 7 ise
— 2—

sabit vektorlardir. Buradan aydin olur ki, Z—r =p, el =0. (3) diisturuna asasan, istenilon s e/
S S

dgln k£ =0.
Torsine: tutag ki, (1) xottinin butin ndqteleri Ugln ayrilik sifra barabardir. (4)

barabarliyindan istifade etmakls alinq:
2 2 2
Ix g, 4y _g L2y,
ds ds ds

Bu munasibatlardan alinir ki,
%ZPU%:pZ»%:pP (5)
burada p,, p,, p; — sabit adadlordir.
(5) beraberliklarini integrallasaq, alarnq:

X=pS+Xy, V=DS+Yy, Z=D3S+2Zg, (6)
burada sel. y xettinin (6) parametrik tanlikloerinden malum olur ki, bu xatt M (xy,v,20)
nogtasinden kegan va ybnaldici vektoru p(p,, p,, p;) vektoru olan diz xatt Gzerinde yerlasir. Bu
iso o demakdir ki, y —sada xatdir.

2. Forz edak ki, y xattiniMbitin ndqtelerinda ayriliyi sifirdan farglidir. Bu sert daxilinda

7 xattinin har bir M néqte-sinden (M,N) diiz xatti kegir. Bu diiz xatte » xattinin M nég-
toesinde bas normali deyilir. X muhazireda verilan teorem 2-ya

goéra N L 7. Belsliklo, (M,N) bas normali (M,7) toxunanina per-

pendikulyardir.

ﬁ= v vektoru bas normalin vahid vektoru adlanir. ‘N‘ =k oldugundan, N =kv, yani
N
dr

o=k @)



B =|7,v] vektorunu teyin edek. (M, ) diiz xatti  xatti-nin M néqtesinde binormali, /3
vektoru ise binormalin vahid vektoru adlanir.
M néqgtesinin vo f,ﬁ,ﬁ vektorlarinin emsala gatirdiyi R,, reperi y xottinin M

nodqtesinds kanonik reperi adlanir (bax. sak.1). Buradan aydin olur ki, hamar xattin ayriliyinin
sifirdan fargli oldugu her bir négtasinda kanonik reper qurula bilar.
R,, reperinin koordinat mustavileri asagidaki kimi adlan-dirilirlar:

(M ,7,v) - ¢oxtoxunan mistevi ;

(M, v, B)—normal miistevi ;

(M, 7, B) - dlizlendirici miistavi .

M nogtasinin y xatti boyunca yerdayismasi zamani R,, reperi de yerini dayisir.
Ona gorae do R,, reperine adaten y xetti-nin harokstli reperi deyilir.

3. v vahid vektor oldugundan, ci—v 1 v, ona gobra do av vektoru duzlendirici mustaviye
A)

ds
paraleldir. Buradan malum oldur ki, bu vektoru 7 va S vektorlari (izre ayirmag olar:
LLaupr ) (8)
ds
7-v =0 eyniliyini s parametrine gore diferensiallayaq:
dr - _dv
—v+7—=0.
ds ds
©ger bu baraberlikds i—r vo C;—V vektorlarini (7) ve (8) dis-turlan Uzre ovez etsak, a=-k
A) S
munasibatini alariq. Naticaeda (8) disturu bels yazilir:
A kiey B 9)
ds

B =[z,v] eyniliyini s parametrine gére diferensiallayaq:

dg [dz .| [. dv
Lo =+ T, —
ds ds ds

©ger bu beraberlikde C;—T Vo U(li_v vektorlarini onlarin  (7) ve (9) bara-barliklorinden olan
S A)
ifadaleri ilo avaz etsok, yaza bilerik:

dp -

—=—yv . 10

R (10)

y odadi yxattinin M ndqgtasinde buruqlugu adlanir. y xatti boyunca y dayiseni s

tebii parametrinin funksiyasi olur. (10) disturundan gorindr ki, |;(| = i—ﬂ Diger terafden, x>0

S
olmasi Gglin zeruri ve kafi sert v ve ‘:;—ﬂ vektorlarinin aks istiga-matlare va y <0 olmasi Ggln
S

zoruri vo kafi gart v ve (Z—ﬂ vek-torlarinin eyni istigamata malik olmasidir. Xattin buruglugunun
A)
modulunu va isarasini bels xarakteriza etmak olar.

Belslikle, Frene diisturlan adlandirilan asagidaki bara-baerlikler dogrudur:

a7y,
ds
dv =
L ——ki+y B,
s x B
dp .
— ==Y V.
ds X

Qeyd edak ki, hamar xatlar nazariyyasi Frene dustur-larinin tatbigine asaslanir.



y xatti (1) tebii parametrizasiyasi ile verildiyi halda buruglugun hesablanmasi disturunu
2—
cixaraq. Frene dustur-larindan birincisini bele yazmaq olar: Z—r:kﬁ. Bu miunasibati

2
S
diferensiallayib, Frene disturlarindan ikincisini nazare alsaq, yaza bilsrik:
d’r 2 dk ~
—=—kT+—V+ky S
ds® ‘ ds vk p
— 2— 33—
Belslikls, drdrdr T (kv )(—k*7 +%17 +ky B)=k* . Buradan axtarilan distur alinir:
ds* ds® ds
— 2— 3
=L2 ﬂd_zd_’; ) (11
k*\ ds ds” ds
Miihazire 9

MUSTOVi XaTL®ORI
1. Oxy mustavisinda

x=x(t),y = y(t) (1)
parametrik tonliklari ilo verilon hamar y ayrisine baxaq. 7'(¢)=(x'(¢),y(t)) # 0 olduguna gors,
riyazi analiz kursundan malum olan ters funksiyaya dair teoreme asasan, (1) tanliklerinden ¢

parametrini yox etmoaklo
F(x,y)=0 (2)
tonliyini aling. (2) tenliyine mustavi ayrisinin geyri-askar tonliyi deyilir. Qeyd edsk ki, (2) soklinda
olan har bir tanlik mustavi ayrisi tayin etmir. (2) tanliyinin mtayyan M, ndqtesinin atrafinda ayri

tayin etmasi Ggln
A ,)z{a_F,a_F}
My (x0.50) oft0-70 Ox 0y

sorti 6denilmalidir. Dogrudan da, (3) sertinden F; ve F) xUsusi toremslerinden he¢ olmazsa

y

gr;dF 20 (3

Mo (xg,50)

birinin sifirdan fargli olmasi goértndr. F/ #0 oldugunu ferz edak. Bu halda riyazi analiz

) |M0(X0 Y0)
kursundan melum olan geyri-agkar funksiyaya dair teoreme asa-sen M, ndgtesinin yaxin
atrafinda diferensiallanan

y=f(x) (4)
funksiyasini tayin edirik. (4) barabarliyi mustavi ayrisinin askar sekilds tenliyi adlanir. Mistavi
ayrisinin (4) tenliyini parametrik olaraq

x=x(1),y=f()
soklinda yaza bilerik. Belslikle, mustovi ayrisi lokal olaraq bir-birine ekvivalent olan
1. 7F=7(@), ;7'|M0 #0;

2. xzx(t)ay:y(t)a {x”y'}|Mo ?50,
3. Flvy)=0, FLF, #0;

- 0
4. y=1(x

tonliklarindan har hansi biri ils verila biler.
2. Tutaq ki, (2) geyri-askar tonliyi ile mistavi ayrisi ve-rilmisdir. (2) tonliyi lokal olaraq (1)
tanliklarina ekvivalent oldugundan, F(x,y)=0 tanliyinden ¢ dayisenina nazaran
F(x(1),y(t))=0

eyniliyini alariq. Bu barabarliyin her iki tarefindan ¢ dayiganina gdra diferensiallayaq:
OF dx OF dy
——+——==0
Ox dt Oy dt



ngdF={E;,F;}={aa—F,aa—F}¢o sortinin  6denildiyi melumdur. Bu sert daxilinde (5)
X

V

baraberliyinden % nisbatini
X

dy __F; ,
a——F}t, (F, #0) (6)
soklinda tayin eds bilarik. (6) minasibatini toxunan diiz xattin
X=Xy V= Vo
x! - y!
kanonik tanliyinde nazars alsaq, bu diiz xattin

Fi(x=x)+F;(y=y,)=0

soaklinda olan tenliyini alarq.
(2) qeyri-agkar tonliyi ile verilmis mistavi xattinin

’
X

’

=0

Mo (x0.50) - y|M0(x0,y0)
munasibatini 6deyan noqgtslarine onun maxsusi néqtalari deyilir.
3. ©ger y —mustavi xattidirse (ve onun har bir ndqtaesinds ayriliyi sifirdan farglidirse-

k+0), onda 7 ve v vektorlar xetti gz lizerinde saxlayan miistaviye paraleldirlor. Bu isa S
vektoru-nun sabit vektor olmasi demakdir. Belalikls,

ap
—=0= y=0.
ds d
Tersine, tutag ki, y xattinin har bir ndqgtesinda buruglug sifra barabardir: »=0. Frene
dasturlarinin tgincisindan masy-yan edirik Ki,

B=0,
burada b vahid vektoru s tebii parametrindan asili deyil. 5-7 =0 eyniliyindan alinir:
db-r) —o,
ds

ona gora da
b-¥ =c=const. (7)
Ortonormallagmis R = {O?]E} reperinde
F=xi+yj+zk, b=bi+b,j+bk
oldugunu geabul etsak, (7) barabarliyini
bx+b,y+byz—c=0 (8)
soklinds yaza bilarik. GortiindlyU kimi, har bir M € y nbéqgtasi R reperinda (8) tanliyi ile verilan
mustavi Uzerinda yerlasir. Bu ise o demakdir ki, y — mustavi xattidir.
Qeyd 1. Mistavi xatti Gglin y =0 oldugundan, Frene dusturlar agagidaki kimi yaziliriar:
Tk, Y g
ds ds

Qeyd 2. Malumdur ki, x = x(¢),y = y(t),z = z(t) paramet-rik tonliklari ilo verilan y xattinin
ayriliyi

k: \/(y'z"—y"z')z+(z’x”—z"x’)2+(x’y"—x"y’)2
3
(xr2+yr2+z/2)2
dusturu ile hesablanir (bax, XIII mdhazire, band 4). Bu dustur-dan gérindr ki, ager y Oxy
mustavisinds yerlogson mustavi xatti-dirse, onda

g =] mLEATy (9)

(er + yrZ)E



Mdastavi ayrisi y = f(x) tanliyi ilo verildiyi halda isa onun ayriliyi

17l

k= 3
(1+/7)?

disturu ile hesablanir.
3. Tutaq ki,
F(x,y,€)=0 (11)
tonliyi ile mustoavi xatlori ailesi verilmigdir, burada F — arqumentlarinin kasilmaz diferensiallanan
funksiyasidir, C— parametrdir. x =x(¢),y = y(¢#) parametrik tanliklori ilo verilon » mustevi xattine

baxaq.
3. Her bir néqgtasinda ayriliyi sifirdan foerqli olan ve 7 =7(s) tenliyi il verilan hamar y

mustavi xettine baxag. y mustavi xattinin M € y négtasi l¢ln (M,v) diz xatti bu xattin M
noqgtasinde normal adlanir.

Miihazira 10
SOTHIN VERILM® USULLARI, TONLiKLSRi. HAMAR SSTHL8R

1. Bvwvalce sathlerin dyrenilmasi Uglin zeruri olan iki skal-yar arqumentin vektor
funksiyasi anlayisini daxil edek.
Tutaq ki, ¥—R haqigi adadler meydani Uzsrinde Ugdlgllli Evklid vektor fezasidir.

Ikiélgiilii G araligi dedikds, asadidaki coxluglarindan har hansi birini basa disiriik: R* = Rx R
fozasl, v>0 sertini 6deyan bitin (u,v) € R* ndqtslerindan teskil olun-mus R’ qapall edadi
yarmfezasi ve ya 0<u <a,0<v<a,a>0 sortlerini ddeyan bitin (u,v) € R*> nogtelerindan teskil
olunmus adadi kvadrat. ©gar har bir (u,v) e G ndqtesine muayyan 7(u,v) eV vektorunu garsi
goyan qayda verilmisdirse, onda deyirlor ki, ikidlgili G araliginda « ve v skalyar
aqumentloarinin  7(u,v) vektor-funksiyasi  teyin olunmusdur. Askardir ki, |F(u,v)| eyni
arqumentlarin adadi funksiyasidir.

|F(u,v)| adadi funksiyasi (u,,v,) € G ndqgtesinin yaxin etrafinda sonsuz kigik olduqda,
yoni  lim |i7(u,v)|=0 sorti ddenildikde, 7(u,v) vektor-funksiyasi (u,,v,) ndqtasinin yaxin

(u,v)—>(ug,vp)

atrafinda sonsuz kigik vektor-funksiya adlanir.

Sabit a eV vektoru Ugln 7(u,v)—a (u,,v,) nOQtesinin yaxin atrafinda sonsuz kicik

olduqda deyirler ki, a vektoru (u,v) — (u,,v,) oldugda 7(u,v) vektor-funksiyasinin limitidir. Bu

halda bele yazirlar:  lim r(u,v)=a.
(u,v)=>(ug,vo)

lim F(u,v) =F(u,,v,) sorti édenildikde 7(u,v) vektor - funksiyasina (u,,v,)eG
(u,v)—=>(ug,vp)

nogtasinde ksasilmaz vektor- funksiya deyilir. G aralidinin har bir ndqtesinde kasilmaz olan
7(u,v) vektor-funksiyasina bu araliqda kesilmaz olan vektor-funksiya deyilir.

G araliginda verilmis 7(u,v) vektor-funksiyasina baxaq. ¥V vektor fazasinin

ortonormallasmis her hansi i,k bazisini gétiirok ve har bir (u,v)eG noqtesinde 7(u,v)
vektorunu bu bazisin vektorlari Gzro ayiraq:
F(u,v) = x(u,v)i + yu,v) ] +z(u,v)k . (1)
(1) berabarliyinin sag tersfindaki x(u,v), y(u,v),z(u,v) funksiyalari u,v arqumentlarinin
G aral@inda tayin olunmus funksiyalardir. Bu funksiyalara 7(u,v) vektor-funksiyasinin 7]/2
bazisinds koordinatlari deyilir.

Tutag ki, lim  F(u,v)=d Ve d=ai +a,j +a;k .Onda (u,v) - (u,,v,) sorti daxilinds
(u,v)>(ug,vp)

asagidakilar dogrudur:



limx(u,v) =a,, limy(u,v)=a,, limz(u,v)=a,.
Bger v=v, =const gabul etsek, onda u arqumentinin (u,v,) € G sartini 6deyan muixtelif
qiymetleri tUgln 7(u,v) bir skalyar arqumentin  7(u,v,) vektor-funksiyasi olar. ©ger 7(u,v,)

dr(u,vy)

vektor-funksiyasinin u dayisenine nazaren téremasi vardirsa, onda bu téramayas

u

7(u,v) vektor-funksiyasinin u dayiganinae nazaran xisusi téroemasi (birinci tortib) deyilir vo 2—r
u

e .. or . . . C .
yaxud 7, kimi igare olunur. Analoji olaragq, 6_:rv xususi tore-masi tayin tayin olunur.
v

(1) aynligindan ahnir ki, 7(u,v,) vektor-funksiyasinin koordinatlari x(u,v,), y(u,v,),z(u,v,)
funksiyalaridir, ona gére de muhazire 10-da verilon teorem 1-8 asasen (u,v) e G nogtasinde 7,
va 7, xususi tdremalarinin varlidi t¢ln zaruri va kafi sart bun 6qg-tads uygun olaragq,

¥, = Gx(u,v)’yu _ oy(u,v) . 0z(u,v)
ou ou ou

Vo

¥ = ox(u,v) = oy(u,v) z = 0z(u,v)

ov ov ov

téromalerinin varli§idir. Qeyd olunan teoremdan ham da alinir ki,
Fo=xi+y,j+z,k vo F =x,i+y,]+zk. 2)
(1) aynliginin sag terafindski x(u,v),y(u,v),z(u,v) funk-siyalari (u,v)e G ndqtesinde

diferensiallanan olduglari halda

dF = dx(u,v)i +dy(u,v)j +dz(u,v)k (3)
vektoruna 7(u,v) vektor-funksiyasinin (u,v) noéqgtasinde dife-rensiali deyilir. (2) dusturlarinin

kémayi ile muayyan etmak olur ki,
dr =r,du+rdv. (4)

x(u,v),y(u,v),z(u,v) funksiyalari (u,v) néqtesinds diferensialla-nan oldugda deyirloer ki, 7(u,v)
vektor-funksiyasi (u,v) néqte-sinds diferensiallanandir. G araliginin har bir ndgtasinds difrensi-
allanan olan 7(u,v) vektor-funksiyasina G araliginda diferen-siallanan vektor-funksiya deyilir.
2. E, Evklid mdstevisi Gizarinde
dizbucagh Oij koordinat sistemini da- |
xil edsk (sok.1). Asagidaki gayda ile C B(a,a)

E, — R’ biyektiv inikasini teyin edek:
M(x,y) € E, ndqtasine (x,y) e R* ndg-

tasini qarsi qoyurug. Bu homeomorfiz- o
me esasan R’ adadi fezasini E, fezasi o i A X
ile, R? odadi yarmfezasini Oxy mis- Sekil 1

tovisinin y >0 serti ilo teyin olunan qa-
pali yarimmdustavisi ile, adadi kvadrati iss OABC  kvadrati ile eynilasdirak, burada B
nogtasinin B(a,a) koordinatlari vardir (sak.1).

Asagidaki fiqurlardan har hansi birine tgdlgllu £, Evklid fezasinda sade sath deyilir:
mustavi, gapall yarimmodstavi, kvadrat.

Sadas sathlardan istenilan birine homeomorf olan fiqur ele-
mentar soth adlanir. Masalan, elliptik vo hiperbolik paraboloidler, parabolik silindr mustaviya
homeomorf olduglan U¢ln elementar sathlardir. Serhaddi ile barabear géturtlon yanmsfera da
elementar sathdir (daireya homeomorf oldugu tgin).

Yuxaridakilara asasen belo bir naticeye gelmek olar: F < E, fiquru miayyan ikiolgiilii

G c R* araligina homeomorf ol-duqda elementar sath adlanir.



E, Evklid fazasinda elementar sathlarin sonlu ve ya hesabi ¢coxlugu ile ortiile bilan fiqura
soth deyilir. Terifden alinir ki, F sethinin M néqgtesi Uglin ele F, elementar sethi vardir ki,
MeF,cF.

Her bir elementar sathin 6zl sathdir. Lakin elementar sath olmayan sethler de vadir.
Bela sathlare asagidakilari nimuna olaraq gostera bilerik:
1) sfera (onu iki yarimsfera ile értmak mimkundir);
2) ellipsoid (bu sath sferaya homeomorfdur);
3) elliptik silindr (onu hear biri mistaviye homeomorf olan sonlu sayda «silindrik
zolagrlarla 6rtmak olar);
4) biroyuglu hiperboloid (bu sath elliptik silindre homeomorfdur).

3. E, Evklid fezasinda diizbucagl ijE koordinat siste-mini daxil edak ve ikidlglli G
araligini F, elementar ssthina geviran f:G — F, homeomorfizmina baxaq. ©ger (u,v)eG
nogtesi M(x,y,z)e F, noOqtesine g¢evrilirss, onda agkardir ki, x,y,z koordinatlar u,v
dayisenlarinin, G araliginda tayin olunan funksiyalaridir:

x=x(u,v),y=yu,v),z=z(u,v). (5)
(5) tenliklerina F, elementar sathinin parametrik tonliklari deyilir. Bu tenliklar
F=x(u,v)i + y(u,v) ]+ z(u,v)k (6)
vektor tenliyine ekvivalentdirler, burada 7 = xi + yj + zk = OM - M ndqtasinin radius-vektorudur.
(6) tonliyinin sag terafini 7(u,v) ile isare etmakla, bu tenliyi
F=r(u,v) (7)
saklinds yazmagq olar, burada 7(u,v)—u,v skalyar arqument-lerinin G arali§inda tayin olunan

vektor- funksiyasidir.
4, Tutaq ki, F,—(5) parametrik tanlikleri ilo verilon elementar sothdir, bels Ki,

x(u,v), y(u,v),z(u,v) G ikidlguli ara-iginda tayin olunmus funksiyalardir. 8gar (5) tenliklerinin
sag teroflori G araliginda k —ci1 (k- natural edaddir) tertibe gader kasilmaz xususi téramalari
olan funksiyalardirsa ve har bir (z,v) e G nbéqgtasinda

rang[x" Yu Z"] =2 (8)

xv yv ZV
olarsa, onda F, sethine C* sinifinden olan hamar elementar sath deyilir.

Qeyd etdiyimiz kimi, (5) parametrik tanliklari (7) vektor tanliyina ekvivalentdirlor. Digar
toraefden, 7(u,v) vektor-funksiya-sinin 7,7, xlsusi téremaleri tgln (2) barabarlikleri dogrudur.

Ona goére de (8) sertinin handesi menasi ondan ibarstdir ki, 7, ve 7, vektorlari G ikidlgull

araliginda xatti asili deyil, yani istanilan (u,v) e G ndqtesinds N:[FM,FV] vektoru sifir vektordan
forqlidir.

©ger (5) tenliklerinds v =v, =const gabul edarak, (u,v,)e G sorti daxilinds yalniz u
arqumentini dayissek, bir skalyar » arqumentinin 7 =7(u,v,) vektor-funksiyasini alariq ve ona

goro do OM =7 barabarliyini 6deyan butlin M ndgtsleri coxlugu F, elementar sathi Uzarinde
yerlogon misayyan hamar xett tayin eder. Bu xatti u xatti adlandiring. 7, vektoru (u,v,) ndqgte-
sinde u xattine toxunan vektordur. Analoji olaraq, her bir M e F, néqtesinden hamar u = const
ve ya v xotti kegir. ©ger (u,v)eG noqgtesi mealumdursa, onda (5) dusturlarina goéra
M(x,y,z) e F, noqgtasini tayin etmak olur. Demsali, u ve v para-metrlori soth Uzarindaki
nogtalari birgiymatli tayin edirlar. Mahz bu sebabdan u ve v parametrlarine F, sothi Uzearindaki

M ndqte-sinin ayrixstli koordinatlari deyilir.
Belalikla, (5) tonliklari (yani f: G — F, homeomorfizmi) ile F, sathinin parametrizasiyasi
bu sath lizerinde mayyan ayri-xatli u,v koordinat sistemina gatirir.
Bundan basqa, u xatleri ailesi ve v z
xotlori ailesi F, sathini ele ortlrler ki, u




her bir M e F, néqtesinden muxtalif

istigamatlerds yalniz bir » xatti ve 7,
yalniz bir v xatti kegir (bu xatlera M v
nogtasinds toxunan 7, ve 7, vektor- k r F,
lari kollinear deyil). Bu halda deyir- i
lor ki, u vo v xotlori seth lizerinde x O/ y
koordinat sebsakesi emale gsatirirlar.
(sok. 2). Sekil 2
Hamar xatte dair niimunays baxaq. Tutaq ki, diizbucaq|i 017]? koordinat sisteminde
X=ucosv,y =usinv,z = by (9)

parametrik tenliklori il sath verilmisdir, burada b > 0,(u,v) € R*. Bu sath iigiin
X, Y. Z, cosv sinv o
(xv Y, zvj:[—usinv UCcosv bj
oldugundan, har bir (u,v) e R* nogtesinde (8) serti ddenilir. Baxi-lan seth C* sinifinden olan

hamar seothdir (x(u,v),y(u,v),z(u,v) funksiyalarinin wu,v arqumentlarine nazaron istonilon

tortibden kesilmaz xususi toremsalari vardir). Bu setha dliz helikoid deyilir.
Miihazira 11

SOTH® TOXUNAN MUSTSVi V& NORMAL

1. Tutaq ki, G < R* ikidlgiili araliinda

F=r(u,v) (1)
vektor tanliyi ile C* sinifinden olan hamar F sathi tayin olunmusdur.
u=u(t),v=v(t) 2)

gabul edak, burada ¢ miayyan I = R aralidinda ele dayisir ki, ixtiyari ¢t € I Ggln (u(?),v(¢)) € G.
Biz 7 araliginda u(¢) ve v(¢) funksiyalarinin k — ci tartibe gadar kasilmaz téremalarinin

varligini va bu araligdan olan butin ndqtslerds % Vo % téramelarinin eyni vaxtda sifira
t t
barabar olmadidini teleb edirik.
u vo v dayigenlerinin (2) ifadalarini (1) tanliyinde yerina yazsaq, alariq:
F=r(u(n),(1). (©)
(3) tenliyinin sag terafi bir skalyar ¢ arqumentinin miayyan vektor-funksiyasidir. Bu funksiyani
7" (¢) ile igara edak va (3) tanliyini bele yazaq:
F=F(1). (4)
(4) tenliyi F sathi izerinde yerlagsan ve C* sinifinden olan xatt tayin edir.

Torsine: F sothi lizerinde yerlogsen ve C* sinifinden olan istenilon hamar xstt (2)
tonlikleri ilo toyin oluna biler. Burada u(z) ve v(¢) (u(?),v(¢))e G sertini 6dayan muisyyan [

araliginda verilmis funksiyalardir, k —ci tertiba qadar kasilmaz téremalare malikdirlar ve % ,
t

% téremaleri 7 —dan olan heg bir ndgtada eyni vaxtda sifra berabar olmurlar.

(2) tenliklerine F sathi lizerinds yerlagan xattin daxili tenliklori deyilir.

2. Bilirik ki, C*sinifinden olan ve (1) tenliyi ile verilen hamar F sethinin her bir M,
nogtesinde 7, ve 7 xatti asili olmayan vektorlardir. M, nogtesinden 7, ve 7 vektorlarina
paralel kegan mustavini (M,,7,,7,) ile isare edak.

Teorem 1. Tutaq ki, M(u,,v,)—(1) tenliyi ile verilon ve C*sinifinden olan F sathi
tizerinde néqtadir. Onda F sathi lizerin-de yerlegan ve M, néqtssindan kegen biitiin hamar



xatlere bu néqteds toxunan dliz xatler goxlugu (M ,7,,7,) mistavisinin M, merkazli diiz xatler

destasini emale gatirir.
Isbatl. F sethi Gzerinds yerlogan ve M, ndqtesindan kegen ixtiyari hamar y xattine

baxaq ve ferz edek ki, bu xatt (2) daxili tenlikleri il tayin olunmusdur. M, nbéqtesinin
parametrini ¢, ils igsare edak:
uy =u(ty),vy =v(t,) -
. . . o o dr _du _dv
y xettine M, nbqgtesinde toxunan vektoru tapaq. (3) ten-liyindan aliriq: = =7, E-HV %
, burada 7, ve 7, xususitéremaleri (u,,v,) néqtesinds, % Ve % téremaleri ise ¢, ndqtesinde

hesab-lanmigdir. Buradan alinir ki, % vektoru (M,,7,,7) mustevisine para-leldir, ona gore de

y xattine M, néqgtasinds toxunan diz xatt bu mistavi Gzerinds yerlagir.

Tersine: tutaq ki, (M,,a)— (M,,7,,7) muastevisinin M, noqgtesinden kegan ixtiyari diz
xottidir. Onda askardir ki, a =ar, + fr,, burada a ve [ eyni vaxtda sifira barabar olmayan
adadlardir. F sethi Uzarinds yerlagan vo u=u, +at,v=v, + ft tonliklari ilo verilon y, xattina
baxaq, burada ¢ miayyen araliqda ele dayisir ki, (u,v)eG. ¥ =7(u,+at,v, + ft) tonliyi ilo y,
xotti fozada teyin olunur. y, xattine M, néqgtesinds toxunan vektoru tapaq:

dr  _ du _ dv

—=r,—+r— .

dt dt dt
%=a,%=ﬂoldugundan, %=ﬁ. Demeali, y, xettine M, ndg-tesinde toxunan diz xett
(M ,,a) duz xetti ile Gst-Uste dusdr. [ ]

F sathi Gzerinds yerleson ve M, néqtesinden kegan butlin hamar xstlers toxunan diz
xetlorin yerlagdikleri miisteviya F ssthine M, nogtesinde toxunan miistevi deyilir. isbat
etdiyimiz teorem 1-a gOrs bu mustavi M, noqtesi va kollinear olmayan 7, ve 7, vektorlar ilo
tayin olunur.

M, e F nlOqtesinden toxunan mdusteviya perpendikulyar kegen duz xett F hamar
sathine M, nogtssinde normal diz xatti adlanir. N:[Fu,F] vektoru kollinear olmayan vo F

sothine M, ndqtesinde toxunan miistaviye paralel olan 7, ve 7, vektorlarina perpen-dikulyardir.
Bu o demakdir ki, N vektoru toxunan miistavinin 6ziine do perpendikulyardir. Demali, (MO,J\7)
diiz xatti F sethine M, ndqgtssinds normal diiz xatdir.

3. Tutaq ki, F sethine toxunan miisteviyo perpendikulyar olan N vektorunun
diizbucaqll Oijk koordinat sisteminde (N,,N,,N,;) koordinatlari vardir. Onda bu sathe
M, (xy,54,2,) NOgtasinde toxunan mistevi

(x=x )N, + (¥ = yo)N, +(z2—2)N; =0 (5)
tonliyi ilo toyin olunar.

Satha M, nbéqgtesinds normal diiz xatt ise asagidaki kanonik tanliklarle tayin olunar:

x_xozy_yozz_zo_ (6)
Nl N2 N3
Hamar F sethi parametrik tonliklorlo verildiyi halda N =[7,7] olduguna gére, evvalce
7,o=(x,,y,,2,) VO F, =(x,,»,,z,) vektorlari toeyin olunur, sonra ise (5) ve (6) tenlikleri yazilir. Bu
halda (5) ve (6) tenlikleri bels yazilar:

X—Xg Y=Yy Z7Zp



X—X _ Y~V _ 272
yu Zu Zu xu xu yu
Yv 2y Xy Wy
Oger F sethi geyri-askar tanliklo verilmisdirss, onda toxunan mistsvi ve normalin tenliklerini

yazmagq Uglin asagidaki teoremdan istifade etmak lazimdir.
Teorem 2. ©ger hamar seth qeyri-askar F(x,y,z)=0 tonliyi ilo verilmisdirss, onda

V4 X

v v

N (F,,F,,F,) vektoru sifirdan ferqli vektor olub, hamin sathe uygun néqtede toxunan mis-teviye
perpendikulyardir.

isbati. Verilmis soth hamar oldugundan, rang =1, ona gdére do N —sifirdan

F.,F,,F,

forgli vektordur. Gostarak ki, vektoru sethe M, ndgtesinde toxunan mdis-teviye

N
perpendikulyardir. Bundan 6tri N vektorunun verilmis seth (izerinde yerlesen ve M,
nogtesinden kegan ixtivari hamar y xattine bu ndgtads toxunan diz xette perpendikulyar
oldugunu asaslandirmaq lazimdir.

Tutaq ki, y xatti x=x(¢),y = y(t),z = z(¢t) tenlikleri ilo verilmigdir. Aydindir ki, y xattinin
parametri ¢ olan isteniloen nogtesinde F(x(¢),y(t),z(t))=0 barabarliyi ddanilir. Bu eyniliyi ¢

dayisenina gora diferensiallasaq, alariq:

Fxﬂ+F‘,ﬂ+FX£=
e dt dt
Bu beraberlik A, ndqtesinde de dogrudur, demali, N vektoru M, noqtesinds y xattine

toxunan (ﬂﬂ%j vektoruna perpen-dikulyardir.
dt dt dt
Sothcdfoxunan mdistevi ve normalin tanliklerinin tapilmasi ile bagh massla halli
nimunalarine baxaq.
Mosala 1.x=ucosv,y=usinv,z=bv,b>0,(u,v)e R> tonliklori ilo verilmis diiz helikoide
M, (u,,v,) nOqtesinds toxunan mustavinin va normalin tanliklerini yazin.

Halli. 7, ve 7, vektorlarinin M, néqgtesinds

0.

7, (cosv,,sinv,,0) Vo 7, (—u, sinvy,u, cosv,,b)

koordinatlari vardir. Ona gore do N =[F,7 ] vektoru asagidaki koordinatlara malik olar:

& )-
= (bsin Vo,—bcos vo,uo).
(5) dusturuna ssasan toxunan mustavinin tanliyini yazaq:
(x—xg)bsinvy —(y—yy)bcosvy +(z—z,)u, =0. (7)
X =1y COSVy, Yy = U, Sinvy,z, =bv, oldugunu nazars alsaq, ele-mentar gevirmalarin kdmayi ilo
(7) tonliyini

0 cosy, cosV, sinv,

El

sinv, O‘

b . .
uycosv, b||b —u,sinvy||-u,sinv, u,cosv,

xbsinv, — ybcosv, + zu, —buyv, =0
soklina gatirmis olurugq.
M, ndgtesinds normalin tanliyini ise (6) tenliyine esassn yazirq:

X—Uycosv, y—uysinv, z—by,

bsinv, - —bcosv, - u,
x2 y2 ZZ
Masalo 2. —2+b—2+—2=1 kanonik tenliyi ile verilmis ellipsoide M (x,,¥,,2,)
a c
ndqgtesinds toxunan mistavinin tanliyini yazin.



Halli. isbat etdiyimiz teorem 2-ys gére ellipsoide M (x,,y,.z,) hoqtesinde toxunan

. . . ~ ~(2x, 2y, 2 . R
mustaviye perpendikulyar olan N vektorunun N[%%%) koordinatlari vardir. Ona goéra
a c

ds (5) tenliyi bels yazilar:

2x, 2 2z
(=) Lt (v = 7) 2 4 (2 2,) 2L = 0. (8)
a b c
M, ndqtesi ellipsoid lzerinds yerlagdiyindan,
2 2 2
Yo 2o 201 boraberliyi 6denilir. Naticads (8) tenliyi
C

a’> b’
%+%+ZCZ—;:1

soaklinda yazilrr.

Xisusi halda x? +y? +z% =1 tenliyi ile veriimis « radiuslu sferaya toxunan miistevinin
tanliyi xx, + yy, +zz, =1 gaklindadir.

Masala 3. xyz=1 sathina elo toxunan mustevi kecirin ki, x+y+z-3=0 mustovisine
paralel olsun.

Halli. Verilmis sath Ugin F(x,y,z)=xyz—1 oldugundan, ]V=(FX,EV,FZ)=(yz,xz,xy).

Tutag ki, toxunma néqtesi M, (x,,y,.z,) noqtesidir. Onda N = (y,2y,XZ-X,V,) - TOXuUnan
mustavinin (5) tanliyini yazaq:

(x=x0)¥ozg + (¥ = 9)XoZg + (2 = 29) Xy =0. 9
M, nogtssi seth Uzarinda yerlesdiyinden, x,y,z, =1. Bu munasibati nazers alsaq, (9) tenliyi
bels yazilar:

XVoZo + ¥XoZo +2X0¥y —3=0. (10)
.. I .. - . - L YoZo  XoZo XV
(10) mustavisinin  x+ y+z—-3=0 mistavisine paralellik sertlarini ya-zaq: R

VO ya .z, =X,Z, =X,¥,- Bu berabarliklor-den vo x,y,z, =1 sertinden muayyan edirik ki,
X, =Y, =z, =1. Be-loliklg, axtarilan toxunan muistavi x+ y+z—3=0 mustevisinin 6zudur.

Miihazire 12
SOTHIN BIRINCi KVADRATIK FORMASI

1. Tutaq ki, hamar F hamar sathi
F=r(u,v) (1)
tonliyi ila verilmisdir. Malumdur ki, istanilon M e F ndqtesinde 7(u,v) vektor-funksiyasinin
diferensiall dr =7, du +7,dv ifadesine malikdir (bax, mihazirs 15, band 1, (4) dusturu).
(1) ddsturundan aling ki,
(dF)? = (F,du+F,dv)- (F,du +7.dv) = g,,(du)” + 2g,dudv + g,,(dv)*, (2)
burada
gllzfuz9 8 =8n =11 gzz=’7v2 (3)
isare olunmusdur.
(2) dlsturunun sag tersefi Fhamar sathine M nogtesinde to-xunan (M,7,,7,)

mustavisinde teyin olunan kvadratik formadir. Bu kvadratik formani ¢, ile igare edir vo F hamar
sethinin birinci kvadratik formasi, yaxud xatti elementi adlandirirlar. d7 =0 olduguna gore (F

hamar sethdir), (d7)> >0. Bu ise onu gosterir ki, ¢, kvadratik formasi miisbset-misyysn
formadir.



Qeyd edak ki, 7, vo 7, vektorlari F sethi Uzarinde M négtasi-nin  u va v ayrixatli

u v

koordinatlarinin vektor-funksiyalaridir. Ona gére de ¢, kvadratik formasinin (3) emsallari da u
va v ayrixatli koordinat-larinin funksiyalaridir.
(1) tenliyi ila verilon F sathi Gzarinda yerlagan hamar
u=u(t), v=w) (4)
y xattine baxaq, burada ¢ parametri mieayyan [ araliginda dayisir. y xatti fezada
F =7 (u(t),v(t)) tonliyiila verilir. Bu tanliyi ¢ parametrina gora diferensiallamagla, aling:

ﬂ:ﬁ,ﬂﬂaﬂ. (5)
dt dt dt
dar

ds ’ ,burada s y

Xatlor nazariyyasindan malumdur ki, d—z
t

xottinin qdvs uzunlugudur (bax, mihazire 12, band 2, (7) dusturu). Bu disturdan (3) va (5)

barabarliklorina asasan aliriq:
R R R R R
dt dt Sl g 8 a8 ar)

(ds)” = gy, (du)” +2gp,dudv + g5, (dv)”. (7)

Belalikla, sathin birinci kvadratik formasinin qiymeti seth lizerin-de yerloson hamar xaft

lizre néqtenin sonsuz kicik yerdeyismoesi zamani bu xsttin qévs uzunlugunun diferensialinin
kvadratina barabardir.

(6) disturundan y xettinin uclan M,(¢,) ve M,(t,) (¢ <t,) ndgtslerinde olan qévsunin

uzunlugunu hesablamagq Uglin asagidaki diistur alinir;

2 2
f du du dv dv
s= — | +2g,——+ — | dt. 8
,{\/gll[dtj 811 di d gzz[dtj (8)

2. Tutaq ki, y ve y - F sethi lizerinde yerloson ve M ndqtesin-den kegen hamar
xotlerdir. y veo y xetleri arasinda qalan bucaq dedikds bu xatlere onlarin ortaq M néqtesinde

¢okilen toxunanlar arasindaki bucaq gasa ddsdillir.
y va y xatlari boyunca dife-

(6) barabarliyindan aydin olur ki,

rensiallamalar d ve ¢ ile isare edak. 1%
Demali, y ve ¥ xatlarine M ndqte- L
sinda toxunan vektorlar dr ve oF 7 o

vektorlandir (sak. 1). y va ¥ xatle-
ri arasindaki ¢ bucagini dr ve &

vektorlari arasinda qalan bucaq ki-
mi hesablamaq olar:
_dr-or

Askardir ki, Sakil 1
dr =V, du+vr,dv, & =r,0u+r,ov.
Bu qiymatlari (9) dusturunda yerina yazib, (3) barabarliklerini nezers alaq:

cosg = (F,du+7,dv)-(F,0u +7,ov) _

VG +7,dv)* (7,6 + 7, dv)?
g dudu + g, (dudv + dvou) + g,,dvdv

V&1 () +2g pdudv -+ g (du)’ 21, (50)? +28,,0u00 + g, (V)
(10) dusturu, xtsusi halda, sethin koordinat xatleri arasinda galan bucagi hesablamaga
imkan verir. Tutaq ki, y- sethin u xattidir (yani dv=0 sartini 6dayir), y isa sathin v xattidir

(yani du =0 saertini 6dayir). Onda dv=0 va du =0 sertlerini (10) disturunda nazare alsaq, yaza
bilorik:

. (10)




coswzﬁ. (11)
VEi1822
(11) dusturundan asagidaki mihim natice alinir: Sath lizerinds koordinat sabakasinin

ortoqonal olmasi (glin ((pz%) zoruri ve kafi gert bu sethin her bir néqtesinds y,, =0

baraberliyinin 6danilmasidir.
3. ©ger F hamar sathi dizbucaqli dekart koordinat sisteminde F(x,y,z)=0

geyri-agkar tonliyi ilo verilmisdirse, onda bu sathin ¢, — birinci kvad-ratik formasi (12) élft)l
daxilinde dx? +dy* +dz* kvadratik formasi olur. (12) beraberliyini diferensiallamagla, aliriq:
Fdx+F,dy+F.dz=0. (13)
Bger sathin baxilan négtesinde F, # 0 olarsa, onda (13) bara-barliyinden yaza bilarik:

F
dz =- Fy dx—| —= |dy .
FZ FZ

Ona gora da (12) sathi lzerinda birinci kvadratik forma x =u,y =v sartleri daxilinde asagidaki
ifadeys malikdir:

2
F,
dx? +dy* +dz* = dx* +dy? + [(? ]dx+(F}deJ . (14)
(14) berabarliyinden muayyen edirik:
F? F.F, F;
g11=1+F5 g12=?9 g22=1+F’ (19)

burada x=u, y=v.

Bger F hamar sathi z=f(x,y) tenliyi ile verilmisdirse, onda bu seath
x=u,y=v,z= f(u,v) parametrik tonliklarina malik olur. Bu halda
r,=r.=00,1).7=7,=0Lf) olduguna gora, birinci kvadra-tik forma amsallari asagidaki
kimi hesablanirlar:

g =1+172, g =rr, = [/, g22=1+fyz' (16)

4. Tutaq ki, F—hamar sathdir. Bu sathi kigik % oblastlarina ayiraqg. Bu oblastlardan her
birinin Gzerinde har-hansi P ndqtesini goétirek ve & oblastini P ndqtesindaki toxunan
mustaviye proyek-siyalayaq. Tutaq ki, o(k)— &k oblastinin proyeksiyasinin sahasidir. F sathinin
sahesi dedikde, F sathinin bolindlylu & oblastlaninin dlgile-rine gére geyri mahdud olaraq
kicilmasi sarti daxilinde

S=limY o(k)
k

limiti basa dasuldr.

F hamar sathinin (1) parametrik tenliyi ile verildiyi halda onun sahssinin disturunu
cixarag. P ndgtasini koordinat baslangici, bu néqtedaki (P,r,,r,) toxunan mustovisini ise xy
mastavisi gabul etmakle x,y,z dizbucagh dekart koordinatlarini daxil edek. Tutaq ki, bu
koordinatlarda F sethi k£ oblastinda

x=x(u,v),y =yu,v),z=z(u,v)
tonlikleri ile verilir.

k oblastinin kafi gadar kigik dlglilerinds onun toxunan mis-teviye (yeni xy mistavisina)
proyeksiyasi  birgiymatlidir, ona gbére ds proyeksiya Uzerinds u,v dayisanlerine ayrixatli
koordinatlar kimi baxila biler. Riyazi analiz kursundan malumdur ki, mistevi oblastinin sahasi
ayrixatli koordinatlarda

Yy

o= dudv (17)

xu
xV v

disturu ile hesablanir.



(17) dusturundaki integralalti ifadani
| A

soklinde yazmaq olar, burada 7,— P ndqgtesinde sethin normalinin vahid vektorudur:
#ip =+(0,0,1). Naticade

Xy Vu
X,y

v

o) = Lj\[ﬁ,,fv]-ﬁ*)dudv

barabearliyini yaza bilerik, burada 7" —sath (izerinds ele vektor-funk-siyadir ki, £ oblastlarindan
har birinde sabit olub, bu oblastda geyd olunmus P noéqgtesinde normalin vahid vektoruna
barabardir. ©gar sonuncu bearabarlikda k& oblastlarinin dlgllarine gdra kicilmasi serti daxilinda
limite ke¢sak, sathin sahasi Ugln

[7 F,]-ﬁ|dudv (18)

S={|r..n
F
disturunu alariq, burada # —sathin normalinin vahid vektorudur.
[7,,7,]—-sathin normalinin yoénaldici vektoru oldugundan, [7,7] ve = vektorlan

kollineardirlar. Ona géra de (18) dusturunu
S = [[[[7,.7, Yudv (19)
F

soklinde yazmagq olar.
Gosterak ki, F sathinin her bir (u,v) ndqtasinds

|[’7u”7v] =\/g11g22_g122 . (20)

Dogrudan da, ager ¢ =7,"7, gabul etsak, onda
[7,.7,] Vi-cos’ .

Buradan (3) ve (11) dusturlarindan istifade etmakls alariq:

2
[=2 [= g [
= ’”uz ”vz 1-| —2—| = g11g22_g122'
VE&1182

Belalikla, (20) barabarliyina asasen F sathinin sahasinin hesab-lanmasi G¢in

S:”\/gngzz —glzzdudv (21)
F
disturunu yaza bilerik.

Bger F hamar sathi z = f(x, y) tenliyi ile verilarss, onda (16) ve
(21) dusturlarindan istifade etmakls, F sathinin sahasini hesablamagq Ugtin

S= 1+ f2+ fFdxdy
ddsturunu alanq.

Qeyd. Yuxaridakilardan aydin olur ki, sathin birinci kvadratik formasini bilmakle metrik
xarakterli asadidaki masalslari hall etmak mimkinduir:
1. Sath lzerinds yerlasan hamar xattin qdvs uzunlugunun hesab-lanmasi;
2. Seth Uzerinde yerlesoan ve ortaq nogtayes malik olan iki hamar xett arasinda qalan
bucagin hesablanmasi;
3. Hamar sathin sahasinin hesablanmasi.
Birinci kvadratik formanin geyd olunan tetbiglerini nezera almaqgla onu verilmis sathin
metrik formasi da adlandirirlar.

7|7 |sing =7, |7,

[Fu’Fv]

Miihazire 13

SOTHIN IKINCi KVADRATIK FORMASI. S9TH UZaRiNDaKi XoTTiN NORMAL 9YRILiYi

1. Tutaq ki, C* (k> 0) sinifinden olan hamar F sathi
r=7r(u,v) (1)



tonliyi ilo verilmisdir. Bu sath Uzerinds yerlosan y xattine baxaq (sok.1). M ndqgtesi y xatti
boyunca yerinideyisdikde dr =7 du+7,dv barabar-liyi dogru olur. Bu barabarlikden aling:

d*F =7, (du)* + 27, dudv +F, (dv)* +F,d*u+7d*v, 2)
22 2= 2
burada 7, :a_z,fw _p 20T s :a_g_
Ou Oudv ov

Molumdur ki, sethin normal diiz xattinin N =[7,,7] yénaldici vektorunun uzunlugu
\€1.22 — g5, edadina barabardir (bax, miihazirs 17, (20) diisturu). Ona gére da
7,7,

VEi82 —g122
barabarliyi ils tayin olunan 7 vektoru
her bir (u,v) négtasinde F sathinin
normal vektorudur.

nr, =nr, =0 oldugundan, (2)
baraberliyini # vektoruna skalyar vur-
magqla alariq:

id*7F = ir,, (du)® + 277, dudv +

ﬁ:

+ 7, (dv)*. (4) Sokil 1
Asagidaki isarasloemaleri daxil edak:
ﬁfuu = hnﬁﬁw =h, = hzlﬁﬂv =hy,. )
(3) berabarliyine asasen (5) dusturlarini asagidaki sakilde yaza bilarik:
FMFVFMM I_;u ’_;V’_;HV I_;u ’_;V’_;VV
hy =y, = hy =D, = (6)

Vgngzz_glzz \/gngzz_glzz

VE1&»n — g122
(6) dUsturlarindaki kesrlerin suratlerindaki ifadsler go6sterilan
vektorlarin qarisiq tdremalaridir. Naticads (4) barabarliyi asagidaki kimi yazilar:

ii-d*F = by, (du)? +2hy,dudv + hy, (dv)* . (7)
(7) barabaerliyinin sag terefi F sathine M ndqtesinds toxunan mistavida tayin olunmus
kvadratik formadir.
@, = hy, (du)* + 2hy,dudv + h,, (dv)*
kvadratik formasina sathin ikinci kvadratik formas! deyilir. Yalniz mis-tavi lizerinde yerlasen
sothlor Gg¢ln bu kvadratik forma eynilik kimi sifra berabardir (belo sathin har bir ndqtesinds
hy, = hy, = hy, =0 olur).
ikinci kvadratik forma smsallari (6) diisturlari ile hesablanirlar. 77, =ii7, =0 sortlari ikinci

kvadratik forma emsallarinin hesablan-masinin (6) dusturlarindan fargli disturlarini misyyan
etmays imkan verir. Dogrudan da, agar 77, =0 barabarliyini eavvalce u parametrine géra, sonra

ise v parametrina gore diferensiallasaq, alariq:
n,r, +nr,, =0, nr +nr, =0,

vo ya
hll :_ﬁll’_/.;l’ hlZ :_ﬁvfu7 (8)
burada #, :Z—n,ﬁv = Z—n Diger terefden, #ir, =0 beraberliyini « ve v parametrlorine gére
u Vv
diferensiallamagla
h21 :_ﬁufvﬂ h22 :_ﬁvﬁv (9)

dasturlanni alirg.
¥ vo n vektorlarinin diferensiallannin dr =7,du+7,dv ve dn=n,du+n,dv ifadslerini,

eyni zamanda #h,, = h,, serti daxilinde (8) va (9) dusturlarini nazears alsaq, yaza bilerik:
dndr = (n,du +n,dv)(7, du +7,dv) =
— Iy, (du)* = 2hy,dudy = hyy (dv)* = —p, .



Belslikls,
@, =—dndr . (10)
2. Tutaqg ki, (1) sathi Uzerindaki y xatti u=u(s),v=v(s) daxili tonliklori ilo verilmigdir,
burada s — tabii parametrdir. y xattine M ndéqtesinde toxunan 7 vahid vektorunu tayin edak:
dr _ . du .. dv (11)

T=—=r,—+7,—.
ds ds ds

Frene dlsturuna gore, C;—T:kﬁ (bax, mihazire 13, band 3), bu-rada £ y xattinin
A)

M noqtesindaki ayriliyidir, v ise hamin nogtade bas normalin vahid vektorudur. (11)
disturundan yaza bilerik:

2 2 2 2
kV:FW(—j +2fwd—“ﬂ+fw(ﬂJ +fuﬂ+fvd—: . (12)
ds ds ds ds ds? ds
(12) beraberliyini n vektoruna skalyar vuraq va (5) dusturlarini nazars alaqg:
(k) = hy, (du)® + 2h12d;tdv +hy(du)” ¢y
ds ?
(13) berabearliyinin sag tersfini y « F xattinin M noéqtesinde normal ayriliyi adlandirirlar

(13)

vo k, ile igsare edirlor. Belalikle, egar 6 = (s ,v) isare etsak, onda k, =n(kv) =kcos@.
F sethinin M nogtasindaki normalindan kegan mistovi ilo kesigsmasindan alinan xatta
bu seathin normal kesiyi deyilir. Askardir ki, y xatti F sethinin normal kesiyi olduqda ya 7 =v,

ya da 7 =-v olur. Birinci halda k, =k, ikinci halda ise &, =—k berabarliyi 6danilir. Bela-likls,
normal kasiyin normal ayriliyinin mutleq giymati bu kesiyin M ndqtesindaki ayriliyine barabardir.
(13) beraberliyini asagidaki sakilde yazaq:
Iy (du)? + 2k, dudv + hy, (dv)’
" gy (du)’ +2g,,dudv+ g5y (dv)
y hamar xatt oldugundan, onun heg bir néqgtesinde du ve dv diferensiallari eyni vaxtda
sifra barabar olmurlar. Miayyenlik Ugln dv=0 qoebul edsk. dr =7 du+7,dv barabarliyinden
ahnir ki, (M,7,,7,)

(14)

toxunan mistavisinde M noqgtssinds y xattine toxunan diz xasttinin istigamati A :Z—u nisbati ila
v

toyin olunur. &ger (14 ) barabarliyinin surat ve maxracini (dv)* — na bdlsek, alariq:
- Iy A%+ 2hyy A+ By _
Togn A 4284+ gy
(15) beraberliyi gosterir ki, y — F xettinin M ndéqtesinde nor-mal ayriliyi yalniz toxunanin

istigametindan asilidir. Ona gora da, sethin M ndqtasindan kegan ve bu néqtades ortaq toxunani
olan biitiin hamar xatlerinin M néqtesinds eyni normal eyriliyi vardir.

3. Tutaq ki, F hamar sathi z = f(x,y) tenliyi ila verilmigdir. Bilirik ki, bu halda F sathi
x=u,y=v,z= f(u,v) parametrik tonliklarine malik olur. Koordinat vektorlar 7, =7 =(1,0, f,) ve

r,=7,=(0,,f,) soklinds teyin olunduglarindan,

’_;uu = (0’09 fxx)ﬂ Fuv = (0’0’ fxy) ’ Fvv = (090’ f:vy) . (16)
Koordinat vektorlarinin vektorial hasilini tayin edak:

- - 0 f;c fx 1 1
mm{l M7 0‘,0 J=<—fx,—fy,1>. (17)

(16) dusturundan alinir ki, F sathinin vahid normal vektoru

[’71,9’7\;] _ (_fxﬂ_](y’l)
(I \/1+fx2 +f)

(19)

B

0
1

ﬁ:

(18)

koordinatlarina malikdir.



(16) va (18) beraberliklarini nazara almaqgla (5) dusturlarinin kémayi ile ikinci kvadratik
forma smsallarini tayin edak:

hll = f? > h12 =h21 = f);y > 2 = —f}zy > (19)
NIES +fy NIES +fy NIES +fy
Miihazire 14

DUPEN iNDIKATRISASI. S9THIN VERILMis NOQT2SINDa BAS iSTIQAMSTLOR. BAS,
ORTA VO TAM SYRILIKLSR

1. Tutaq ki,
7 =7r(u,v) (1
tonliyi ile hamar F sathi verilmisdir. F' sathinin ixtiyari M ndqtesina baxaq. Ferz edak ki, M
noqtesinds ikinci kvadratik formanin #,,,4,,h,, amsallarindan heg olmasa biri sifirdan ferqglidir
(eks halda M noqtesindan kegan ixtiyari xattin normal ayriliyi sifra beraber olardi, bax,
muhazire 18, (14) dusturu).
F sethi Gzsrinda yerleson voe M ndqtssindan kegan ele xatlare baxaq ki, onlarin M
nodqgtesindaki toxunanlan muxtalif olsun. Bu xatlerin normal oyrilikleri arasindaki slageni
muayyen edek. F sethinin (M,7,,7) toxunan mistevisinde merkezi M néqtesinde olan Q diz

xotler dastasini nezerdan kegirok. (O dastasinin har bir diz xatti Uzerinds M nbdqtasindan her

1
k|
verilmis dliz xattin toxunani oldugu xattin sifirdan fargli normal ayriliyidir.

Yuxaridaki qayda ile ayirdigimiz pargalarin uc négtslerinin (A négtasinden fargli) emale
gatirdiyi xstte sathin M ndqtesinde ayrilik indikatrisasi (ve ya Diipen indikatrisasi ) deyilir.
(M,7,,7,) toxunan mustsavisinde M, 7, afin koordinat sistemini daxil edek ve M ndqtesin-da
Dupen indikatrisasinin tenliyini ¢ixaraq. Tutaq ki, P(x,y)—Dupen indikatrisasinin ixtiyari
ndqtesidir, 7 — MP diz xasttinin vahid yonaldici vektorudur, u=u(s),v=v(s)—sath Gzarinde 7
vektorunun M ndégte-sinde vahid toxunan vektoru oldugu miayyan hamar xattin daxili
tonliklaridir, s —tabii parametrdir. Onda qurmaya asasan,

s 1

iki terafde uzunlugu adadina beraber olan parcalar ayiraq, burada k, —seth zerinde

MP=+ T. (2)
Vil
MP vektoru M ndgtasinin radius-vektoru oldugundan,
MP =7, + Y7, . (3)
Diger terefden, 7 vektoru asagidaki ayrilisa malikdir:
Fop Aty 4 )
S S

(3) ve (4) dusturlarini (2) barabarliyinds nazars alaq:

- - 1 (.du _adv
xr”+yr”_i\/HKr”$+an' (5)

7. va 7, vektorlari kollinear olmadiglarindan, (5) barabaerliyinden yaza bilerik:
1 du + 1 dv

Normal ayriliyin £, -2 itadesini asagidaki kimi gevirak:

4
2 2
k, = hn[d_uj +2hy, du dv +hy, [ﬂ] . (7)
ds ds

(6)



(7) barabarliyinda % Vo ? téramalarinin (6) barabarliklarin-dan olan ifadslerini nezera
A) S

alib, k, —o ixtisar etsek, M ndqgtesinde Dlpen indikatrisasinin asagidaki tanliyini alariq:
hy x* + 2h,xy + hy,y* = £1. (8)
(8) tenliyinde 4,,,h4,,,h,,- eyni vaxtda sifra beraber olmayan hagqiqi adadler oldugundan,
asagidaki hallar mimkindur:
1) Iy hy — Y >0.(8) tenlikleriile ellips tayin olunur (sak. 1, a).

by Nt
N

c)
Sakil 1
Bu halda M ndqgtesine F sathinin elliptik néqtesi deyilir. Xisusi halda,
Dupen indikatrisasi cevra oldugda M noqtasi ombilik néqtesi adlanir.
2) hyhy, —h <0. (8) tenlikleri ile qosma hiperbolalar ciiti teyin olunur (sak.1, b). Bu
halda M néqtesina sathin hiperbolik néqtesi deyilir.
3) hy,hy, — k% =0. (8) tenlikleri il paralel diiz xatler ciitii teyin olunur(sak.1, c). Bu halda

M noqtesi sathin parabolik néqgtesi adlanir.

2. M ndqgtesinde Dipen indikatrisasinin bas istigamatlerine bu ndgtada ssthin bas
istigametlori deyilir. F sathinin geyri-ombilik ndg-tesinde yegane bas istigamatlar clti vardir.
Ombilik néqtesinds isa ixtiyari istigamat bag istigamatdir.

Tutaq ki, M cF ndqtesinde bas istigamstler dr =7 du+7r,dv ve & =F,du+7,6v
vektorlari ile toyin olunurlar. Analitik handese kursundan ikitertibli xsttin bas istigamatlerinin
torifine gbre, d¥ ve & vektorlari ham ortoqonaldirlar, ham ds Dipen indikatrisasina nazaran
gosmadirlar. Belsliklo, dréF =0 (ortoqonalliq serti) ve A ,dudu+ + h,dudv + hydvéu + hy,dvév =0

(qosmaliq serti) barabaerliklori dogru-dur. Gésterak ki, qogmaliq serti dridr =0 soklinde yazila
biler, burada dri  normalin vahid vektorunun M noéqtasinin sath Gzsrinde dr yerds-yismasina
uygun olan diferensialidir. Bundan 6trii qogmaliq saertini ifade eden baraberliyin sol tarsfinde
ikinci kvadratik forma emsallarini onlarin

by ==n,1,,hy =hy =—n.r, ==n,r, hy, =1

disturlarindan olan ifadsleri ile avez edsak:
—n,r,dudu —n,r,dudv —nr,dvou —nr,dvov=0,

v

<

vo ya
(n,du +n,dv)(F,ou+Fov)=0=dndor =0.
Belalikla, dr ve o vektorlarinin F sathinin M ndqtesinds bas istiqamatlari tayin etmasi
Uglin zeruri ve kafi sert bu vektorlarin
dror =0 va dndr =0 (9)
barabarliklorini 6demasidir.
(9) barabarliklari Rodriq teoremi adlanan asagidaki teoremi isbat etmaya imkan verir:
Teorem. (1) sothinin M néqtesinde dr istiqamatinin bas istiqamat olmasi lglin zaruri ve
kafi sort
dn =—kdr (10)
beraberliyinin  6denilmesidir, burada dn  normialin vahid vektorunun M néqtasinin
dr sdriismesine uygun olan diferensialidir, k ise dr istiqa-meti lizre normal ayrilikdir.
isbati. Tutaq ki, 47 vektorunun istigameti M nogtesinds bas istigamatdir. Onda (9)
barabarliklori dogrudur, burada & - M noqtesin-de diger bas istiqgamatdir: dréF =0. n vahid

vektor oldugundan, 7, ve 7, xususi téremaleri onun 6zline ortoqonaldirlar: 7, L 7,7, L n. Diger

u



terafden, dr =rn,du+1n,dv ayriigindan alinir ki, dn vektoru da n vek-toruna ortogonaldir, yoni
(M,7,,7,) toxunan mustavisinde yerlagir. Bu gert daxilinds (9) barabarliklarinden misyyen edirik

ki, dn voe dr vektorlari kollineardirlar, yoni ele 4 haqiqi adadi vardir ki,
dn=Adr . (11)
isbat edek ki, 1 =—k. (11) berabarliyini an _ ,9r

— saklinda yazaqg. Bu barabarliyin har iki
ds ds

tarafini % vektoruna vuraq ve bu za-man dndr =—¢,,(ds)’ =@, disturlarini, elece de %
A A)

vektorunun vahid vektor olmasi sartini nezere alaq:
dndr _dndr _—g, :_k:ﬂd_?'d_?:ﬁ’
ds ds (ds)> ¢ ds ds
veya A=-k, burada k -dr istigamati Gizre normal ayrilikdir.

Tersine: tutaq ki, (10) baraberliyi d6denilir. isbat edek ki, 47 bas istigamat teyin edir.
(M,7,,7,) toxunan muistevisinde dr istiqametine perpendikulyar olan & istigamatini gétirak,
onda drdor =0. dn=-kdr oldugundan, dndr=(—kdr)or =—k(drof)=0. Gorindiyu kimi, (9) be-
rabarliklari 6danilir, ona gbéra de dr vektorunun istigamati bas istiga-matdir.

(11) dusturuna Rodriq diisturu deyilir. M ndqtesinda bas istiga-matler lGzre normal
ayriliklogg bu ndqtedas sethin bas sayrilikleri deyilir. Buradan aydin olur ki, Rodriq teoremindski &
adadi M ndqgtesinde dr bag istigamaeti Uzre bas syrilikdir. Sethin bas eyriliklerini &, ve k, ile
isare edirler.

3. Rodriq dusturunu agiq sakilds yazaq:

n,du +n,dv=—k(7,du + 7,dv). (12)

(12) bearaberliyinin har iki terefini evvelce 7, , sonraise 7, vek-toruna skalyar vuragq:

. . -2 -
n,r,du+n.r,dv=—k(r, du+7r,dv),

(13)

i, 7, du + i, 7, dv = =k (7,7, du + 7} dv).
Bger bu beraberliklorde birinci ve ikinci kvadratik forma amsallarinin hesablanmasi
disturlarnini nazers alsaq, yaza bilerik:

_ hydu+ hydv k= hydu + hy,dv

k , k= . (14)
gndu + gpdv 8o du + gpdv
(14) beraberliklarinin miqgayisasi gosterir ki,
hydu+h,dv hydu+ hy,dv
gndu+gpdv gy du+gy,dv’
va ya
hydu+hydv gy du+ gpdv] (15)

hydu + hyydv  godu+ gpdv|

(15) tenliyi bag istiqamatleri tayin edan tanlikdir. Bu tanliyin agagidaki yazilis formasindan
da istifade olunur:

(dv)* —dudv (du)’

&u & g» |=0. (16)

hll h12 h22
Oger seth Uzarindaki y xattinin har bir M ey ndqtesinds toxu-naninin istiqgamati bu
ndgteds bas istigamat olarsa, onda y xattine oyrilik xoftti deyilir. Terifden aydin olur ki,

sothin istenilan qeyri-ombilik M ndgtasinden bu ndqtedaki istiqgamatleri ortoqonal ve qosma
olan iki ayrilik xatti kegir. Askardir ki, (16) tenliyi ayrilik xatlorinin diferensial tonliyidir. ©ger F
sothi Uzarinds u,v koordinat sebakasi ayrilik xatle-rindan ibarstdirss, onda g, =0 (u vo v
xatlori har bir M € F ndqgta-sinds ortoqonal olduglarina géra) ve 4, =0 (u va v xatlerina toxu-

nanlar har bir M ndqtasinda Dupen indikatrisasina nezeran qosma olduglarina goérs).
4. (16) tonliklerini asagidaki kimi yazaq:



(hyy — kgy)du + (hyy — kg, )dv =0,
(hy, — kg, )du + (hy, — kgy,)dv=0.
Gorundayu kimi, (17) sistemi machullari du ve dv olan iki xatti bircins tenlikler sistemidir.

dr #0 olduguna gore, (17) sisteminin sifi-dan forgli halli vardir, ona gére de bu sistemin
determinanti sfra bara-bardir:

(17)

by —kgy  hy kg, —0
hyy —kgay hyy —kgy,
va ya
(81182 — &i)k” = (8111 — 2815l + Sl )k + (B hyy = h) =0. (18)
Belsliklo, M € F ndqtesinde k,,k, bag ayrilikleri (18) kvadrat tenliyinin kokleridir.

ki +k

Bag ayriliklarin H = 2 adadi ortasina M e F noqtesinds sathin orta ayriliyi deyilir.

Bas ayriliklerin K =k,k, hasiliiss M € F ndqtesinde sathin tam (ve ya Qauss ) ayriliyi adlanir.

(18) kvadrat teyliyinden Viyet teoremine asasen orta ve tam ayriliklerin asagidaki
ifadeleri alinir:

H = g1l — 28,y +2g22h11 i (19)
2(21182 — &)
K =Tl ~hiy (20)
8182 ~8n

21,8, — g5 >0 olduguna gére (20) disturundan misyysn edirik ki, sothin elliptik
ndqtslerinds K >0, hiperbolik négtelerinde K <0, parabolik négtelerinde ise K =0 minasibati
odanilir.

Muhazirs 15

SOTHIN ASIMPTOTIK XoTL9Ri. SOTHIN TOROM®
DUSTURLARI

1. Hamar sathin daxili hendssssine bu sathin ve onun (zarindaki fiqurlarin yalniz birinci
kvadratik formanin kdmayi ile teyin olunan xassalari aid edilir. MUhazira 17-den malum olur ki,
sath Uzerinde qdvs uzunlugunun, xatler arasindaki bucadin ve sath sahasinin hesablanmasi ilo
bagl masalaler sathin daxili handasasina aid olan masalslerdir.

Sathin daxili hendesasine aid olan diger masalsleri dyrenak. ilk névbade sathin térema
dasturlarini ¢ixaraq.

Tutaq ki, F - C*(k>3) sinifinden olan hamar sath olub,
F=r(uu) (1)
tonliyi ile verilmisdir. Har bir M € F ndqtasinda
. . oFr . . o . [ARAB]
r1=ru1=_]’ rlzrulz_l’n_ - =
ou ou |[”1»”2]|
vektorlar xotti asii olmayan vektorlardir. Ona gére de M nbéqtesinde R,, = Mrr,n reperi

(koordinat sistemi) tayin olunur. Bu reperin koordinat vektorlar asagidaki kimi segcilir: 7,7

vektorlari seth Uzerinde koordinat sebakasinin u',.u?® xetlorine M ndqtasinde toxunan

vektorlardir, n isa vahid vektor olub, M ndqtesinde satha toxunan muistaviya ortoqonaldir ve
els istigametlonmisgdir ki, 7,7,,7n vektorlan misbat oriyentasiyall bazis emals gatirirlor.

i, h,n bazisinin vektorlarinin xtsusi téremalarini, yani

i 2y 2y o, 7
po i 07 _ OF O _p 5O o1
Y ou’ ou'ou’ ou'ou’ ou ou'
vektorlarini bu bazisin vektorlari Uzre ayirmaq mumkiindir. Neticede asagidaki sakilde olan
dasturlar alinir:




7y =Ty + TPy o+ by = Ty + by, (2)
i, = b1+ blry =BT, 3)
Qeyd edok ki, (3) ayriiginda # vektorunun emsalinin sifra baraber olmasi 7, L7 sertiilo

baglidir.
2. (2) disturundaki ayriig emsallarinin ifadslerini edek. ©vvalce (2) barabaerliyinin har iki

torafini # vektoruna skalyar vuraq ve 7 J_Fk,ﬁ2 =1 sartlerini nezars alaq:
ir, =hy, =T} (iiF, )+ byii* = by,
vo ya
by =h;. )

(4) baraberliyinden gorundlyud kimi, (2) dusturundaki b; emsal-lari ikinci kvadratik forma
amsallandir.

F_if ayriig emsallarini teyin etmak Ugln (2) beraberliyinin her iki terefini 7 (/=12)
vektoruna skalyar vuraq ve F7 =g, oldugunu na-zers alaq (burada g, birinci kvadratik
forma amsallandir):

’7;7 °n =rgf(’71(’7z)+hg/(ﬁ’71)=ri?gkl- 4)
Diger tarofdan, vektorlarin skalyar hasilinin diferensiallanmasi qayda-sina gére, yaza bilerik:
agi' - P
6_u;=6’gii=al(rir.i)=”il'rj+ri'r_i1' ()
(5) barabarliyinin sag terefinda (4)-U nazers alaq:
0,8; = ril;gk/ + rflgki' (6)
(6) barabaerliyinds /,i ve j indekslarinin yerini ardicil olaraq iki defe dairavi dayigsak,
0,8, :Fj]'(igkz"‘rllfg/ga (7)
0,8, = F_zfgki + F;gkl’ (8)
barabarliklerini alariq.
Askardir ki,
k k
Iy =15 (9)
Dogrudan da, 7; =7, beraberliyinde (2) disturunu nazers almagla yaza bilerik:
TS + hi =T5F, +h i, (10)
h; = h,; olmasi sebabindan (10) barabarliyi
(T ~T;)7 =0 (11)

berabarliyine ekvivalentdir. 7,k =1,2 vektorlari kollinear olmadigla-

rindan, (11) beraberliyi (9) serti daxilinde 6danilir.
(7) ve (8) berabarliklerini teraf-tarafe toplayib, alinmis bera-barlikden (6) barabaerliyini
¢iIxaq ve bu zaman (9) sertini nezars alaq:

0,8;,+0,;8;,—0,8; = jkz‘gkl +Fl/;glg' +F§gki +F;gk1 -
_riI;glq _rjklgki =2F;gk19

va ya

2y gy =0,8, +0,8, — 0,8 (12)
1182 — &i» >0 olduguna gors, birinci kvadratik forma smsallarindan diizelen |g,,| matrisinin
torsi vardir. Ters matrisin elementlerini g ilo isare etsok, yaza bilerik:

gug” =50, (13)
burada 57 Kroneker simvoludur.
(12) baraberliyinin her iki tersfini g” elementlerine vuraq ve (13) sertini nezere alaq:



2F§g/{1glp :ngfé‘/f :2Ff = glp(aigjl +ajgli _algij)a
ve ya
1

Fif :E lp(aiglj +ajgil _algij)' (14)
(14) baraberliyinin sag tersfi bazi adabiyyatlarda Il ndv Kristoffel sim-vollari adlandirilir ve {;}
soklinde isare olunur. (14) berabarliyinini sag terefindeki méterizenin daxilindski ifadeye ise |
ndv Kristoffel simvolu deyilir. (14) barabarliyinden goérunur ki, I“UA amsallarinin hesablanmasi
daxili handesa masalesidir.

(2) dusturu (4) ve (14) sertleri daxilinde Qauss disturu adlanir.

3. (3) dusturundaki b,." ayriis emsallarinin hansi ifadeys malik oldugunu arasdirag. (3)
barabarliyinin her iki tersfini 7, vek-toruna skalyar vurub, g, =7 -7, vo h;=-n, -7, oldugunu
nazars, alsaq, yaza bilarik:

—h; =bg,. (15)
(15) beraberliyinin her iki tersfini g/ komponentlerine vurag:
—h,g" =bfg,g" =b{5, =b],
ve ya
b =—h;g" =—h =—h; . (16)

Qeyd edsk ki, (16) beraberliyinds ; indeksi galdinimisdir (bax, mihazirs 4, band 3). (3)

va (16) barabarliklerindan
ii, = —hlF, (17)
disturu alinir. (17) disturuna Veynharten diisturu deyilir.

M ndqtesi F sethi boyunca deyisdikde, R,, reper ide seth boyunca yerini deyisir. Ona
gore da R,, reperine adatan sethin herekstli reperi deyilir. Qauss ve Veynharten disurlarina
isea F sethinin R,, herakstli reperinin térome diisturlari da deyilir.

4. indi ise sathler nazeriyyssinin esas teormlsrindsn biri olan Qauss teoremini qeyd
edak.

Teorem (Qauss). C*(k>3) sinifinden olan hamar sethin tam eyriliyi yalniz birinci

kvadrat[k forma emsallari ve onlarin téremeloeri ile ifade olunur.
Isbati.

7 :Fi]’ffk +hyn (18)
Qauss dusturu F hamar sathinin har bir ndgtesinde 6danildiyina gdra, bu disturu sath Gzarinde
eynilik kimi gabul ederak, u' ve u* dayisenlerine gore diferensiallamaq olar. (18) berabarliyini
u* (k=1,2) deyisenine gére diferensiallayib, (17) barabarliyini nazars alsaq, yaza bilerik:

a’_ﬁ; - R - s = - s = s -
Gu.;‘ = 8kajri = ak(rijrs + hijn) =0y (Fﬁ’"s + hijn) = akrji”s + Fjiékr:s‘ + (20)
+ 0y + hy0 i == 0,57, + T3 r + Thhyii +0hy — hyhyti.
(20) barabarliyinin sag terafinde 7, ve i vektorlarinin smsallarini grup-lagdiraq:
040, = (0, + Ty = hyh )7 + (Ujhy + 0, hy )it (21)

Malumdur ki, yikssk tartib xisusi téremalerin alinmasi diferensiallama névbasindan asili deyil.
Bu ise o demakdir ki,
0,07, =0,0,T.. (22)

(21) berabarliyinie @sasen 00,7, xlsusi toremasinin asagidaki analoji ifadssini yaza bilerik:
0,047 = (0,0 + T3y — hyh)i + (Djhy +0 hy )i (23)

ki~ sj sj i
(22) beraberliyinde (21) ve (22) ayriliglanini nezere alb, 7 vektorunun emsallarini

baraberlesdirsak,



0, =0, Ty + 5Ty Ty =hyhy — hyh! (24)
munasibatina galmis olarq.

Ry
soklinds isarslema daxil etsak, (24) barabarliyi bele yazilar:

Ry =hyhy —hy ' (25)

=0,I', —o,Iy, + Iy~ (25)

Ji— sk ki~ sj

(25) berabarliyindan gérunur ki, R,ii]. kamiyyatlari Il név Kristoffel simvollari ve onlarin téremaleri

ilo ifade olunurlar. Bu ise onu gosterir ki, R,ﬁij kamiyyaetlarinin hesablanmasi sathin daxili
handasasina aiddir. (25) barabarliyinin har iki tersfini g,, emsallarina vursaq, yaza bilerik:
Ry, =hihy, —hyh,, . (26)
(26) beraberliyinde k=i=1,j=p=2 gabul etsak,
Ry, = h122 — Iy hyy (27)
baraberliyini alariq. Malumdur ki, sathin tam ayriliyi
by =hi

81182 — glz2
ifadesine malikdir (bax, midhazire 19, band 4). (27) munasibstini (28)-de nazere alsaq, yaza
bilerik:

K= (28)

_R1212

8182~ 8122
(29) berabarliyindan gorunir ki, sethin tam ayriliyi yalniz birinci kvadratik forma amsallarindan
va onlarin tdremalarindan asilidir. [ |

K= (29)



