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В работе рассмотрена обратная краевая задача определения неизвестного ко-
эффициента и свободного члена с интегральным краевым условием. Рассмотренная 
задача приводится к эквивалентной несамосопряженной задаче, для которой методом 
Фурье доказывается существования и единственность решения. 

Полученные результаты применены для доказательства существования и един-
ственности  классического решения исходной задачи. 
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Современные проблемы естествознания приводят к необходимости 

постановки и исследования качественно новых задач, ярким примером 
которых является класс нелокальных задач для дифференциальных урав-
нений в частных производных. Исследование таких задач вызвано как 
теоретическим интересом, так и практической необходимостью. Среди 
нелокальных задач большой интерес представляют задачи с интеграль-
ными условиями. Условия такого вида появятся при математическом мо-
делировании явлений, связанных с физикой плазмы [1], распространени-
ем тепла [2], [3], процессом влагопереноса в капиллярно-простых средах 
[4],вопросами демографии и математической биологии, а также при ис-
следовании некоторых обратных задач математической физики. 

Постановка задачи и её сведение к эквивалентной задаче 
Рассмотрим для уравнения 

         ),(),()(),()(),(),( 10 txftxgtatxutatxutxu xxtt ++=−    (1) 
в области }0,10:),({ TtxtxDT ≤≤≤≤= обратную краевую задачу с на-
чальными условиями  

,)()0,( xxu ϕ=  ),10()()0,( ≤≤= xxxut ψ                          (2) 
краевым условием 

),1(),0( tutu β=    )0( Tt ≤≤ ,                      (3) 
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нелокальным интегральным условием  

0),(
1

0

=∫ dxtxu   )0( Tt ≤≤                                    (4) 

и с дополнительными условиями  
  )0;2,1()(),( Ttithtxu ii ≤≤== ,                     (5) 

где  ( ) ( )2,11,0 =∈ ixi , 21 xx ≠ - фиксированные числа,  1±≠β  - заданное 
число, ( )2,1)(),(),(),,(),,( =ithxxtxftxg iψϕ -заданные функции, а  

),( txu  , )(0 ta  и )(1 ta  -искомые функции. 
Определение. Под классическим решением обратной краевой зада-

чи (1)-(5) будем понимать тройку  )}(,)(),,({ 10 tatatxu  функций 

),( txu )(, 0 ta  и )(1 ta , если ),(),( 2
TDCtxu ∈  ],0[)(0 TCta ∈  , ],0[)(1 TCta ∈      

и  выполняются соотношения (1)-(5) в обычном смысле. 
 Аналогично [5] доказывается  следующая лемма   

Лемма1.  Пусть 
          ],0[)( 2 TCthi ∈ , 0)( ≠thi )0;2,1( Tti ≤≤= , )(),( TDCtxf ∈ , 

0),(
1

0

=∫ dxtxf )0( Tt ≤≤ , ,)(),( TDCtxg ∈

,0),()(),()( 1221 ≠− txgthtxgth  

,]1,0[)(),( Cxx ∈ψϕ 0)(
1

0

=∫ dxxϕ , 0)(
1

0

=∫ dxxψ  

)2,1()0()(),0()( =′== ihxhx iiii ψϕ , 
 тогда задача нахождения классического решения задачи  (1)-(5) эквива-
лентна задаче определения функций ),(),( 2

TDCtxu ∈  ],0[)(0 TCta ∈  
, ],0[)(1 TCta ∈ , из (1)-(3)  и 

),1(),0( tutu xx =   )0( Tt ≤≤ ,                                                      (6) 
)0;2,1(),(),()()()(),()( 10 Ttitxftxgtathtatxuth iiiixxi ≤≤=++=−′′ .       (7) 

       Известно [6], что последовательности функций  
                        

,...sin)(,cos)()(...,,)( 2120 xxXxbaxxXbaxxX kkkk λλ =+=+= −                (8) 
...,sin)1(4)(,cos4)(...,,2)( 2120 xaxbxYxxYxY kkkk λλ −−=== −               (9) 

образуют биортогональную систему и система (8) образует базис Рисса в 
)1,0(2L , где ),1/(,0)1/()1( ββββ +=≠+−= ba  ,...)2,1(2 == kkk πλ . Из-

вестно [6] ,что  при любой функции ( )1,0)( 2Lxq ∈  справедливы оценки: 
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( ) ( ) ,)1,0(
2

0

2
)1,0(

2
22 L

k
kL xqRqxqr ≤≤ ∑

∞

=

 

где 

∫==
1

0

)()())(),(( dxxYxqxYxqq kkk    ,...)1,0( =k , 

( )
[ ]

,1
2
1

4
3

2
3

3
1

1

1,0

22
2 −



















 +++










+






 +=

C
baxbbar  

( )
[ ] 




 −−+=

1,0

2118
C

axbR . 

При предположениях ( ) [ ],1,012 −∈ iCxq ( ) )1,0(2
)2( Lxq i ∈ , 

)1()0( )2()2( ss qq β= , )1()0( )12()12( ++ = ss qq )1;1,0(
______

≥−= iis  
устанавливается справедливость оценок: 

        
)1,0(

)2(2
1

1

2
12

2

2

)(22)(
L

i

k
k

i
k xqq ≤








∑
∞

=
−λ ,                                (10) 

         .)(2)1)((22)(
)1,0(

)12()2(2
1

1

2
2

2

2
L

ii

k
k

i
k xaiqaxbxqq −

∞

=
−−−≤








∑ λ    (11) 

Далее, пусть 

                           ( ) [ ],1,02iCxq ∈  ( ) )1,0(2
)12( Lxq i ∈+  

)1()0( )2()2( ss qq β= , )1()0( )12()12( −− = ss qq   ).1;,0( ≥= iis  
Тогда справедливы следующие неравенства: 

,)(22)(
)1,0(

)12(2
1

1

2
12

12

2L
i

k
k

i
k xqq +

∞

=
−

+ ≤







∑ λ                             (12) 

( )
)1,0(

)12()12(2
1

1

2
2

12

2

)(12)1)((22)(
L

ii

k
k

i
k xaqiaxbxqq −+

∞

=

+ +−−−≤







∑ λ  .   (13) 

Теперь, с целью исследования задачи (1)-(3), (6), (7), рассмотрим 
следующие пространства: 

1. Обозначим через ]6[,2
α

TB  совокупность всех функций ),( txu  вида 

∑
∞

=
=

0
)()(),(

k
kk xXtutxu , 
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рассматриваемых в TD , где каждая из функций )(tuk  непрерывна на 
],0[ T  и 

[ ] [ ] ,)(())(()()(
1

,02

2
1

1

2
],0[12,00 +∞<











+








+≡ ∑∑
∞

=

∞

=
−

k
TCkk

k
TCkkTC tututuuJ αα λλ

причем kk πλ 2= ,...).2,1( =k  
Норму в этом множестве определим следующим образом: 

)(),(
,2

uJtxu
TB =α . 

Через α
TE  обозначим пространство ],0[],0[,2 TCTCB T ××α  вектор 

функций { })(),(),,(),( 10 tatatxutxz = с нормой 

],0[1],0[0 )()(),(),(
,2 TCTCBE tatatxutxz
TT

++= αα . 

Известно, что α
TB ,2  и α

TE  являются банаховыми  пространствами. 
Исследование существования и единственности классического 

решения обратной краевой задачи 
Так как система (8) образует базис Рисса в )1,0(2L  и система (8) и 

(9) образует биортогональную в )1,0(2L  систему функций, то первую 
компоненту ),( txu  решения { })(),(),,( 10 tatatxu  задачи (1)-(3),(6),(7) будем 
искать в виде: 

,)()(),(
0
∑
∞

=
=

k
kk xXtutxu                                                       (14) 

где 

,...)1,0()(),()(
1

0

== ∫ kdxxYtxutu kk  

является решением задачи: 
)()()()()()( 001000 tftgtatutatu ++=′′ )0( Tt ≤≤                                (15) 

)0,...;2,1()()()()()()()( 1212112012
2

12 Ttktftgtatutatutu kkkkkk ≤≤=++=+′′ −−−−− λ ,  (16) 

),0,...;2,1(
)(2)()()()()()()( 12221202

2
2

Ttk
tuatftgtatutatutu kkkkkkkk

≤≤=
−++=+′′ −λλ

  (17) 

kku ϕ=)0( , ,...),1,0()0( ==′ ku kk ψ                                                   (18) 
где 
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,)(),()(
1

0
∫= dxxYtxftf kk   ,)(),()(

1

0
∫= dxxYtxgtg kk

 
∫=
1

0

)()( dxxYx kk ϕϕ ,  

,...)1,0()()(
1

0

== ∫ kdxxYx kk ψψ , 

причем )(xX k и )(xYk  определены соотношениями (8) и (9), соответст-
венно. 

Решая задачу (15)-(18), получаем: 

),0(),,;()()(
0

100000 TtdaauFtttu
t

≤≤−++= ∫ τττψϕ                       (19) 

),,...2,1()(sin),,;(1

sin1cos)(

0
1012

121212

=−+

++=

∫ −

−−−

kdtaauF

tttu

t

kk
k

kk
k

kkk

ττλτ
λ

λψ
λ

λϕ

                        
(20) 

−−−+

++=

−∫ tatdtaauF

tttu

kk

t

kk
k

kk
k

kkk

λϕττλτ
λ

λψ
λ

λϕ

sin)(sin),,;(1

sin1cos)(

12
0

102

222

 

ττλξξτλξ
λ

ψλλ
λλ
τ

dtdaauFa

ttta

k

t

kk
k

kkk
kk

)(sin)(sin),,;(2

cossin1

0 0
1012

12

−







−−

−







−−

∫ ∫ −

−

 

)0,...;2,1( Ttk ≤≤=   ,                                                  (21) 
где   ,...)1,0()()()()()(),,;( 1010 =++= ktgtatutatfaautF kkkk . 
 После подстановки выражений )(0 tu , )(12 tu k− , )(2 tu k , соответст-
венно, (19), (20), (21) в  (14) получаем:  

+









−++= ∫ )(),,;()(),( 0

0
10000 xXdaauFtttxu

t

τττψϕ  

+









−+++∑ ∫

∞

=
−−−−

1
12

0
10121212 )()(sin),,;(1sin1cos

k
k

t

kk
k

kk
k

kk xXdtaauFtt ττλτ
λ

λψ
λ

λϕ  

∑ ∫
∞

=





−−+++

1 0
10222 )(sin),,;(1sin1cos

k

t

kk
k

kk
k

kk dtaauFtt ττλτ
λ

λψ
λ

λϕ  
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−







−−− −− 1212 cossin1sin kkk

kk
kkk tttatat ψλλ

λλ
λϕλ  

  
)()(sin)(sin),,;(2

2
0 0

1012 xXdtdaauFa
kk

t

kk
k 






−










−⋅− ∫ ∫ − ττλξξτλξ

λ

τ
.   (22) 

Теперь, с целью получения уравнения для компоненты )(),( 21 tata  
классического решения { })(),(),,( 21 tatatxu  из (7), с учетом (14), имеем: 

  ( )( )[ ]=++++′′ ∑
∞

=
−

1

2
2

2
12 sin)(sin2cos)()(

k
ikkkikkikikki xtuxaxbaxtuth λλλλλλ    

( ) .0;2,1),(),()()()( 110 Ttitxftxgtathta ii ≤≤=++=                         (23)    
Предположим, что 

( ).00),()(),()()( 1221 Tttxgthtxgthth ≤≤≠−=                   (24) 
Тогда из (23) с учетом  (24), находим: 

[ ] ( ) ( ){ +−′′−−′′= − ),(),()(),(),()()()( 122211
1

0 txgtxfthtxgtxfththta  

( )[ −+++∑
∞

=
),(sin2cos)( 2

1
111

2
111

txgxaxbax
k

kkkk λλλλ      

( ) ] +++− − )(),(sin2cos)( 121222
2

111
tutxgxaxbax kkkkk λλλλ         

( )




−+∑
∞

=
)(),(sin),(sin 21221

1

2
11

tutxgxtxgx kkk
k

k λλλ  ,                       (25) 

[ ] ( ) ( ){ +−′′−−′′= − )(),()()(),()()()( 211122
1

1 thtxfththtxfththta  

( )[ −+++∑
∞

=
)(sin2cos)( 1

1
222

2
111

thxaxbax
k

kkkk λλλλ      

( ) ] +++− − )()(sin2cos)( 122111
2

111
tuthxaxbax kkkkk λλλλ         

    ( )




−+∑
∞

=
)(sin)(sin)( 21221

1

2
11

tuxthxth kkk
k

k λλλ .                           (26) 

Далее, после подстановки выражения )(12 tu k− , )(2 tu k  из (20), (21) в 
(25), (26), соответственно, имеем:   

[ ] ( ) ( ){ +−′′−−′′= − ),(),()(),(),()()()( 122211
1

0 txgtxfthtxgtxfththta  

( )[ −+++∑
∞

=
),(sin2cos)( 2

1
111

2
111

txgxaxbax
k

kkkk λλλλ      

( ) ] [ +++− − ttxgxaxbax kkkkkk λϕλλλλ cos),(sin2cos)( 121222
2

111
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+





−++ ∫ −−

t

kk
k

kk
k

dtbauFt
0

1212 )(sin),,;(1sin1 ττλτ
λ

λψ
λ

       

( ) [ +−+∑
∞

=
ttxgxtxgx kkkk

k
k λϕλλλ cos),(sin),(sin 21221

1

2
11

−−++ ∫
t

kk
k

kk
k

dtaauFt
0

1022 )(sin),,;(1sin1 ττλτ
λ

λψ
λ

 

−







−−− −− 1212 cossin1sin kkk

kk
kk tttatat ψλλ

λλ
λϕ  












−










−− ∫ ∫ − ττλξξτλξ

λ

τ

dtdaauFa
k

t

kk
k

)(sin)(sin),,;(2

0 0
1012 ,               (27) 

[ ] ( ) ( ){ +−′′−−′′= − )(),()()(),()()()( 211122
1

1 thtxfththtxfththta  

( )[ −+++∑
∞

=
)(sin2cos)( 1

1
222

2
111

thxaxbax
k

kkkk λλλλ      

( ) ] [ +++− − tthxaxbax kkkkkk λϕλλλλ cos)(sin2cos)( 122111
2

111
    

−−++ ∫ −−

t

kk
k

kk
k

dtaauFt
0

101212 )(sin),,;(1sin1 ττλτ
λ

λψ
λ  

( )( ) [ +−+∑
∞

=
txthxth kkkk

k
k λϕλλλ cossin)(sin)( 21221

1

2
11

−−++ ∫
t

kk
k

kk
k

dtaauFt
0

1022 )(sin),,;(1sin1 ττλτ
λ

λψ
λ
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−−− −− 1212 cossin1sin kkk

kk
kk tttatat ψλλ

λλ
λϕ  
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dtdaauFa
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0 0
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−−− −− 1212 cossin1sin kkk

kk
kk tttatat ψλλ

λλ
λϕ  
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dtdaauFa
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kk
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)(sin)(sin),,;(2

0 0
1012 .  (28)  
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 Таким образом, решение задачи (1)-(3),(6),(7) свелось к решению 
системы (22),(27),  (28) относительно неизвестных функций )(),,( 1 tatxu  и 

)(2 ta . 
 Для изучения вопроса единственности решения задачи (1)-(3),(6),(7) 
важную роль играет следующая 
Лемма 2. Если { })(),(),,( 21 tatatxu  – любое решение задачи ((1)-(3),(6),(7), 

то функции ,...)1,0()(),()(
1

0

== ∫ kdxxYtxutu kk  

удовлетворяют на ],0[ T  счетной системе (19), (20), (21) . 

 Очевидно, что если ∫ ==
1

0

,...)1,0()(),()( kdxxYtxutu kk  удовлетворя-

ют на ],0[ T  системе (19), (20), (21) , то тройка  )}(,)(),,({ 10 tatatxu  функ-

ций )()(),(
0

xXtutxu k
k

k∑
∞

=
=  )(0 ta  и )(1 ta  является решением системы (22), 

(27),  (28).  
Из  леммы 2 следует, что имеет место следующее  
Следствие. Пусть система (22),(27),  (28) имеет единственное реше-

ние. Тогда задача (1)-(3), (6),(7) не может иметь более одного решения, 
т.е. если задача (1)-(3), (6),(7) имеет решение, то оно единственно. 

Рассмотрим в пространстве 3
TE   оператор 

{ }),,(),,,(),,,(),,( 10310210110 aauaauaauaau ΦΦΦ=Φ , 
где 

)()(~),(~),,(
0

101 ∑
∞

=
≡=Φ

k
kk xXtutxuaau ,   

( ) ( ) ,~),,(,~),,( 11030102 taaautaaau =Φ=Φ                                                                  
причем  )(~),(~),(~

2120 tututu kk− , )(~
0 ta  и )(~

1 ta  равны, соответственно, пра-
вым частям  (19), (20), (21), (27) и (28). 

Теперь из (19)-(21), соответственно, получаем: 
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Предположим, что данные задачи (1)-(3), (6),(7) удовлетворяют сле-
дующим условиям: 

1. 
],1,0[)( 2Cx ∈ϕ ),1,0()( 2Lx ∈′′′ϕ ),1()0( βϕϕ = ),1()0( ϕϕ ′=′ )1()0( ϕβϕ ′′=′′ ; 

2. ],1,0[)( 1Cx ∈ψ ),1,0()( 2Lx ∈′′ψ ,)1()0( βψψ = )1()0( ψψ ′=′ ; 
3. ),(),(),,( Tx DCtxftxf ∈  ),(),( 2 Txx DLtxf ∈  
   )0(),1(),0(),,1(),0( Tttftftftf xx ≤≤== β . 
4. ),(),(),,( Tx DCtxgtxg ∈  ),(),( 2 Txx DLtxg ∈  
   )0(),1(),0(),,1(),0( Tttgtgtgtg xx ≤≤== β . 
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5. ( ) [ ] ( ).0;2,10),()(),()()(,,0 1221
2 TtitxgthtxgththTCthi ≤≤=≠−=∈  

Тогда из (29) -(33), с учетом (10)-(13),  соответственно, получаем: 

( ) ,1),()()()()(),(~
3
,2

3
,2 ],0[1],0[011 





 +++≤

TT BTCTCB txutataTBTAtxu   (34) 

( ) ,1),()()()()()(~
3
,2],0[1],0[022],0[0 





 +++≤

TBTCTCTC txutataTBTAta  (35) 

( ) ,1),()()()()()(~
3
,2],0[1],0[033],0[1 





 +++≤

TBTCTCTC txutataTBTAta  (36) 

где 
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)()1(223(42234 LxTaaT ψ  

+′′−−−′′′+++ )1,0()( 22
)(3)1)((28),()23(4 LDLxx xaaxbxtxfaTT

t
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,),(2)1)(,(28)(2)1)((28 )()1,0( 22 TDLxxxL txafaxbtxfTxaaxbx −−−+′−−−′′+ ψψ  
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2

),())1021(106()(
TDLtxgaTTTTaTB  
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Из неравенств (34)- (36) заключаем: 
+≤++ )()(~)(~),(~

],0[1],0[03
,2

TAtatatxu TCTCB T
 

( ) 




 +++ 1),()()()( 3

,2],0[1],0[0
TBTCTC txutataTB ,                         (37) 

где 
)()()()(),()()()( 321321 TBTBTBTBTATATATA ++=++= .   

Итак, можно доказать следующую теорему: 
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1-4 и 

1)3)()(( 2 <+TATB .                                                        (38) 
Тогда задача(1)-(3), (6), (7) имеет в шаре )3)(( 3 +≤= TAzKK

TER  

пространства  3
TE  единственное решение.  

Доказательство. В пространстве  3
TE  рассмотрим уравнение 

Фzz = ,                                                                (39) 
где },,{ 10 aauz = , компоненты )3,2,1(),,( 10 =Φ iaaui  оператора ),,( 10 aauФ  оп-
ределены правыми частями уравнений (22), (27),  (28), соответственно. 
Рассмотрим оператор ),,( 10 aauФ  в шаре )3)(( 3 +=≤= TARzKK

TER  из 
3
TE .  
Аналогично (37) получаем, что для любых  RKzzz ∈21 ,,  справедливы 

оценки: 
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 ( ) 




 +++≤ 1),()()()()( 3

,2
3 ],0[1],0[0

TT BTCTCE txutataTBTAФz , (40)                                                            






 −+−+−≤− 3

,2
3 ),(),()()()()()( 21],0[1211],0[020121

TT BTCTCE txutxutatatataRTBФzФz . (41) 

Тогда из оценок (40) и (41), с учетом (38), следует, что оператор Ф 
действует в шаре RKK =  и является сжимающим. Поэтому в шаре 

RKK =  оператор Ф имеет единственную неподвижную точку  },,{ 10 aau , 
которая является решением уравнения (39). 

Функция ),( txu , как элемент пространства  3
,2 TB , непрерывна и име-

ет непрерывные производные ),( txux , ),( txuxx   в  TD . 
Аналогично [5]  можно  показать, что  ),( txut , ),( txutt    непрерывны 

в TD . 
Легко проверить, что уравнение (1) и условия (2), (3), (6), (7) удов-

летворяются в обычном смысле. Значит,  )}(),(),,({ 10 tatatxu  является ре-
шением задачи (1)-(3), (6), (7). В силу следствия леммы 2  оно единствен-
но в шаре  RKK =  . Теорема доказана. 

С помощью леммы 1, из последней теоремы немедленно вытекает 
однозначная разрешимость исходной задачи (1)-(5).  

Теорема 2.  Пусть выполняются все условия теоремы 1 и  

),0(0),(,0)(,0)(
1

0

1

0

1

0

Ttdxtxfdxxdxx ≤≤=== ∫∫∫ ψϕ  

)2,1()0()(),0()( =′== ihxhx iiii ψϕ . 
Тогда задача (1)-(5) имеет в шаре ( )3)(3 +≤= TAzKK

TER    простран-

ства 3
TE   единственное классическое решение. 
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İKİNCİ TƏRTİB ЩИПЕРБОЛИК TƏNLİK ÜÇÜN 

ГЕЙРИ-ЛОКАЛ TƏRS SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 
 

Э.Н.ИСКЯНДЯРОВА 
 

ХЦЛАСЯ 
 

Ишдя намялум ямсалын вя сярбяст щяддин тапылмасы цчцн интеграл сярщяд шяртли тярс 
сярщяд мясялясиня бахылыр. Бахылан мясяля юз-юзцня гошма олмайан  еквивалент мясяляйя 
эятирилир, щансы ки, онун цчцн Фурйе цсулу иля щяллин варлыг вя йеэанялийи исбат олунур.  

Алынмыш нятиъяляр гойулмуш мясялянин классик щяллинин варлыг вя йеэанялийинин исбаты 
цчцн тятбиг олунур. 

 
Ачар сюзляр: тярс сярщяд мясяляси, щиперbolik тянлик, Furye üsulu, klassik щялл 

 
 

NONLOCAL INVERSE BOUNDARY PROBLEM FOR HYPERBOLIC  
EQUATION OF THE SECOND ORDER  

 
G.N.ISKANDAROVA 

 
SUMMARY 

 
In the present paper we consider an inverse boundary problem for determining of the 

unknown coefficients and independent term with integral boundary conditions. The considered 
problem is reduced to the non-self adjoint equivalent problem, for which uniqueness and exist-
ence of solutions of the latter problem proved by the Fourier’s method.  

Further, with the aid of the obtained  results the uniqueness and existence of classical 
solution of the stated problem is proved. 

 
Key words: Inverse boundary problem, hyperbolic equation, Fourier method, classic 

solution. 
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