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     Опыт создания оптимальных конструкций, накопленный в различных отрас-
лях машиностроения, авиастроения, судостроения и т.д., приводит  все больше-
му расширению использования конструкционных материалов. Это в свою очередь 
приводит к необходимости более полного учета особенностей материалов и кон-
струкций с целью рационального конструирования и проведения надежного рас-
чета на прочность. Для более полного описания несущей способности конструк-
ции целесообразно учитывать силы внешнего воздействия со стороны заполни-
теля. Одним из таких воздействий является контакт ее с упругой средой, кото-
рую можно моделировать как заполнитель.  Силы внешнего воздействия со сто-
роны заполнителя, по сути, являются поверхностными силами и обусловлены 
контактом между оболочкой и заполнителем. Контакт носит сложный харак-
тер и он зависит от разных факторов: механических параметров заполнителя, 
поверхности оболочки и т.д. Одним из основных факторов являются  силы тре-
ния, обусловленной взаимодействием оболочки с заполнителем. Решение такого 
типа задач представляет математическую трудность, которая углубляется 
учетом динамических эффектов, что необходимо в задачах сейсмостойкости, 
вибрации, которые часто встречаются в технике. Поэтому требуются разра-
ботки приближенного метода. Одним из приближенных методов является ва-
риационный. Это объясняется еще тем, что он позволяет получить непротиво-
речивые приближенные теории тонкостенных конструкций типа оболочек и 
стержней.  
       В данной статье с помощью вариационного принципа исследуются парамет-
рические колебания тонкой  неоднородной нелинейной по толщине вязкоупругой 
цилиндрической оболочки при динамическом взаимодействии с заполнителем,  
находящейся под действием внешнего давления, и с учетом трения в контакте. 
Рассматривается случай линейной вязкоупругости. Построены зависимости зо-
ны динамической устойчивости колебаний цилиндрической оболочки с заполни-
телем от параметров конструкции на плоскости нагрузка-частота, где учтено 
трение между оболочкой и заполнителем. 
 
     Рассмотрим цилиндрическую оболочку кругового сечения радиуса R , 
толщиной h2 , длиной l , заполненной средой. Действие среды на обо-
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лочку заменим силой ( )Wkq 2

0

2

000 1 βω−= (модель типа «Винклера»), 
распределенной по боковой поверхности оболочки и действующей против 
движения точек поверхности оболочки. 

Предполагается, что торцы оболочки шарнирно закреплены:  
при lx ,0=  

0000 ==== vWMN xxxx ;;; , 

где xxN  - усилия, xxM - моменты, ω,v - компоненты вектора перемеще-
ний точки оболочки.  

Для исследования параметрических колебаний тонких цилиндрических 
вязкоупругих оболочек, заполненной средой, будем применять вариационный 
принцип. В физических проекциях функционал примет вид[ ]1 : 
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 В функционале (1) принимается, что ( ) ,∫
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эффициент трения скольжения, −0q   нормальное давление на оболочку 
со стороны заполнителя и принято, что  
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где   −a механический параметр, −β показатель экспоненты. Такая за-
висимость (зависимость от z ) продиктована тем, что для однородного 
случая коэффициент при экспоненте берут пропорциональным модулю 
Юнга. В этом случае образы Фурье имеют вид: 
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Варьируемыми величинами являются ,,,,, ϕxxx NNvWu &&&&&  .,, ϕϕϕ xxx MMM &&&  

Определим стационарное значение функционала (1). Для этого применим 
метод Ритца. Исходя из ожидаемой физической картины, колебания ци-
линдрической оболочки, неизвестные величины ищем в виде: 
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где k  - число волн в окружном направлении. Отметим, что это число 
должно быть четным в виду периодичности задачи. Член в выражении для 
окружного напряжения указывает на аналог аппроксимации с аппрокси-
мацией для статики. Подставим аппроксимации (3) в функционале (1) и 
проинтегрируем по x  и t . Тогда вместо функционала (1) получаем функ-

цию от iiiiiiiii MMNNMNWvu 212133
&&&&&&&&& ,,,,,,,, . Из-за их громоздкости 

эти функции здесь не приводим.  Стационарное значение полученной 
функции определяется из следующей системы: 
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 Начальные значения для решения этой системы, основываясь на 
вариационном принципе следующее: при отсутствии нагрузки в оболочке 
имеет естественное состояние, т.е., при 0=iq  имеем 

( ).,,,; 32100 ====== jiMNWvu ijijjjj  

 Итак, приведенная система приближенно описывает параметриче-
ские колебания нелинейной вязкоупругой оболочки неоднородной по 
толщине с учетом нелинейности прогиба, где учтены силы трения между 
оболочкой и заполнителем.  
Полученные системы уравнений являются квазилинейными дифференци-
альными. Для решения системы сигнала разрешим ее относительно произ-
водных ,,,,,,,, 31301110101010 NNNNWWvvuu &&&&&&&&&& ,,,, 11102120 MMNN &&&&  

31302120 MMMM &&&& ,,, , а потом, применяя метод Рунге-Кутта, решим за-
дачу Коши при выше поставленных начальных условиях. Для реализации 
задачи численно    введены безразмерные величины: 
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Все параметры, входящие в систему, описывают конструкцию кроме 
k . Задавая 4=k  находим при всех заданных параметрах и ω , наи-
меньшее ikpτ , где .Rqinp 1=τ  На рис.1 приведены зависимости зоны ди-

намической устойчивости от параметров конструкции на плоскости на-
грузка-частота. 

Для удобства счета были введены, наряду с вышеприведенными 
безразмерными параметрами, следующие величины: 
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Для параметров задачи приняты: 
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Функции неоднородности взяты следующие: 
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где −xE характерный модуль Юнга, α - параметр  неоднородности.  

Отметим, что в случае линейной функции 1<α , а в случае параболиче-
ской функции α  может быть любой, но в случае отрицательного, α  по 
модулю меньше единицы. 
 На рис.1 штриховыми линиями соответствуют колебания цилинд-
рической оболочки с заполнителем, моделирующимся в форме модели 
типа «Винклера», без учета силы трения,  а сплошные линии соответству-
ют колебаниям цилиндрической оболочки с заполнителем, моделирую-
щимся в форме    типа модели «Винклера», с учетом силы трения. Счет 
показывает, что учет трения между оболочкой и заполнителем приводит к 
уменьшению критической силы потери устойчивости оболочки. Кроме 
того, учет динамических действий заполнителя на процесс параметриче-
ских колебаний рассмотренной системы (модель типа «Винклера») приво-
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дит снижению критической силы по сравнению с критической силой, по-
лученной для модели «Винклера». 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1. Зависимость 1τ  от ω  для линейного закона при следующих значениях параметров: 

4,0;0 3,00 == αh ;; 56

0 102102 −− ⋅=⋅= ρτ    

0,25f; ==10β ( )4221 =−=− kk ;  

        Во всех случаях волнообразованию соответствует 2.k =  Отметим, 
что расчет показывает, что  при 4k =  характерная кривая сдвигается и не 
представляет практический интерес.  
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СЦРТЦНМЯ ГЦВВЯСИ НЯЗЯРЯ АЛЫНАН МЦЩИТЛЯ ДИНАМИК  
ГАРШЫЛЫГЛЫ ТЯСИРДЯ ОЛАН ГЕЙРИ- ХЯТТИ, ГАЛЫНЛЫЬЫ БОЙУ  

ГЕЙРИ-БИРЪИНС, ЮЗЛЦ-ЕЛАСТИКИ СИЛИНДРИК ЮРТЦЙЦН  
ПАРАМЕТРИК РЯГСЛЯРИ 

 
И.Т.ПИРМЯММЯДОВ  

 
АННОТАСИЙА 

 
Тягдим олунан мягалядя сцртцнмя гцввяси нязяря алынан мцщитля динамик 

гаршылыглы тясирдя олан гейри-хятти, галынлыьы бойу гейри-биръинс, юзлц-еластики силиндрик 
юртцйцн параметрик рягсляри тядгиг олунмушдур. Гцввя-тезлик мцстявисиндя характе-
рик яйриляр гурулмушдур. Сцртцнмя ямсалынын бющран гцввясиня тясири юйрянилмишдир. 
 

PARAMETRIC OSCILLATIONS OF A NON-LINEAR, IN HOMOGENEOUS 
ON THICKNESS, CYLINDRICAL  SHELL BEING AT DYNAMIC 

INTERACTION WITH A MEDIUM WITH REGARD FOR FRICTIONAL 
FORCES 

 
I.T.PIRMAMEDOV  

 
ABSTRACT 

 
Parametric oscillations of a non-linear, in homogeneous on thickness visco-

elastic cylindrical shell being of dynamic interaction with a medium with regard to 
frictional forces are steadied in the paper. 

The characteristic curbes are structured on forse-freqnency plane. The 
influence of fiction coefficient on critical force is studied. 
 
 
 
 


