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В данной работе устанавливаются достаточные условия на элементы 

минимизирующих последовательностей для задачи оптимального управления с 
многоточечными граничными условиями. Изучается связь этих условий с 
принципом максимума Понтрягина. Рассматривается конкретный пример.  
  

1.  Постановка задачи. Пусть некоторый управляемый объект 
описывается нелинейным обыкновенным дифференциальным уравнением                                                
                                   x&  = ƒ(t, x, u),      t = [to, tƒ] = T,                       (1) 
с граничным условием  
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    Управления (управляющие функции) u:[to,tf] →R2 —измеримые огра-
ниченные функции. Допустимыми назовем управления, принимающие 
значения из ограниченного множества .rRU ⊂  
   На решениях задачи (1), (2) и на множестве всех допустимых уп-
равлений будем рассматривать минимизации функционала            
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Множество всех допустимых управлений обозначим через UD . 
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соответственно, матрицу xf  и вектор xF  удовлетворяют условиям Кара-
теодори, т.е. измеримы по совокупности ),,( uxt  и непрерывны по 
совокупности ),( ux при почти всех ].,[ fo ttt ∈ Функция ': RRR nn →×Φ            
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также непрерывно дифференцируема. В (2) A1, A2, …, Am - матрицы 

порядка n x n и ∑
=

≠
m

k
kA

1
.0det Предполагается, что отрезок [t0,tf]  фиксиро-

ван и t0 ≤ t1 < t2 < … < tm ≤ tf . 
Для многих физико–технических проблем весьма существенно, что 

управляемый динамический процесс описывается краевой  задачей (1), (2). 
Например, к задаче (1) – (3) сводится проблема оптимизации многослой-
ных конструкций [1], а также задача синтеза слоистых структур при 
различных волновых и температурных воздействиях [2]  и др. 

Отметим, что в частном случае (А1=I , A2= A3 = … = Am = 0, I – 
единичная матрица) задача (1), (2) превращается в широко известную 
задачу оптимального управления со свободным правым концом (уп-
равление задачей Коши), которая имеет многочисленные приложения и 
для ее решения созданы достаточно эффективные методы.  
         При управлении задачей Коши вопрос о существовании и единст-
венности решения этой задачи при выбранном управлении решался 
достаточно просто. Однако, в общем случае задача разрешимости краевой 
задачи (1), (2) при допустимых управлениях не поддается простому ана-
лизу. Поэтому в настоящей работе будем предполагать, что краевая задача 
(1), (2) разрешима при любом допустимом управлении. В частном случае, 
когда условие (2) имеет вид 0)(det,)()( 21201 ≠+=+ AABtxAtxA f ,  усло-
вие разрешимости получено в работе [3]. В работе [4] получено необ-
ходимое условие оптимальности в виде принципа максимума Понтрягина.  
       В данной статье устанавливаются достаточные условия на элементы 
минимизирующих последовательностей для задачи оптимального уп-
равления с многоточечными граничными условиями, выполнение которых 
гарантирует сходимость значений критерия качества на элементах данной 
последовательности управлений к нижней грани этих значений, соответ-
ствующей всему множеству допустимых управлений. 
2. Основные результаты. Для формулировки достаточных условий на 
элементы минимизирующих последовательностей в задаче (1)–(3) опреде-
лим [5,6] обобщенные Е–функции Вейерштрасса [ ] ××× nn
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      Следующая теорема представляет собой δ- оптимальность в задаче 
минимизации функционала  J(u).  
      Теорема 1. Для того, чтобы управление Du∈  удовлетворяло нера-
венству   
                                           0,)(inf)( ≥+≤

∈
δδvJuJ

Dv
                        (4) 

достаточно выполнение следующих неравенств  при всех :Dv∈  
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где  ( ) ],[ 0 fu ttLt ∞∈Ψ  - решение сопряженной системы  
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                     ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( );,,,,,,, tutxtftvtxtftutvtxtf uuuu −=Δ                             
                     ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( );,,,,,,, tutxtFtvtxtFtutvtxtF uuuu −=Δ                                                       

( )txu  - решение краевой задачи (1), (2) соответствующее допустимому 
управлению )(tu ,  T -означает транспонирование. 
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Доказательство: Пусть Du∈ и Dv∈  - два допустимых управления. 
Тогда 
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Так как ( )tu  и ( )tv  допустимые управления, то имеет место  
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Теперь, умножая равенство (9) скалярно на некоторую функцию 
( ) [ ]ftttt ,, 0∈Ψ ,  интегрируя по t на ],[ 0 ftt  и слагая почленно с 

равенством (8), для приращения функционала ( )uJ  получим 
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где ( )tuΨ -решение системы (7). Замечая теперь, что 
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и учитывая неравенства (5), (6) получаем окончательно δ−≥− )()( uJvJ  
для всех Dv∈ , откуда и следует (4). Теорема доказана. 
Из доказанной теоремы непосредственно следует 
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Теорема 2. Для того чтобы последовательность управлений ,...,2,1, =∈ iDui  
была минимизирующей, т.е. 
                         ( ) ( ) −∞>=
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достаточно существование последовательности чисел ,...,2,1, =iiδ  ,0≥iδ                                    

,,0 ∞→→ iiδ  и множеств [ ] ,,...,,2,1,,0 ∞→→==⊂ imeasTTmeasittTT ifi  
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3. Пример.  Дана система  
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Требуется минимизировать функционал  
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Сопряженное уравнение в данном случае имеет следующий вид: 
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Рассмотрим следующую последовательность допустимых управлений:  
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Очевидно, что по данной последовательности ivπcos  и svπsin  слабо 
сходятся к нулю в [ ]1,02L . Отсюда следует что, 

[ ] 0
1,2 →

oC
x и [ ] .0

1,02 →Ψ
C

 

Так как  00 ≡≥ fF EиE , то необходимым и достаточным условием 

того, чтобы данная последовательность управлений ( ) ...,2,1, =stvS  
была минимизирующей, является условие существования после-
довательности чисел +∞→→≥ ssss ,0,0, δδδ  и множеств 

[ ] measTmeasTttT sfs →⊂ ,,0  при +∞→s  таких, что   
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при почти всех ...,,2,1, =∈ sTt S  которые тривиально выполняются. От-
сюда следует, что данная последовательность является минимизирующей. 
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ЧОХНЮГТЯЛИ СЯРЩЯД МЯСЯЛЯЛЯРИ ИЛЯ 
ВЕРИЛМИШ ОПТИМАЛ ИДАРЯЕТМЯ МЯСЯЛЯСИНДЯ 

МИНИМАЛЛАШДЫРЫЪЫ АРДЫЪЫЛЛЫЬЫН ГУРУЛМАСЫ ЩАГГЫНДА 
 

М.Ф.МЕЩДИЙЕВ, Р.А.СЯРДАРОВА, Й.Я.ШЯРИФОВ 
 

АННОТАСИЙА 
 
 Ишдя чох нюгтяли  сярщяд мясяляси иля верилмиш оптимал идаряетмя мясялясиндя 
минималлашдырыъы ардыъыллыг цчцн кафи шяртляр тапылмышдыр. Бу шяртлярля Понтрйагинин 
максимум принсипи арасында ялагя верилмишдир. Конкрет мисала бахылмышдыр. 
 
 

ABOUT BUILDING MINIMIZING 
SEQUENCES IN THE PROBLEM OF  OPTIMAL  

CONTROL WITH MULTIPOINT BOUNDARY CONDITIONS 
 

M.F.MECHDIEV, R.A.SARDAROVA, Y.A.SHARIFOV 
 

ABSTRACT 
 

 In this paper sufficient conditions on elements of minimizing sequences for the 
problem of optimal control with multipoint  boundary conditions are established. A 
connection of this conditions with the principle of maximum of Pontryagin is 
inuestigated. The concret example is considired. 
 
 

 
 


