
 52

БАКЫ УНИВЕРСИТЕТИ ХЯБЯРЛЯРИ 
№1           Физика-рийазиййат елмляри серийасы   2005 

 
 
 
 
 

О БАЗИСНОСТИ СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ И  
ПРИСОЕДИНЕННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ОДНОГО КЛАССА  
НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРНЫХ ПУЧКОВ 

 
С.Н.МУРАДАЛИЕВА 

Бакинский Государственный Университет 
 
 В работе исследуется вопрос о сходимости кратных разложений по 
системе собственных и присоединенных элементов полиномиального пучка 
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действующего в гильбертовом пространстве H . Здесь 10 << α , λ  – комп-
лексный параметр, kA  – ограниченные операторы и T  – спектральный ком-
пактный оператор в некоторой положительной степени. 
 
 Пучок вида (1) впервые был изучен Дж.Э.Аллахвердиевым [1], где 
T  является компактным нормальным оператором. В дальнейшем условия 
на оператор T были ослаблены в работах [2] и [3]. 
 В настоящей работе невозмущенный оператор T  выбирается из 
более широкого класса операторов. Приведем некоторые факты и предло-
жения, которые будут использованы нами в дальнейшем. 
 Лемма. Пусть оператор T действует в гильбертовом пространстве 

H , mT  является компактным спектральным оператором при некотором 
m  и начиная с некоторого номера 0j  точки ),,( K100 += jjjjλ  из спек-
тра оператора T являются простыми полюсами резольвенты этого опера-
тора. Кроме того, пусть ),,( K21=jPj  – соответствующий собственный 

проектор оператора mT . Тогда для любого ),,,( 121 −= mkk K  оператор kT  

в пространстве )(HPj
jj
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U  представим в виде  
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где 1=m
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 Доказательство. По условию теоремы оператор mT  является 
компактным спектральным оператором. Обозначим 

mm
m NST += , 

где mS  – спектральная, а mN  – квазинильпотантная части оператора mT . 
Из свойства на резольвенты оператора T  следует, что 

m
m ST =  

на подпространстве )(HPj
jj

∞

= 0

U . 

 В дальнейшем применяя доказательства леммы 1 из [2] получаем 
утверждение настоящей леммы. 
 Пусть )(TF  – класс скалярнозначных функций, аналитических на 
спектре )(Tσ  оператора T . Тогда с помощью вышеуказанной леммы лег-
ко доказать следующую теорему. 
 Теорема 1. Пусть оператор T  удовлетворяет условия вышеука-
занной леммы. Тогда для оператора T  верно соотношение  
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где )(TFf ∈ , 121 −= mk ,,, K , 1=m
iα , а jiE  и jP  – проекторы из вы-

шеуказанной леммы. 
 Определение 1 ([4], стр. 380). Оператор A  называется дискрет-
ным, если в его резольвентном множестве найдется такая точка λ , что 
резольвента 1−− )( AIλ  компактна.  

Дискретный оператор A  обладает следующими важными свойст-
вами ([4], стр. 380): 
1) его спектр есть счетное множество, не имеющее конечных предельных 

точек; 
2) резольвента 1−− )( AIλ  компактна для всех )(Aσλ ∉ ; 
3) любая точка )(Aσλ ∈0  является полюсом конечного порядка резоль-

венты оператора A  и подпространство, порожденное системой собст-
венных и присоединенных элементов соответствующей точке 

)(Aσλ ∈0 , конечномерно. 
 Основным является следующая 
 Теорема 2. Пусть αT , nT  и αβT  являются компактными спек-
тральными операторами и 0>β . Предположим, что все, за исключением 
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быть может конечного числа, точки ),,( K21=ttλ  из спектра T  являют-
ся простыми полюсами резольвенты этого оператора. Кроме того, пусть 

H=)(HT , 1
0

−− )( AI  существует и ограничен, и характеристические 

числа 1−
tλ  оператора T  занумерованы в порядке неубывания модулей, 

лежат на лучах ),,,( 010 sss K=γ , выходящих из начала координат. 

 Предположим, что операторы ),,,( 121 −=− niAT i Kβ  ограничены 
и выполнено хотя бы одно из следующих трех условий: 
1) 0=

∞→

βrTrn
r

/),(lim ,  

где ),( Trn  – число характеристических числа tμ  оператора T содер-
жащихся в круге r≤|| λ ; 
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βμ ||lim t
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x ,  

где 1+= ttx μ , если 1≤β ; ttx μ= , если 1>β .  

При компактности операторов ),,,( 121 −=− niAT i Kβ  выполнено 
хотя бы одно из следующих трех условий: 
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βμ ||lim t
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3′ ) 01
1 >⋅− −
+∞→

βμμ ||)||||(lim tttt
x ,  

      где xt и β определяются как и в 3). 
 Тогда верны следующие утверждения: 
а) система собственных и присоединенных элементов пучка )(λT , соот-

ветствующая характеристическим числам из областей  
}arg;|:|{),,,( ψαλϕαλλψϕ +≤≤−≥= ssrsrG ,  

2

εψϕ <, ,  ),,,(arg 010 ssss K==αγ ,  

почти полная и образует базис Рисса со скобками в своей линейной 
оболочке подпространств sH . 

б) для достаточно больших r  подпространства sH  и подпространство, 
порожденное собственными элементами, соответствующими характе-
ристическим числам n

tμ , rt <|| μ , st αμ =arg , вместе образуют базис 
Рисса со скобками во всем пространстве H . 
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 Доказательство. По условию теоремы nT является компактным 
спектральным оператором. Тогда из обобщенной теории Рисса-Шаудера 
следует, что спектр оператора T состоит из собственных значений. Харак-
теристические числа оператора T обозначим через tμ . Ясно, что 1−= tt λμ . 

 Пусть nS  – скалярная часть оператора nT , n
n

n STN −=  и )(⋅E  – 

разложение единицы оператора nT . Тогда из известных свойств 
спектрального оператора ([4]), XVIII.2.27, леммы XVIII.2.13 и XVIII.2.25) 

следует, что операторы nS  и nT  имеют одинаковый спектр. 

 Ясно, что HEHE
n IT )()( λλ λ= и ,)()( HEHE

n ST λλ =  если λ  – 

простой полюс резольвенты оператора nT . Пусть 0σ  – конечное мно-
жество тех точек λ  из )(Tσ  для которых λ  не является простым полю-

сом резольвенты оператора T , и 00 σσσ \)(T=′ . Кроме того n
n ST =  

вне H)( 0σE . 
 Этот факт доказывается с помощью метода Н.Данфорда, указанной 
в ([4], стр. 444). Поэтому в дальнейшем будем считать, что n

n ST =  в 

подпространстве H)( 0σ ′E . 
 Теперь для завершения доказательства настоящей теоремы 
повторяем доказательство теоремы указанной в работе ([3], стр. 3) при 

0σλ ′∈ . Этим теорема доказана. 
 Пусть некоторая положительная степень оператора G является 
дискретным оператором. Кроме того, пусть ),,,( 110 −= nkAk K  – пока 
лишь ограниченные операторы. 
 Рассмотрим следующий неограниченный пучок 
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1−G  обозначим через T . 
 Ясно, что оператор ))(()( kn

k
kn GAG −−− αα 1  можно представить сле-

дующим образом: 
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Теперь на оператор nk
k

nn GTATG )()( αααα −− 11 подействуем оператором nG α−  
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слева, оператором nG )( α−− 1 справа. Тогда получим оператор k
k

k TAT )( αα −1 . 

 Таким образом, мы показали, что )()( )()( λλ αα
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 Верна следующая 
 Теорема 3. Пусть nGG ,α  и αβG  являются дискретными 
спектральными операторами и 0>β . 
 Предположим, что все, за исключением быть может, конечного 
числа, точки ),,( K21=ttλ  из спектра оператора G  являются простыми 
полюсами резольвенты этого оператора. Кроме того, пусть 

11
0

−−−−− )( )( nn GAGI αα  сушествует и ограничен, и собственные значения 

tλ  оператора G  занумерованы в порядке неубывания модулей, лежат на 
лучах ),,,( 010 sss K=γ , выходящих из начала координат. Предположим, 

что операторы βG  ),,,( 121 −= nkAk K  ограничены и выполнено хотя 
бы одно из следующих трех условий: 
1) 0=

∞→

βrGrn
r

/),(lim ,  

где ),( Grn  )( ∞<< r0  – число собственных значений tλ  оператора 
G, содержащихся в круге r≤||λ ; 

2) 0=−
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βμ ||lim t
t

t ; 

3) ∞=⋅− −
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1
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x ,  

где 1+= ttx λ , если 1≤β ; ttx λ= , если 1>β .  

При компактности операторов kAG β  ),,,( 121 −= nk K  выполне-
но хотя бы одно из следующих трех условий: 
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x , где xt и β определяются как и в 3). 

 
Тогда верны следующие утверждения: 
а) система собственных и присоединенных элементов пучка )(λG , соот-

ветствующая собственным значениям из области  
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}arg;|:|{ ψαϕα +≤≤−≥ ss zrzz , 
2

εψϕ <, , 

),,,(arg 010 ssss K==αγ ,  
почти полная и образует базис Рисса со скобками в своей линейной 
оболочке подпространств sH ; 

б) для достаточно больших r  подпространства sH  и подпространство, 
порожденное собственными элементами, соответствующим собствен-
ным значениям n

tλ , rt <|| λ , st αλ =arg , вместе образуют базис Рисса 
со скобками во всем пространстве H . 

 Доказательство. Нетрудно проверить, что условия налагаемые на 
операторы G  и ),,,( 110 −= nkAk K  обеспечивают выполнения ут-
верждений теоремы 2 относительно пучка )(λ1T . Отсюда прямо следует 
утверждения настоящей теоремы. 
 В конце хочу выразить признательность своему научному руково-
дителю проф. А.М.Ахмедову за постановку задач и помощь при 
получении результатов настоящей работы. 
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БИР СИНИФ ЮЗ-ЮЗЦНЯ ГОШМА ОЛМАЙАН ОПЕРАТОР  
ДЯСТЯЛЯРИНИН МЯХСУСИ ВЯ ГОШМА ЕЛЕМЕНТЛЯР  

СИСТЕМИНИН БАЗИСЛИЙИ  ЩАГГЫНДА 
 

С.Н.МУРАДЯЛИЙЕВА 
 

АННОТАСИЙА 
 
 Бу ишдя H  Щилберт фязасында тясир едян 
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полиномиал оператор дястясинин мяхсуси вя гошма елементляри системи цзря чохгат 
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айрылышларын йыьылмасы тядгиг олунур. Бурада 10 <<α , λ  – комплекс параметр, 

kA  хятти мящдуд операторлар, T  ися мцяййян мцсбят дяряъяси спектрал компакт 

олан оператордур. 
 

 
ON A BASISITY OF THE SYSTEM OF EIGEN – AND ADJOINT ELEMENTS 

OF A CLASS NONSELFADJOINT OPERATOR PENCILS 
 

S.N.MURADALIYEVA 
 

ABSTRACT 
 

 In this work the problem of the convergence of multiple expansions in the 
system of eigen – and adjoint elements of polynomial pencil 
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acting in the Hilbert spase H is investigated. Here 10 <<α , λ  – complex 
parameter, kA  are the linear bounded operators and T  is a spektral compact operator 
in some positive power. 


