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В работе, в частности, для сингулярных интегралов и потенциалов, поро-

жденных оператором обобщенного сдвига (ООС), устанавливаются весовые Lp 
оценки. 

Для решения этой задачи применяется метод локальных оценок. 
Отметим, что для сингулярных интегральных операторов и потенциалов 

Рисса, порожденных ООС, ассоцированных с дифференциальным оператором 
Лапласа-Бесселя, по настоящему времени, Lp весовые оценки были известны 
только для весов )x(ω . 

 
Операторы типа свертки, порожденные ООС, ассоцированных  

дифференциальным оператором Лапласа-Бесселя 
 

Пусть Rk - евклидово пространство размерности k ( 2≥k ), 
}:{},:),...,{( 101 =∈=>∈= +++ xRxSxRxxR kkk

k
kk . 

yT - оператор обобщенного сдвига, порожденный оператором Лап-
ласа-Бесселя ([7]) 
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Сингулярный интеграл (СИ) 
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называется сингулярным интегралом, порожденным ООС sT ([7]), а )(θf  
называется характеристикой сингулярного интеграла (2). 

О действии оператора А в пространстве 
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известна следующая 

Теорема S ([8]). Пусть характеристика )(θf  сингулярного интегра-
ла (2) удовлетворяет условиям 
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Потенциал Рисса αΔ −− )( B , порождённый обобщенным сдвигом, ас-
соцированным дифференциальным оператором Лапласа-Бесселя, реализу-
ется как интегральный оператор со слабой особенностью (обозначим его 
через α

BI ). 
Доказывается, что ([5]) при να 20 +<< m  в смысле обобщенных 
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В дальнейшем, постоянные C , с различными индексами, обознача-
ют действительное число, зависящее от этих индексов, точное значение 
которого нам безразлично. 

Теорема Р ([5]). При ∞<<< qp1  неравенство 
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Следуя ([2]) определим класс ∞<≤<> qpqpK 10,),,( νν . 
По определению, при ),( qpKqp ν∞<<<1  есть совокупность 

интегральных операторов вида  
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ограниченно действующих из ν,pL  в ν,qL . 

При ),( qpKqp ν∞<=<1  определим как совокупность ограни-

ченных в )(,
+
mp RL ν  операторов вида (А), таких, что 

)()( ν2+−≤ m
k sCsK . 

Очевидно что, ),( qpK  при qp ≠  содержит потенциалы Рисса - 
αΙB , а ),( ppK  - сингулярные операторы вида (2). 

 
Оценки в терминах характеристик 
локально суммируемых функций 

 
Всюду в дальнейшем mkxA kp ,...,,),(, 21=ν , - совокупность изме-

римых функций, суммируемых в р-й степени с весом ν2
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),(, ξΩ ukp  неотрицательна, не возрастает. Она неограничена, если 

)(\)( ,,
+∈ mpkp RLxAu νν . 

Для каждого += mRmk ,...,,21   разобьём в прямую сумму про-
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Пусть  
mkab kk ,, 12 =−= ν . 

Лемма 1. Пусть 1−>′∈ mpxAu kp βν ),(, . Тогда  
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Лемма 2. Если )(, kp xJu ν∈ , то 
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Докажем лемму 1. Пусть }:{ ξ≥∈∈ +
km xRxx . 

Применив теорему Фубини и затем неравенство Гельдера, во внут-
реннем интеграле, с учетом неравенства 
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Этим а) доказан. 
Докажем б). Применяя теорему Фубини и затем неравенство Мин-

ковского, получаем 
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A

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
μ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ξ++−

μ
= ∫ ∫

− −

β
ξ . 

Применив неравенство Юнга, получаем 

p

k
R

kkk
r

bm

k ydyyuxA
m

k

1

,

1

)ˆ(),ˆ()(
1

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+≤ ∫
−

−
+−

μξ ξ

β
, 

где  
 

⎟ ⎟ 
⎠ 

⎞ 
⎜ ⎜ 
⎝ 

⎛ 
+ 
′ 

ν + = α − ν + = β + 
′ 

= > 
q 

1 

p 

1 ) 2 m ( 2 m , 
q 

1 

p 

1 

r 

1 1, r . 

Тогда  

0
11

21
11

21
1

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
′

−+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
′

+−+−=−
+−

qp
b

qp
mbm

r
bm

kk
k )())(( ννβ

. 
Учитывая это, получаем 

≤
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+≤ ∫∫

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
+−

kk

k

R
kk

o
k

q

R
k

q
r

bm

k ydyuxdxCK
,1,1

)()()() ,

1
1

μμξ ξ

β
 



 11

∫′
+

−

≤
k

k

R
kk

o
k

p
a

ydyuC
,1

)()(,

1

μξ ξ . 

Этим доказан б). 
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Ограниченность в пространствах с весом 

 
В дальнейших построениях важную роль играет 
Лемма 3. Если )(,
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Возьмём произвольное фиксированное ),( ∞∈ 0ξ  и представим 

функцию u (y) в виде суммы ,21 uuu +=  где  ),()()( ],[ yuyyu k201 ξχ=  
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Для 1i , используя оценку  
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),)(;()( ,, xuCixAu k ξβξ ≤1  

и применив лемму 1 и лемму 2, получаем 
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Ωξ

0

1
11

1 dttutCi kp
p
a

p
a kk

),(, . 

Лемма 3 доказана. 
 
 
Весовые ν,pL  пространства в терминах ),(, ξΩ ukp  характеристики 
 
По определению (см.[2]), функция ∞<< tt 0),(α , принадлежит 

множеству 1N , если ,)(;],( 000 ≥>∀∈ tL αξξα  причём 0>)( tα  для 
почти всех ),( ε0∈t  при котором 0>ε . 

Для 1N∈α  введём B -пространство 

})(),(.{),( ,, ∫=−=
∞

+

0

ξξαξΩαΙ duu:измuR p
kp

dfp
mkp . 

Легко доказывается 

Лемма 4. Пусть 
p

dttN
1

0
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∫=∈
ξ

ξαωμ )()(, . Тогда  

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∫ +∞<=−==
+

+
++

m
mp R

mm
p

k

dfp

RL

df

mpmkp dxxxxuu:измuRLR ν
ων ωωαΙ

ν

2)()(.),(),(
),(,,

,

 
и соответствующие нормы эквивалентны. 

Введём множество 

( ) ∞<
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
Ν∈= ∫

∞
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
−−

0

1
11

1,

'

''

: dttt

p

p
a

p
kp

k

ααα . 

Лемма 5. Пусть kp ,αα ∈ . Тогда  

( ).),( ,, kkpmkp xJR ⊂Ι +α . 
При доказательстве основных теорем, важную роль будет играть 

следующее обобщение теоремы Харди (см.[6]). 
Теорема Х. Пусть ∞≤≤≤ qp1 . Для того, чтобы существовала 

константа С, не зависящая от функции g  и такая, что 
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( ) pp
qqt

dttgtCdtdgt
1

0

1

0 0
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∫≤⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∫ ∫

∞∞
)()()( γττν , 

необходимо и достаточно: 

( ) pt pqq

tt
ddA

′′−∞

>
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∫⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫=

1

0

1

0
ττγττν )(sup~

< ∞+ ,                             (Х) 

где )( 1−=′ ppp . 
Применением теоремы Х доказывается 
Теорема 1. Пусть mkqpKA ,...,,),,( 21=∈ ν . Если 1N∈ψϕ ,  такие, 

что 

( ) ( ) ∞<
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ′′−

′
+

−∞
′
+

−

>
∫∫

pt
p

pp
aqq

t

qp
a

t
dtd

kk

1

0

11
1

11

0
sup ξϕξξξψξ ,                    (3) 

то оператор А действует из ),(,
+
mkp RϕΙ в ),(,

+
mkq RψΙ  и ограничен. 

Эту теорему, в силу леммы 4, можно сформулировать в терминах ве-
совых ν,pL  пространств. Точнее, имеет место 

Теорема 1′. Пусть 1NqpKA ∈∈ ψϕν ,),,(  и ,)()(
pt

dt
1

0
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∫= ττϕω  

qt
dt

1

0
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∫= ττψω )()( . Тогда оператор А действует из )),((,

+
mkp RxL ων  в 

)),((,
+
mkq RxL 1ων  и ограничен. 

Пусть ϕ  и ψ  такие, что выполняется условие (4) и  

,))(()()( ppt
ttdt

11

0

ϕττϕω ≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∫=  

qqt
ttdt

11

0
1 ))(()()( ψττψω ≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∫= , 

здесь « )()( tψτϕ ≈ » означает, что существуют постоянные 021 >CC , , 
не зависящие от t, такие, что )()()( tCttC ψϕψ 21 ≤≤ . 

Тогда 
t

t
t

t
t pp )(

)(,)()( 1ω
ψωτϕ ≈≈   и условие (3) примет вид: 
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+∞<
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

′′−

′
+

−∞
′
+

−

>
∫∫

pt
p

p
aqq

t

p
a

t

ddC
kk

1

0

1
1

1

1

0
)()(sup

ξ
ξξωξ

ξ
ξξωξ  .         (3′) 

Справедлива 
Теорема 2.  Пусть mkqpKA ,...,,),,( 21=∈ ν , а ω  и 1ω - положи-

тельные возрастающие функции, удовлетворяющие условию (3′). Тогда 
оператор А действует из )),((,

+
mkp RxL ων  в )),((,

+
mkq RxL 1ων  и ограни-

чен. 
Теорема 1, Теорема 1′ и Теорема 2 в случае обычного сдвига доказа-

ны в ([3]). 
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ЦМУМИЛЯШМИШ СЦРЦШМЯ ОПЕРАТОРУНУН ДОЬУРДУЬУ СИН-
ГУЛЙАР ВЯ ЗЯИФ СИНГУЛЙАР ИНТЕГРАЛЛАР ЦЧЦН ЧЯКИЛИ ГИЙ-

МЯТЛЯНДИРМЯЛЯР 
 

С.К.АБДУЛЛАЙЕВ, Н.Р.КЯРЯМЯЛИЙЕВ 
 

АННОТАСИЙА 
 

     Ишдя хцсуси щалда цмумиляшмиш сцрцшмя иля сингулйар интеграллар вя потенсиаллар 

цчцн чякили pL - гиймятляндирмяляр алынмышдыр. 
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WEIGHTED ESTIMATION OF SINGULAR AND  
WEAKLY SINGULAR INTEGRALS GENERATED  

BY GENERALIZED SHIFT OPERATOR 
 

S.K.ABDULLAYEV, N.R.KARAMALIYEV 
 

ABSTRACT 
 
In this work, particularly the weighted pL  estimations for the singular integrals 

and potentials generated by generalized shift operator are established.  
 


