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В работе исследуется разрешимость  операторно-дифференциального 

уравнения второго порядка с разрывным коэффициентом в главной части. Глав-
ная часть операторно-дифференциального уравнения содержит нормальный 
оператор. Найдены условия регулярной разрешимости, которые  выражаются 
только коэффициентами данного уравнения. 

 
              В сепарабельном  Гильбертовом пространстве  H  рассмотрим 
операторно-дифференциальное  уравнение 
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где )(),( tutf  - вектор-значные функции со значениями из H , 1, AA  и 2A  
линейные, вообще говоря, неограниченные операторы, а 
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причем   .0,0 >β>α  
Предположим, что A - нормальный обратимый оператор. Тогда его 

можно представить в виде ,CUUCA == где  U - унитарный, а C - поло-
жительно определенный самосопряженный оператор. Обозначим через  

γH  –шкалу Гильбертовых пространств, порожденной операторомC , т.е. 

γ
γγ

γ
γ

γ HyxyCxCyxCDH ∈== ,,),,(),(),( . Обозначим через );(2 HRL  

Гильбертово пространство вектор –функций, определенных в ),( ∞−∞=R  
со значениями из H с нормой  
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Определим Гильбертово пространство 
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с нормой (см . [1]) 
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Как известно, множество бесконечно дифференцируемых функций с 
компактными носителями всюду плотно в пространстве [ ]1);(2

2 HRW . 
Определение 1. Если существует вектор–функция );()( 2

2 HRWtu ∈ , 
которая удовлетворяет уравнению (1) почти всюду в R ,то ее будем назы-
вать регулярным решением уравнения (1). 

Определение 2. Если при любом );()( 2 HRLtf ∈  существует  регу-
лярное решение уравнения (1), удовлетворяющее  неравенству 
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то уравнение (1) будем называть регулярно разрешимым. 
       В данной работе мы находим условия на коэффициенты операторно–
дифференциального уравнения, которые обеспечивают регулярную раз-
решимость уравнения  (1) . 
       Отметим, что при 1)( =tρ уравнение (1) при положительно опреде-
ленном операторе A  рассмотрено в [2], когда )(tρ  определяется как (2), а 
A  cамосопряженный  оператор,   некоторая краевая задача для уравнения 

(1) исследована в [3].  
       Обозначим через  

     );(,,)( 2
2211

2
0 HRWuuAuAuPuAtuuP ∈+′=+′′−= ρ . 

       Справедлива следующая  
       Теорема 1.  Пусть A  – нормальный обратимый оператор со спектром 
в секторе 
                                  { } .,arg: 40 πεελλε <≤≤=S    

       Тогда оператор 0P отображает пространство );(2
2 HRW  в );(2 HRL  

изоморфно. 
       Доказательство. Очевидно, что вектор функции  
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соответственно  удовлетворяют уравнению fuAu =+′′ 22α  и fuAu =+′′− 22β  
в  R . 
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Покажем, что  )(1 tu  и   );()( 2
22 HRWtu ∈ .  Действительно по тео-

реме Планшарелья 
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здесь )(ˆ1 ζu - преобразование Фурье вектор-функции )(1 tu . 
Так как 
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то из спектрального разложения оператора следует ,что при любом R∈ζ  
имеет место неравенство: 
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Так как  02cos ≥ε  при ,
4

0 πε ≤≤  то из неравенства (4) следует, что 
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        Далее отметим что  02cos ≤ε   при ,
24
πεπ

<≤  поэтому из неравен-

ства (4) получаем 
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Таким образом, из неравенства (4) с учетом неравенства (5) и  (6) следует, 
что 
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где 
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        Аналогично доказывается, что  
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где )(0 εc  определяется формулой (8).Из равенства (9)  следует, что 
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        Таким образом, );()( 2
21 HRWtu ∈ . Аналогично показываем, что 
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        Теперь обозначим через )(1 tω и )(2 tω сужения вектор функций 
)(1 tu  и )(2 tu  на полупрямые ]0,(−∞=−R  и ),0[ ∞=+R  соответст-

венно. Так как );()(),( 2
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         Теперь общее решение уравнения fuP =0  будем искать в виде 
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где 1ϕ  и 2ϕ  неизвестные векторы из .
2

3H Выберем векторы  1ϕ  и 2ϕ   

таким образом, чтобы );()( 2
2 HRWtu ∈ . Для этого 1ϕ  и 2ϕ  должны 

удовлетворять соотношениям: 
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         Отсюда находим , что 
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         Очевидно, что 
2

321 H, ∈ϕϕ . Таким образом, );()( 2
2 HRWtu ∈ . 

Теорема доказана. 
         Теперь займемся решением уравнения (1). Сперва докажем неко-
торые вспомогательные утверждения. 
         Лемма 1. При любом );()( 2
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         Доказательство. Пусть );()( 2
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Так как спектр оператора содержится в угловом секторе 

{ },20,arg: πεελλε <≤≤=S
   

 

то после интегрирования по частям получаем: 
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Учитывая (12) в неравенство (13), получаем справедливость нера-

венства  (11). 
Лемма  2. При любом );()( 2

2 HRWtu ∈ имеет место следующее нера-
венство                                                          
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             Доказательство. Напишем уравнение 
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ftuAt
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            С другой стороны  при любом );()( 2
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           Применяя неравенство Коши из последнего неравенства  получаем: 
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           Из неравенства (15) с учетом неравенства (16) имеем: 
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           Отсюда имеем: 
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            Следовательно, первое  из неравенства (14) доказано. Теперь дока-
жем  второе неравенство. Пусть  40 πε ≤≤ , тогда 02cos ≥ε  и из неравен-
ства (15) следует, что  
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         Таким образом, при 40 πε <≤  получаем  верность второго неравен-

ства из (14).     
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         Теперь допустим, что 24
πεπ <≤ . Тогда 02cos ≤ε  и из неравен-

ства (15), с учетом первого неравенства из (14), следует, что  
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следовательно, верно и второе неравенство из (14).  
         Теперь докажем основную теорему. 
         Теорема. Пусть A - нормальный обратимый оператор, спектр кото-
рого содержится в угловом секторе { } ,20,arg: πεελλε <≤≤=S  опера-

торы 2
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   Тогда уравнение (1) регулярно разрешимо. 
         Доказательство. Напишем уравнение (1) в виде 
                       fuPuP =+ 10 , 

где  );()( 2
2 HRWtu ∈  , );()( 2 HRLtf ∈   . 

По теореме 1 оператор 0P  имеет ограниченный  обратный 1
0
−P , дейст-

вующий из );(2 HRL   
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в );(2
2 HRW . Тогда, обозначая ϑ=uP0 , получаем уравнение  fPP =+ −ϑϑ 1
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то применяя лемму 2 получаем: 
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         Так как  1)( <εK ,  то оператор 1
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−+ PPE  обратим в пространстве 

);(2 HRL . Тогда можем  найти,  :u   ( ) .1
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имеет место неравенство 
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   Теорема доказана. 
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АННОТАСИЙА 
 

Мягалядя ики тяртибли, баш щиссяси кясилян ямсаллы оператор диференсиал тянлийин 
щялл олунмасы тядгиг едилир. Бу тянлийин баш щиссясиндя нормал оператор иштирак едир. 
Верилян тянлийин регулйар щялл олунмасыны тямин едян шяртляр тапылмышдыр.Бу шяртляр 
оператор-диференсиал тянлийин ямсаллары васитясиля ифадя олунур. 
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THE REGULAR SOLVABILITY OF ONE CLASS OF THE SECOND ORDER 

OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATIONS  
 

L.A.RUSTAMOVA 
 

ABSTRACT 
 

In the work the regular solvability of the second order operator-differential equation 
with singular coefficients at the main part is investigated. The main part of the operator-
differential equation contains normal operator. The condition of regular solvability is 
expressed only by the equation of the given equation. 
 


