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 Пусть ( )nP2 - множество всех n -арных булевых функций и 

( ) { }∗=
∞

=
,,,,;: 2

1
1

22 εΔτξU
n

nPP  - клон всех булевых функций, где алгебраические опе-

рации ∗Δ ,,,, 2
1ετξ  адекватно описывают процесс построения суперпозиций и 

вынуждают принадлежность селекторных функций ( )ω<≤≤ nie n
i 1  всем 

подклонам 2PC ≤ . В настоящей работе описываются все минимальные подал-

гебры алгебры ( ) ( )( ) { }∗×=⊗=
∞

=

⊗ ,,,,;:: 2
1

1
2222

2
2 εΔτξU

n

nn PPPPP , где сигнатурные опе-

рации 2
1εΔτξ ,,,  определены покомпонентно на каждом ( ) ( )nn PP 22 ×  

( ),...,21=n  и операция * - на каждом ( ) ( ) ...,,,)()()()( 212222 =××× mnPPPP mmnn . 
 

Основные понятия и определения  
 
 Пусть kP  и lP  - клоны всех функций −k  и −l  значной логики [6] 
( )2≥lk, , 

( ) ( ) ,,,,,;;,,,,; UU
∞

=

∞

=
∗=∗=

1

2
1

1

2
1

n

n
ll

n

n
kk PPPP εΔτξεΔτξ  

где ( )n
kP  и ( )n

lP  - все n -арные функции, действующие на множествах 

{ }110 −= kEk ,...,,  и { } ∗−= ,,,,;,...,, 2
1110 εΔτξlEl  - алгебраические опера-

ции, эквивалентные суперпозиции. В работе [1] были исследованы под-
алгебры градуированного произведения  

( ) ( ) ,,,,,;U
∞

=
∗∇×=⊗

1n

n
l

n
klk PPPP Δτξ  
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где операции суперпозиции определяются как синхронная суперпозиция 
компонент. В работе [2] алгебра 

mkk PP ⊗⊗ ...
1

 была определена классиче-

ским подходом, т.е. как некая подалгебра в 
mkkP ⋅⋅...1

, и было получено раз-
ложение элементов (2-функций) этой алгебры. 
 Через ( )( )n

kk ml
PP ××...  обозначим множество всех m -функций 

арности n , действующих на множестве 
mkk EE ×× ...

1
 (где 

{ } 1110 >−= iik kkE
i

,,...,, ) и удовлетворяющих условию  

( ) ( ) ( ) ( ) >=<− nmmmmnnn xxxfxxxfxxxfXXXf ,...,,,...,,...,,,,...,,,...,,(*) 2122212212111121  
где ( )njjjjkijimiii xxxfniExxxxX

j
,...,,;,...,,;,,...,, 2121 21=∈>=<  - n -ар-

ные функции алгебры jk -значной логики ( )mjP
jk ,...,,21= , по которым 

однозначно конструируется m -функция f . 
 В результате алгебру 

mkk PP ⊗⊗ ...
1

, определенную в [1], мы мо-
жем определить в виде  

( )( ) ,,,,,,...... U
∞

=
∗××=⊗⊗

1

2
111 n

n
kkkk mm

PPPP εΔτξ  

где операции суперпозиции определяются, как в алгебре 
mkkP ⋅⋅...1

. 

 В настоящей работе мы будем использовать 2-функции из множе-

ства ( )( ) ( )( )nn PPP 2
222
×=× , т.е. функции, действующие на множестве 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

→←↔
1,1,1,12

2E , где >=<>=<>=<>=<
→←↔

1,11,0,11,1,01,0,01 . 

 Отметим, что каждая n -арная 2-функция однозначно определяется 
своими значениями в точках ( )nXXX ,...,, 21 , где  

                                     niX i ,...,,,, 2111 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∈
↔

.                                     (*) 

 
Специальные обозначения и названия 

 0) Селекторы алгебры 2
2
⊗P  будем называть тривиальными функ-

циями (т.е. ( ) niXXXXf in ,...,,,,...,, 2121 == ). 

 1) Унарные 2-функции будем обозначать символом '',' nnu , где  

( ) ( ).'',' 112 ffnn +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
↔
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 2) Идемпотентные бинарные 2-функции (т.е. ( ) XXXf =, ). 
 Согласно условию (*) получим, что каждая бинарная 2-функция 

алгебры 2
2
⊗P  однозначно определяется своими значениями в точках 

,,,, ><><
↔↔↔

1111  ><
↔

11,  и >< 11, . Следовательно, для бинарных 
идемпотентных 2-функций можно однозначно использовать обозначение 

'',' nnb , где ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

↔↔

11112 ,,'',' ffnn . 

 3) Мажоритарные и миноритарные 2-функции. 
 Если тернарная 2-функция m  удовлетворяет условию 

( ) ( ) ( ) XXXYmXYXmYXXm === ,,,,,,  для всех 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∈

→←↔

1111 ,,,,YX , то 2-

функцию m  назовем мажоритарной.  
 Если тернарная 2-функция m~  удовлетворяет условию  

( ) ( ) ( ) ,,,~,,~,,~ YXXYmXYXmYXXm ===  
то m~  назовем миноритарной 2-функцией. 
 Согласно условию (*) и определениям 2-функций m  и m~ , очевид-

но, что в алгебре 2
2
⊗P  имеется одна мажоритарная 

( ) ( )2mod,, YZXZXYZYXm ++=  и одна миноритарная функция 
( ) ( )2mod,,~ ZYXZYXm ++= . 

 4) Полуселекторные 2-функции. 
 Тернарную 2-функцию ( )321 XXXS ,,  будем называть полуселек-
торной, если  

( )
ijjjj XXXXS =

321
,,  

для всех { }21321 ,,, ∈jjj  при некотором фиксированном { }321 ,,∈i . 

 Учитывая условие (*), получим, что в алгебре 2
2
⊗P  число полусе-

лекторных 2-функций равно 3 и все они, как видно из таблицы 1, являются 

селекторами из 2
2
⊗P . 

         
  Таблица 1 

 ↔↔↔

111  111
↔↔

 
↔↔

111  
↔↔

111  111
↔

 111
↔

 
↔

111  
111  

1S  ↔

1  
↔

1  
↔

1  
1  ↔

1  
1  1  1  

2S  ↔

1  
↔

1  
1  ↔

1  
1  ↔

1  
1  1  

3S  ↔

1  
1  ↔

1  
↔

1  
1  1  ↔

1  
1  
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Список минимальных подалгебр алгебры 2
2
⊗P  

 
 Напомним, что каждая нетривиальная алгебра имеет термальную 
операцию одного из следующих типов [4]: 

1) Нетождественную ( idf ≠ ) унарную операцию, 
2) бинарную идемпотентную операцию не являющуюся селекто-

ром, 
3) тернарную мажоритарную операцию, 
4) тернарную миноритарную операцию, 

5) n -арную ( 3≥n ) полуселекторную операцию, не являющую-
ся селектором. 

Напомним, также, что если idf ≠  - унарная операция, для которой 

ff =2  или idf q = для некоторого простого числа q , то ][ f  является 

минимальной подалгеброй. Из 16 унарных 2-функций в алгебре 2
2
⊗P  усло-

вию ff =2  удовлетворяют 2-функции 1,30,13,11,03,30,33,00,0 ;;;;;;; uuuuuuuu . 

 Условию idf =2  удовлетворяют 2-функции 1,22,22,1 ;; uuu . Да-

лее, 1,1u -селектор, 13
2

2331
2

3203
2

0211
2
2110

2
20 ,,,,,,,,,, ,,,, uuuuuuuuuu ===== . Таким об-

разом, получаем, что число минимальных подалгебр в алгебре 2
2
⊗P , по-

рожденных унарными 2-функциями равно 11. В таблице 2 показано, что в 

алгебре 2
2
⊗P  с точностью до изоморфизма существуют только 3 мини-

мальных подалгебры, порожденных унарными 2-функциями. 
         

  Таблица 2 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ←↔

11,  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →↔

11,  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛↔ 11,  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →←

11,  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ←↔

11,   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛← 11,  

0,0u  3,0u  0,3u  3,3u    

1,0u    
3,1u  0,1u  1,3u  

2,1u   
2,2u  1,2u    

     Число бинарных идемпотентных и не являющихся селекторами 2-функций 
в алгебре 2

2
⊗P равно 14 и из этих 2-функций дуальными парами (т.е. 

( ) ( )( )XYfYXf ,,, ) являются ( ) ( ) ( ) ( ) ( )32311221020120100000 ,,,,,,,,,, ;,;;;,;,; bbbbbbbbbb , 

( ) ( ) ( ) ( )0303303033332313 ,,,,,,,, ;,;,;,; bbbbbbbb . 
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 Итак, остается проверить минимальность следующих подалгебр: 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ].,,,,,,,, ,,,,,,,,, 033033133121011000 bbbbbbbbb  

Нетрудно установить, что все они являются минимальными подалгебрами. 
 В итоге получаем 9 минимальных подалгебр алгебры 2

2
⊗P , порож-

денных бинарными функциями, и среди них нет попарно сопряженных.  
 Множество { }11112

2 ,,,
rst

=E  образует абелеву группу экспоненты 2 
относительно покомпонентного сложения по модулю 2. Следовательно, 
[ ] [ ]ZYXm ++=~  является минимальной подалгеброй в 2

2
⊗P . По той же 

причине подалгебра [ ] [ ]YZXZXYm ++=  также является минимальной 
подалгеброй в 2

2
⊗P . 

 Минимальных подалгебр, порожденных полуселекторными 2-
функциями, в алгебре 2

2
⊗P  не существует, так как согласно таблице 1 все 

они совпадают с тривиальной подалгеброй в 2
2
⊗P . В результате получаем 

следующую теорему.  

 Теорема 1. В алгебре 2
2
⊗P  существует ровно 22 минимальных 

подалгебр, из которых 11 порождаются унарными, 9 - бинарными 2-
функциями, 1 - мажоритарной и 1 - миноритарной 2-функцией. 
 Эти подалгебры уже перечислены выше в ходе доказательства тео-
ремы.  
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2
2
⊗P  ЪЯБРИН МИНИМАЛ АЛТ ЪЯБРЛЯРИ 

 
Р.Ъ.МИРЗЯЙЕВ  

 
АННОТАСИЙА 

 

 Фярз едяк ки, ( )nP2  - бцтцн n -дяйишянли бул функсийалары чохлуьудур вя 

( ) { }∗=
∞

=
,,,,;: 2

1
1

22 εΔτξU
n

nPP   - бцтцн Бул функсийалары клонудур, щарада ки, 

∗,,,, 2
1εΔτξ  ъябри ямялиййатлары суперпозисийа просесинин гурулмасыны адекват 

тясвир едир вя ( )ω<≤≤ nie n
i 1  селектор функсийаларынын ихтийари 2PC ≤  клону-

на дахил олунмасыны тямин едирляр. 

 Ишдя ( ) ( )( ) { }∗×=⊗=
∞

=

⊗ ,,,,;:: 2
1

1
2222

2
2 εΔτξU

n

nn PPPPP  ъябринин ми-

нимал алт ъябрляри тясвир едилир (щарада ки, сигнатур ямялиййатлар ( ) ( )nn PP 22 ×  щасили-

нин щяр бир вуруьуна ейни ардыъыллыгла тятбиг едилир ( ),...,21=n ).                                                                                     
 

MINIMAL SUBALGEBRAS OF THE ALGEBRA 2
2
⊗P  

 
R.J.MIRZOYEV 

 
ABSTRACT  

 
 Let ( )nP2  be the set of all n -ary Boolean fucntions and 

( ) { }∗=
∞

=
,,,,;: 2

1
1

22 εΔτξU
n

nPP  be the clone of all Boolean fucntions, where 

algebraic operations ∗,,,, 2
1εΔτξ  exactly describe the process of constructing of su-

perpositions and force the belonging of all selector functions  ( )ω<≤≤ nie n
i 1  to 

each subclone 2PC ≤ . In this paper we describe all minimal subalgebras of the 

algebra ( ) ( )( ) { }∗×=⊗=
∞

=

⊗ ,,,,;:: 2
1

1
2222

2
2 εΔτξU

n

nn PPPPP , where signature 

operations 2
1εΔτξ ,,,  are componentwise determined on each ( ) ( )nn PP 22 ×  ( ),...,21=n  

and   * on each ( ) ( ) ).,(,)()()()( NmnPPPP mmnn ∈××× 2222 . 
 
 


