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В работе получена теорема о полноте части собственных и присоеди-
ненных элементов одного класса операторного пучка третьего порядка, главная 
часть которого содержит нормальный оператор. Эти условия выражены толь-
ко коэффициентами операторного пучка. При этом исследованы некоторые ана-
литические свойства резольвенты и  разрешимость соответствующей краевой 
задачи на полуоси. 

 
Рассмотрим в сепарабельном гильбертовом пространстве H  по-

линомиальный операторный пучок 
            ,)( 321

233 AAAAEP ++++= λλλλ                          (1)                       
где операторные коэффициенты удовлетворяют условия: 
1) −A нормальный оператор с вполне непрерывным обратным 

)( HA ∞
− ∈σ1 , спектр которого содержится в угловом секторе 

;},arg:{
6

πεελλε <≤≤= oS  

2) Операторы ),( 31== − jAAB j
jj  ограничены в H , т.е. );( HLB j ∈  

3) Оператор 3BE +  обратим в H . 
При этих условиях операторный пучок )(λP  имеет дискретный  

спектр [1-4]. Обозначим через )( −ΠΚ  систему собственных и присоеди-
ненных  векторов, отвечающих собственным значениям из левой полу-
плоскости { }.Re: 0<=− λλΠ  В этой работе мы укажем условия на ко-
эффициенты операторного пучка (1), которые обеспечивают полноту сис-
темы )( −ΠΚ  в .H  Отметим, что когда −A  самосопряженный опера-
тор, полнота системы )( −ΠΚ  в H  изучена в работе [3]. 

Отметим, что при выполнении условия 1) оператор A  представи-
мо в виде 
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где  −ne  ортонормированная  система собственных векторов оператора 
,A  а )( Anλ   собственные числа. Тогда по определению при 0≥γ  

                                   ∑=
n

nnn eeCA )(.,)(γγ λ . 

Здесь и дальше ,arg λγγγ λλ ie=  при πλπλ ≤<−≠ arg,0 . 

 Обозначим через 
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 Далее, определим гильбертовы пространства [5] 
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с нормой 
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Лемма 1. Пусть выполняются условия 1), 2) и  
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Тогда операторный пучок )(λP  обратим на секторах 
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при достаточно малом 0>θ  и на этих секторах справедливы оценки: 
 
                     constPAconstP ≤+≤ −−− )(,)()( λλλ 1331 1           (3) 

Доказательство. Пусть  
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тогда на лучах  ,,,arg: 30
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Так как на этих лучах 
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то из оценки при 21,=j , 
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и при 0=j  
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получаем, что на лучах  kΓ  
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Поэтому из равенства (4) следует, что 
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и при достаточно малом  )( θϕθ <≤0  норма оператора в большом скоб-
ке меньше, чем единицы, то  
                       .)()()( 311 1 −−− +≤≤ λλ constzPconstP  

Лемма доказана. 
 Лемма 2. Пусть выполняются условия 1), 2) и  
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где ,)sin()(,)(cos)( 2
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2 3132
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−⋅= )sin()( εεβ .  Тогда  при любом  
2

7H∈ϕ  существует 

вектор-функция ),;()( HRWtu +∈ 3
2  которая  удовлетворяет уравнению 
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почти  всюду в ),( ∞=+ 0R   и граничную условию 
                                              ϕ=)( 0u                                                            (6) 
в смысле 
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причем 
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Доказательство. При ),,( 3210 == jAj  утверждение теоремы очевидно, 

так как ϕtAetu −=)(   есть требуемая вектор- функция. Если хотя бы один 
из операторов ),,( 321=jAj  отлично от нуля, то заменой  ϕAtetutu −−→ )()(  
можно задачу (5), (6) привести к граничной задаче 
                          )()()/( tftudtdP = ,                                                       (7) 
                                    00 =)(u  ,                                                                  (8) 

где ∑=
=

−
3

1

2

j

tA
j eABtf .)( ϕ   Так как ,

2
3H∈ϕ  то );()( HRLtf +∈ 2  и 

.
2

7
2

ϕconstf
L
≤  

Определим операторы 

);(,, HRWuuAuA
dt

udAuPuA
dt

uduP +∈++=+=
o

3
2322

2

11
3

3

3

0  

Так как уравнения 00 =uP  имеет только нулевое решение из );( HRW +
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то из теоремы Банаха об обратном операторе вытекает, что существует 

обратный оператор );();(: HRWHRLP ++
− →

o
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22
1

0  и ограничен. 

 Далее, при );( HRWu +∈
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3
2  имеем 
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После интегрированием по частям получаем: 

                              ( )
22

332
3

2
333 00 LL uuAuUCuCuAu )(*)( ,)(),(),( −⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′′= . 
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Учитывая  неравенство (10) в равенстве (9) получаем, что                        

                   
22222

3323232

0 32
LLLLL

uuAuuAuP )()( sin ⋅−+≥ ε          (11) 

Из (11) приминением неравенства Коши имеем: 
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0
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т.е.  
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0
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Аналогично доказывается неравенство 
                         .)(cos)(

22
0
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Далее имеем:               
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и (см. [6]) 

          
222222

3322
22

LLLLLL
uuAuuCuCuA )()( ⋅′′=⋅′′≤≤′′=′′      (15) 

Из неравенства (14) и (15) следует, что при 0>η  имеет место неравенст-
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Полагая 3
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Учитывая  неравенство (11) в последнем неравенстве имеем: 
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Аналогично доказывается, что 
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Теперь напишем задачу (7), (8) в виде уравнения 
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то учитывая неравенства (12), (16) и (17) получаем, что  
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Лемма доказана. 
 Применяя методы работы   [2, 3]  доказывается 
 Теорема. Пусть выполняются условия леммы 2 и имеет место одно 
из следующих условий: 
а) )( 301 ≤<∈− pA pσ    или  б) )( ∞≤<∈− pA p 01 σ  и спектр опе-

ратора A  расположены на конечном числе лучей.  Тогда система )( −ΠΚ  

полна в .
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7
H  

 Доказательство. Пусть 
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левой полуплоскости [1,2]. Из условия теоремы вытекает, что задача (5), 
(6) имеет решение ),;()( HRWtu +∈ 3

2  которое представляется  в виде                   
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где  )(λjQ  полиномиальный операторный пучок −− )( j3  го порядка 

).,( 20=j  Из леммы 2 вытекает, что 
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Тогда при 0>t  
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Из условия теоремы вытекает, что −)(λR  голоморфна в левой полуплос-

кости, а из );()( HRWtu +∈ 3
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голоморфная  вектор-функция в правой полуплоскости и имеет граничные 
значения на мнимой оси. Так как )(λ13 −PA  представляется в виде  отно-
шения двух целых функций порядка p  и минимального типа при порядке 
p  (см. [2]) то  )(λϕ  целая функция порядка p  и минимального типа. 
Тогда из леммы 1, приминением  теоремы Фрагмена-Линдилёфа получаем, 
что )(λϕ  полином третьей степени, поскольку .)( 3λλϕ const≤  Тогда 
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Переходя к пределу при t→+0 получаем, что ,),( 0
2

3 =ϕϕ  следовательно 

0=ϕ . 
 Теорема доказана. 
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БИР СИНИФ ЦЧ ТЯРТИБЛИ ОПЕРАТОР ДЯСТЯНИН МЯХСУСИ ВЯ ГОШМА 

ЕЛЕМЕНТЛЯРИНИН ТАМЛЫЬЫ ЩАГГЫНДА 
 

С.С.МИРЗЯЙЕВ, Я.Ш.АББАСОВ 
 

АННОТАСИЙА 
 
 Мягалядя сепарабел Щилберт фязасында  цч тяртибли оператор дястянин мяхсу-
си вя гошма елементляринин бир щиссясинин тамлыьы даща эцълц нормада исбат олун-
мушдур. Оператор дястянин баш щиссясиндя нормал оператор иштирак едир. Ясас тео-
реми исбат етдикдя  резолвентанын бязи аналитик хассяляри вя уйьун оператор диферен-
сиал тянлик цчцн гойулмуш сярщяд мясялясинин щяллинин варлыьы эюстярилир. 
 

ON THE COMPLETENESS OF THE PART OF EIGEN-VECTORS  
AND JOINT VECTORS FOR ONE CLASS OPERATOR BUNCHES  

OF THE THIRD ORDER 
 

S.S.MIRZOYEV, A.Sh.ABBASOV  
 

ABSTRACT 
 
 Theorem on the completeness of eigen-vectors  and joint vectors for the third 
order in separable Hilbert space is obtained in the paper in norm, which is stranger than 
the norm of Hilbert space. The main part of the operator  bunch contains the normal 
operator. Analytical properties of resolvent and solvability of the corresponding 
boundary-value problem in semi-axis are investigated for obtaining the main result. 

 
 

 


