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Работа посвящена исследованию решения обыкновенного линейного диффе-
ренциального уравнения первого порядка в случае, когда уравнение имеет единственное 
решение. Исследование проводится с помощью необходимых условий, получаемых из 
основного соотношения. Это соотношение следует из второй формулы Грина.  
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Как известно, при исследовании решений граничных задач для 

обыкновенного линейного дифференциального уравнения в общем слу-
чае число граничных условий совпадает с порядком рассматриваемого 
уравнения [1], [2]. Излагаемая работа посвящена граничным задачам, для 
которых не имеет место вышеприведенная закономерность. 

Рассмотрим следующее обыкновенное линейное дифференциаль-
ное уравнение первого порядка 

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,0,10 ∈=+′≡ xxfxyxaxyxaly ,        (1) 
где заданные функции ( ) ( )xaxa 10 , и ( )xf -вещественнозначные непре-
рывные функции. 

Пусть H - пространство вещественнозначных непрерывных функ-
ций, определенных на [ ]1,0 , со следующим скалярным произведением: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .,,,
1

0

HxvHxudxxvxuvu ∈∈= ∫  

  Рассмотрим следующее скалярное произведение   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxzxyxadxxzxyxazly ∫∫ +′=
1

0
1

1

0
0, , 
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где ( ) ( ) ( ) [ ]1,01,01
0 CCxa ∈ , ( ) ( ).1,01 Cxa ∈  

Интегрируя по частям первое слагаемое, имеем следующую формулу Ла-
гранжа: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }dxxzxaxzxaxyxzxyxazly x

x ∫ +′−+= =

=

1

0
10

1

00, . 

Тогда сопряженное дифференциальное выражение примет вид: 
( ) ( )[ ] ( ) ( )xzxaxzxazl 10

* +′−= .                                                        (2) 
Для фундаментального решения сопряженного уравнения 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )xgxzxaxaxzxa =−′−′− 100 ,                                           (3) 
с помощью метода вариации постоянных получим  [7]: 
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где 

                                             ( )










<

=

>

=−

ξ

ξ

ξ

ξθ

x

x

x

x

,0

,,
2
1

,,1

 

- функция Хэвисайда. Следующим этапом  является построение основно-
го соотношения. 

Для этого, возвращаясь к формуле Лагранжа, заменяя ( )xz на фун-
даментальное решение (4), получим: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxxyZyaZyadxxZxf ∫∫ −+−=
1

0
00

1

0

,000,111, ξδξξξ  . (5) 

При (5) учитываем, что ( )xy  - решение уравнения (1) и (4) – фунда-
ментальное решение сопряженного уравнения (3). 

Теперь, исходя из  свойства дельта-функции Дирака, из (5) получим:            
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которое  назовем основным соотношением. 
Определение. Функция, удовлетворяющая уравнению (1) и свя-

занные с этим уравнением необходимые условия, получаемые из основ-
ного соотношения называется решением уравнения (1). 
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Установлены  следующие утверждения: 
Теорема 1. Пусть ( )xa0 непрерывно дифференцируемая, ( )xa1  и 

( )xf   непрерывные при ( )1,0∈x  вещественнозначные функции и 
( ) ( )

( ) ( ),1,0,0
0

10 ∈≥
−′

t
ta

tata
 

тогда каждое решение уравнения (1) на интервале (0,1) удовлетворяет 
соотношениям (6). 

Теорема 2. При условиях теоремы 1, если  
( ) ( ) 010 00 ==aa ,                                                             (7) 

то единственное ограниченное решение уравнения (1) имеет вид: 

( ) ( ) ( )dxxZxfy ∫=
1

0

,ξξ . 

Как видно из теоремы 2,  при условиях теоремы 1 и условиях (7) уравне-
ние (1) имеет единственное решение, т.е. для однозначности решения  
уравнения (1)  не нужно задавать  граничное условие. 

Теорема 3. При условиях теоремы 1, если 
( ) 010 =a ,                                                         (8) 

то решение уравнения (1) имеют вид: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxZxfZyay ∫+=
1

0
0 ,,000 ξξξ . 

В этом случае решение уравнения (1) зависят от  ( )0y . 
Как видно из основного соотношения, приведенного в (6), 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxZxfZyay ∫+=
1

0
0 0,0,0000

2
1 . 

Учитывая, что 
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имеем: 
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Таким образом, несмотря на то, что в этом случае решение уравнения (1), 
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данное в теореме 3, зависит от ( )0y , оно определяется с помощью необ-
ходимого условия, т.е. задавать ( )0y  не нужно.  

Теперь, предполагая, что мы ничего не знаем о необходимых ус-
ловиях, и возвращаясь к уравнению (1), будем искать решение стандарт-
ным путем. 

Умножая уравнение  (1)  на  
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получим 
( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( )∫

=

′















 ∫
xx

dt
ta
tadt

ta
ta

e
xa
xfxye 0 0

1

0 0

1

0
.

 

Интегрируя полученное выражение от 0  до x ,  имеем: 

( ) ( )
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( ) ( )
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η η de

a
feyxy
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0  .                             (10) 

Отсюда следует, что для однозначности решения нужно задавать ( )0y . 
Но как видно из вышеприведенных теорем 2 и 3 для однозначности ре-
шения (1) никакого условия не нужно. Если мы зададим ( ) Ryy ∈= 00  
как произвольную постоянную, решения уравнения (1) с этим условиям 
( ) 00 yy =  не будет существовать, потому что необходимое условие (9) не 

выполняется. 
Пример.  Рассмотрим следующее уравнение:        

( ) ( )[ ] ( ).1,0,01 ∈=′−≡ xxyxly                                                    (11) 
Интегрируя это уравнение  на интервале ( )x,0 , получим: 

                                                 ( ) ( ) ( )1 0 ,x y x y− =                                                                   
которое  дает нам  ( )xy  в виде: 

                                                    ( ) ( ) .
1

0
x

yxy
−

=          (12) 

Отсюда следует, что  для любого ( ),0y  (12) является решением уравнения 
(11). Но, с другой стороны, из основного соотношения  как необходимое 
условие имеем: 

( ) ,00 =y  
т.е. если ( )0y  произвольно, то необходимое  условие не выполняется. Та-
ким образом, задавая ( )0y  произвольным образом, в общем случае реше-
ние полученной граничной задачи может не существовать. 
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XÜLASƏ 

 
İş birinci tərtib yeganə həlli olan adi xətti diferensial tənliyin həllinə həsr olunmuş-

dur. Məsələnin tədqiqi  əsas münasibətdən alınan zəruri şərtlərin köməyilə aparılmışdır. 
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ON UNIQUENESS OF SOLUTION OF BOUNDARY VALUE PROBLEM WITHOUT 
BOUNDARY CONDITIONS 
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SUMMARY  

 
The work  is devoted to the solution of the ordinary linear differential equations of first 

order having unique solution.The research  is carried out by means of necessary conditions 
received from basic relation.  
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