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В работе рассматривается задача полного гашения поперечных колебаний упру-

гого стержня с помощью граничных управлений. Показывается, что с помощью опре-
деленных граничных управляющих воздействий начальные возмущения можно погасить 
за конечное время. 
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Задачи управления колебательными процессами имеют многочис-

ленные приложения [1], [2], [3], [4], [5]. Среди этих задач, задачи управ-
ления для уравнения колебаний упругого стержня занимают особое ме-
сто в связи их прикладной значимостью. Отметим, что к уравнению по-
перечных колебаний стержня приходят во многих задачах о колебаниях 
стержней, в задаче о собственных колебаниях камертона, при расчете ус-
тойчивости  вращающихся валов, а также при изучении вибраций кораб-
лей [6]. 

Рассмотрим задачу полного гашения поперечных колебаний стерж-
ня за конечное время с помощью граничных управлений. 

Пусть управляемый процесс в прямоугольнике }{0 ,0Q x l t T= < < < <  
описывается краевой задачей: 
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Здесь предполагается, что данные задачи (1)-(4) удовлетворяют услови-
ям:  
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Под решением задачи (1)-(4), соответствующим управлению    
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также из [ ] ( )( ),,0;,0 2 lLTC (см. ). 
Можно показать, что при каждом управлении ( ) ( ) ( ) ( )( ) Htttt ∈2200 ,,, νµνµ   
решение  задачи (1)-(4) существует и единственно в классе  
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Рассматриваемая  задача управления состоит в следующем. 
Требуется определить момент времени 0T > и соответствующие ему 
управляющие функции ( )tkµ   и  ( ) ,2,0, =ktkν такие, чтобы определяемое 
ими решение  ( )txu ,  краевой задачи (1)-(4)  удовлетворяет условиям  

( ) ( ),
, 0, 0,0 .

u x T
u x T x l

t
∂

≡ ≡ < <
∂

                     (5) 

Как будет показано ниже, в рассматриваемой задаче управления колеба-
ниями стержня с помощью граничных управляющих функций, началь-

ные возмущения можно погасить за конечное  время ,
2
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0ν   определяются  определенными  формулами. 
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При заданных  ( )tiµ  и  ( ) ,2,0, =itiν  решение задачи (1)-(4) можно пред-
ставить в виде 
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Умножая обе части уравнения (1) на ,sin x
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которые нужно решать с начальными условиями 
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Решая уравнения   при условиях (7), имеем  
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Тогда решение задачи (1)-(4) можно представить в виде 
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Таким  образом, получаем два уравнения относительно четырех неиз-
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Отметим, что при выше предполагаемых условиях на функции ( )xϕ  и   
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 ( ) ( ) .3
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d ψ

π
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












                      (20) 

Интегрируя  равенство (20)   в пределах от  0 до  s, будем иметь  

                                 ( ) ( )∫ +=+







s

Cd
ll

sgals

0

0
32

0
2 ,1 ττψ

π
ν               (21) 

где    C- произвольная постоянная. 
Решая систему уравнений (19) и (21), получаем       

( ) ( ) ( ) ,1
1 0

0
32

0

2

2









++

+
= ∫

s

Cd
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s
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( )
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
 ∫ ττψϕ
π

ν . 

В выражении   0
2ν    произведем замену   tals

=
π

, тогда 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,
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1
1 0
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2
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222
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0
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





−=
al
t

l
Cld

llll
al
t

t

π

ττψ
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Теперь по  функции  ( )tg  можно определить   ( )t0
0µ . 

Поскольку                      

( ),sin
1

2

0

2

2∑
∞

=

=


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
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n sgs

l
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l
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отсюда  получаем, что  

( )
( ) sds

l
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n
l l
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π
π

µ
2

0
20

sin2
2 ∫= . 

Так как  ( )sg   функция из (22), значит коэффициенты Фурье  20nµ  функ-

ции   ( )






 −

π
µ slal0

0   известны, следовательно 

                                ( ) ∑
∞

=

=
1

2

0
0
0 sin2

n
n l

tnt πµµ                                         (24) 

известная функция. 
Таким образом, доказана 

Теорема. В рассматриваемой задаче управления колебаниями 
стержня с помощью граничных управляющих функций, начальные воз-

мущения можно погасить за конечное время ,
2

π
alT =  полагая 

( ) ( ) ,0,0 02 ≡≡ tt νµ ( ) ( ) ( ) ( ),, 0
22

0
00 tttt ννµµ ==  где ( )t0

0µ  и ( )t0
2ν  определя-

ются формулами  (22), (23), (24), (17) ,(18). 
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ELASTİKİ ÇUBUĞUN RƏQSLƏRİNİN İDARƏOLUNMASI MƏSƏLƏSİ 
 

H.F.QULİYEV, V.B.NAZAROVA 
 

XÜLASƏ 
 

 
İşdə elastiki çubuğun rəqslərinin sərhəd idarəediciləri vasitəsilə tam söndürülməsi mə-

sələsinə baxılır. Göstərilir ki, müəyyən sərhəd idarəedicilərinin köməyilə başlanğıc həyəcan-
lanmaları sonlu zaman müddətində söndürmək olar. 

 
Açar sözlər: idarəetmə məsələsi, elastiki çubuq, sərhəd idarəediciləri, sükunət zamanı. 
 
 

CONTROL PROBLEM OF ELASTIC ROD OSCILLATIONS 
 

H.F.GULIYEV, V.B.NAZAROVA 
 

SUMMARY 
 

The paper studies the problem of full suppressing of transverse oscillations of elastic 
rod with the aid of boundary controls. It is shown that with the aid of the determined boundary 
control actions initial disturbances can be defaced in a final time. 

 
Key words: oscillation equation, elastic rod, boundary controls, transient time. 
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