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Данная статья является продолжением I части статьи с аналогичным наз-

ванием, в которой рассматривались некоторые типы дискретных динамических моде-
лей. В настоящей статье при определенных условиях доказывается теорема о сущест-
вовании равновесия в моделях такого типа. 

 
Ключевые слова: равновесие, дискретные динамические модели,  регулярные 

отображения. 
 

 В первой части настоящей стать [1] приведено описание дискретной ди-
намической модели Е:  
 ( ) )(,)(,,),(,,, xFxRuxpGmTE t

j
i
j

m ≥= . 
Теорема 1.  Пусть  в экономике выполнены следующие условия: 

1) ;,int)( GPxRxp r
Tm ∈∀∈ +            

2) существует непрерывная вектор-функция TlmTlm RRf ++ → intint: , на которую 
распространим обозначения, используемые для Tlm - мерных векторов, а именно,  
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 обладающая следующими свойствами; 
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б) для множества  ,TlmRU +∂⊆  
 { ,,| ktxU ∃= для которых }mitxi

k ,...,1,0)( ==  

и любой последовательности TlmsTlms RxURxx ++ ∈∂∈→ int,\    
имеет место  

;,...,1,,...,1,,...,1,0)(inflim lkmiTtxf sit
krsr

===>
≥∞→

 

в) для любой неограниченной последовательности  sx  

 ,0
)(

)(inflim >
≥∞→ sit

k

si
k

rsr xf
tx

а )(txsi
k  неограничена  для некоторых kt,  и i ; 

г) если  Gxy ∈),(   и ,0)( =txi  то  .0)( =tyi      
Тогда в модели   E  существует общее равновесие.  
Ниже предполагаем условия теоремы 1 выполненными, но прежде чем перейти 
к её доказательству, приведём несколько вспомогательных утверждений.  

Лемма 1. Отображение ϕ  замкнуто в GPr .   
Доказательство. Мы покажем замкнутость отображения ,,...,1, njt

j =ϕ  

,,...,1 Tt =  откуда легко следует и замкнутость ϕ . Итак, пусть ,, ss xxx →   
).(,,Pr st

j
ss xvvvGx ϕ∈→∈  

Убедимся, что )(xv t
jϕ∈ ,  т.е, что 

)(,)( xQvvxv t
j

t
j ∈∀≥ . 

Рассмотрим два случая  
1) 0)( >xF t

j .  Определим для произвольного  )(xQv t
j∈  число    

                 ( ) ,...2,1,),(),(max)( == svxpxFxF stst
j

st
jsλ    (1) 

и пусть, кроме того  1=sλ , если     

0),()( == vxpxF stst
j . 

Тогда очевидно, что 10 ≤≤ sλ , и кроме того,    
,1lim =

∞→ ss
λ                                      (2)  

так как функция t
jF  и vxpt ),(  непрерывны на  GPr . Рассмотрим вектор     

vv s
s λ= . Нетрудно убедиться, что )( st

j
s xQv ∈ . Кроме того,  ,...2,1,)( =≥ svxv sst

j
s  

по определению sv .  Замкнутость отношения предпочтения )(xt
j≥   на  GPr  и 

условие  (2) дают нам соотношение  
vxv t

j )(≥ , 
что вместе с очевидным включением )(xQv t

j∈  обеспечивает выполнение условия  

,...,1),( =∈ jxv t
jϕ      и, Tt ,...,1= . 
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2)  0)( =xF t
j  . Тогда из условия )(xQv t

j∈  следует 0=v ,  так как  0)( >xpt . 

Но так как )(0 xQt
j∈  для всех GPx r∈ ,  то справедливо 

                                ,...2,1,0)( =≥ sxv st
j

s                     (3) 
Переходя к пределу по  s  в (9), получаем  

,0)(xv t
j≥  

т.е  что  .,...,1,,...,1),( Ttnjxv t
j ==∈ϕ  

Лемма доказана.  
Лемма 2.  Отображение  Λ   стандартно в GPr . 

      Доказательство. Для доказательства замкнутости отображения Λ  сначала 
убедимся в замкнутости отображения )(xG   на GPr , где как и выше,  

{ }GxyyxG ∈= ),()( . 

Замкнутость отображения  )(xG  легко следует из замкнутости множества G . 
Далее воспользуемся очевидным соотношением  

( ) ( ) )()()()()(Pr
PrPrPrPr

xGxxGxxG
GxGxGxGx ∈∈∈∈

∪−∪⊂−∪=Λ∪=Λ ϕϕ .   (4) 

Легко видеть, что                                                                        
{ }xGxyyGxG

Gx
∃∈==∪

∈
,),(Pr)(

Pr
, 

и следовательно, GPr компактно как проекция компактного множества. Ввиду 
положительности и непрерывности функции p , на компактном множестве 

GPr  выполняется неравенство 
  Gzpzp Pr,0)( ∈∀>≥ .     (5) 

Воспользовавшись неравенством (5), нетрудно доказать компактность мно-
жества )(

Pr
x

Gx
ϕ

∈
∪ . Но тогда, в виду леммы 1, очевидно и замкнутость отобра-

жения Λ . Отсюда легко следует, что )(LΛ   компактно для любого компакта 
GL Pr⊂ .  

 Выпуклость множеств-образов отображения )(xΛ  следует из выпуклос-
ти по определению множеств )(xG  и выпуклости множеств-образов отображе-
ния .,...,1,,...,1, Ttnjt

j ==ϕ  Выпуклость последних следует из выпуклости 

поля предпочтений ( ) TtnjxR t
j

m ,...,1,,...,1,)(, ==≥+  и выпуклости множества 

TtnjxQt
j ,...,1,,...,1),( == .  

 Лемма 3. Отображения Λ~  стандартно в GPr .  
Доказательство очевидно. 
Перейдем к доказательству теоремы 1.  
 Из ненасыщенности и строгой выпуклости полей предпочтений потре-
бителей ( ),)(, xR t

j
m ≥+ Ttnj ,...,1,,...,1 ==  и положительности цен )(xP  сле-

дует, что в модели выполняется закон Вальраса 
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Gxy

TtxtvtyxpxFtvxp tt
n

j

t
j

t

∈

=∈==∑
=

),(

,,...,1),()(,)(),()()(),(
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что можно записать и так: 
 GxxzTttzxpt Pr),(,,...,1,0)(),( ∈Λ∈∀== .   (7) 

Далее очевидно, что если  
)(0 xΛ∈      (8) 

или )(~0 xΛ∈  для некоторого Gx Pr∈ , то найдется такой y , что пара Gxy ∈),(  
является общим равновесием. Следовательно, нам достаточно доказать справедли-
вость соотношения (8). Предположим теперь, что GPr0∈ . Тогда ввиду  условия 
3) теоремы, G∈)0,0( . Но тогда очевидно 0)0( =t

jF  (см. бюджетное условие), 

Ttnj ,...,1,,...,1 ==  и ввиду положительности цен { } ,,...,1,,...,1,0)0(),0( TtnjQp t
j ===  от-

куда Ttnjt
j ,...,1,,...,1,0)0( ===ϕ , что дает нам сразу ),0(0 Λ∈  т.е. сущест-

вование равновесия следует тривиально. Поэтому мы ниже будем предполагать, 
что  GPr0∉ . Пусть, кроме того, общее равновесие в модели не существует. 
Тогда можно показать, что для любых Gx Pr∈  и )(xz Λ∈  найдутся такие t  и 
i , для которых  будут выполняться неравенства 

 ,0)( ≥txi   а 0)( <tzi .     (9) 
Действительно, возьмем произвольные Gx Pr∈ и )(xz Λ∈ . Ввиду условия 3) 
теоремы, для любого 0)( =txi  следует   

 0)( ≥tzi .     (10) 

 Так как GPr0∉ , то найдутся t  и i  такие, что 0)( ≥txi . Если же 
0)( ≥tzi  для всех полуположительных ),(txi  то ввиду условия (7), необходимо  

,,...,1,,...,1,0)( Ttmitzi ===  т.е. ),(0 xΛ∈  
что противоречит нашим предположениям о несуществовании равновесия. 
Итак, ниже  мы предполагаем условие (9) выполненным. Для произвольного 
числа 0>ε    образуем отображение 
 ),()(~)(~,2int:~ xgxxR

TlmRTlm  εεε +Λ=Λ→Λ +  где x определены в теореме 1.    
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для каждого TlmRx +∈ int . 

 Покажем, что для достаточно малого ε  отображение εΛ~  удовлетворяет 
условиям теоремы 1 (I часть статьи), где URXRX TlmTlm \,int 1 ++ ∂== , где U - 
множество, определенное в условии 2 б)  теоремы 1.  
 Во первых, нетрудно убедиться, что отображение εΛ  стандартно в TlmR+int , 
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так как отображение Λ~  стандартно в GPr , а из условия Tlmss Rxxxx +∈→ int,,  

следует xx s  → , причем Gxx s Pr, ∈ по условии а) теоремы.  

 Докажем, что отображение εΛ~  регулярно на множестве. URTlm \+∂ , где 
U определено в условии 2б) теоремы. Для этого следует убедиться, что для 
произвольных последовательностей URxRxxx TlmTlmss \int,int, ++ ∈∈→  и 

)(~ ss xy εΛ∈ найдутся такие it,  и ,k  для которых будут выполнятся условия  

 0)(lim,0)( >=
∞→

tytx si
ks

i
k .    (11) 

Так как URx Tlm \int +∈ , то найдутся it,  и ,k  для которых 0)( =txi
k . 

 Соответствующая координата вектор - функции )( sxg   равна )(/1 tx si
k
 , где  

 
)(
)(

)(
1

tx
xf

tx si
k

sit
k

si
k

= .    (12) 

Но по заданному ,0)()( =→ txtx i
k

si
k  а по условию 2 б) теоремы 

0)(inflim >
≥∞→

sit
krsr

xf . 

Отсюда и из (12) сразу следует (11).  
 Теперь докажем, что =∩

Λ
1

~,~ xRU ε ∅ для произвольных 0>ε  и TlmRx +∈ int~ . 

Предположим противное, т.е. пусть существует последовательности векторов  
Tlmss RxUxxx +∈∈→ int,,  и чисел 0>sλ такие, что  

 )(~)(~)~(~ sss
s

s xxgxxz  Λ∈−−= ελ .   (13) 

По условию 2а) теоремы ,...,2,1,Pr =∈ sGx s  поэтому, ввиду компактности 

GPr   и стандартности отображения Λ~ , последовательность sz~ ограничена. Ис-
ходя из вышесказанного мы можем,  не умаляя  общности, считать последо-
вательности sx  и sz сходящимися, т.е. пусть xx s  →  и zz s ~~ → . Так как 

,Ux∈  то найдутся такие 0t и 0k , что  

 mitxi
k ,...,1,0)( 00

== .     (14) 

 Из ограниченности последовательности sz~  и условия (14) следует огра-
ниченность последовательности ,sλ  что, в свою очередь, обеспечивает ограни-

ченность последовательности ( )sxg  . Пусть  gxg s
s →≥→ )(,0 λλ . Тогда  

0)(lim >=
∞→

gxg s

s

  

 Действительно, в противном случае было бы ∞→)(tx si
k
  для некоторых 

,,, kit  что противоречило бы условию 2а) теоремы. Переходя к пределу по 

∞→s  в (13), имеем ввиду замкнутости Λ~  
)(~)~(~ xgxxz Λ∈−−= ελ  
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и, в частности, для  00 , kt и всех i  

 mitgtxtz i
k

i
k

i
k ,...,1,0)()(~)(~

000 000
=<−−= ελ .    (15) 

 По определению отображения Λ~ найдутся такой )(xzi
Λ∈ , для кото-

рого, согласно (15) 
 .,...,1),(~)(0 00 0

mitztz i
ki ==>     (16) 

Kaк было показано выше 
,,...,1,Pr),(,0)(),( TtGxxztzxpt =∈Λ∈=  

что несовместимо с (16). 
Осталось показать ограниченность множества xR ~,~ελ

 для достаточно ма-

лых 0>ε  и произвольного TlmRx +∈ int~ . Допустим противное, т.е. пусть суще-
ствует последовательность  чисел 0→sε  такая, что  множество xsR ~,~Λ

неогра-

ничены, где ss εΛ=Λ ~~
. Следовательно, найдется неограниченная    последова-

тельность x
s

sRx ~,~Λ∈   и   последовательность чисел  0>sλ  таких ,что. 

( ) )(~)~(~~ ss
s

s
s

s xxgxxz Λ∈−−= ελ .    (17) 

Kaк было отмечено выше, мы можем считать zzxx ss ~~, →→  . Сначала 
убедимся,  что  последовательность sλ  ограничена и, поэтому может считаться 
сходящейся и,  что  тогда 

0lim ==
∞→ ss
λλ .     (18) 

Ввиду условия  2в) теоремы, мы можем выбрать такие  00 , it  и 0k ,  для 

которых  )( 0
0

0
txsi

k  неограничена, а 0)()( 00
0

0

0

0
>→ txtx i

k
si
k

 . Напишем соотношение 

(17) для  000 ,, kit : 

( )
)(

)(~)()(~
0

000
0

0

0

0

0

0

0 tx
txtxtz

osl
k

si
k

si
ks

sl
k 

ελ −−= . 

 Последовательность sz~  ограничена ввиду стандартности Λ~  и компакт-
ности GPr . Следовательно, ограничена и последовательность )(~

0
0

0
tz sl

k . Так как  

,0
)( 0

0

0

→
tx sl

k

s

ε

 а )( 0
0

0
txsl

k  неограничена, то очевидно справедливость (18).  

 На основании соотношений (10) должны выполнятся неравенства  
 ,0)( ≥tx i  а 0)(~ <tz i      (19) 

для  некоторых t  и i . Пусть 0)( ≥tx i  и  0)( >tx i
k
 ,                    (20) 

тогда k -ю координату вектора )(~ tz si на основании равенства (17)  можно запи-
сать в следующем виде 
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 ( )
)(

)(~)()(~
tx

txtxtz si
k

si
k

si
ks

si
k 

ελ −−= .    (21) 

Рассмотрим два случая:  
1) )(txsi

k  неограничена. Тогда, переходя к пределу по ∞→s  в (21), получаем 

 0)(lim)(~ ≥=
∞→

txtz si
kss

i
k λ ,       (22) 

так как  

0
)(

lim =
∞→ tx si

k

s

s 
ε

 

и 
0)(~lim =

∞→
tx i

kss
λ . 

 По определению отображения Λ~ , все l координат вектора )(~ tz i  равны, 

следовательно,  0)(~ ≥tz i .  
2) Последовательность )(txsi

k ограничена. Тогда предел по ∞→s  в (20) дает  

0)(lim)(~ == txtz si
ks

i
k λ , 

откуда  ,0)(~ =tz i  что вместе с (22) противоречит неравенствам (19). Итак, мы 

показали, что для достаточно малых 0>ε  отображение εΛ~  удовлетворяет всем 
условиям теоремы 1 (I часть статьи). Тогда существует TlmRx +∈ int  такой, что  

),(~0 xεΛ∈ откуда 0)(~ =+ xgz ε для некоторого )(~~ xz Λ∈ . Но тогда очевидно 
0~ <z , откуда 0<z для некоторого )(xz Λ∈ . Но это противоречит равенству 

(7). Следовательно, наше предположение о не существовании общего равнове-
сия, выраженное неравенствами (9), неверно, на основании чего мы заключаем, 
что общее равновесие в модели существует.  
Теорема доказана.  
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DİSKRET DİNAMİK MODELLƏRDƏ  
ÜMUMİ TARAZLIĞIN VARLIĞI HAQQINDA II 
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XÜLASƏ 

 
Məqalədə iki tip, o cümlədən: 1) Errou-Debre tipli, 2) qeyri-tarazlıq qiymətli tirli E dis-

kret iqtisadi dinamika modellərinə baxılır və müəyyən şərtlər daxilində E modelində ümumi 
tarazlığın varlığı isbat olunur. Əsas teoremin isbatından əvvəl bir neçə köməkçi təkliflərə ba-
xılır və onların isbatı verilir. Müəyyən şərtlər daxilində baxılan iqtisadi modeldə ümumi ta-
razlığın varlığı haqqında teorem isbat olunur.  
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ON THE EXISTENCE  
OF GENERAL EQUILIBRIUM IN DYNAMIC DISCRETE MODELS II 
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SUMMARY 

 
The paper studies dynamic economic models which generalize two groups of models: 

1) models of Arrow- Debreu type, 2) models with non-equilibrium prices.  In Theorem 2 suffi-
cient conditions for existence of general equilibrium in the model E are presented. Before pro-
ving the primary theorem, several lemmas and statements are presented. Within definite con-
ditions, the theorem on existence of the general equilibrium is proved for the considered eco-
nomic model.  
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