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 В работе доказана глобальная теорема о существовании и единственности ре-
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 При решении прикладных задач управляемых объектов с распределёнными 
параметрами особое место занимают нелинейные системы Гурса-Дарбу [1,2,4-6]. В 
связи с этим возникает необходимость в дальнейшей разработке теории систем 
Гурса-Дарбу. При исследовании задачи оптимального управления для объектов с 
распределенными параметрами, описываемых нелинейными системами Гурса-
Дарбу требуется доказательство теоремы существования и единственности реше-
ния типа Каратеодори при фиксированном управлении. В некоторых работах при 
довольно жёстких ограничениях на данные задачи доказаны локальные теоремы о 
существовании и единственных систем Гурса-Дарбу [3,6,8,9]. 
 1. Теорема существования и единственности 
 Пусть объект управления в области )0,0( SsTtD <<<<  описывается 
нелинейной гиперболической системой  

),,,,,( uxxxstfx stts =                                               (1) 
с условиями 

,0),()0,(

,0),(),0(

Ttttx

Ssssx

≤≤=

≤≤=

ψ

ϕ
                                            (2) 

где  ψϕ,,, fx  - n -мерные векторы, u  - r - мерное управление. 
 Управление ),( stu  измеримо по Лебегу на прямоугольнике D , со значе-
ниями из ограниченного множества U  из евклидового пространства rR . 
 Решением задачи (1), (2), соответственным управлению ),( stu , называет-
ся функция ),( stx , абсолютно-непрерывная на прямоугольнике D  [7, с.246], 
удовлетворяющая уравнению (1) почти всюду на D  и условиям (2) в обычном 
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смысле. 
Теорема 1. Пусть 1) вектор-функция ),,,,,( uzyxstf  определена в 

URD n ×× 3  и удовлетворяет условию Каратеодори, т.е. при каждом фиксирован-
ном ),,,( uzyx  измерима по ),( st  и для почти всех ),( st  непрерывна по ),,,( uzyx ; 
2) функция ),,,,,( uzyxstf  по ),,( zyx  удовлетворяет условию Липшица: 

,)()()()(

),,,,,(),,,,,(

2121 ztysxts

uzyxstfuzzyyxxstf

∆+∆+∆≤

≤−∆+∆+∆+


                               (3) 

где неотрицательные функции )(1 s  и )(2 t  суммируемы по Лебегу на ],0[ S  и 
],0[ T , соответственно; 

 3) )(),0,0,0,,( DLustf n∈  для любого Uu∈ ; 
 4) вектор-функции )(sϕ  и )(tψ  абсолютно непрерывны на ],0[ S  и ],0[ T , 
соответственно, и выполняется условие согласования )0()0( ψϕ = . 
 Тогда для любого управления ),( xtu  существует единственное абсолют-
но-непрерывное решение ),( stx  задачи (1), (2) в области D . 
 Доказательство. Прежде всего, отметим, что для любой абсолютно-
непрерывной функции ),( stx  и управления ),( xtu  функция ),,(),,(,,( stxstxstf t  

)()),(),,( DLstustx n
s ∈ . 

 Положим ),(),(,),(),( stzstxstystx st == . Решение ),( stx задачи (1),(2), со-
ответствующее управлению ),( stu , приводится к следующей системе трёх ин-
тегральных уравнений относительно трёх неизвестных функций ),( stx , ),(),,( stzsty : 
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 Выберем в качестве нулевых приближений ,0),(,0),( 00 == stystx  
Dststz ∈= ),(,0),(0 . Построим последовательные приближения, основанные на 

рекуррентных формулах  
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где  )0()()(),( ϕψϕω −+= tsst . 
 Из (5), воспользовавшись условием (3), получим 
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 Вводя обозначение 
          +−+−= +++ ),(),()(),(),()()(),( 111211 stystysstxstxtsst nnnnn δ  

),(),()( 12 stzstzt nn −+ + ,                                                                (7) 
из (6) можно получить неравенство 
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 Методом математической индукции докажем справедливость неравенства 
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          DstconstL ∈>= ),(,0 . 
 При 0=k  справедливость неравенства (9) следует из обозначения (7). 
Предположим, что неравенство (9) справедливо для nk =  и докажем, что оно 
справедливо и для 1+= nk . Из (8) имеем 
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Учитывая 
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имеем 
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 Отсюда, используя неравенства 
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 Таким образом, доказана справедливость неравенства (9). 
 Из неравенства (9) следует, что 
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         ,...2,1,0,),( =∈ nDst  . 
 По признаку Даламбера ряд с общим членом 

                            n
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=  

сходится. Поэтому из неравенства (10) имеем, что 1) последовательность 
)},({ stxn  равномерно сходится на D  к некоторой непрерывной функции ),( stx ; 

2) последовательность )},({ styn  равномерно сходится по ],0[ Ss∈ , почти всюду 
на ],0[ T  к некоторой функции ),( sty ; 3) последовательность )},({ stzn  равно-
мерно сходится по ],0[ Tt∈ , почти всюду на ],0[ S  к некоторой функции ),( stz . 
Покажем, что функция )),(),,(),,(( stzstystx  является решением интегральной 
системы (4). В силу неравенства (3), имеем 
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Используя это неравенство, из (5) можно получить, что функция ),,(( stx  
)),(),,( stzsty  есть решение интегральной системы (4). 

Тогда из интегральных тождеств следует, что ),,(),( stxsty t= ),,(),( stxstz s=   
 Dst ∈),( . Кроме того, функция ),( stx  является абсолютно-непрерывной. 

Докажем, что найденное решение единственно. Пусть )),(~),,(~),,(~( stzstystx  
какое-нибудь решение системы интегральных уравнений (4). Вычитая из рекур-
рентных формул (5) интегральные тождества (4), в которые вместо 

)),(),,(),,(( stzstystx  подставлены, соответственно, )),(~),,(~),,(~( stzstystx , пере-
ходя слева и справа к норме и воспользовавшись условием (3) можно написать  
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Отсюда, если положить 
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аналогично вышеуказанному методу, получим неравенство 

.),()(

),()(),()()(),(

0
2

0
1

0 0
211

∫

∫∫ ∫

+

++≤+

s

n

s

n

t s

nn

dsrt

dtrsddrtsstr

ττ

σστσστ





                    (13) 

 Отметим, что это неравенство имеет точно такой же вид, что и неравенст-
во (8). Поэтому аналогично тому, как было получено неравенство (9), имеем 
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 Так как ряд с общим членом 
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является сходящим, то необходимо nv  при ∞→n  стремится к нулю. Поэтому 
из (15) следует, что функции )),(~),,(~),,(~( stzstystx  являются пределами после-
довательностей )},(),,(),,({ stzstystx nnn . Поэтому функции ),,(~),,(~( stystx  )),(~ stz  
должны совпадать с пределами последовательности ),,(),,({ stystx nn  )},( stzn  
при ∞→n , ранее обозначенными через )),(),,(),,(( stzstystx . Теорема доказана. 
 2. Устойчивость решений задачи по возмущению управления 
 Для простоты рассмотрим случай, когда правая часть системы (1) не зави-
сит от st xx , . Пусть ),( xtu  и ),(),( stustu ∆+  два управления,  ),( stx  и 

),(),( stxstx ∆+  соответствующие им абсолютно непрерывные решения задачи 
(1), (2). Тогда в силу условия (3) теоремы (1) можно написать 
              ≤−∆+∆+ )),(),,(,,()),(),(),,(),(,,( stustxstfstustustxstxstf  

                                   ),(~),()()( 21 stfstxts u∆+∆≤   ,                                      (16) 

где 
)),(),,(,,()),(),(),,(,,(),(~ stustxstfstustustxstfstfu −∆+=∆ .            (17) 

 Решение задачи (1),(2) будем называть устойчивым по возмущению 
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управления, если выполняется оценка 
0,),(~),( >=∆≤∆ ∫∫ constKddfKstx

D
u τσστ .                               (18) 

 Теорема 2. Существует независящая от управления положительная по-
стоянная K  такая, что для ),( stx∆  справедлива оценка (18), т.е. задача устой-
чива по возмущению управления. 
 Доказательство. Обозначим 
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t s
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Тогда, используя неравенство (16) из задачи (1), (2), получим 

),(),()()(),(
0 0

21 stQddxstx
t s

∫ ∫ +∆≤∆ τσσττσ  .                          (20) 

 Отметим, что функция ),( stQ  не убывают по каждому из своих аргумен-
тов. Методом последовательных подстановок из неравенства (20) имеем 

),(),(),( stQstKstx ≤∆ , Dst ∈),( ,                                                 (21) 
где 
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 Так как правая часть равенства (22) равномерно сходится на D , то сумма 
ряда ),( stK  ограничена и не зависит от управления. Теорема доказана. 
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XÜLASƏ 

 
 İşdə qeyri-xətti Qursa-Darbu sisteminin Karateodori mənada qlobal həllinin varlığı və 
yeganəliyi haqqında teorem isbat olunur. ),,,,,( uzyxstf  vektor funksiyası zy,  dəyişənlə-
rindən asılı olmayan halda həllin idarəedicinin artımına nəzərən dayanaqlı olması öyrənilir. 
  

Açar sözlər: Qursa-Darbu məsələsi, ardıcıl yaxınlaşmalar, bərabərsizliklər, yığılma, 
dayanıqlıq. 
 
 
 
 

THE THEOREM OF EXISTENCE AND UNIQUENESS FOR NONLINEAR  
GOURSAT-DARBOUX SYSTEM  

 
K.G.HASANOV, L.K.HASANOVA  

 
SUMMARY 

 
 In the work the global theorem of existence and uniqueness of Caratheodory type for 
nonlinear Goursat-Darboux system is proved. Besides, stability of the solution is studied in 
connection with the growth of control function. 
  

Key words: solutions of Goursat-Darboux, consecutive approach, inequality, conver-
gence, stability. 
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