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 В работе исследована одна обратная краевая задача для эллиптического уравне-
ния второго порядка с неклассическим краевым условием. Сначала исходная задача 
сводится к эквивалентной  задаче, для которой доказывается теорема существования 
и единственности решения. Далее, пользуясь этими фактами, доказывается сущест-
вование и единственность классического решения исходной  задачи. 
  

Ключевые слова: обратная краевая задача, эллиптическое уравнение, метод Фурье, 
классическое решение. 

 
Обратные задачи представляют собой активно развивающийся раз-

дел современной математики. В последнее время обратные задачи нашли 
очень широкое применение в различных областях науки. 

Различные обратные задачи для отдельных типов дифференциаль-
ных уравнений в частных производных изучались во многих работах. 
Отметим здесь, прежде всего работы А.Н.Тихонова [1], М.М.Лаврентьева 
[2,3] и их учеников. Более подробно об этом можно прочитать в моно-
графии  А.М.Денисова [4]. 

В работах [6-10] исследовались обратные краевые задачи для эл-
липтического уравнения второго порядка в прямоугольной области. 

Постановка задачи и её сведение к эквивалентной задаче.  
Рассмотрим для уравнения  

),(),()(),(),( txftxutatxutxu xxtt +=+                                                (1) 
в области { }TtxtxDT ≤≤≤≤= 0,10:),(  обратную краевую задачу с гра-
ничными условиями 

)10()(),(),()0,( ≤≤== xxTxuxxu t ψϕ ,                                           (2) 
       ,)0(0),1( Tttu ≤≤=                                            (3) 

неклассическим краевым условием 
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       ( ) )0(0,0),()(),0(
1

0

Tttudxtxuxqtub x ≤≤=−+ ∫                (4) 

и с дополнительным условием 
                         )0()(),( 0 Ttthtxu ≤≤= ,                                 (5) 

где ( ) bx ,1,00 ∈ - фиксированные числа, )(),(),(),(),,( thxqxxtxf ψϕ -за-
данные функции, а ),( txu  и )(ta - искомые функции. 

Определение. Классическим решением обратной краевой задачи (1)-
(5) назовём пару { })(),,( tatxu  функций ),( txu  и )(ta , обладающих сле-
дующими свойствами: 

1) функция ),( txu  непрерывна в TD  вместе со всеми своими произ-
водными, входящими в уравнение (1); 

2) функция )(ta  непрерывна на ],0[ T ; 
3) все условия (1)-(5) удовлетворяются в обычном смысле. 

Наряду с обратной краевой задачей (1)-(5) рассмотрим следующую 
вспомогательную обратную краевую задачу. Требуется определить пару 
{ })(),,( tatxu  функций )(),( 2

TDCtxu ∈  и ],0[)( TCta ∈ , из соотношений (1)-(4) и 
 )0(),()()(),()( 00 Tttxfthtatxuth xx ≤≤+=+′′ .                               (6) 

Аналогично [ 5] доказывается следующая лемма. 
Лемма 1. Пусть ]1,0[)(),( Cxx ∈ψϕ , 0)(],,0[)( 2 ≠∈ thTCth  )0( Tt ≤≤ , 

)(),( TDCtxf ∈  и выполняются условия согласования 
)()(),0()( 00 Thxhx ′== ψϕ   . 

Тогда справедливы следующие утверждения: 
1. Каждое классическое решение { })(),,( tatxu  задачи (1)-(5) является и 

решением задачи (1)-(4), (6); 
2. Каждое решение { })(),,( tatxu  задачи (1)-(4), (6), такое, что 

1)(
2
1

],0[
2 <

TC
taT , 

является классическим решением (1)-(5).  
Сведения из теории спектральных задач и введение некото-

рых пространств. 
Решая однородную задачу, соответствующую задаче (1)-(4), мето-

дом разделения переменных, приходим к спектральной задаче: 

( ) 0)0()()()0(,0)1(,100)()(
1

0

=′−+=≤≤=+′′ ∫ ydxxyxqybyxxyxy λ . (7) 

Наряду спектральной задаче (7) рассмотрим следующую вспомога-
тельную спектральную задачу [11,12]:  

( ),100)()( ≤≤=+′′ xxyxy λ  ,0)0()0(')(,0)1( =+−= byyay λλ    (8) 
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которая имеет только собственные функции ( )( ),1sin2)( xxy kk −= λ  
....,2,1,0=k  с положительными собственными числами из уравнения  

)/()( λλλ batg −= , причём 0>a - заданное число. Нулевой индекс  при-
сваиваем  любой собственной  функции, а все остальные нумеруем в по-
рядке  возрастания  собственных  чисел. 
Пусть   

( ) ( )xbxq −=
−

1sincos)( 0

1

00 λλλ . 
Известно[12],что решением  спектральной задачи 

( ),100)()( ≤≤=+′′ xxyxy λ  

( ) ( ) 001sin)(
cos

)0(,0)1(
1

0
0

0

0 =′−









−+= ∫ ydxxxyyby λ

λ
λ

 

будет система { } ,...,3,2,1,)( =kxyk т.е. система собственных функций за-
дачи (7) без функции, соответствующей собственному значению 0λ . 
 В работе [8,9] сформулированы и обоснованы следующие утверждения. 
 Лемма 2. Биортогонально  сопряженная  система { })(xzk  к  системе    
{ } ,...,3,2,1,)( =kxyk  определяется по формуле 

+−−−= 1/())cos/())1((sincos))1((sin(2)( 000 λλλλλλ kkkk xxxz  

)cos)(cos 2121
kk abb λλλ −− ++ .                                      

 Теорема  1.  Системы  { })(xyk  и { },))1(cos(2 xk −λ  ,...,2,1=k яв-
ляются  базисами  Рисса  в  пространстве  )1,0(2L .  
 Так как функции { })(xyk , ,...,3,2,1=k  являются базисами Рисса в  
пространстве ( )1,02L , то известно, что для любой функции ( )1,0)( 2Lxg ∈  
справедлива 

∑
∞

=

=
1

)()(
k

kk xygxg   , 

где    

∫=
1

0

)()( dxxzxgg kk . 

В работе [5] обоснованы следующие утверждения. 
 При  предположениях ,]1,0[)( Cxg ∈ )1,0()( 2Lxg ∈′ и 0)1( =g  ус-
танавливается справедливость оценки:   

+−+≤







∫∑

∞

=

1

0
0

0

0
0

2
1

1

2 ))1(sin()(
cos

)0(2)( dxxxggbmg
k

kk λ
λ

λ
λ )1,0(2

)('2
L

xgM , (9) 

где 
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2
1

1
0

1sup 







⋅










−
= ∑

∞

=k kk

k

k a
m

λλ
λ , ∑∑ ∫

∞

==

+
−+

+=
Nk

N

k
k k

bdxxyM 2
))1(4/(3

22)( 2
2

1

1

0

2

ππ
. 

 А при  предположениях  )1,0()(,]1,0[)( 2
1 LxgCxg ∈′′∈ , 0)1( =g  и 

0)0('))1(sin()(
cos

)0()(
1

0
0

0

0 =−









−+≡ ∫ gdxxxggbgJ λ

λ
λ  

доказывается справедливость оценки:   

2

1
2

2
1 (0,1)

1

( ) '(0) 2 ( )k k L
k

g m g M g x
∞

=

 
λ ≤ + ′′  ∑ ,                 (10) 

где   























+







⋅










−
= ∑∑

∞

=

∞

=

2
1

1
2

1
4

2
1

11sup2
k kk kk

k

k
a

a
am

λλλ
λ . 

 Далее, при предположениях )1,0()(,]1,0[)( 2
2 LxgCxg ∈′′′∈ , ,0)1( =g   

( ) 0=gJ     и 0)1( =′′g  устанавливается справедливость оценки:   

)1,0(32

2
1

1

2

2
)(2)0()0(')(

L
k

kkk xgMgmgmg ′′′+′′+≤






∑
∞

=

λλ   ,           (11) 

где   






















+








⋅

−
= ∑∑

∞

=

∞

=

2
1

1

2
1

1
3

2
2

11sup4
k kk kk

k

k
a

a
am

λλλ
λ ,                       






















+








⋅

−
= ∑∑

∞

=

∞

=

2
1

1
2

2
1

1
33

11sup4
k kk kk

k

k
b

a
abm

λλλ
λ . 

При предположениях ,]1,0[)( 3Cxg ∈  )1,0()( 2
)4( Lxg ∈ , ,0)( =gJ  ,0)1( =′′g  

0)0(')0()0( =+′′−′′′ aggbg  доказывается справедливость оценки:   

)0(2)(2)( 4)1,0(

)4(
2

1

1

22

2
gmxgMg

L
k

kk ′′′+≤






∑
∞

=

λ ,                       (12) 

где 
2

1

1
24

1sup 







⋅










−
= ∑

∞

=k kk

k

k a
m

λλ
λ . 

Теперь, с целью исследования задачи (1)-(4), (6) рассмотрим следующие 
пространства:  
 1. Обозначим через α

TB ,2 [10], совокупность всех функций  вида 

( )∑
∞

=

=
1

)(),(
k

kk xytutxu , 

рассматриваемых в TD , где каждая из функций ,...)2,1()( =ktuk  непре-
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рывна на ],0[ T  и 
1
2

2
[0, ]

1

( ) ( ( ) ) ,T k k C T
k

J u u t
∞

α

=

 
≡ λ < +∞  ∑  

причём 0≥α -фиксированное число. Норму в этом множестве определим так: 
)(),(

,2
uJtxu TB T

=α . 

2. Через α
TE  обозначим пространство, состоящее из топологическо-

го произведения ],0[,2 TCB T ×
α . Норма элемента { }auz ,=  определяется 

формулой 

],0[
)(),(

,2 TCBE
tatxuz

TT
+= αα . 

Известно, что α
TB ,2  и α

TE  являются банаховыми  пространствами. 
Исследование существования и единственности классического 

решения обратной краевой задачи. 
Первую компоненту ),( txu  решения { })(),,( tatxu  задачи (1)-(3), (6) 

будем искать в виде: 
                        ∑

∞

=

=
1

)()(),(
k

kk xytutxu ,                                            (13) 

где 

.,...)2,1()(),()(
1

0

== ∫ kdxxztxutu kk
 

Применим метод разделения переменных для определения иско-
мых функций ,...)2,1()( =ktuk , из (1) и (2) имеем: 

,),;(),(1
)(

)(
)(

))(()(
0
∫++

−
=

T

kk
k

k
kk

k
k

k

k
k dauFtG

Tch
tsh

Tch
tTchtu τττ

λ
ψ

λλ
λ

ϕ
λ

λ   (14) 

где 

,)(),()(),()()(),;(
1

0
∫=+= dxxytxftftutatfautF kkkkk  

,...)2,1()()(,)()(
1

0

1

0

=== ∫∫ kdxxyxdxxyx kkkk ψψϕϕ , 













∈
−−−+−

−

∈+−−−+
−

=
].,[,

)(2
)))((()))(((

],,0[)))],((())(([
)(2

1

),(
Tt

Tch
tTshtTsh

ttTshtTsh
Tch

tG

k

kk

kk
k

k

τ
λ

τλτλ

ττλτλ
λ

τ  

После подстановки выражений из (14) в (13), для определения ком-
поненты ),( txu  классического решения задачи (1)-(4), (8), получаем:  
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∑
∞

= 





++
−

=
1 )(

)(
)(

))((),(
k

k
kk

k
k

k

k

Tch
tsh

Tch
tTchtxu ψ

λλ
λ

ϕ
λ

λ  

  ( ).),;(),(1

0

xydauFtG k

T

kk
k 





+ ∫ τττ
λ

                           (15) 

Для того, чтобы получить уравнение для второй компоненты )(ta  
решения { })(),,( tatxu  задачи (1)-(4), (6) подставим выражение (15) в (13): 







+




 −
−−′′= ∑

∞

=

−
k

k

k

k
k Tch

tTchtfththta ϕ
λ

λλ
)(

))((2),0()()()(
1

1  

.sin),;(),(1
)(

)(

0 










++ ∫ kk

T

k
k

k
kk

k dauFtG
Tch

tsh
λτττ

λ
ψ

λλ
λ         (16) 

Таким образом, решение задачи (1)-(4), (6) свелось к решению сис-
темы (15), (16) относительно неизвестных функций ),( txu  и )(ta . 
  Для изучения вопроса единственности решения задачи (1)-(4), (6) 
важную роль играет следующая  

Лемма 3. Если { })(),,( tatxu  - любое решение задачи (1)-(4), (6).  
Тогда функции 

∫=
1

0

)(),()( dxxztxutu kk
    ,...)2,1( =k  

удовлетворяют на ],0[ T  системе (14). 
Из  леммы 3 следует, что имеет место следующее  
Следствие. Пусть система (15), (16) имеет единственное решение. 

Тогда задача (1)-(4), (6) не может иметь более одного решения, т.е. если 
задача (1)-(4), (6) имеет решение, то оно единственно. 

Теперь рассмотрим в пространстве 2
TE  оператор 

{ }),(),,(),( 21 auauau ΦΦ=Φ , 
где 

)(~),(),()(~),(~),( 2
1

1 taauxytutxuau
k

kk =Φ≡=Φ ∑
∞

=

, 

а ,...)2,1()(~ =ktuk
 и )(~ ta  равны, соответственно, правым частям (14) и (16). 

С помощью нетрудных преобразований находим: 

+







+








≤







 ∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

2
1

1

22
1

1

22
2
1

1

2
],0[

2 )(2)(2))(~(
k

kkk
k

kk
k

TCkk tu ψλλϕλλ  

2
1

1

2
],0[

2
],0[

2
1

0 1

2 ))(()(2))((2 







+








+ ∑∫∑

∞

=

∞

= k
TCkkTC

T

k
kkk tutaTdfT λττλλ ,      (17) 
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{ 



+
















+−′′≤ ∑∑

∞

=

∞

=

−− 2
1

1

222
1

1

1
],0[],0[

1
],0[

)(),0()()()(~
k

kk
k

kTCTCTC
tfththta ϕλλ  

                 +







+








+ ∫∑∑

∞

=

∞

=

2
1

0 1

22
1

1

2 ))(()(
T

k
kkk

k
kkk dfT ττλλψλλ  

.))(()( 2
1

1

2
],0[

2
],0[ 
















+ ∑

∞

=k
TCkkTC

tutaT λ              (18) 

Предположим, что данные задачи (1)-(4), (6) удовлетворяют сле-
дующим условиям: 

1. ,0)1(,0)(,0)1(),1,0()(,]1,0[)( 2
)4(3 =′′==∈∈ ϕϕϕϕϕ JLxCx

.0)0(')0()0( =+′′−′′′ ϕϕϕ ab  
2. 2

2( ) [0,1], ( ) (0,1)x C x Lψ ∈ ψ ∈′′′ , ,0)1( =ψ ( ) 0=ψJ  и 0)1( =′′ψ . 
3. ),(),(),(),(),,(),,( 2 TxxxTxxx DLtxfDCtxftxftxf ∈∈ ( ) ( ) 0,0,1 == fJtf и 

)0(0),1( Tttf xx ≤≤= . 

         4. 0)(],,0[)( 2 ≠∈ thTCth  )0( Tt ≤≤ , ( ) ( )xbxq −=
−

1sincos)( 0

1

00 λλλ . 
Тогда, из (17) и (18), с учетом (11) и (12), получаем: 

3
,2

3
,2

),()(2)(),(~
],0[1

TT BTCB
txutaTTAtxu +≤ ,                                (19) 

3
,2

),()()()()(~
],0[21],0[ TBTCTC

txutaTTBTBta +≤ ,                              (20) 

где 
            (

2

(4)
1 4 2 3(0,1)
( ) 2 2 ( ) 4 (0) 2 (0) (0)

L
A T M x m m m= ϕ + ϕ + ψ + ψ +′′′ ′ ′′  

) [ ] [ ] ( )
,),(2),0(),0(2)(2

22 ,03,02)1,0( 




 +++′′′+

TDL
txfMtfmtfmTxM xxxTCxxTCxL

ψ  

( )
2

1
2

1 1 (4)
1 4[0, ][0, ] (0,1)

1

( ) ( ) ( ) 0, 2 ( ) 2 (0)kC TC T L
k

B T h t h t f t M x m
∞

− −

=


  = − + λ ϕ + ϕ +′′ ′′′    
∑  

22 3 (0,1)(0) (0) 2 ( ) Lm m M x+ ψ + ψ + ψ +′ ′′ ′′′  

[ ] [ ] ( ) 








 +++

TDL
txfMtfmtfmT xxxTCxxTCx

2
),(2),0(),0(

,03,02 , 

2
1

1

1

],0[

1
2 )(4)( 








= ∑

∞

=

−−

k
kTC

thTB λ . 

Из неравенств (19), (20) заключаем: 
3

,2
3

,2
),()()()()(~),(~

],0[],0[ TT BTCTCB
txutaTTBTAtatxu +≤+ ,             (21) 

где 
)(2)(),()()( 211 TBTBTBTATA +=+= .   

Итак, можно доказать следующую теорему: 
Теорема 1. Пусть выполнены условия1-4 и 
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1)()2)(( 2 <+ TTBTA .                                                 (22) 
 Тогда задача (1)-(4), (6) в шаре )2)(( 2 +=≤= TARzKK

TER  простран-

ства 2
TE  имеет единственное решение. 

Доказательство. В пространстве 2
TE  рассмотрим уравнение 

zz Φ= ,                                                             (23) 
где { }auz ,= , компоненты )2,1(),( =Φ iaui , оператора ),( auΦ , определе-
ны правыми частями уравнений (15) и (16). 

Рассмотрим оператор ),( auΦ  в шаре RKK =  из 2
TE . Аналогично 

(21) получаем, что для любых RKzzz ∈21,,  справедливы оценки: 
2
,2

2 ),()()()(
],0[ TT BTCE

txutaTTBTAz +≤Φ ,                                      (24) 

3 2
2,

1 2 1 2 1 2[0, ]
( ) ( ( ) ( ) ( , ) ( , ) )

T TE C T B
z z B T TR a t a t u x t u x t− ≤ − + −Φ Φ .                 (25) 

Тогда из оценок (24 и (25), с учётом (22), следует, что оператор Φ  дейст-
вует в шаре 

RKK =  и является сжимающим. Поэтому в шаре RKK =  опера-
тор Φ  имеет единственную неподвижную точку { }au, , которая является 
решением уравнения (23), т.е. { }au,  является в шаре RKK =  единственным 
решением системы (15), (16). 

Функция ),( txu , как элемент пространства 2
,2 TB , непрерывна и име-

ет непрерывные производные ),(,),( txutxu xxx  и ),( txuxxx  в TD . 
Нетрудно видеть, что ),( txutt  непрерывна в TD . 
Легко проверить, что уравнение (1) и условия (2)-(4) и (6) удовле-

творяются в обычном смысле. 
Следовательно, { })(),,( tatxu  является решением задачи (1)-(4), (6), 

причём, в силу леммы 3, оно единственное. Теорема доказана. 
С помощью леммы 1 доказывается следующая 
Теорема 2. Пусть выполняются все условия теоремы 1,  

1)2)((
2
1 2 <+ TTA  

и выполнены условия согласования )()(),0()( 00 Thxhx ′== ψϕ  
)()(),0()( 00 Thxhx ′== ψϕ . 

Тогда задача (1)-(5) имеет в шаре 2( ( ) 2)
TR EK K z A T= ≤ +  из 2

TE  един-

ственное классическое решение. 
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İKİNCİ TƏRTİB ELLİPTİK TƏNLİK ÜÇÜN KLASSİK OLMAYAN  

SƏRHƏD ŞƏRTLİ TƏRS SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 
 

Y.T.MEHRƏLİYEV 
 

XÜLASƏ 
 

 İşdə ikitərtibli elliptik tənlik üçün klassik olmayan sərhəd şərtli tərs sərhəd məsələsi 
tədqiq olunur. Bunun üçün əvvəlcə qoyulmuş məsələ ekvivalent məsələyə gətirilir və bu mə-
sələnin varlığı və yeganəliyi isbat edilir. Sonra isə ekvivalentlikdən istifadə edərək qoyulmuş 
məsələnin varlığı və yeganəliyi göstərilir. 
 

Açar sözlər: tərs sərhəd məsələsi, elliptik tənlik, Furye üsulu, klassik həll. 
 

AN INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE SECOND ORDER  
ELLIPTIC EQUATIONS WITH NON-CLASSIC BOUNDARY CONDITIONS 

 
Ya.T.MEHRALIYEV 

 
SUMMARY 

 
       In the paper an inverse value problem for the elliptic equations of the second order with 
non-classic boundary conditions is investigated. First, the stated problem is reduced to the 
equivalent problem, for which the theorem of existence and uniqueness of solutions is proved. 
Further, using these facts the existence and uniqueness of classical solution of the given 
problem is proved. 
 
 Key words: Inverse value problem, elliptic equation, Fourier’s method, classical solution. 
 

Поступила в редакцию: 05.12.2012 г. 
Подписано к печати: 12.12.2012 г. 


