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градиента, расписан алгоритм метода условного градиента. 
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В последние годы интенсивно исследуются дифференциальные 
уравнения с нелокальными краевыми условиями. Заметим, что нелокаль-
ными задачами принято называть такие задачи, в которых вместо клас-
сических краевых условий для дифференциальных уравнений в частных 
производных задана определенная связь значений искомой функции на 
границе области и внутри нее. Часто роль таких соотношений выполняют 
условия, содержащие интегралы от искомого решения.  

В книгах [1,2] рассмотрены многочисленные примеры из биологии, 
социологии, сельского хозяйства, математические модели описываются 
гиперболическими уравнениями с нелокальными условиями. В работе [3] 
рассмотрена  линейная гиперболическая система с интегральными и мно-
готочечными краевыми условиями и доказаны необходимые и достаточ-
ные условия разрешимости краевых задач, а также приведены конкрет-
ные процессы, математические модели которых описываются именно 
такими задачами. В работе [5] рассмотрено одномерное нелинейное ги-
перболическое дифференциальное уравнение с интегральными условия-
ми. Краевые условия заданы на характеристиках уравнения. Доказано 
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существование и единственности классического решения рассмотренной 
задачи. В работах [6-11] рассмотрены линейные и квазилинейные гипер-
болические уравнения с интегральными условиями и доказаны теоремы о 
существовании и единственности классических решений. Таким образом, 
из выше отмеченного следует, что потребность в гиперболических урав-
нениях с нелокальными краевыми условиями возникает в различных об-
ластях науки, техники и экономики. Поэтому возникает вопрос об опти-
мальном управлении такими процессами.  

Задачи оптимального управления с различными нелокальными ус-
ловиями изучены сравнительно мало. Различные задачи оптимального 
управления для гиперболических систем с различными нелокальными 
условиями рассмотрены в работах [15-19]. 
     В данной работе рассмотрена нелинейная система гиперболических 
уравнений на ограниченном прямоугольнике. Граничные условия заданы 
на характеристиках гиперболической системы с помощью обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Для однозначной разрешимости диффе-
ренциальных уравнений на одной из характеристик заданы интегральные 
условия. Управляющие параметры входят в правую часть гиперболиче-
ской системы и в граничные условия. Вычислена формула градиента 
функционала и на основе градиента функционала получены необходи-
мые условия оптимальности и расписан алгоритм численного решения. 

Постановка задачи. Пусть некоторый управляемый объект описы-
вается системой гиперболических уравнений 
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обобщенные производные функции ( )s,tyy =  по Соболеву; ( ),,..,, 21 nffff =  
( ),,..,, 21 nϕϕϕϕ =  ( )nψψψψ ,..,, 21=  - заданные вектор функции; ( )tn – nn× -

мерная матрица-функция, nRc∈ - заданный постоянный вектор. 
Предполагается, что управления ( ) ( ) ( ) ( )( )stvstustww ω,,,, ==  выбирают 

из множества 
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,VUW Ω××=                                                                    (5) 
где ( ),2 QLU r⊆  [ ]( ),,02 TLV m⊆  [ ]( ).,02 lLq⊆Ω  

Здесь использованы следующие обозначения: nR – n -мерное евклидово 
пространство, ( )ALr

2 – пространство r – мерных вектор функций, измери-
мых и квадратично-суммируемых по Лебегу на множестве .A  
          Определение. Под решением задачи (1)-(4), соответствующему 
управлению ,Ww∈ понимается вектор-функция ( )wstyy ;,= ( )QH n,1

2∈ , 

обладающая обобщенной производной по Соболеву ( ) ( )QL
st

sty n
2

2 ,
∈

∂∂
∂  и удов-

летворяющая дифференциальному уравнению (1) и условиям (2), (3) поч-
ти всюду, а условию (4) в классическом смысле.  
 Здесь ( )QH n,1

2 - пространство Соболева n - мерных  вектор-функций 
(в дальнейшем будем опускать значки, указывающие размерность век-
тор-функций), квадратично-суммируемых по Лебегу на Q  вместе со 
своими первыми обобщенными производными, т. е. ( ) ( ) ( ) ( ).,,,,, 2 QL

s
sty

t
stysty ∈

∂
∂

∂
∂  

Отметим, что из данного определения решение начально-краевой задачи 
(1)-(4) следует, что данное обобщенное решение также принадлежит 
пространству ( )nC Q . (Через ( )QC n  обозначено пространство n - мерных 
вектор-функций  непрерывных на прямоугольнике Q  ). 

   Задача оптимального управления ставится следующим образом: 
среди управлений ( ) Ws,tww ∈=  требуется найти такое, чтобы минимизи-
ровать функционал  
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где ( )u,q,p,y,s,tF  и ( )yΦ скалярные функции; ( ),, ii st ki ,1= - произвольный 
набор точек из прямоугольника Q ; k – фиксированное натуральное число. 
          Условие (4) оправдывается тем, что при моделировании конкретно-
го процесса невозможно измерять некоторые характеристики (состояния) 
в характерной точке, а известно некоторое среднее (интегральное) значе-
ние характеристики [5]. 
          Сделаем следующие предположения относительно заданных функций. 
I).Пусть функции ( )uqpystf ,,,,,  и ( )uqpystF ,,,,,  для почти всех 
( ) Qst ∈,  непрерывны по переменным ( ) ,,,, 3 rn RRuqpy ×∈ а при каждом 
фиксированном ( ) rn RRuqpy ×∈ 3,,, , измеримы по ( ) Qst ∈, ;  
II).Предполагается, что функция ( )u,q,p,y,s,tf  для почти всех ( ) Qs,t ∈  и для 
любого ( ) rn RRuqpy ×∈ 3,,,  имеет непрерывные производные по ( ) .Rq,p,y n3∈  
При этом имеют место: 
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III).Пусть для функции ( )u,q,p,y,s,tf   имеет место ( ) ( )QLstf 20,0,0,0,, ∈ ; 
IV).Функция ( )u,q,p,y,s,tf  удовлетворяет условию Липшица по перемен-
ным ( ) ,,,, 3nRuqpy ∈  т.е.  

( ) ( )uqpystfuqpystf ,,,,,,,,,, − ),( uuqqppyyk −+−+−+−≤     
для всех ( ) ( ) rn RRuqpyuqpy ×∈ 3,,,,,,, ; 
V).Функция ( )v,y,tϕ  для почти всех [ ]T,0t∈  непрерывна по ( ) mn RRvy ×∈,  и 
измерима по [ ]T,0t∈  при каждом фиксированном ( ) rn RRvy ×∈, ; 
VI).Функция ( )v,y,tϕ  для почти всех [ ]T,0t∈  и для любого ( ) rn RRvy ×∈,  
имеет непрерывные производные по y и при этом  

( ) ( )( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) ( )( ) [ ]( ) [ ]( );,0,0:,0,,

,,0,0:,0,, 2

TLVTCtvty
y

TLVTCtvty
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∂
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ϕ
 

VII). Пусть для функции ( )v,y,tϕ  имеет место ( ) [ ]( );,00,0, 2 TLt ∈ϕ  
VIII).Функция ( )v,y,tϕ  удовлетворяет условию Липшица по переменным 

,),( mn RRvy ×∈ т.е. ( ) ( ) ),(,,,, vvyyLvytvyt −+−≤−ϕϕ  для всех ( )v,y,t  и 
( ) [ ] mn RRTvyt ××∈ ,0,, ; 
IX). Пусть функция  ( )ωψ ,y,s  для почти всех [ ]l,0s∈  непрерывна по 
( ) ;, qn RRy ×∈ω  
X).Функция ( )ωψ ,y,s  для почти всех [ ]l,0s∈  и для любого ( ) qn RRy ×∈ω,  
имеет непрерывные производные по y и при этом  

( ) ( )( ) [ ]( ) [ ]( )

( ) ( )( ) [ ]( ) [ ]( );,0,0:,,0,

,,0,0:,,0, 2

lLlCssy
y
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∞→Ω×⋅
∂
∂

→Ω×⋅

ωψ
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XI). Пусть ( ) [ ]( );,00,0, 2 lLs ∈ψ  
XII).Функция ( )ωψ ,y,s  удовлетворяет условию Липшица по переменным  

,),( qn RRy ×∈ω  т.е. ( ) ( ) ),(,,,, ωωωψωψ −+−≤− yyNysys  для всех ( )ω,, ys  и 
( ) [ ] ;,0,, qn RRlys ××∈ω   
XIII). ( )tn  матрица функция порядка nn×  и ( ) [ ]( ),,0 TLtnij ∞∈  
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n,1j,i = , причем ( ) 1
0

<∫
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XIV). Функция  )(yΦ  для любого nRy∈  имеет непрерывные производные; 
XV). Пусть скалярная функция ( )uqpystF ,,,,,  для почти всех Qst ∈),(  и для 
любого ),,,( uqpy ∈ rn RR ×3 непрерывна по uqpy ,,, ∈ rn RR ×3 , а при фиксиро-
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   Формула приращения функционала. Пусть ( )uvw ,,ω=  и 
( )uuvvww +++=+ ,, ωω  два допустимых управления, т.е. w  и .UVWww ×Ω×=∈+  

Решение задачи (1)-(4), соответствующее этим управлениям обозначим 
через ( ) ( )wstysty ;,, =  и ( ) ( )stysty ,, + = = ( )wwsty +;, .Тогда согласно (6) для 
приращения функционала получается следующая формула: 
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где ( )sty ,  является решением следующей системы: 
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
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∂
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∂
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с начально-краевыми условиями  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),,0,,,0,0,,0, tvtyttvtvtytyt
t
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∂

∂  п. в. [ ]Tt ,0∈ ,                     (9) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),,,0,,,0,0,,0 ssyssssysys
s

sy
ωψωωψ −−+=

∂
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          Для дальнейшего упрощения математических формул введем обо-
значения: 
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           Введем систему уравнений в вариациях: 
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С помощью решений системы вариационных уравнений (12)-(15) 
формулу приращения функционала (7) можно переписать в следующем 
эквивалентном виде: 
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stysty
y

stystysty

dtdsstust
u
F

dtdsst
s
zst

q
Fdtdsst

t
zst

p
F

dtdsstzst
y
Fstzsty

y
wJwwJ

Q

k

i
iiiiiiiiii

Q

QQ

Q

k

i
iiii

,,,
~

,,,
~

,~

,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,

,),,(
~

,),,(
~

,),,(
~

,),,(
~

,,,

1

1
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( ) ( ) +



∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

− dtdsstust
u
Fst

s
yst

q
F ,),,(

~
,),,(

~
                                                         (16) 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +−
∂
∂





+−

∂
Φ∂

+ ∫∫∑
= Q

k

i
iiiiii stzstyst

y
Fstzstysty

y
,,),,(

~
,,,,

1
 

( ) ( ) ( ) ( ) .,,),,(
~

,,),,(
~

dtdsst
s
zst

s
yst

q
Fst

t
zst

t
yst

p
F





∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+  

Равенство (12) умножим скалярно на функцию ( )st,ψ , (13) скалярно ум-
ножим на ( )tµ , (14) умножим скалярно на ( )sη , а (15) умножим на посто-
янный вектор λ  и полученные равенства, соответственно, интегрируем 
на прямоугольнике Q  и отрезках [ ]T,0  и [ ]l,0 , и полученные сложим с (16) 
и введем систему сопряженных уравнений:  

      
( )( )

( ) ( ) ( )( ) ,0~~~

),(
~

,

0

2

0

1

1

=′+
∂
∂

−
∂
∂

−

−
∂
∂

−
∂
Φ∂

∫∫

∫∫∑
=

λTndssH
y

dttH
y

dtdsst
y
Hsty

y
lT

Q

k

i
ii

                                            (17) 

  
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,0~,~

,
~

,

1

0

01

=+

′














+

∂
∂

−
∂
∂

−

−
∂
∂

−
∂
Φ∂

−Ε

∫∫∫

∫ ∫∑
=

tdndH
y

dsstH
p

dsds
y
Hsty

y
tt

T

t

T

t

l

l T

t
ii

k

i
i

µλττττ

ττχ

                      (18) 

( ) ( )( ) ( )∫ ∫∑
∂
∂

−
∂
Φ∂

−Ε
=

T l

s
ii

k

i
i drrt

y
Hsty

y
ss

01
,

~
,χ  

( ) ( ) ( ) ,0~,~ 2

0

=+
∂
∂

−
∂
∂

− ∫∫ sdrrH
y

dtstH
q

l

s

T

η                     (19) 

( ) ( ) ( )( )∑
=

−
∂
Φ∂

−−Ε
k

i
iiii sty

y
sstt

1
,χχ

( ) ( ) ( ) ( ) 0,,~,
~

,
~

=+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

− ∫∫∫ ∫ stdsH
q

drrt
p
Hdrdr

y
H T

t

l

s

T

t

l

s

ψττττ ,                 (20) 

 где        
( )stH ,~ ( ) ( ) ( ),,~,

~
,, stFstfst −= ψ  

( ) ( ) ( ) ,~,~ 1 tttH ϕµ=  ( ) ( ) ( ) .~,~ 2 sssH ψη=  
)(tχ -функция Хевисайда, E - единичная матрица. 

          В результате имеем следующее равенство: 

( ) ( ) ( ) −
∂
∂

−=−+ ∫∫
Q

dtdsstustH
u

wJwwJ ,),,(~  
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( ) ( ) ( ) ( ) RdsssHdttvtH
v

lT

+
∂
∂

−
∂
∂

∫∫
0

2

0

1 ,~,~ ω
ω

 ,                (21) 

где R - остаточная формула приращения функционала, определяется   ра-
венством  

( ) ( )( ) ( )( )−Φ−+Φ



=∑

=
iiiiii

k

i
stystystyR ,,,

1
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫

∑

−





 +

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+



+

+−
∂
Φ∂

+



∂
Φ∂

−
=

Q

k

i
iiiiiiiiii

stustust
s
yst

s
yst

t
yst

t
ystystystF

stzstysty
y

stysty
y

,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,
1  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +
∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+−
∂
∂





+

+



∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

−

∫∫ st
t
zst

t
yst

p
Fstzstyst

y
F

dtdsstust
u
Fst

s
yst

q
F

Q

,,,,
~

,,,,
~

,,,
~

,,,
~

                               (22) 

( ) ( ) ( ) .,,,,
~

dtdsst
s
zst

s
yst

q
F





∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+  

          Градиент в задаче оптимального управления. Введем следую-
щие условия: 
XVI). Пусть функция ( )uqpystf ,,,,,  удовлетворяет условию 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−−++++ ust
u
fqst

q
fpst

p
fyst

y
fstfuuqqppyystf ,,,,,~,,,,,

;2222 




 +++≤ uqpyk  

XVII). Пусть функция  ( )vyt ,,ϕ   удовлетворяет условию 

( ) ( ) ( ) ( ) ≤
∂
∂

−
∂
∂

−−++ vt
v

yt
y

tvvyyt ϕϕϕϕ ~~~,, ( )22 vyL + ; 

XVIII). Пусть функция  ( )ωψ ,, ys  удовлетворяет условию 

( ) ( ) ( ) ( ) ≤
∂
∂

−
∂
∂

−−++ ωωψ
ω

ωψωψωωψ ,,,,,,,, ysyys
y

ysyys  

( )22 ω+≤ yN ; 
XIX). Пусть функция  )(yΦ  удовлетворяет условию  

)()( yyy Φ−+Φ yy
y

),(
∂
Φ∂

− ≤  2yyM − ; 

XX). Пусть функция  ( )uqpystF ,,,,,  удовлетворяет условию  
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≤
∂

∂
−

∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−

−−++++

u
u

stFq
q

stFp
p

stFy
y

stF

stFuuqqppyystF

,),(~
,),(~

,),(~
,),(~

),(~),,,,,(

 

)( 2222 uqpyM +++≤ ,  для всех  
 ( ),,vy  ( ) ,, mn RRvvyy ×∈++  ( ),,ωy  ( ) ,, qn RRyy ×∈++ ωω  
 ( ),,,, uqpy  ( ) .,,, 3 rn RRuuqqppyy ×∈++++  

Для вычисления градиента функционала (6) при ограничениях (1)-
(5) достаточно показать, что остаточная формула функционала (21) имеет 
порядок ( )2wO . Используя условия  I)- XIII) можно доказать, что суще-
ствуют неотрицательные числа  321 ,, σσσ  такие, как 

 
[ ]

( ) ( ) 2
1

,0
0,0,max νσ≤− tzty

T
,                                                         (23)    

[ ]
( ) ( ) ( )22

2
,0

,0,0max ωνσ +≤− szsy
l

,                                         (24)    

( ) ( )
[ ]

( ) ( )( ) +−
∂
∂

+− ∫ dtstzsty
t

vraistzsty
T

lQ
0

,0
,,max,,max     

[ ]
( ) ( )( ) [ ].,,max 222

3
0

,0
ωσ ++≤−

∂
∂

+ ∫ vudsstzsty
s

vrai
l

T
.                 (25) 

Учитывая оценки  (23)-(25) ,а также условия XIV) -XX)  из (22) можно 
получить оценку  

2wCR ≤ , 
где C - некоторая  постоянная, которая не зависит от управляющих пара-
метров. 
          Таким образом, доказана  
         Теорема 1. Пусть выполняются условия I) -XX). Тогда функционал 
(6) при ограничениях (1)-(5) дифференцируем и его градиент имеет вид:  

( ) ( ),(
~

st
u
HwJ
∂
∂

−=′ , ( )t
v

H
∂
∂ 1~

, ) ( ) [ ]( ) [ ]( )lLTLQLsH qmr ,0,0)(
~

222

2
××∈

∂
∂
ω

 . 

         Необходимое условие оптимальности. Имея формулы градиента 
для функционала (6) при ограничениях (1)-(5), можно получить необхо-
димые условия оптимальности для задачи оптимального управления  (1)-
(6). 
        Теорема 2. Пусть ( ) ( ) ( )( ) Wstvstuw ∈= **** ,,, ω  оптимальное управление в 
задаче (1)-(6).Тогда имеет место неравенство 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )∫

∫∫

+
∂
∂

+

+







∂
∂

∂
∂

∂
∂

∗

∗

T

Q

dttvtvwtwtyt
v
H

dtdsstustuwstwst
s
ywst

t
ywstyst

u
H

0
**

1

****

,,;,;0,,

,,,,;,,;,,;,,;,,,

µ

ψ
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ,0,,;,;,0,
0

**

2

∫ ≤
∂
∂

+ ∗

l

dssswswsysH
ωωη

ω
 

 где ( )*;, wsty  решение краевой задачи (1)-(6) при 
( ) ,,, **** Ω××=∈= VUWvuw ω а тройка ( ) ( ) ( )( )*** ;,;,;, wswtwst ηµψ  решение со-

пряженной системы (17)-(20), соответствующей управлению 
( ) .,, **** Wvuw ∈= ω   Если Ww int∈∗ , то  последнее неравенство эквива-

лентно  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,;,,;,,;,,;,,, **** =







∂
∂

∂
∂

∂
∂

∗ stuwstwst
s
ywst

t
ywstyst

u
H ψ , 

( ) ( ) ( )( ) 0,;,;0,, **
1

=
∂
∂

∗ tvwtwtyt
v
H µ , 

( ) ( ) ( )( ) 0,;,;,0, **

2
=

∂
∂

∗ swswsysH ωη
ω

. 

 Доказательство проводится с помощью схемы из [19, 524]. 
 Численный алгоритм метода условного градиента для задачи 
оптимального управления (1)-(5). Имея формулу градиента в задачах 
оптимального управления можно расписать различные численные алго-
ритмы для приближенного решения их решения. Так как в задачах опти-
мального управления обычно множество допустимых управлений при-
нимает значения из ограниченного множество, то метод условного гра-
диента является наиболее приемлемым методом для численного решения 
таких задач. К настоящему времени существуют многочисленные алго-
ритмы метода условного градиента для приближенные решения класси-
ческих начально-краевых задач [19, 20]. Однако, при изучении задачи 
оптимального управления с нелокальными краевыми условиями возни-
кает некоторые трудности. Например, требуется разработать численный 
алгоритм для исходной и сопряженной системы. Один из таких методов 
разработан в [21] и приведены численные эксперименты. Применяется 
метод расщепления, который заменяет граничную задачу в интегральном 
виде двумя задачами Коши. Первоначально метод расщепления появлял-
ся как итеративный метод для нелинейных граничных задач. Для линей-
ной задачи этот метод оказывается точным. Переходим к описанию алго-
ритма. 
 Шаг 0. Выберем произвольное управление ( ) Wstww ∈= ,00  и по-
ложим 0=k . 
 Шаг 1. По заданным управлению ( ) Wstww kk ∈= ,  решаем исход-
ную и сопряженную систему и определяем ( )styy kk ,=  и ( )stkk ,ψψ =  
задачи типа (1)-(4) и (17)-(20). Решаем вспомогательную задачу 
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( ) ( ) kk

Ww

kkk wwwJwwwJ −′=−′
∈

,, max . 

Если при некотором k  оказалось kk ww = , то процесс прекращают, т.е. 
( ) 0, ≥−′ kk wwwJ  при всех Ww∈ . В противном случае переходим на 

следующий шаг. 
 Шаг 2. Задаем 

( )kkkkk wwww −+=+ α1 ,   10 ≤≤ kα . 
Здесь шаг kα может выбирается из условия 

( )
[ ]

( )( )kkkk
k wwwJwJ −+=

∈
α

αα min
1,0

. 

Вычисляем k
k

k ww
α

=+1 , полагаем 1+= kk  и переходим на шаг 1. 
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İNTEQRAL SƏRHƏD ŞƏRTLİ QURSA-DARBU SİSTEMLƏRİNİN OPTİMAL 

İDARƏEDİLMƏSİ MƏSƏLƏSİNİN ƏDƏDİ HƏLL ALQORİTMİ 
 

M.F.MEHDİYEV, Ə.R.SƏFƏRİ, Y.Ə.ŞƏRİFOV 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə inteqral sərhəd şərtli Qursa-Darbu sistemlərinin optimal idarəedilməsi məsələsinə 
baxılmışdır. Funksionalın artımı əsasında onun qradienti üçün aşkar formula tapılmışdır və bu 
formula əsasında şərti qradient üsulunun alqoritmi verilmişdir. 

 
Açar sözlər: Qursa-Darbu sistemləri, inteqral sərhəd şərtləri, optimal idarəetmə, 

funksionalın qradienti. 
 

ALGORITHM TO THE NUMERICAL SOLUTION OF THE OPTIMAL CONTROL 
PROBLEM FOR GOURSAT-DARBOUX SYSTEM WITH INTEGRAL BOUNDARY 

CONDITIONS   
 

M.F.MEHDIYEV, A.R.SAFARI, Y.A.SHARIFOV 
 

SUMMARY 
 

The paper studies optimal control problems for the Goursat-Darboux systems with 
integral boundary conditions. An explicit formula is obtained for the gradient of the function-
al, using its increment. An algorithm is developed similarly to the conditional method on the 
base of this formula. 

 
Key words: Goursat-Darboux systems, integral boundary conditions, optimal control, 

gradient of functional.  
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