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На кафедре вычислительной математики БГУ исследованием дифференциаль-

ных уравнений занимались многие ученики проф. Я.Д.Мамедова. Ими построены разные 
методы для решения дифференциальных уравнений как для обыкновенных, так и для 
уравнений в частных производных. 

В данной работе рассматривается численное решение задачи Коши для обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Найдена связь между некоторыми известными 
численными методами. Дан способ для построения гибридных методов с высокой точ-
ностью. А также построен конкретный гибридный метод со степенью 4≤p , исполь-
зующий две узловые точки и устойчивые методы со степенью 8≤p , использующие три 
узловые точки, в то время как соответствующие известные методы имеют сте-
пень 2≤p  и 4≤p .  

 
Ключевые слова: гибридные методы, двухшаговые методы Рунге-Кутты, на-

чальная задача, степень и устойчивость. 
 
Рассмотрим следующую классическую задачу: 

.,)(),,( 000 Xxxyxyyxfy ≤≤==′     (1)  
Предполагаем, что задача (1) имеет единственное непрерывное 

решение, определенное на отрезке [ ]Xx ,0 . Цель данной работы заключа-
ется в построении численного метода с высокой точностью для решения 
задачи (1). В связи с этим отрезок [ ]Xx ,0

 с помощью постоянного шага 
0>h  разбиваем на N равных частей и точки разбиений определяем в ви-

де: ihxxi += 0 , )...,,1,0( Ni = . Обозначим через iy  - приближенное, а через )( ixy - 
точное значение решения задачи (1) в точках )...,,2,1,0( Nixi = .  

Как известно, решением дифференциальных уравнений занима-
лись многие учёные, начиная с Ньютона. Однако, как было отмечено в 
                                                 

1 Данная работа выполнена при финансовой поддержке Фонда Развития Науки при Президен-
те Азербайджанской Республики № EIF-2011-1(3)-82/27/1 
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[1, 295], прямой численный метод для решения задачи (1) построен Эй-
лером, который сохранял популярность до настоящего времени. Метод 
Эйлера развивался в двух направлениях, в результате чего построены 
одно и многошаговые методы, известными представителями которых 
являются методы Рунге-Кутты и Адамса (см. [1, 293]). Очевидно, что 
каждый из этих методов имеет некоторые преимущества и недостатки. 
Поэтому учёные из разных стран построили методы, которые обладали 
некоторыми улучшенными свойствами этих методов. Таким образом, в 
научной литературе появились новые понятия, как неявные и двухшаго-
вые методы Рунге-Кутты, многошаговые методы с переменными коэф-
фициентами, многошаговые методы с постоянными коэффициентами, 
гибридные методы и т.д.  

К началу ХХ века образовался арсенал численных методов для 
решения задачи (1), который можно разделить на два класса: одно и 
многошаговые методы.  

Учёные в 40-ые годы ХХ века пришли к такому мнению, что дать 
преимущество какому-нибудь методу из этих классов невозможно, по-
скольку каждый из этих методов имеет некоторые преимущества и не-
достатки. Обычно методы сравнивали по их точности и устойчивости 
(см. напр.[2]). Очевидно, что до построения методов Адамса и Рунге-
Кутты, существовал только один явный метод Эйлера. Однако, после 
публикаций методов Адамса и Рунге-Кутты, количество методов увели-
чивалось, поэтому для их сравнения использовали критерий точности и 
область устойчивости (см. напр. [3]). Последнее время при сравнении 
методов учитывают некоторые свойства, таких как возрастания и убы-
вания решений исходной задачи. В результате таких сравнений появи-
лись разные модификации понятия устойчивости (см. [4]-[7]). Отметим, 
что построение методов, обладающих свойствами решений задачи (1), 
является одним из развивающихся направлений в теории численных ме-
тодов. Однако эти исследования носят частный характер. Например, при 
определении области устойчивости метода, используется модельная за-
дача (см. напр. [4]-[6]). Поэтому построение устойчивых методов с вы-
сокой точностью, является одним из основных вопросов современной 
вычислительной математики. Как отмечено в [1, 293], метод Адамса яв-
ляется развитием метода Рунге-Кутты, обобщение которого можно на-
писать в виде: 
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Этот метод основательно исследован Дальквистом (см. [4]) и по-
лучил популярность с помощью работы Хенричи (см. [8]). Отметим, что 
сходимость метода (2) исследована в работе [9] (см. также [10]), связь 
между степенью и порядком для устойчивых методов установлена в [4] 
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и доказано, что если метод (2) устойчив, то [ ] 222 +≤ kp , что обычно 
называют первым барьером Дальквиста (см. напр. [7, 345]). Отметим, 
что понятие устойчивости и степени метода (2) определяется также как 
в работе [4], а именно:  

Определение 1. Говорят, что метод (2) устойчив, если корни ха-
рактеристического многочлена  

 01
1

1 ...)( αλαλαλαλρ ++++= −
−

k
k

k
k   

лежат внутри единичного круга, на границе которого нет кратных корней. 
Определение 2. Для достаточно гладкой функции )(xy  целознач-

ная величина 0>p  является степенью метода (2), если имеет место сле-
дующее  

( ) ,0),()()( 1

0
→=+′−+ +

=
∑ hhOihxyhihxy p

k

i
ii βα    (3) 

здесь nhxx += 0 - фиксированная точка.  
Для построения устойчивого метода со степенью [ ] 222 +> kp , 

учёные предлагали разные способы. В работах [11], [12] предложен 
многошаговый метод со второй производной. А в работах [13], [14] 
предложен многошаговый метод с переменными коэффициентами. В 
работе [15] доказано, что существуют устойчивые методы с забеганием 
вперёд со степенью [ ] 222 +> kp . Тем самым доказано преимущество 
методов с забеганием вперёд, получившиеся из формулы (2) при 0=kα  
и 0≠kβ . Методы с забеганием вперёд в общей форме могут быть запи-
саны в виде: 
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Подобные методы для решения задачи (1) предложены Коуэллом 
(см. напр. [16]). Методы типа (4) построены Лапласом, Стекловым (см. 
[17]). Однако точность всех этих методов удовлетворяет вышеуказан-
ному ограничению Дальквиста. Отметим, что один из основных недос-
татков методов типа (4) заключался в том, что при их использовании 
возникает необходимость использования информации о решениях зада-
чи (1) в последующих точках. Действительно, если из (4) определим 
значения величины mkny −+ , то мы должны знать значения величин 

knmkn yy ++−+ ,...,1 . Для устранения указанного недостатка, в работе [18] по-
строен специальный метод прогноза-коррекции. А также доказано, что ес-
ли метод (4) устойчив, то существует метод со степенью 1++= mkp , для 
некоторых значений k  и m  (см. напр. [19]). Например, при 1=m  существу-
ет устойчивый метод типа (4) со степенью 2+= kp  для 3≥k .  
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В средине ХХ века учёные для решения задачи (1) предлагали ис-
пользовать гибридные методы, учитывая, что эти методы обладают 
улучшенными свойствами методов Рунге-Кутты и Адамса (см. напр. 
[20]), поскольку они находятся на стыке этих методов. Гибридные мето-
ды типа Рунге-Кутты впервые построены в работе [21], а типа Адамса - 
в работах [22] и [23]. Здесь рассматриваем некоторые обобщения гиб-
ридных методов, которые в одном варианте имеют следующий вид: 

( )....,,2,1,0;1
000

kifhfhy iin

k

i
iin

k

i
iin

k

i
i i

=<+= ++
=

+
=

+
=

∑∑∑ νγβα ν   (5) 

Легко заметить, что из (5) при ( )kii ...,,2,1,00 ==ν  можно получить ме-
тод (4). Однако, из метода (4) с помощью подбора величин ( )kiii ...,,2,1,0, =βα  
получить метод (5) невозможно. Учитывая, что метод (5) является более 
общим, чем метод (4), рассмотрим исследовании метода (5).  

 
Построение гибридных методов  

Гибридный метод при )...,,2,1,0(0 kii ==γ  исследован в [24]. 
Обычно при исследовании многошаговых методов определяют некото-
рые естественные ограничения, налагаемые на их коэффициенты. Мож-
но доказать, что если метод (5) является сходящийся, то его коэффици-
енты удовлетворяют следующим условиям: 
А. Величины ),...,1,0(,,, kiiiii =νγβα  - некоторые действительные числа, 
причем .0≠kα  
В. Многочлены  
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iνγ λ γ λ +
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≡ ∑  

не имеют общих множителей. 
С. Имеет место: 0)1()1( ≠+ γσ  и .1≥p  

Учитывая, что свойства методов определяются по их коэффициен-
там, рассмотрим нахождение коэффициентов метода (5) в предположе-
нии, что он имеет степень p . С этой целью используем метод неопреде-
ленных коэффициентов, опирающийся на формулы Тейлора, который 
при применении функций )( ihxy +  и )( hlxy i+′  имеет следующий вид: 
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Поскольку метод (5) имеет степень p , то его можно переписать в 
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следующем виде: 

( ) .0,)()()()(
0

1 →=+′−+′−+∑
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+ hhOhlxyhihxyhihxy
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p
iiii γβα  (8) 

Учитывая тейлоровское разложение функций )( ihxy + , )( ihxy +′  и 
))(( hixy iν++′  в полученном асимптотическом равенстве (8), имеем:  
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Если в полученном равенстве учтём асимптотическое соотношение (8), 
то имеем: 
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Нетрудно заметить, что из вышесказанных следует следующая лемма. 
Лемма. Пусть функция )(xy достаточно гладкая. Тогда выполне-

ние условий (10) является необходимым и достаточным условием для 
того, чтобы метод (5) имел степень p . Известно, что любое необходи-
мое и достаточное условие можно принять в качестве определения для 
соответствующего понятия. Следовательно степень метода (5) можно 
определить в следующем виде. 

Определение 3. Для достаточно гладкой функции )(xy  целознач-
ная переменная 0>p  является степенью метода (5), если коэффициен-
ты метода (5) удовлетворяют условиям (10). 

Таким образом, для определения величины ( )kiiiii ...,,2,1,0,,, =νγβα  
получили систему уравнений (10), которая является однородной систе-
мой нелинейных алгебраических уравнений. Очевидно, что найти точ-
ное решение системы (10) непросто. Поэтому исследовали решение (10) 
для некоторых частных случаев. Отметим, что в этой системе количест-
во уравнений равно 1+p , а количество неизвестных равно 44 +k  и сис-
тема (10) всегда имеет тривиальное решение. Однако тривиальное ре-
шение не представляет интерес, поскольку в этом случае из формулы (5) 
получить какие-нибудь методы невозможно. Поэтому исследуем нетри-
виальное решение системы (10). Легко заметить, что если 441 +<+ kp , 
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то система (10) будет иметь нетривиальное решение. Отсюда следует, 
что между порядком и степенью метода (5) имеется следующая связь: 

.24 +≤ kp       (11) 
Отметим, что полученное неравенство является ограничением для 

степени метода (5), поскольку порядок k считается известным. Однако, 
оценка (11) имеет место для всех методов типа (5). Но, если предполо-
жим, что метод типа (5) устойчив, то оценка (11) может не выполняться, 
поскольку устойчивость метода налагает некоторые дополнительные 
условия на коэффициенты ( )kii ...,,2,1,0=α , которые ограничивают 
множество этих величин. Естественно, что такое ограничение уменьша-
ет точность метода. Можно доказать, что существуют устойчивые мето-
ды типа (5) со степенью  

.33 += kp       (12)  
Отметим, что полученную оценку (12) можно уточнить. Здесь при 

1=k  и 2=k  построен метод типа (5). При 2=k  и 0012 === βββ  из 
системы (10) имеем: 
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В случае 1=k , решая систему (10) и учитывая полученное реше-
ние в (5), находим следующий метод:  

.12)(512)( 105211052111 ++−+++ ++++= nnnnnn ffhffhyy     (14)  

А в случае 0,1,1 012 =−== ααα , решая систему (13), получим: 

.101523,23,101523

,185,188,185

012

212

−==+=

===

γγγ

βββ
         (15) 

С учётом решения (15) в формуле (5) имеем: 
.18)85( 1052323105231 −+++++ ′+′+′+= nnnnn yyyhyy       (16)  

Как было отмечено выше, для увеличения точности многошагово-
го метода, можно использовать метод со второй производной, исследо-
ванию которого посвящен следующий параграф.  
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Построение гибридных методов с второй производной  
Отметим, что обычный k -шаговый метод со второй производной 

записывается в следующем виде: 
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здесь  
 ).,(),(),(),(),...,,2,1,0(),( yxfyxfyxfyxgmyxgg yxmmm ′+′===  

Метод (17) можно применить к решению задачи (1), а также к ре-
шению следующей задачи: 

.,)(,)(),,,( 00000 XxxyxyyxyyyxFy ≤≤′=′=′=′′       (18) 
Поэтому метод (17) перепишем в следующем виде как конечно-

разностный метод 
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Отсюда следует, что метод (19) легко можно адаптировать к реше-
нию задачи (1) и (18). 

Известно, что если метод (17) устойчив, то степень его удовлетво-
ряет следующим условиям (см. напр. [25])  

.22 +≤ kp       (20) 
Если сравним оценки (12) и (20), то получаем, что гибридные ме-

тоды являются более точными, чем методы типа (17). 
Применение гибридных методов к решению задачи (18) предложе-

но в работе [26] и развивалось в работе [27]. Гибридные методы со вто-
рой производной можно построить в разных вариантах.  

Вывод. Здесь, в хронологической форме сравнили некоторые из-
вестные методы, определили причины построения некоторых методов, а 
также предложили направления для построения методов с высокой точ-
ностью. Построенные конкретные методы применены к решению неко-
торых модельных задач, результаты которых согласуются с теоретиче-
скими выводами. Для использования некоторых конкретных методов 
построен алгоритм. Здесь не решены все вопросы, связанные с построе-
нием и применением гибридных методов в целом, что можно считать 
естественным. Далее показан приоритет исследований гибридных мето-
дов, их преимущества и недостатки. Подытоживая вышесказанное мож-
но утверждать, что исследование гибридных методов является одним из 
приоритетных направлений в теории и применении численных методов.  
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ADİ DİFERENSİAL TƏNLİKLƏRİN ƏDƏDİ HƏLLİNİN TƏDQİQİ 
 

Г.Й.МЕЩДИЙЕВА, В.Р.ИБРАЩИМОВ, M.N.İMANOVA  
 

XÜLASƏ 
 

ADU-nun hesablama riyaziyyatı kafedrasında diferensial tənliklərin tədqiqi ilə prof. 
Y.C.Məmmədovun tələbələri məşğul olmuşlar. Onlar tərəfindən adi və xüsusi törəməli di-
ferensial tənliklərin həlli üçün müxtəlif üsullar qurulmuşdur. 

Təqdim olunan işdə adi diferensial tənliklər üçün Koşi məsələsinin ədədi həllinin 
tədqiqinə baxılmışdır. Bəzi məlum ədədi üsullar arasındakı əlaqədən istifadə edərək, yüksək 
tərtibli hibrid üsulların qurulması üçün bir sxem təklif olunmuşdur. İki düyün nöqtəsindən 
istifadə etməklə dəqiqliyi 4≤p  və üç düyün nöqtəsindən istifadə etməklə dəqiqliyi 8≤p  olan 
dayanıqlı hibrid üsullar qurulmuşdur. Qeyd edək ki, məlum uyğun üsulların dəqiqliyi 2≤p  
və 4≤p şərtlərini ödəyirlər. 

 
Açar sözlər: hibrid üsulları, ikiaddımlı Runge-Kutta üsulu, Koşi məsələsi, üsulun 

dərəcəsi və dayanıqlığı. 
 

ON THE INVESTIGATION OF NUMERICAL SOLUTION  
OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 
G.Y.MEHDIYEVA, V.R.IBRAHIMOV, M.N.IMANOVA  

 
SUMMARY 

 
Students of the Department of Computational Mathematics of BSU have investigated  

differential equations under Y.D.Mammadov’s supervision. They have constructed different 
methods for solving, both ordinary and partial differential equations. 

The paper considers the solution of the initial value problem for ordinary differential 
equations. The connection between some of the known numerical methods is determined and  
a way to the constructed hybrid methods with high accuracy is offered. A concrete hybrid me-
thod with the degree 4≤p , using two mesh points, and the degree 8≤p  using three mesh 
points, while the corresponding well-known methods have the degree 2≤p  and 4≤p  are 
constructed.  

 
Key words: hybrid methods, two step Runge-Kutta method, the initial value problem, 

order of accuracy and stability. 
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