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В работе получены достаточные условия о регулярной разрешимости опера-
торно-дифференциальных уравнений четвертого порядка эллиптического типа в ча-
стных производных, зависящих от двух переменных, главная часть которого содер-
жит нормальный оператор. Эти условия выражены свойствами коэффициента опе-
раторно-дифференциального уравнения. При этом получены оценки норм промежуточ-
ных производных в абстрактных пространствах типа Соболева через главную часть 
операторно-дифференциального уравнения.  
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странство, вектор-функция, самосопряженный оператор, промежуточные производные, 
регулярное решение, обратный оператор. 

 
Пусть H – сепарабельное гильбертово пространство, C -положи-

тельно определенный самосопряженный оператор. Пусть RRR ×=2  и 
( )HRL ;2

2  есть гильбертово пространство вектор-функций ),( yxf , опре-
деленные почти всюду в 2R , со значениями в Н, измеримые и квадра-
тично интегрируемые, для которых 

( ) ( ) ∞<

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
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= ∫

2
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2
;

2

2
2

,
R

HRL dxdyyxff .  

Введем линейное множество ( )4
2 ;HRD - бесконечно дифференци-

руемых в H  вектор-функции ),( yxu , со значениями ( )4
4 CDH =  

( ) ( )( )yCxCyx H
44 ,,

4
= , имеющие компактные носители в 2R . В линей-

ном множестве ( )4
2;HRD  определим норму  
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Пополнению линеала ( )4
2 ;HRD  по норме ( )HRWu ;24

2
 обозначим че-

рез );( 24
2 HRW . 
Рассмотрим в пространстве H  операторно-дифференциальное 

уравнение 
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, ( ) 2, Ryx ∈  ,  (1) 

где ),( yxf , ),( yxu  вектор-функции со значениями в H , а операторные 
коэффициенты удовлетворяют условиям: 

1) A - нормальный обратимый оператор, спектр которого содержит-
ся в угловом секторе 









<≤≤=
4

0,: πεελλε arqS  

2) Операторы jkjk AB ,, =  ( ) 4−+ jkA  )4,4,0,( ≤+= jkjk  ограничены в 
H . 

Отметим, что при выполнение условия 1) оператор A  представим в 
виде CA = , где C - положительно определенный самосопряженный 
оператор в H , а C -унитарный оператор в H .  

Определение 1. Если при ( ) ( )HRLyxf ;, 2
2∈  существует вектор-

функция ( )HRWyxu ;),( 24
2∈ , которое удовлетворяет уравнению (1) почти 

всюду в 2R , то ее будем называть регулярным решением уравнения (1). 
Определение 2. Если при любом ( ) ( )HRLyxf ;, 2

2∈  существует ре-
гулярное решение ),( yxu  уравнения (1), которое имеет оценку 

( ) ≤HRWu ;24
2 ( )HRLfconst ;2

2
, 

то уравнение (1) называется регулярно разрешимым.  
В данной работе мы найдем условия на коэффициенты уравнения 

(1), при выполнении которых уравнение (1) является регулярно разре-
шимой. Отметим, что уравнение второго порядка эллиптического типа в 
частных производных исследована в работах ]5,3,2,1[ . Когда A - самосо-
пряженный оператор, условия регулярной разрешимости для уравнения 
(1) получены в работах ]6,4[ . 
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Обозначим через 
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Имеет место. 

Теорема 1. Пусть выполняется условие 1). Тогда оператор 0P  изо-
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Доказательство: Пусть ( )ηξ ,f̂  преобразование Фурье вектор-
функции ( ) ( )HRLyxf ;, 2
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удовлетворяет уравнению ),(4
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2R . Покажем, что ( ) ( )HRWyxu ;, 24
2∈ . Для этого достаточно доказать не-

равенство (5)-(7). 
Пусть 0=k , 0=j . Тогда по теореме Планшареля находим:  
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Принимая во внимание неравенства (11) и (12) в (10) получаем, что  
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Аналогично доказывается неравенств (2) при 0=k , 0=j ; 4=k , 
0=j . 

Теперь предположим, что 3,2,1=k ; 0=j . Тогда 
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Так как при R∈),( ηξ  

( ) ( )

( ) ( ) ≤




 ++++≤

≤++≤++

−
−

>

−−

∈

−−

2
1

44482444

0

14444

)(

14444

4cos2sup

sup

εµηξµηξξµ

ληξξληξξ

µ

σλ

kk

kk

A

kk AEEA

 

( )
( ) ( )

.
4cos2

sup
2
1

4448244

2444

444

4

0 













+++++

++
++

≤
−

> εµηξµηξ

µηξ
µηξ

ξµ

µ

kk

  (14) 

Очевидно, что 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ≤

++++
−+

+=

=
++++

++++
=

=
++++

++

εµηξµηξ
εµηξ

εµηξµηξ
µηξµηξ

εµηξµηξ
µηξ

4cos2)(
)4cos1(21

4cos2)(
2)(

4cos2)(

8448244

444

8448244

8448244

8448244

2444

 



 84 

( ) εε
ε

εµηξ
εµηξ

2
1

2
21

412
241 2

2

444

2444

coscos
sin

)cos(
sin)(

=+=
++

+
+≤ .   (15)  

Тогда из (14) с учетом (15) получаем  
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С другой стороны, имеем (см [5]): 
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Следовательно, из неравенства (16) и (17) с учетом неравенства (13) 
получается верность неравенство (4). 

Неравенство (5) доказывается аналогично неравенства (3). 
Теперь докажем неравенство (5). В этом случае  
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Неравенство (5) доказано. Докажем неравенство (6). Очевидно, что 
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Следовательно, 
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Таким образом, оценка (2) доказана. Из этих оценок следует, что 
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Лемма доказана. 
Теперь докажем основную теорему. 
Теорема 2. Пусть выполняются условия 1), 2) и неравенство  

( ) ( ) 1
4

40
0

,. <⋅= ∑
≤+≤

=+
jk

jk
jkjk BCq εε  ( )10 <≤ ε , 

где числа )(, εjkC  определены из теоремы 1, равенствами (3)-(6). Тогда 
уравнение (1) регулярно разрешимо. 

 Доказательство. Напишем уравнение (1) в виде: fuPuPPu =+= 10 , 

где ( )HRLf ;2
2∈ , ( )HRWu ;24

2∈ . Тогда после замены ω=uP0  получаем 

уравнение fPP =+ − ωω 1
01  в ( )HRL ;2

2 . Так как при любом ( )HRL ;2
2∈ω  

( ( ) ( )HRLHRWP ;;: 2
2

24
20 →  изоморфный оператор) 
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( )

4
1

1 0 1 ,;; , 0
;0 4

4 4
4

, , , 0 ;
, 0 , 0

;0 4 0 4

, , ( ; )
,

22
22 2

2,

2
2

2
2

2
2

( )

( )

k j

k j k jL R HL R H k j
L R Hk j

k j
k j

k j k j k jk j L R H
k j k j

L R Hk j k j

k j k j L R H
k j

u
PP Pu A

x y

u
B A C B Pu

x y

C B

γ

ω

ε

ε ω

+
−

  
   =    

 ≤ + ≤  

+
− +

 
 = =   

 ≤ + ≤ ≤ + ≤ 

=

∂
= = ≤∑

∂ ∂

∂
≤ ⋅ ≤ ⋅ ⋅ =∑ ∑

∂ ∂

= ⋅ ⋅
4

( ; )
0

0 4

2
2

( ) ,
L R H

k j

q ε ω
≤ + ≤

= ⋅∑

 

 
а 1)( <εq , то ( ) fPPE

11
01

−−+=ω , а ( ) fPPEPu
11

01
1

0
−−− += , отсюда следует, 

что ( ) ( ).;; 2
2

24
2 HRLHRW fconstu ≤  

Теорема доказана. 
В частном случае из теоремы 1 следует 
Следствие 1. Пусть A - самосопряженный оператор и выполняются 

условия теоремы 2 при 0=ε . Тогда уравнение (1) регулярно разрешимо. 
Этот результат получен в работе ]4[ . 
 
Автор благодарит проф. С.С.Мирзоева за обсуждение полученных 
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DÖRD TƏRTİBLİ XÜSUSİ TÖRƏMƏLİ OPERATOR-DİFERENSİAL 
 TƏNLİKLƏRİN BIR SİNFİ ÜÇÜN  HƏLL OLUNMA ŞƏRTLƏRİ 

 
M.F.İSMAYILOVA 

 
XÜLASƏ  

 
İşdə dörd tərtibli elliptik tip iki dəyişəndən asılı xüsusi törəməli baş hissəsi normal 

operator saxlayan operator diferensial tənliyin requlyar həll olunması haqqında kafi şərtlər 
tapılmışdır. Bu şərtlər operator-diferensial tənliyə daxil olan əmsalların xassələri vasitəsilə 
ifadə olunmuşdur. İşdə, həmçinin abstrakt Sobolev tipli fəzalarda aralıq törəmə operatorlarının 
norması tənliyin baş hissəsi ilə qiymətləndirilmişdir.  

 
Açar sözlər: operator diferensial tənlik, hilbert fəzası, vektor-funksiya, aralıq törəmə, 

requlyar həll  
 

 
 

CONDITIONS OF SOLVABILITY OF ONE CLASS FOURTH ORDER OPERATOR 
DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH PARTIAL DERIVATIVES 

 
M.F.ISMAYILOVA  

 
SUMMARY 

 
In the paper sufficient conditions on regular solvability of fourth order elliptic type op-

erator – differential equations with partial derivatives depending on two variables, the main 
part of which contain a normal operator are obtained. These conditions are expressed by the 
coefficient characteristics of operator-differential equations. The estimations of the norms of 
intermediate derivatives in Sobolev type abstract spaces over the main part of operator-
differential equations are obtained. 

 
Key words: operator differential equations, Hylbert space, vector-function, regular so-

lution, partial derivatives 
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