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Рассматривается спектральная задача для обыкновенного дифференциального 
оператора четвертого порядка со спектральным параметром в граничном условии. 
Исследуется вопрос о числе нулей собственных функций этой задачи. 
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Рассмотрим следующую спектральную задачу 

         ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ,0 ,)(=)( lxxyxrxyxqxyxp <<′′−″′′ λ                    (1) 
0,=sin(0))(cos(0) αα ypy ′′−′                                              (2a) 

  0,=sin(0)cos(0) ββ Tyy +                                             (2b) 
0,=sin)()(cos)( γγ lyply ′′+′                                              (2c) 

   ( ) ( ) ( ) 0,=)( lTydclyba +−+ λλ                                             (2d) 
где C∈λ  – спектральный параметр, ,)( yqypTy ′−′′′≡ функций 

)(),( xrxp  строго положительны и непрерывны на ][0,l , )(xp  имеет 
абсолютно непрерывную производную на ][0,l , функция  )(xq  неотри-
цательна и абсолютно непрерывна на ][0,l , ,,βα ,γ −dcba ,,, действи-
тельные постоянные, причем /2,,,0 πγβα ≤≤ 0.= ≠− adbcσ   

Настоящая работа посвящена исследованию вопроса о числе ну-
лей собственных функций задачи (1), (2) при 0<σ .              

Отметим, что знак параметра σ  играет существенную роль. В 
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случае 0>σ   задачу (1), (2) можно интерпретировать как спектральную 
задачу самосопряженного оператора в гильбертовом пространстве 

C⊕),)(0,(= 2 rlLH . В случае 0<σ  эта задача реализуется как спек-
тральная задача для самосопряженного оператора в пространстве Пон-
трягина (см., например, [1,2]); при этом задача (1), (2) может иметь веще-
ственное кратное либо невещественные собственные значения. 
          Задача (1), (2) в случае σ > 0 рассматривалась в [3] (см., также[4]) , 
где, в частности, доказана следующая осцилляционная  
          Теорема А. Собственные значения задачи (1), (2) являются веще-
ственными, простыми и образуют бесконечно возрастающую последо-
вательность ,...,, 21 λλ  ,...,..., nλ  причем 0>nλ  при 3≥n . Соответст-
вующие им собственные функции ),...(),...,(),( 21 xyxyxy n  обладают 
следующими осцилляционными свойствами: 

а) если 0=c , то )(xyn  при 2≥n   имеет в точности 1−n  про-
стых нулей в интервале ( )l,0 ; при 

1 0,λ ≥ )(1 xy  не имеет нулей в интер-
вале ( )l,0 , а при 01 <λ  функция )(1 xy  может иметь  произвольное 
число нулей  в интервале ( )l,0 , которые также являются простыми; 
           b) если 0≠c , то в случае 0≥nλ  функция )(xyn  при Nn ≤   
имеет в точности 1−n  простых нулей, а при Nn >  – в  точности 

2−n  простых  нулей в интервале ( )l,0 , а в случае 0<nλ  функция 
1),( =nxyn  либо 2, может иметь  произвольное число нулей  в интер-

вале ( )l,0 , которые также являются простыми, где натуральное число 
N  определяется из неравенства ( ) ( ) .001 NN cd λλ ≤<−  
            Задача (1), (2) в случае 0<σ  рассмотрена в [2], где изучена об-
щая характеристика расположения собственных значений на веществен-
ной оси (комплексной плоскости) и структура корневых подпространств.  
           Введем следующие краевые условия: 

( ) cos ( )sin = 0,y l Ty lδ δ−      (2d') 
 ( ) ( ) 0.ay l cTy l− =             (2d'') 

Собственные значения задач (1), (2а)-(2с), (2d') и  (1), (2а)-(2с), (2d'')  яв-
ляются вещественными, простыми и образуют бесконечно возрастающие 
последовательности ...)(...)()(0 21 <<<<< δλδλδλ n  и  ......21 <<<< nµµµ  
[5], причем 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ...0/20/2 222111 <<<<<< λµπλλµπλ          (3) 
в случае 0>ca  и  
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( ) ( ) ( ) ( ) ...0/20/2 222111 <<<<<< λπλµλπλµ                          (4)  
в случае 0<ca .  

    Отметим, что собственными значениями (с учетом кратности) 
задачи (1), (2) являются корни уравнения  

.=
),(),(
),(),( 22

σ
λ

σλλ
λλ

−
+

+
−
+

−
+ cdabca

lcTylay
laTylcy

 

Обозначим: ( ) ,...,2,1,,1 == − nnn µµnB  где .0 −∞=µ  
Заметим, что  функция  

),(),(
),(),(=)(

λλ
λλλ

lcTylay
laTylcyG

−
+

 

определена для значений )\(
1=

RCBB  




≡∈

∞

n
n

λ  и является меро-

морфной функцией конечного порядка, собственные значения nµ  крае-
вой задачи  (1), (2а)-(2с), (2d') являются полюсами этой функции. 
            В работе [2] доказана следующая   
          Теорема Б. Пусть 0<σ . Тогда имеет место одно из следующих 
утверждений: 

)(i  все собственные значения задачи (1), (2) вещественны, при 
этом 1B  содержит алгебраически два (либо два простых, либо одно 
двукратное) собственных значения, а 2,3,...,=, nnB  – одно простое 
собственное значение; 

)(ii  все собственные значения задачи (1), (2) вещественны, при 
этом 1B  не содержит собственных значений, в то же время существу-
ет натуральное число 2)( ≥MM  такое, что MB  содержит алгеб-
раически три (либо три простых, либо одно двукратное и одно простое, 
либо одно трехкратное) собственных значения, а 2,3,...,=, nnB  

,Mn ≠ – одно простое собственное значение; 
)(iii  задача (1), (2) имеет одну пару невещественных сопряжен-

ных друг к другу собственных значений, при этом 1B  не содержит соб-
ственных значений, а , = 2,3,...n nΒ  содержит одно простое собствен-
ное значение. 

В случае 0<σ  задача (1), (2) обнаруживает такое богатство ос-
цилляционных явлений, которое не идет ни в какое сравнение со случаем 

0>σ .  
          Основным результатом настоящей работы является следующая ос-
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циляционная  
          Теорема 1. Пусть 0<σ  и { } ∞

=1nnλ  – последовательность собст-
венных значений задачи (1), (2): ......21 <<<< nλλλ , если имеет место 

утверждение )(i  либо )(ii  теоремы Б; ,/, 21 RC∈λλ  ,12 λλ =  
........43 <<<< nλλλ ,если имеет место утверждение )(iii  теоремы Б. То-

гда соответствующие им собственные функции ,),...(),...,(),( 21 xyxyxy n  
обладают следующими осцилляционными свойствами:  

a) если 0=c  и имеет место утверждения (i) и (iii) теоремы Б, 
то ,...,4,3,)( =nxyn  имеет в точности 2−n  простых нулей в интер-
вале ( )l,0 , кроме того, если R∈21, λλ  и )(xyi , ,1=i  либо 2=i ,  соб-
ственная функция, то эта функция  может иметь произвольное число 
нулей в интервале ( )l,0 , которые также являются простыми; 

b) если 0=c  и имеет место утверждение (ii) теоремы Б, то 
)(xyn  при 1−≤ Mn  имеет в точности n  простых нулей, а при 

1+> Mn  имеет в точности 2−n  простых нулей в интервале ( )l,0 , 
кроме того, если функция 1,,)( += MMixyi  собственная функция, 
то она имеет в точности 1−M  простых нулей в интервале ( )l,0 ; 

c) если 0≠c  и имеет место утверждения (i) и (iii) теоремы Б, 
то ,...5,4,3),( =nxyn  в случае  ,...,5,4,0 =≥ nca  в случае ,0<ca  
при 1+≤ Nn  имеет в точности 3−n  простых нулей , а при 

1+> Nn  имеет в точности  2−n  простых нулей в интервале ( )l,0 , 
кроме того, в случае, когда имеет место утверждение (iii) теоремы Б 

)(3 xy  при 0<ca  может иметь произвольное число нулей, а в случае, 
когда имеет место утверждение (i)  теоремы Б  функции )(,)( 21 xyxy  
при ,0≥ca )(,)(,)( 321 xyxyxy  при ,0<ca могут иметь произволь-
ное число нулей, которые также являются простыми (следует отме-
тить, что в случае (i) теоремы Б 1=N ); 

d) если 0≠c , 0>ca  и 1−< MN , то )(xyn  при 1−≤ Nn  
имеет в точности 1−n  простых нулей в интервале ( )l,0 , при 

2−≤≤ MnN  имеет в точности  n  простых нулей, а при 1+> Mn  
имеет  2−n  простых нулей в интервале ( )l,0 , кроме того, если 

1,,1,)( +−= MMMixyi  собственная функция, то она имеет в 
точности 1−M  простых нулей в интервале ( )l,0 ; 

e) если 0≠c  , 0>ca  и 1−= MN , то )(xyn  при 1−< Mn  
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имеет в точности 1−n  простых нулей,  а при 1+> Mn  имеет в точ-
ности 2−n  простых нулей  в интервале ( )l,0 , кроме того, если 

1,,1,)( +−= MMMixyi , собственная функция, то она имеет 
1−M  простых нулей в интервале ( )l,0 . 

f) если 0≠c , 0>ca  и MN = ,  то )(xyn  при 1−≤ Mn  
имеет в точности 1−n  простых нулей, а при 1+> Mn   имеет в точ-
ности  2−n   простых нулей, кроме того, если 1,,)( += MMixyi  
собственная функция, то она имеет 1−M  простых нулей в интервале 
( )l,0 ; при этом случаи 11 +− == MMM λλλ  и 11 +− <= MMM λλλ  невозможны; 

g) если  0≠c , 0<ca  и 1−= MN , то ,...,3,2),( =nxyn  при 
1−≤ Mn  имеет в точности 1−n  простых нулей, при 1+> Mn  име-

ет  в точности 2−n   простых нулей, в интервале ( )l,0 , кроме того, 
)(1 xy  может иметь произвольное число нулей в ( )l,0 , которые также 

являются простыми,   если )(xyM ( ))(1 xyM +  собственная функция, то 
она имеет в точности 2−M ( 1−M ) простых нулей в интервале 
( )l,0 ; при этом случаи 11 +− == MMM λλλ  и 11 +− =< MMM λλλ  невозможны; 

h) если  0≠c , 0<ca  и MN = , то ,...,3,2),( =nxyn  при 
1−≤ MN  имеет в точности 1−n  простых нулей, при 1+> Mn  

имеет в точности  2−n   простых нулей, в интервале ( )l,0 , кроме то-
го, )(xyi  может иметь произвольное число нулей в ( )l,0 , которые 
также являются простыми,  если 1,,)( += MMixyi ,  собственная 
функция, то она имеют в точности 2−M  простых нулей в интервале 
( )l,0 ; при этом случай 11 +− <= MMM λλλ  невозможен; 

l) если  0≠c , 0<ca  и MN > , то ,...,3,2),( =nxyn  при 
1−< MN  имеет в точности 1−n  простых нулей, при 

NnM <<+1  имеет в точности  3−n   простых нулей, а при Nn ≥  
имеет в точности   2−n  простых нулей в интервале ( )l,0 , кроме того, 

)(1 xy  может иметь произвольное число нулей, которые так же явля-
ются простыми,   если 1,,1,)( +−= MMMixyi ,  собственная функ-
ция, то она имеют в точности 2−M  простых нулей в интервале 
( )l,0 ;  

k) если 0=a , то )(xyn   при 1−< Mn  имеет в точности 
1−n  простых нулей, при 1+> Mn  имеет в точности 2−n  простых 

нулей в интервале ( )l,0 , кроме того, в случае когда 11 +− <= MMM λλλ  ли-
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бо 11 +− << MMM λλλ  функция )(1 xyM −  имеет в точности 2−M   про-
стых нулей , )(1 xyM +  имеет в точности 1−M  простых нулей, а в слу-
чае, когда  11 +− =< MMM λλλ   функция )(1 xyM −  имеет в точности  

2−M  простых нулей, )(xyM  имеет в точности 1−M   простых ну-
лей, в случае, когда 11 +− == MMM λλλ  функция )(1 xyM −   имеет в точно-
сти 2−M  простых нулей, а в случае, когда 11 +− << MMM λλλ   функция 

)(xyM   может иметь 2−M  либо 1−M  простых нулей в интервале 
( )l,0 .     

Доказательство. Предположим, что ,0≠c ,0>ca 1−< MN  
и  имеет место утверждение (ii) теоремы Б. 
            Заметим, что ,...,2,1,=))0(( =− ncaG nλ и  уравнение BA +λ  
имеет единственное решение ( ))0(),0(= 1 NNcd λλλ −

∗ ∈− , где 

σ)/(= 22 caA +− , σ)/(= cdabB +− .   Из доказательства теоремы  Б 
(см., [2]) видно, что уравнение BAG +λλ =)(  в интервале  1B  не имеет 
решение, в интервале  MB )2( ≥M  имеет алгебраически три решения  

11 +− ≤≤ MMM λλλ , в интервале  nB  при 12 −≤≤ Mn  имеет единствен-
ное решение  1−nλ , а в интервале nB  при Mn > имеет единственное ре-

шение 1+nλ . Если ,~
nB∈λ 2≥n  есть решение уравнения  BAG +λλ =)(   

такое, что cdBA −<+λ~  ( )cdBA −>+λ~ , то (0)<~< 11 −− nn λλµ  

( )nn µλλ <~(0)1 ≤− . Тогда из изложенных выше и  из (3) следует соот-
ношения 
                              

( ) ≤<<<<<< −−− )0()0(...<(0)<<0< 111222111 NNNNN λµλλµλλµλλµ
<<<<<<<<≤ −−−−++ )0()0(...)0( 112211 MMMMNNN λµλλλµλ  

 ....)0( 1211 <<<<<≤≤< +++− MMMMMMM µλλµλλλ                            (5) 
Теперь утверждения d) теоремы 1 следует из (5), леммы 10 [3] и теоремы 
4.1 [5]. Остальные случаи доказываются аналогичным образом. Теорема 
1 доказана. 
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SƏRHƏD ŞƏRTİNƏ SPEKTRAL PARAMETR DAXİL OLAN BİR DÖRDÜNCÜ 
TƏRTİB SPEKTRAL MƏSƏLƏNİN OSSİLYASİYA XASSƏLƏRİ 

 
Z.S.ƏLİYEV 

 
XÜLASƏ 

 
              İşdə sərhəd sərtinə spektral parametr daxil olan dördüncü tərtib adi diferеnsial 
operator üçün qoyulmuş spektral məsələyə baxılır. Bu məsələnin məxsusi funksyalarının 
sıfırlarının sayı tədqiq olunur. 
 

   Açar sözlər: məxsusi ədəd, məxsusi funksiya, dördüncü tərtib diferensial operator, 
məxsusi funksyaların ossilyasiya xassələri. 

 
 

OSCILLATION  PROPERTIES OF THE EIGENFUNCTIONS OF  
ONE SPECTRAL PROBLEM OF THE FOURTH ORDER WITH SPECTRAL PA-

RAMETER IN THE BOUNDARY CONDITION 
 

Z.S.ALİYEV 
 

SUMMARY 
 

             İn the present paper we consider the spectral problem for the fourth order ordinary 
differental operator with a spectral parameter in the boundary condition. The problem on the 
number of zeros of eigenfunctions of this problem is analyzed.  
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