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 Рассмотрена задача Коши для полубесконечной цепочки Вольтерра в классе са-
мосопряженных, сильно непрерывно дифференцируемых операторов с чисто дискреет-
ным спектром. Методом обратной спектральной задачи получены формулы, позволяю-
щие найти решение этой задачи. Установлено, что предложенный способ действии-
тельно приводит к решению цепочки Вольтерра.   

 
Ключевые слова: цепочка Вольтерра, обратная задача, сильно непрерывная 
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Цепочка Вольтерра обладает разнообразными приложениями в 
физике плазмы и в зоологии (см.[1]). Известно, что метод обратной спек-
тральной задачи позволяет детально исследовать задачу Коши для це-
почки Вольтерра в случае ограниченного начального условия [2]  и в пе-
риодическом случае [3].  
 Настоящая работа посвящена исследованию следующей задачи 
Коши для цепочки Вольтерра 

0)(,0...,,1,0=),( 111 >==+= −+− tcccncccc nnnnnn ,                  (1) 

dt
dncc nn =⋅= ...,,1,0=,ˆ)0(  ,                                    (2) 

где  последовательность nĉ  такова, что разностное выражение 

( ) ,...1,0,ˆˆ 1110 =+= +−− nycycy nnnnn  

и граничное условие 01 =−y  порождают в пространстве [ )∞0,2  самосо-
пряженный, вообще говоря, неограниченный оператор с чисто дискрет-
ным спектром. Заметим, что достаточное условие, обеспечивающее по-
следнее требование, установлено в [4]. 
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 Будем искать такое решение задачи (1)-(2), что ассоциированный с 
ней якобиевый оператор сильно непрерывно дифференцируем, самосо-
пряжен и имеет чисто дискретный спектр. 
 В данной работе, методом обратной спектральной задачи, получе-
ны формулы, позволяющие найти решение задачи (1)-(2) в любой момент 
времени t . Установлено, что предлагаемый способ действительно при-
водит к решению. 
 1. В этом пункте сформулируются некоторые известные факты, 
относящиеся к обратной спектральной задаче для якобиевых операторов, 
многие из которых содержатся с доказательствами в [5],[6]. 
 Определим оператор L′ , полагая на совокупности финитных на 
∞  последовательностей  y  из [ )∞0,2   ( ) ( )nn yyL =′ , где 

( ) ,...1,0,111 =+= +−− nycycy nnnnn  

 причем при подсчете ( )0yL′   считаем, что 01 =−y . 
Очевидно, что оператор L′  симметричен. Через )(tLL =  обозна-

чим замыкание оператора L′ . Легко показать, что область определения 
сопряженного оператора ∗L  состоит из тех [ )∞∈ 0,2y , для которых 

[ )∞∈ 0,2y , причем ( ) ( )nn yyL =∗ . Будем считать, что оператор L  само-
сопряжен и имеет чисто дискретный спектр ,...,, 210 λλλ . 

Обозначим через )(λnn pp =  решение уравнения 
 ( ) ,...1,0, == nyy nn λ                                                (3) 

1,0 01 ==− pp . Известно, что собственные значения оператора L  симмет-
ричны относительно точки 0=λ  и { }∞=0)( nknp λ  есть собственный вектор, 
соответствующий собственному значению kλ . 

Введем нормировочные  коэффициенты, полагая  
,....1,0),(= 2

0=
=∑

∞
kp kn

n
k λα  

При этом симметричным собственным значениям соответствуют 
равные нормировочные коэффициенты и верно [5] равенство 

1.=1
0=

k
k α
∑
∞                                                         (4) 

Совокупность величин { }∞=> 00, kkk αλ  назовем спектральными 
данными оператора L . Обратная спектральная задача для оператора L  
заключается в нахождении коэффициента ,...1,0, =ncn  по спектральным  

данным { }∞=0, kkk αλ , для которых справедливо равенство (4). Обратная 
задача решается следующим образом (см.[2], [5]). По спектральным дан-
ным строим моменты  nS ,  по формулам  
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,....1,0,= 1

0=
=−

∞

∑ nS k
n
k

k
n αλ                                              (5) 

и ганкелевы  определители  nD , по формулам  

11 =−D , ....,2,1,0,

...
.........................

...

...

21

121

10

==

+

+ n

SSS

SSS
SSS

D

nnn

n

n

n
                                  (6) 

Вычисляем nc  по формуле  
2

11
−

+−= nnnn DDDc .                                                     (7) 
Следует отметить, что при нечетных значениях n  моменты nS  обраща-
ются в нуль. Это  обстоятельство значительно упрощает вычисления оп-
ределителей nD . 
 2. Пусть теперь коэффициент оператора )(tLL =  удовлетворяет 
задаче (1)-(2), причем этот оператор сильно непрерывно дифференциру-
ем. Вводим максимальный оператор A , полагая  

( ) { },
2
1

21221 −−−++ −= nnnnnnn yccyccAy  

 причем при подсчете ( ) ( )10 , AyAy считаем, что 012 == −− yy . Очевидно, 
что область определения оператора A  состоит из тех [ )∞∈ 0,2y  для ко-
торых [ )∞∈ 0,2Ay . Легко показать, что  AA −=∗ . 
 Известно, что уравнение (1) эквивалентно матричному уравнению  

ALLAL −= ,                                                        (8) 
которое влечет за собой унитарную эквивалентность семейства операто-
ров )(tLL =   (см.[2]). Как явствует из последнего спектр оператора 

)(tLL =  не зависит от t .  
Рассмотрим решение ),( tpp nn λ=  уравнения (3). Используя (8), как 

и в [2] устанавливается, что { }∞== 0nnuu , где ( )nkknn tAptpu ),(),( λλ +=   удовле-
творяет уравнению uLu kλ= . Откуда следует, что nu  и ),( tp kn λ  линейно за-

висимы. Учитывая, что 
2

)(0
2

0
tc

u k −=
λ , получим 

2
)(0

2 tc
u k

n
−

=
λ  ),( tp kn λ . 

Из последнего равенства заключаем, что  
( )nkkn tAptp ),(),( λλ + [ )∞∈ 0,2 .                                           (9) 

С другой стороны, из сильной дифференцируемости оператора L  и ра-
венства ),(),( tptLp kkk λλλ =  вытекает, что [ )∞∈ 0,),( 2 tp kλ . Тогда при 
помощи (9) устанавливаем ),( tp kλ , что принадлежит области определе-
ния оператора A . 
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 Найдем динамику нормировочного коэффициента 

,....1,0),,(=)( 2

0=
=∑

∞

ktpt kn
n

k λα . Из сильной непрерывной дифференцируемости 

оператора следует, что )(tkα  непрерывно дифференцируема и  

.),(),(2=)(
0=

tptpt knkn
n

k λλα  ∑
∞

 

Так как 
2

)(
),( 0

2 tc
tp k

kn
−

=
λ

λ ( )nkkn tAptp ),(),( λλ + , то имеем  

[ ] ( ) [ )∞+−= 0,0
2

2
),(),,()()()(


 tptApttct kkkkk λλαλα . 

В силу равенства AA −=∗  получаем, что второе слагаемое правой части  
последнего соотношения обращается в нуль. Поэтому имеем  

[ ] )()()( 0
2 ttct kkk αλα −= , 

откуда следует, что  

{ } ,...1,0,)(exp)0()(
0

0
211 =+−= ∫

−− kdctt
t

kkk ττλαα                            (10) 

В (10) функция )(0 tc  не может быть произвольной, она должна обеспе-
чивать выполнение равенства (4) с параметром t . Учитывая это в (10), 
находим  

( ) 1

0

1

0
0

2

)0()(exp
−∞

=

−−∑∫ =





k

t
k

t
kedc λαττ . 

Подставляя последнее равенство в (10), окончательно получаем  

,...1,0,)0()0()(
1

0

111 22

=







=

−∞

=

−−−−− ∑ keet
k

t
k

t
kk

kk λλ ααα                      (11) 

 Из однозначной разрешимости обратной спектральной задачи и из 
вышеуказанных рассуждений следует следующая  

Теорема.  Задача (1)-(2) может иметь лишь единственное реше-
ние. Если решение существует, то оно может быть найдено следующей 
процедурой. По начальному условию ncc ˆ)0(0 =  строим якобиевый опе-

ратор )0(L , пусть { }∞=0)0(, kkk αλ - его спектральные данные. Подсчитаем 

спектральные данные { }∞=0)(, kkk tαλ  по формуле (11). Формулы (7), запи-
санные в момент времени t , дают решение. 

Замечание. Описанная в теореме процедура действительно при-
водит к решению задачи (1)-(2). Именно, построим ганкелевы определи-
тели по формулам (5)-(6) в момент времени. Тогда при помощи тождеств 
Сильвестра и Фробениуса для ганкелевых определителей (см. [7]). 

Заключаем, что имеет место соотношение  

,...),3,2(,2)1( 1
1

1
11

1
111 =++−= −

−

=
+−

−
+− ∑ nDDDDDDDDDnD k

n

k
kknnnnnn

  
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из которого вытекает, что определенная по формуле (7) функция )(tcn  
удовлетворяет (1). 
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QEYRİ-MƏHDUD SƏRHƏD ŞƏRTLİ VOLTERR 
ZƏNCİRİ ÜÇÜN KOŞİ MƏSƏLƏSİ 

 
H.M.MƏSMALIYEV 

 
XÜLASƏ 

 
 Təmiz diskret spektrli öz-özünə qoşma, kəsilməz diferensiallanan operatorlar sinfində 
yarımsonsuz Volterr zənciri üçün Koşi məsələsinə baxılmışdır. Tərs spektral məsələ metodu 
ilə bu məsələnin həllinin tapılmasına imkan verən düsturlar alınmışdır. Müəyyən edilmışdir ki, 
bu metod həqiqətən Volterr zəncirinin həllinə gətirir. 
  

Açar sözlər: Volterr zənciri, tərs məsələ, güclü kəsilməz diferensiallama 
 
 

CAUCHY PROBLEM FOR THE VOLTERRA LATTICE  
WITH UNBOUNDED INITIAL CONDITIONS 

 
H.M.MASMALIYEV 

 
SUMMARY 

 
The  paper studies the Cauchy problem for the semiinfinite Volterra lattice in the 

class of selfadjoint continuously strong differentiable operators with pure discrete spectrums. 
Using the method of inverse spectral problems the formulas allowing one to find the solution 
of this problem are obtained. It is shown that this method really allows one to find the solution 
of the Volterra lattice. 

 
Key words: Voltera lattice, inverse problem, continuously strong differentiable.  
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