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Baxilan isda birinci tortib elliptik tip tonlik tglin sarhad sartinda spektral parametr olan
sarhad masalasing baxilmisdir. Sarhad sorting parametr daxil oldugu iigiin bu masalo Steklov
masalasi adlamr. Isds baxilan masala parametrdan asili ikinci név Fredholm bircins inteqral
tanliya gatirilir. Alinan integral tonliyin maxsusi adadlori vo maxsusi funksiyalart tapilmas,
maxsusi adadlar verilon sarhad masalasinin maxsusi adadlori oldugu géstarilmis va qoyulan
masalonin maxsusi funksiyalar: tayin olunmusdur.

Acar sozlar: Kosi-Riman tonliyi, geyri-lokal sarhod sorti, Steklov masalasi, zoruri sort,
istigamota g6ra fundamental hall, Fredholmlug

Xususi téramoali tonliklor nazariyyasinds elliptik tanliyin modeli olaraq
Laplas tonliyi gotiralir. Bu tip tonlik ti¢tin Dirixle, Neyman vo ya Puankare
tipli lokal sortlor daxilindo sarhod masalalorina baxilmisdir. Bu ciir sarhad
moasalalori Kosi-Riman tonliyi glin mimkin deyil. Belo ki, bu tonlik Gglin
Dirixle mosalasino baxib, bltlin sorhads ixtiyari funksiya vermok mimkin
deyil. Ona goro do Kosi-Riman tonliyi Gglin adoton geyri-lokal sorhod sorti
daxilinds mesaloys baxirlar [1], [3]. Burada baxdigimmz Steklov mesalosinda

spektral parametr yalniz sarhad sartino daxildir.

Masalanin qoyulusu
Analizdon molum olan Kosi-Riman va ya Dalamber-Eyler sortlorindan
alian

ou(x) i ou(x) _
0oX, 0%,

0, x=(x,X,)eD, 1)

tonliyi Gglin
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u(x,,0)+ AI[KO (x,u(t,0) + K, (x,, tyu(t,y(@)]dt =0. x, €[0,1], @)

inteqgral sarhad sorti daxilindos masalonin Fredholmlugunu tadqiq edok. Burada
i=J-1, D hogiqi mdistovida X, istigamatinds qabariq oblast, onun
I'=D\D sorhadi iso hisso-hisso Lyapunov xottidir. A € C kompleks
parametr, K, (x;,t) n=0,1, nuvoalori iss kosilmoz funksiyalardir.Parametr

yalniz sarhad sortino daxil oldugundan (1), (2) Steklov mosoalosi adlanir.Bu
bircins masalada moaxsusi adad va funksiyalarin varligin1 arasdiracagiq.

Fundamental hall
Toarif 1. Verilmis tonliyin fundamental holli dedikdo elo funksiya basa
diisiiliir ki, bu funksiyani tonlikds yazdiqda Dirakin delta funksiyasi alinsin.
Molumdur ki, (1) tonliyinin fundamental holli [4](soh.122-123)

1

U(X_g): 27 Xy _§2+i(xl_§l) 1

(3)

funksiyasidir. Bu normal istigamatdo fundamental olub, bilavasito (1)-do
u(x) -in yerino yazdigda Dirakin delta funksiyasini vermir. Qeyd edok ki, (3)
Umumilogmis funksiya monasinda fundamental hallidir. Yoni ixtiyari hamar
@(x) Ugln

oU(x—¢&) . oU(x—¢) _
i L }o(x)dx—co(qs),

munasibati 6doanilir.

Torif 2. Verilmis (1) tonliyinin x, istiqamstds fundamental holli de-
dikda, torif 1-do verilmis elo funksiya basa diisiiliir ki, Dirakin delta funksiyasi
yalniz bu funksiyanin X, -ya nazaran téromasindon alinmis olsun.

Ona g0ra da (1) tonliyi Gglin x, istigamatinds fundamental olan

Uz(x_f):e(xz_52)5(X1_§1_i(xz_§2))a (4)

hollindan istifado edacayik.
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1
E X > 52’
e(x,-&,)=9 0 x,=¢&,, Hevisaydin simmetrik vahid funksiyasidir. Bu
1
) X, <&z
hall Gglin

aUz(X_é) +i5U2(X—

$) _ iy
ox, ox, =6(x=¢), (5)

miinasibatinin 6donildiyi asanliqla gériiniir. Istiqamoto goro fundamental ad-
landirdigimiz (4) ifadesinds Dirakin delta funksiyasi yalniz onun X, -ya gore
téromasinds alinur.

Zaruri sartlor: Burada Kosi-Riman tonliyi Uclin ikinci Qrin for-
muluna, bu ifadadan fundamental hallin kdmayilo asas minasibati, ondan da
zoruri sartlori aliriq. Asagidaki hokmii isbat edok.

Teorem 1. ©gear D, X, istigamatinds gabariq, mohdud mistovi oblast,
' = D \ D sarhadi isa hissa-hissa Lyapunov ayridirss, onda D -ds tayin olun-
mus ixtiyari analitik funksiya

(&, 7(€)) = u(& —ix(£),0),
u(&,0) =u(& +io(&)), & [0d]

sortlarini 6dayir. Belos ki,

X, =& +io (&),

ifadosi
X —& —iy(x) =0,

tonliyinin hallidir.

Isbati. Verilmis (1) tonliyinin hor iki torofini (4) funksiyasina vurub,
D oblasti iizra integrallayaq vo alinan inteqrala Ostroqradski-Qauss dusturunu
tothiq etmoklo ikinci Qrin formulunu quraq [4]:

I(aU(X) aU(X)]U (x = &)dx = I WO (x = &) cos(v, x,) +icos(v, ) Jox -

- Jut )[au o (X= f)ﬂauz(x—«:)}dx

oX, 0%,
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Burada (5)-i nazors alib, delta funksiyanin xassosindon istifado etsok,
alariq [4]:

u@), ¢eD,

6
Lu@) ger, ©

Iu(x)U ,(x=&)[cos(v, x,) +icos(v, x,)Jdx =

burada v ilo T"-sarhadina x ndqtasinds ¢okilmis xarici normal isara edilmis-
dir. Aldigimiz (6)-ya daxil olan ikinci ifado zoruri sortlordir. Belslikls, biz
tonlik G¢ln zoruri sort dedikds elo ifads aliriq ki, tonliyin ixtiyari halli bu
sartlori 6dasin. Indi iso zoruri sortlori ayiraq:

U(£,0) = Julx, 7 ())S(x =& =iy (DL -7 (%) ]ax,,

! (7)
U(&, (&) = [u(x,0)8(x, — & +iy(&))dx,.

Alinan (7) zaruri sartlorindan ikincisi asagidaki ifadani verir.

(&1, 7(81)) = u(é, —i7(£).0), & €[01]. 8)
Zoruri sortlor tiglin alinmis (7) ifadslorinin birincisi asagidaki soklo diisiir.

u(&,,0) =u(S, +io(&,), 7 (& +i0(5))), 9)
bels ki,

X —& —iy(x)) =0, (10)
sortindan

X =& +io(Sy), (11)

hoallinin alindig1 gobul edilir. Onlardan iss asagidaki eyniliklor alinir.

(X)) =o(x, —iy(x)), o(&)=r( +io(&)).

Bunlarda (10)-u, yaxud (11)-u nazars alsaq

r(x) =o(&)

Qeyd 1. Ikinci zoruri sorto daxil olan & funksiyasi elo qurulur ki, (11)
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ifadasi (10)-un x,-a nozaran halli olsun.
Fredholmluq: Verilmis (2) sarhad sortine gayidagq:

1 1
u(x,,0) + 4 j K, (X,,t)u(t,0)dt + A j K, (x,, tu(t, 7 (t))dt = 0.
0 0
Burada tglincu toplananda (8) zaruri sartini nazars alsaq,
1 1
U(%,,0) + A[ Ko (%, )u(t, 0)dt + 2] K, (x;, t)u(t - iy (t),0)dt = 0. (12)
0 0

Indi iso bu tiglincii toplananda
t—iy(t)=r, (13)

avazlomasini aparsaq, onda hagigi oxun [0;1] pargast kompleks miistavinin elo
L xottino kegir ki, 0 xatt hagigi oxun [0;1] pargasini gapayir. Belalikla, (13)
avazlomasindon sonra (12) asagidaki soklo diisor:

u(x,,0) + zj K, (x,, u(t,0)dt + ,1[ K, (X, 7 +io(2)u(z,0)l+ic’'(r)[dz =0 (14)

Osas sart: Tutaq ki, (14) ifadosins daxil olan iigiincii inteqralin altinda
olan funksiyanin kompleks C mistovisinds yerloson qapali [0,1]UL Xatti
daxilinda he¢ bir maxsusiyyati yoxdur. Onda Kosi teoremina asasan (14)-do
olan tiglincii toplananda inteqrali [0,1] oblast1 iizra inteqralla avoz eds bilorik

[5]. Belalikls,

u(xl,O)=—ij{KO(x1,t)+Kl(xl,t+ia(t))[1+ia’(t)]}u(t,O)dt, x,€[0,1] (15)

ikinci ndv Fredholm tipli integral tanliyini almis olurug.

Teorem 2. Teorem 1-in sartlori daxilinds agar K (x,,t) j=01
navalori kasilmoz olub, asas sort ddanilirss, onda (1)- (2) sarhad moasalasinin
hallinin sarhad giymati, requlyar nivali bircins (15) integral tanliyini 6doyir.

Tutaq ki, (15) tonliyinin maxsusi adodlori 4, , maxsusi funksiyalari iso
u,(x;,0). Onda A,-ya uygun olan u,(x;,0)-larin komoyilo (8)-dan
u, (&, 7(&))-ler tayin olunur. Bu sarhad giymatlori asas (6) minasibatinda
nazars alinirsa, onda qeyd olunmus A, -ya uygun olan (1) tonliyinin halli (yoni
moxsusi funksiya) asagidak: sokildo olar.
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Uy (‘f) = %juk (X1’0)5(X1 _51 + ifz)Xm +
° (16)

+ Iuk (X, 7 (%))e(r (X)) = &) (x, = & —i(y(x) - ‘fz))[l_ iy,(xl)]dxl’ §eD,

0
ifadaloridir. Alian sorhad giymatlori hamin A, giymati tGciin (2) sarhad sortini

odadiyindan (glnki (15) tonliyi (2) sertindon alinmis idi), hamin A4, -lar (1)-(2)
sarhad masalasinin maxsusi adodloridir. Belalikls, (16)-da olan u, (x,,0) (15)
tonliyinin moxsusi funksiyalar1 u, (X, 7(x,)) ise (8) zoruri saortlorindon alinan

U, (%, 7(X,)) = U, (% —iy(x,),0), (17)
ifadalori ila toyin edilirlor. Bununla da asagidaki hokm isbat edilmis olur.

Teorem 3. Teorem 2-nin sortlori daxilindo agor A, vo u,(x,,0)-lar
(15) tonliyinin moxsusi adod va funksiyalaridirsa, onda A, -ya uygun olan bu
moxsusi funksiyalarin, A, ve (17)-nin komoyilo (16)-da verilon u, (x)

funksiyalar1 (1)- (2) Steklov masalasinin maxsusi adad va funksiyalaridir.
Qeyd 2. Eyni qayda ilo (8) zoruri sorti avazino (9) zoruri sortindon
istifado etmaklo do teorem 3-iin hokmiinii almis olardig.
Qeyd 3. Asanligla gérmok olar ki,

& =& +io(&) —iy(& +io(&)),

oldugundan (8) va (9) zaruri sortlari bir-birindan asilidirlar.
Misal. Asagidaki masaloys baxag.

ou(x) i ou(x)
oX, 0%,

0, x €(0)), x, €(0, y(x,)),

u(x,,0)= ﬂj e"u(t,0)dt. x, 6[0,1].
0

Verilmis sorhod sorti ayriliqda, ikinci ndv, bircins parametrdon asili
integral tonlik oldugundan, onun moaxsusi adad Vo funksiyalarini tayin etmok
olar. Bunlarm har qismi ii¢iin asagidaki kimi toqribi ifadolor alag. Inteqralin
nivasini n+1 haddi tgun Teylor formuluna ayiraq vo Xatan1 ataq. Onda
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n k 1
_ X{ [k
u(x,,0) = zgﬁl thu(t,0)dt, x, €[04]
cirlagsmis niivali integral tonlik alariq. Buradan

k+s

1 n 1 1
! x;u(x,0)dx, = 4> ! XL —dx, ! tku(t,0)dt,

k=0
yaxud

parametrdon asili xotti bircins cobri tonliklor sistemini aliriq. Bu sistemin
maxsusi odadlarini A, , moxsusi vektorlarini iso y(k) il isaro etsok, onda baxi-
lan Steklov mosolosinin n+1 moxsusi odadlori Gglin taqribi  giymatlor

Ay k=0,n moxsusi funksiyalar iso (16)-dan alinmis olurlar. Belo Ki,

u, (x,,0) ifadalori aldigimz y™®

lilori vasitosilo har vektora goro qurulan bir funksiya ils, u, (x;,7(X,)) iso
zoruri sortdon alinan (17) ilo ifads olunur. Qeyri-lokal sarhad sorti daxilinda
yarimmiistovide Kosi-Riman tonliyi (igiin moasoloys Steklov masolasina[6]

baxilmisdir. Inteqral tipli sorhod sortli mosalalor geyri-lokal masalalor sin-
findandir. Qeyri-lokal sarhad masalalari vo bu cir sarhad sortli optimal idars
mosalalari istinad olunan [7-8] manbalarinds tadqiq edilmisdir.

moxsusi vektorlarinin interpolyasiya ¢oxhad-
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3AJIAYA CTEKJIOBA J1JIsI YPABHEHUI
SJVIMIITHYIECKOI'O TUIIA ITEPBOT'O ITOPAJIKA

H.A.AJIUEB, P.M.3EMTHAJIOB
PE3IOME

PaboTa mocBsimieHa WCCIIECNOBAHUIO PEIICHMS TPAHWYHBIX 33/4a4 JUIl OJHOPOIHOTO
YpaBHEHHSI JUIUNTHYECKOTO THIIA TIEPBOTO MOPSAKA C OAHOPOIHBIMU TPAaHUYHBIMU YCIOBUSI-
MH, COJAEpKaIllMMHU CIIEKTPaJbHBIN MapaMeTp W WHTErpal [0 TPaHUIAM OT HEU3BECTHBIX
¢bynknmii. Mcxons u3 HeoOXOOMMBIX YCIOBHM IOCTaBIE€HHAS 3a7a4a CBOJUTCS K MHTEIrpajb-
HBIM ypaBHeHusIM ®Ppenronsma BToporo poaa. CoOCTBEeHHbIE 3HAYEHUSI U COOCTBEHHBIE (PYHK-
MM WHTETPAIbHBIX YPaBHEHHH OIPEAEISIOT COOCTBEHHBIE (DYHKIMH NCXOTHBIX 3ajad, a co0-
CTBEHHbIE 3HaYECHUS COBIAAOT.

KiroueBnlie cioBa: ypasHeHue Kommu-Pumana, HelnokanabHblE I'pDaHHUUYHBIE YCIOBUS,
3agada CTekioBa, HEOOXOMMMOE YCIIOBHE, (DyHAAMEHTAIFHOE PEIICHHE IO HarpaBJCHUIO,
(peAroTbMOBOCTS.

STEKLOV PROBLEM FOR A FIRST ORDER ELLIPTIC TYPE EQUATION
N.A.AALIYEV, RM.ZEYNALOV
SUMMARY

In the paper, the Steklov problem is considered for a first order elliptic type homoge-
neous equation under the homogeneous condition containing global terms and a spectral
parameter in the boundary condition. Using the necessary conditions, this problem is reduced
to the parameter-dependent second order Fredholm homogeneous integral equation. The eigen
functions of the stated problem are determined by means of the eigen numbers and eigen
functions of the obtained integral equation. The eigen numbers are those of the obtained
integral equation.

Key words: Cauchy-Riemann equation, non-local boundary condition, Steklov prob-
lem, necessary condition, fundamental solution in direction, Fredholm property.
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