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На основе меры изменения градиентов целевой функции показано, что в нко-

торых задачах выпуклой дискретной оптимизации на целочисленной решетке гра-
диентный алгоритм устойчив при “малых” возмущениях параметра меры изменения 
целевой функции. Как следствие, получены улучшенные гарантированные оценки точ-
ности градиентного алгоритма, а также новые достаточные условия, когда значения 
целевой функции рассматриваемой задачи в глобальном и градиентном экстремумах 
совпадают.  
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Исходные данные многих задач дискретной оптимизации носят 

приближенный характер. Поэтому актуальным является анализ устой-
чивости решений при колебаниях параметров задачи. Исследованию раз-
личных аспектов устойчивости скалярных и векторных задач дискретной 
оптимизации посвящены многочисленные публикации (см., напр., [1, 2]). 
Актуальными являются вопросы устойчивости не только решений задач 
дискретной оптимизации, но и алгоритмов их решения (см., напр., [3-5]). 
Одним из возможных вариантов исследования устойчивости локальных 
(градиентных) алгоритмов является нахождение изменения гарантииро-
ванных (относительных) оценок при “малых” возмущениях параметров 
задачи. Если гарантированные оценки локальных (градиентных) алгорит-
мов возмущенной задачи не хуже, чем гарантированные оценки исход-
ной задачи, то естественно такой локальный (градиентный) алгоритм 
можно называть устойчивым [5]. Другими словами, под устойчивостью 
градиентного алгоритма понимают некоторые свойства инвариантности 
гарантированных оценок точности градиентного алгоритма при “малых” 
возмущениях параметров, входящие в эту оценку. Например, в работах 
[4, 5] в терминах гарантированных оценок установлено, что при “малых” 
возмущениях чебышевской нормы матрицы входящие в условие огра-
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ничения, градиентный алгоритм покоординатного подъема устойчив в 
некоторых задачах выпуклой дискретной оптимизации.  

В данной работе на основе введенного в [6] меры изменения гра-
диентов целевой функции показано, что в некоторых задачах выпуклой 
дискретной оптимизации на целочисленной решетке градиентный алго-
ритм устойчив при “малых” возмущениях параметра меры изменения 
целевой функции. Как следствия получены улучшенные гарантирован-
ные оценки точности градиентного алгоритма, а также новые достаточ-
ные условия, когда значения целевой функции рассматриваемой задачи в 
глобальном и  градиентном экстремумах совпадают.  

 
Определения и обозначения  

Пусть nZ +
nR+( ) - множество −n мерных неотрицательных цело-

численных (действительных) векторов и nZP +⊆ . Будем в дальнейшем 
считать, что множество P  обладает свойствами: 
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 Следуя [5, 7], для функции RRZf n (→+  - множество действии-
тельных чисел) введем понятия  i  - градиента 

),())(()( xfxfxf ii −=∆ π  
и ),( ji  - градиента 

)())(()( xfxfxf jijij ∆−∆=∆ π . 

Пусть )(,),...,( 1
nn

n ZR ++ ℜ∈= ρρρρ  - класс ρ -координатно-выпук-

лых функций на nZ +  [5, 7], т.е. таких функций RZf n →+ , что для 

любого nZx +∈  
njijixfij ≤≤≠≤∆ ,1,,0)( , 

nixf iii ≤≤−≤∆ 1,)( ρ . 
 Определение. Пусть )(xf  - неубывающая ρ -координатно-выпук-
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лая функция на множестве nZP +⊆ . Крутизной функции )(xf  на мно-
жестве nZP +⊆  называется величина [6] 
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где 
}),,(),,(,0)()(:),,,{()( yxPyfesjPxfesiyfxfyxjifII ji <∈∈≥∆>∆== ++

 
Постановка  задачи 

Рассматривается следующая задача A  выпуклой дискретной оп-
тимизации: найти 

}),...,()(max{ 1
n

n ZPxxxxf +⊆∈= , 

где −ℜ∈ + )(),()( xfZxf n
ρ неубывающая функция на множестве P .   

Пусть ),...,( **
1

*
nxxx =  - оптимальное решение задачи A , т.е.                   

})(max{)( * Pxxfxf ∈= . 

 Через ),...,( 1
g
n

gg xxx =  обозначим  градиентное решение (градиент-
ный максимум функции )(xf  на множестве P ) задачи A , т.е. gx точка 
из P , полученная с помощью градиентного алгоритма  покоординатного 
подъема (см., напр., [5, 7, 8]). 

Под гарантированной (относительной) оценкой погрешности гра-
диентного алгоритма решения задачи A , как обычно, понимают такое 
число 0≥ε , что 

ε≤
−
−

)0()(
)()(

*

*

fxf
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 . 

Возмущением задачи A  будем называть следующие задачи δA : 
найти 

})(max{ nZPxxf +⊆∈δ , 

где )()( n
q Zxf +ℜ∈δ  - неубывающая функция на множестве 

),...,(,,)()(, 1
1

nqqqRfcfcP =∈+= +δδδ . 
   Класс задач типа δA  не пуст. Действительно, рассмотрим сле-
дующие задачи δ

1A : найти  
}),()()(max{ nZPxxbxfxf +⊆∈−=δ , 

где )(),( xfxf δ  - неубывающие функции на множестве P , ),( xb  - ска-
лярное произведение векторов nZbx +∈, , ∅≠+ )( δfI , ).()( nZxf +ℜ∈ ρ  

Тогда очевидно, что )()(),()( δ
ρ

δ fcfcZxf n <ℜ∈ + , т.е. δδ δ +=⇒∈∃ + )()(1 fcfcR .  
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Пусть )(δε  и ε , соответственно, гарантированные оценки возмущен-
ной задачи δA и исходной задачи A . Градиентный алгоритм покоорди-
натного подъема назовем устойчивым [4, 5] для задачи A , если  

εδδε )()( K≤ , 
где 1)( →δK  при 0→δ .  
 По существу устойчивость градиентного алгоритма в терминах 
гарантированных оценок означает выделение класса задач, для которого 
при “малых” возмущениях параметров задачи (в частности крутизны це-
левой функции), гарантированные оценки для возмущенных задач не 
ухудшаются. 

Основной целью настоящей работы является установление 
устойчивости  градиентного алгоритма покоординатного подъема для 
задачи A  в терминах крутизны целевой функции.  

 
Основной результат 

Сформулируем основное  утверждение  данной работы.  
 Теорема. Градиентный алгоритм покоординатного подъема устой-

чив в задаче A  при “малых” возмущениях крутизны целевой функции.  
Для доказательства теоремы  нам понадобятся следующие леммы. 
Лемма 1 [7]. Если функция )()( nZxf +ℜ∈ ρ  - неубывающая, то 

справедливы неравенства 
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Лемма 2. Пусть функция )()( nZxf +ℜ∈ ρ  - неубывающая на мно-
жестве P . Тогда для любых Px∈  и )),((),,( PxfesjPxfesi iπ∈∈  спра-
ведливы неравенства 

),()1())(( xfcxf iij ∆−≤∆ π  
где )( fcc = . 
Доказательство леммы 2 вытекает непосредственно из определения кру-
тизны.  

Лемма 3. Пусть функция )()( nZxf +ℜ∈ ρ  - неубывающая на мно-

жестве P . Тогда глобальный максимум *x и градиентный максимум gx  
функции )(xf  на множестве nZP +⊆  связаны соотношением 

BrhcB
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где 
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Из леммы 2,  при 1),1(),( −=−== txxtiitij , получаем   
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Далее, принимая обозначения 
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и повторяя процедуры аналогичные как в [7] с учетом обозначений до-
казываем леммы 3. 
Лемма 3 доказана.  
  Доказательство теоремы. Пусть ε  и )(δε , соответственно, гаран-
тированные оценки для задачи A  и δA . Тогда из леммы 3 имеем 

),),(()(),,),(( rhfcBrhfcB δδεε == . 
Поэтому для доказательства теоремы  достаточно показать, что  

),),((),),(( rhfcBrhfcB ≤δ  
Возмущение крутизны функции )(xf  обозначим  через δ . 
Тогда из цепочки неравенств 
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имеем  
εδδε δ =≤+== ),),((),,)((),),(()( rhfcBrhfcBrhfcB  

Теорема  доказана. 
 

Следствия. Пример 
Приведем ряд следствий непосредственно вытекающих из  леммы 3.  
Следствие 1. В условиях леммы 3, если 1)( == fcc , то 

)()( * gxfxf = . 
           Покажем, что существуют такие функции из класса )( nZ +ℜρ , что 

1=c . 
Действительно, пусть 

)}2,0(),1,0(),0,1(),0,0{(,2362)( 212
2
21

2
1 =++−+−= Pxxxxxxxf . 

Тогда 
2)0,0(,4)0,0(),2,4(,22)(,44)( 212211 =∆=∆=+−=∆+−=∆ ffxxfxxf ρ . 

Поэтому 1=c . 
Построим пример, когда )()( * gxfxf = , но 1≠c . То есть пока-

жем, что утверждение следствия 1 является достаточным, но не необ-
ходимым. 
 Пусть 
                      )}0,1(),2,0(),1,0(),0,0{(,472)( 2

2
21

2
1 =+−+−= Pxxxxxf . 
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но  
15/4)( ≠=fc  

 Известно (см. теорему 11.1 [8]), что если, в задаче A  )()( 0
nZxf +ℜ∈ , 

то справедлива оценка 
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Следующее следствие показывает, что оценка из леммы 3 лучше, 
чем оценка (1). 

 Следствие 2.  Справедливы соотношения 
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Доказательство. Пункты 1 и 2  очевидны. Докажем третий  пункт. 

Так как 10,1 <<> ch , то имеем 1)1)(1( −<−− hhc . Поэтому hhc <−−+ )1)(1(1 . 
Отсюда находим 
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Следствие 2 доказано.  
Пример. Рассмотрим задачу. 

}),(56)(max{ 212
2
21

2
1 Pxxxxxxxxf ∈=+−+−= ,                         (2) 

где )}2,0(),1,0(),0,1(),0,0{(=P . 
Очевидно, что  1)(,2)( ==== PrrPhh . Легко видеть, что 

∅≠−=∆−=∆+−=∆+−=∆ + )(,2)(,2)(,42)(,52)( 22112211 fIxfxfxxfxxf , 
т.е. )()( 2

)2,2( +ℜ∈ Zxf  и )(xf  - неубывающая функция на множестве P . 
Тогда 

5/3)( =fc . 
Возмущение задачи (2) будет следующая задача  

}),()2/(56)(max{ 21212
2
21

2
1 Pxxxxxxxxxxf ∈=+−+−+−=δ .           (3) 

Очевидно, что )()( 2
)2,2( +ℜ∈ Zxf δ  и )(xf δ  - неубывающая функ-

ция на множестве P , ∅≠+ )( δfI . Тогда 3/2)( =δfc . Так как 
15/1,)()( =+= δδδ fcfc , то в силу теоремы градиентный алгоритм 

устойчив в задаче (2) при возмущении крутизны целевой функции )(xf . 
Действительно, пусть 1ε  ( 2ε ) гарантированная оценка задачи (2) (задачи 
(3)). Из леммы 3 находим 7/21 =ε , 4/12 =ε . Тогда 12 εε < .  
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BİR DİSKRET OPTİMALLAŞDIRMA MƏSƏLƏSİNDƏ 
QRADİYENT ALQORİTMİN DAYANIQLILIĞI 

 
Ə.B. RAMAZANOV 

 
XÜLASƏ 

 
Diskret arqumentli funksiyalar üçün bükülmə anlayışı daxil edilir və həmin parametr 

əsasında qradiyent alqoritmin bir diskret optimallaşdırma məsələsində qarantiyalı xətaya görə 
dayanıqlığı isbat edilir. Həmçinin nəticə kimi baxılan məsələdə qradiyent alqoritmin yeni daha 
dəqiq qarantiyalı xətası və funksional mənada qradiyent həllin optimallığı üçün kafi şərt 
verilmişdir.  

 
Açar sözlər: qradiyent, bükülmə, dayanıqlıq, qabarıq, diskret 
 
 

 
STABILITY OF GRADIENT ALGORITHM FOR  
A PROBLEM OF DISCRETE OPTIMIZATION 

 
A.B.RAMAZANOV 

 
SUMMARY 

 
The conception of steepness for discretely argumented functions is presented and by 

means of this parameter the stability of the gradient algorithm in the discrete optimization 
problem for the guaranteed error is proved. A sufficient condition for a new quite guaranteed 
error and for the optimization of the gradient solution in the functional meaning in the sought 
problem is provided. 

 
Key words: gradient, steepness, stability, conves, discrete 
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