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     Рассматривается спектральная задача для обыкновенного дифференциального 
оператора второго порядка со спектральным параметром в уравнении и  в граничных 
условиях. Дается операторная трактовка этой задачи и устанавливается необходимое 
и достаточное условие базисности в ,1,)(0, ∞<< plLp системы собственных 
функций. 
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Рассмотрим уравнение Штурма-Лиувилля  

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) = ( ), 0,1y x y x q x y x y x xλ≡ − ± ∈′′ ′ ,                (1) 
с граничными условиями  

 ( ) ( ) ( ),0)(0 0000 ydcyba ′+=+ λλ                                              (2) 
( ) ( ) ( ),1)(1 1111 ydcyba ′+=+ λλ                                                (3) 

где −λ спектральный параметр, −q действительная непрерывная функ-
ция на [0,1], −= 1,0,,,, idcba iiii действительные постоянные, причем 

                          .1,0,0=)1( =<−− jcbda jjjjj
jσ                                          (4) 

           Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных операторов  
со спектральным параметром в граничных условиях в различных 
постановках изучались во многих работах (см., напр., [1-15]). В [2, 4-7, 
11, 12] приведен список работ, в которых такие задачи рассматривались в 
связи с конкретными физическими задачами. 
          Базисные свойства систем корневых функций в пространстве 

)(0,2 lL и ,1,(0,1) ∞<< pLp задачи (1)-(3) в случае 000 == ca  (т.е. в слу-
чае, когда спектральный параметр участвует только  в одном из гранич-
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ных условий) исследованы в работах [5-8]; в [5, 8] и [6]  установлена 
базисность Рисса в )1,0(2L  и базисность в ,)1,0(pL ,1 ∞<< p  соответствен-
но, систем собственных функций с одной произвольной  удаленной 
функцией, а в [7] найдено необходимое и достаточное условие базис-
ности в ,)1,0(pL  ,1 ∞<< p системы корневых функций с одной удален-
ной функцией.  
          Базисные свойства систем корневых функций в пространстве 

,(0,1)pL ,1 ∞<< p задачи (1)-(3) в случае, когда спектральный параметр 
участвует в обоих граничных условиях исследованы в работах [10, 11, 
14]. В [10] установлена базисность в пространстве ∞<< pLp 1),1,0(  
системы собственных функций задачи (1)-(3) с двумя произвольными 
удаленными функциями, имеющие номера разной четности. В случае 

1,0,1,0)1(,0,0 1 ==>−==≡ + jdacbq jj
j

jj , в [11] доказано, что, если 

10 aa −≠ , то система собственных функций задачи (1)-(3) с двумя уда-
ленными функциями образует базис в пространстве ;1),1,0( ∞<< pLp  

ес-
ли 10 aa −= , то система собственных функций с двумя произвольными 
удаленными произвольными функциями, имеющие номера разной чет-
ности, образует базис в пространстве ∞<< pLp 1),1,0( , а если ,10 aa −= то 
система собственных функций с двумя произвольными удаленными 
функциями, имеющие номера одинаковой четности, неполна и немини-
мальна в ),1,0(pL .1 ∞<< p В случае ,0,0 ==≡ jj cbq ,1=jd ,0<ja ,1,0=j  
в [14] найдены необходимые и достаточные условия базисности в 

,1),1,0( ∞<< pLp систем корневых функций задачи(1)-(3) (в этом случае 
0,0 10 << σσ ).          

         Настоящая работа посвящена установлению необходимого и доста-
точного условия базисности в пространстве ,1),1,0( ∞<< pLp системы 
собственных функций краевой задачи (1)-(3).  
        Для любого C∈λ  существует единственное решение ,),( λxy  

,10 ≤≤ x  уравнения (1) такое,что 
                              .)(0,,)(0, 0000 baydcy +=′+= λλλλ                                (5) 

Для каждого фиксированного ]1,0[∈x  функция ),( λxy  является целой 
функциейλ  [9].  
        Отметим, что собственными значениями (с учетом кратности) 
задачи (1)-(3) являются корни уравнения  
                       0.=)(1,)()(1,)( 1111 λλλλ ydcyba ′+−+   
В работах [2, 3, 9] доказано, что собственные значения задачи (1)-(3) яв-
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ляются вещественными, простыми и образуют бесконечно возрастаю-
щую последовательность   

    .......21 <<<< kλλλ                                            (6) 
Пусть 2C⊕(0,1)= 2LH  - гильбертово пространство со скалярным произ-
ведением  

     ( ) ( ) ,),(=},,)({},,,)({=ˆ,ˆ 1
1

1
0

2
tnsmuytsxunmxyuy

L
−− +− σσ

   
  (7) 

 где 
2

),( L⋅⋅ -скалярное произведение в .(0,1)2L    
         Определим оператор  

( )( ) ,}(1)(1),(0)(0),)({=},,)({=ˆ 1100 ydybydybxynmxyLyL ′−′−  
область определения которого имеет вид  

( ) ,(0,1)())((0,1),)(:},),({{=)( 2
2

1 LxyWxyHnmxyLD ∈∈∈   
}1)((1)(0),(0)= 1100 yaycnyaycm −′=−′ . 

Очевидно, что оператор L  определен в  H  корректно. Задача (1)-(3) при-
нимает вид  

),(ˆ,ˆ=ˆ LDyyyL ∈λ                                                        (8) 

т.е. собственные значения kλ  задачи (1)-(3) и оператора L  совпадают, а 
между собственными функциями имеется соответствие [3] 

{ } 0 0 1 1ˆ( ) ( ), , , (0) (0), (1) (1).↔ = − = −′ ′k k k k k k k k k k ky x y y x m n m c y a y n c y a y  
         Умножая скалярно (8) на ŷ  в ,H  используя формулу интегрирова-
ния по частям и учитывая (7), (2)-(3), получим: 

     
( ) ( ) −′+′−+′= ∫ )0()0()1()1()()()(ˆ,ˆ 22

1

0

yyyydxxyxqxyyyL  

     ×′−+−′′−− −− ))1()1(())0()0())(0()0(( 11
1

10000
1

0 ydybyaycydyb σσ  

     
( ) +++′=−′× −∫ 2

00
1

0
22

1

0
11 |)0(|()()()())1()1(( ybadxxyxqxyyayc σ  

  +′−′+−′+ −− )0()0(Re2)|)1(||)1(|()|)0(| 1
000

2
11

2
11

1
1

2
00 yycbydcybaydc σσ  

     ,)1()1(Re2 1
111 yycb ′+ −σ  

из которого следует, что ( )yyL ˆ,ˆ  вещественно. Поэтому оператор L  сим-
метричен в H . Уравнение 
                                        ( ) { } HnmfffyIL ff ∈==− ,,ˆ,ˆˆλ , 
 где I - тождественный оператор в ,H  можно переписать в виде 
                                     ( )( ) ( ) ,0,)()( lxxfxyxrxy <<=− λ   
                                      ( ) ( ) ( )0 0 0 00 ( ) 0 ,λ λ+ − + = +′ fa b y c d y m       

                                       ( ) ( ) ( )1 1 1 11 ( ) 1 .λ λ+ − + = +′ fa b y c d y n  
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         Эта задача, очевидно разрешима для всех λ , не являющимися соб-
ственными значениями однородной задачи, то есть задачи (1)-(3). Но 
задача (1)-(3) имеет дискретный спектр. Следовательно, оператор L  сим-
метричен в H  и имеет дискретный спектр и поэтому является самосоп-
ряженным в .H  В силу (6) оператор L  полуограничен снизу в .H  Из 
этих рассуждений следует, что система собственных векторов 
{ } ,ˆ 1

∞
=kky { },,),(ˆ kkkk nmxyy = оператора L образует ортогональный базис в 

.H  При этом −= ,...2,1),( nxyk собственные функции задачи (1)-(3), 
)0()0( 00 kkk yaycm −′=  и  −′= )1(1 kk ycn ).1(1 kya  

         В силу (7) имеем  
( ) 21

1
21

0
2

2
=ˆ,ˆ kkLkHkk nmyyy −− +− σσ  .                                      (9) 

Обозначим 
      ,...2,1,21

1
21

0
2

2
=+−= −− nnmy kkLkk σσδ                                  (10) 

Тогда на основании соотношений (4),  из (10) получим 
      ,...2,1,0 => nnδ  .                                                               (11) 

В силу (9) система ,}ˆ{ 1
∞
=kkϑ { },,),(ˆ

kkkk tsxϑϑ = сопряженная к системе 

{ } ,ˆ 1
∞
=kky определяется равенством                                        

.,ˆˆ 1 Ν∈= − kykkk δϑ                                                            (12) 
     Пусть r  и l – произвольные фиксированные натуральные числа. В 
силу  теоремы 2 из [13], если  

0, ≠=∆
ll

rr

lr
ts

ts
,                                                              (13) 

то система { }∞ ≠= lrknky ,,1  собственных функций задачи (1)-(3) образует базис 

Рисса в пространстве ( )2 0,1L , а если 0, =∆ lr , то эта система неполна и 

неминимальна в пространстве ( )lL ,02 , при этом система { } 1, , ,∞
= ≠k k k r lu  

сопряженная к системе  { } 1, ,
∞
= ≠k k k r ly ,

 
определяется  формулой  

.)(

lrk

lrk

lrk

k

ttt

sss

yyy

xu =  

Далее, базисность системы{ }∞ ≠= lrknky ,,1  
в пространстве ( ) ,1,1,0 ∞<< pLp  

проводится по схеме доказательства теоремы 5.1 из [10]. 
В силу (12)  и (13) имеем 
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     .11
,

ll

rr

lr

ll

rr

lr
nm

nm

ts

ts
−−==∆ δδ

                                     
(14) 

Учитывая (5), из (14) получим: 

=
−′−′

−′−′
==∆ −−−−

)1()1()0()0(

)1()1()0()0(

1100

1100
1111

,

llll

rrrr

lr

ll

rr

lrlr
yaycyayc

yaycyayc

nm

nm
δδδδ  

=
−′+−+

−′+−+
= −−

)1()1()()(

)1()1()()(

11000000

11000000
11

llll

rrrr

lr
yaycdcabac

yaycdcabac

λλ

λλ
δδ  

1 11 1
0

1 1

1 (1) (1)
,

1 (1) (1)
r r

r l
l l

c y a y

c y a y
σ δ δ− − −′

= −
−′

                                             (15) 

 
      Таким образом, доказана следующая 
      Теорема. Пусть r  и l  – произвольные фиксированные натуральные 
числа.  Если  

0
)1()1(1

)1()1(1

11

11

, ≠
−′

−′
=∆∗

ll

rr

lr
yayc

yayc
 

 
то система собственных функций { }∞ ≠= lrkkky ,,1 задачи (1)-(3) образует ба-
зис в пространстве ( ) ,1,1,0 ∞<< pLp при −= 2p базис Рисса, а если  

0, =∆∗ lr , то эта система неполна и неминимальна в пространстве 
( ).1,0pL   

        Следствие. Пусть ).0(0 11 == ac  Если )),1()1(()1()1( lrlr yyyy ′≠′≠  то 
система  собственных функций { }∞ ≠= lrkkky ,,1  

задачи (1)-(3) образует базис 
в пространстве ( ) ,1,1,0 ∞<< pLp при −= 2p базис Рисса, а если 

)1()1( lr yy =  )),1()1(( lr yy ′=′  то эта система неполна и неминимальна в 
пространстве ( ).1,0pL   
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SƏRHƏD ŞƏRTLƏRİNƏ SPEKTRAL PARAMETR DAXİL OLAN ŞTURM-LİUVİLL 

MƏSƏLƏSİNİN MƏXSUSİ FUNKSİYALARININ BAZİSLİK XASSƏLƏRİ 
 

Z.S.ƏLİYEV, R.Q.POLADOV 
 

XÜLASƏ 
 

         İşdə həm tənliyə, həm də sərhəd şərtlərinə spektral parametr daxil olan ikinci tərtib adi 
diferensial operator üçün spektral məsələyə baxılır. Bu məsələnin operator interpretasiyası 
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verilir və məxsusi funksiyalar sisteminin ,1,)(0, ∞<< plLp fəzasında bazisliyi üçün zəruri 
və kafi şərt tapılır.  
        

Açar sözlər: diferensial operator, məxsusi ədəd, məxsusi funksiya, bazislik xassələri. 
 
 

THE BASIS PROPERTY OF THE SYSTEM OF EIGENFUNCTIONS OF THE 
STURM-LIOUVILLE PROBLEM WITH SPECTRAL PARAMETER IN THE 

BOUNDARY CONDITIONS 
 

Z.S.ALIYEV, R.G.POLADOV 
 

SUMMARY 
 

The article studies the spectral problem for the differential operator of the second order 
with the spectral parameter in equation and in both boundary conditions. The operator inter-
pretation of this problem is presented and a necessary and sufficient condition for the basis 
property of the system of eigenfunctions in the space (0, ), 1pL l p< < ∞ is obtained. 

          
Key words: differential operator, eigenvalue, eigenfunction, basis property. 
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