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 В работе доказана самосопряжённость оператора +−= 2

2

dx
dA  

)()( 2211 xxxx −+−+ δαδα  в пространстве ),0(2 +∞L . Показано, что предельный 
спектр оператора A  совпадает с абсолютно непрерывной частью его спектра. Дока-
зана интегральность резольвенты оператора  A  и получено явное выражение для ин-
тегрального ядра.  Получено  уравнение  для  определения  отрицательных собственных  
значений  оператора A . 

  
Ключевые слова:  оператор Штурма-Лиувилля,  потенциал  Дирака, самосопря-

жённость, предельный спектр, собственные значения. 
 
 В работе исследуется спектр оператора Штурма-Лиувилля 

)()( 22112

2

xxxx
dx
d

−+−+− δαδα                                          (1) 

в пространстве ),0(2 +∞L , где ),0(, 21 +∞∈xx  - произвольно фиксированные 
точки, причём )(;21 kxxxx −< δ  - функция Дирака в точке );2,1( =kxk  

),(, 21 +∞−∞∈αα . 
 Изучение спектра оператора Штурма-Лиувилля с потенциалом 
Дирака имеет важное значение для задач квантовой механики [1]. 
 В недавних работах [2-4] изучены некоторые спектральные    
свойства одномерного оператора Шредингера на полуоси с точечными δ  
и δ ′ - взаимодействиями. 
 Обозначим через )(AD  множество функций 
                          ),0(}),{\),0(( 1

221
2

2 +∞∩+∞∈ WxxWf , 
удовлетворяющих граничным условиям: 
                          ,0)0( =f )2,1()()0()0( ==−′−+′ kxfxfxf kkkk α .   (2)                   
Определим в пространстве ),0(2 +∞L  оператор A : 
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)(,)()( 22112

2

ADffxxfxx
dx

fdAf ∈⋅−+⋅−+−= δαδα ,              (3) 

где 2

2

dx
fd  - обобщённая производная второго порядка функции f , а про-

изведение fxx k ⋅− )(δ  определяется равенством 
)2,1()()()( =−=⋅− kxxxffxx kkk δδ .                                (4) 

 Теорема 1. Оператор A  является самосопряжённым в простран-
стве ),0(2 +∞L . Резольвента )(ARz  оператора A  является интеграль-
ным оператором в ),0(2 +∞L  и интегральное ядро );,( zyxK  при 

)0(2 >−= λλz  имеет представление: 
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 Доказательство. Нетрудно показать, что оператор A , определён-
ный равенством (3), является замкнутым симметрическим оператором в    
пространстве ),0(2 +∞L . 
 Найдём резольвенту оператора A . Решаем в пространстве ),0(2 +∞L  
уравнение 

)0),,0(()()( 2
2

22112

2

>+∞∈=+−+−+− λλδαδα Lggffxxfxx
dx

fd . 

 В силу формулы (4) это уравнение можно записать в следующем виде 

gxxxffxxxff
dx

fd
+−−−−=+− )()()()( 222111

2
2

2

δαδαλ .      (8) 

Пусть );,( 2λ−yxG  - фундаментальное решение оператора 2
2

2

λ+−
dx
d   

в ),0( +∞ . Известно, что );,( 2λ−yxG  имеет вид (7). Применяя оператор 
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1
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

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



+− λ

dx
d  к обеим частям уравнения (8), получаем 

+−−−−= );,()();,()()( 2
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111 λαλα xxGxfxxGxfxf  

∫
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2 )();,( dyygyxG λ .                                                          (9)  

Положим 1xx =  и  2xx =  в (9). Тогда для определения величин )( 1xf  и 
)( 2xf  получаем следующую систему уравнений: 
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 Обозначим через )(λ∆=∆  определитель этой системы: 
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Уравнение  0)( =∆ λ  имеет не более двух положительных решений (см. 
доказательство теоремы 2). Пусть ),0(0 +∞∈λ , 0)( 0 ≠∆ λ . Решаем систе-
му уравнений (10) и находим )( 1xf  и )( 2xf . Далее, подставляем в (9) 
найденные выражения для )( 1xf  и )( 2xf . Тогда получаем 

∫
+∞

−=
0

2 )();,()( dyygyxKxf λ ,                                                 (12) 

где ядро );,( 2
0λ−yxK  имеет вид (5) (при 0λλ = ). 

 Очевидно, что 

                       +∞<=−∫
+∞

+∞∈
MdyyxK

x 0

2
0

),0(
);,(sup λ . 

Отсюда и из (12) получаем 
                          

22 LL
gMf ⋅≤ , 

где 
2L

⋅ - норма в пространстве ),0(2 +∞L . 

 Следовательно, 
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.                  (13) 
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 Таким образом, вещественное число 2
0λ−  принадлежит резоль-

вентному множеству оператора :A  )(2
0 Aρλ ∈− . Поэтому A - самосопря-

жённый оператор в ),0(2 +∞L  ([5], следствие теоремы Х.1.) Согласно (13), 
резольвента )(ARz  при )(2 Az ρλ ∈−=  является интегральным операто-
ром. Теорема  доказана. 
 Структура спектра оператора A  описывается следующей теоремой. 
 Теорема 2. Предельный спектр оператора A  совпадает с абсо-
лютно непрерывной частью его спектра, причём 

),0[)()( +∞== AA acess σσ .                                                   (14) 
 Оператор A  имеет единственное отрицательное простое соб-
ственное значение, если выполнено одно из следующих условий: 
 1) ;1,0,0 2221 ><≥ xααα  

 2) ;1,0,0 1121 >≥< xααα  

 3) ;1,1,0,0 221121 >≤<< xx αααα  

 4) .1,1,0,0 221121 ≤><< xx αααα  

 В случае 1,1,0,0 221121 >><< xx αααα  оператор A  имеет два 
простых отрицательных собственных значения. 
 Оператор A  не имеет собственных значений, если выполнено од-
но из следующих условий: 
 1) ;0,0 21 ≥≥ αα  
 2) ;1,0,0 2221 ≤<≥ xααα  

 3) ;1,0,0 1121 ≤≥< xααα  

 4) .1,1,0,0 221121 ≤≤<≤ xx αααα  
 Доказательство. Равенства (14) доказываются с помощью стандарт-
ной методики, обычно применяемой при исследовании таких задач. А 
именно, применяются теорема Вейля о предельном (существенном) спектре 
([6], теорема XIII.14) и теорема о сохранении абсолютно непрерывных час-
тей спектров возмущённых и невозмущённых операторов ([7], гл. X, теоре-
ма 42). Применение этих теорем приводит к равенствам (14). 
 Очевидно, что если 0)( 0 =∆ λ , то 2

0λ−  является отрицательным соб-
ственным значением оператора A . Поэтому исследуем уравнение 0)( =∆ λ . 
 При 01 =α  или 02 =α , уравнение 0)( =∆ λ  значительно упроща-
ется и его исследование  оказывается  несложным.  Поэтому предполага-

ем, что 0,0 21 ≠≠ αα . Так как ( )xx eexsh λλλ −−=
2
1 , то уравнение 0)( =∆ λ  

можно записать в следующем виде 
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[ ][ ] ( ) 01)1(2)1(2 )(222
21

2
2

2
1

12121 =−−−+−+ −−−−− λλλλ αααλαλ xxxxx eeee .  (15) 
Обозначим λµ 2= . Тогда это уравнение принимает вид 

[ ][ ] ( ) 01)1()1( )(2
2121

12121 =−−−+−+ −−−−− µµµµ αααµαµ xxxxx eeee .          (16) 
 Обозначим для краткости 
                  [ ][ ])1()1()( 21

21
µµ αµαµµ xx eef −− −+−+= , 

                  ( ) µµααµ )(2
21

1211)( xxx eeg −−−−= . 
 Пусть 01 >α  и 02 >α . Покажем,  что  уравнение (16) не имеет по-
ложительных решений. 
 Очевидно, что 
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 Таким образом, 
( ) ( ) .0,11)()( )(1

1221 >−−> −−−− µµµ µµµ xxxx eeegf                            (17) 
 Так как 
               ( ) ,11 1112122 )()( µµµµµ xxxxxxx eeeee −−−−− −>−=−  
то из (17) получаем, что .0),()( >> µµµ gf  Поэтому уравнение (16) по-
ложительных решений не имеет. 
 Теперь рассмотрим случай, когда 0,0 21 <> αα  и 122 ≤xα . Из не-

равенства µµ
212 xe x −>−  получаем ( ) µαα µ

222
21 xe x >− − . Поэтому 

                 ( ) 0)1(1 22222
2 ≥+=+>−+ − µαµαµαµ µ xxe x . 

Отсюда следует неравенство 0)( >µf . Очевидно, что 0)( <µg , следова-
тельно уравнение (16) положительных решений не имеет. 
 Остальные случаи рассматриваются аналогичным образом. Тео-
рема доказана. 
 Отметим, что основные результаты данной работы анонсированы 
авторами в [8]. 
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DİRAK POTENSİALLI ŞTURM-LİUVİLL OPERATORUNUN  

YARIMOXDA SPEKTRAL ANALİZİ 
 

A.H.HEYDƏROV, M.N.MƏMMƏDOV 
 

XÜLASƏ 

 İşdə ),0(2 +∞L  fəzasında )()( 22112

2

xxxx
dx
dA −+−+−= δαδα  operatorunun 

öz-özünə qoşmalığı isbat edilmişdir. Göstərilir ki, A  operatorunun limit spektri onun spek-
trinin mütləq kəsilməz hissəsi ilə üst-üstə düşür. A  operatorunun rezolventasının inteqral ope-
rator olması isbat edilmişdir və inteqral nüvəsi üçün göstəriliş tapılmışdır. A  operatorunun 
mənfi məxsusi qiymətlərini təyin etmək üçün tənlik alınmışdır. 
 
 Açar sözlər: Şturm-Liuvill operatoru, Dirak potensialı, öz-özünə qoşmalıq, limit 
spektr, məxsusi qiymət. 
 

SPECTRAL ANALYSIS OF THE STURM-LIOUVILLE OPERATOR  
WITH DIRAC POTENTIAL ON SEMI-AXIS 

 
A.H.HEYDAROV, M.N.MAMMADOV 

 
SUMMARY 

In this paper, the selfadjointness of the operator  )()( 22112

2

xxxx
dx
dA −+−+−= δαδα  in 

the space ),0(2 +∞L  is proved. It is shown that the essential spectrum of the operator A  
coinsides  with  the  absolute continuous part  of its spectrum.  

Integrality of the resolvents of operator A  is proved and the precise expression of kernel is 
obtained. An equation for the definition of  negative eigenvalues of operator A   is also obtained. 

 
Key words: Sturm-Liouville operator, Dirac potential, self-adjointness, essential spec-

trum, eigenvalue. 
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