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В этой статье установлены асимптотические формулы для собственных зна-

чений трехмерного периодического оператора Паули. Известно, что оператор Паули 
один из важнейших операторов квантовой физики. Он описывает движения частицы 
со спином в электромагнитном поле. В работе получены асимптотические формулы 
высокого порядка  для некоторой серии собственных значений периодического опера-
тора Паули в параллелепипеде, когда вектор потенциал магнитного поля  )(haa ≡ .  
            

Ключевые слова: оператор Паули, нерезонансное собственное значение, асим-
птотические формулы, невозмущенный оператор.  

 
В этой статье рассматривается оператор Паули ( , ( ))tH a V h  порож-

денный в 2 2( ) ( )L F L F×  выражением 
2( , ( )) (( ) ( ))H a V h i a V h I Bσ= − ∇− + ⋅ + ⋅   (1) 

и граничными условиями 
2( ) ( ),jit

ju h e u hπω+ =  1,3j =  ,  (2) 

где [ ]3( , , ) ,h x y z R B qrad a= ∈ = ×  - магнитное поле, порожденное вектор 
потенциалом ),,( 321 аaaa = , ),,( 321 ВВВВ = , 
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321 ,, γγγ  биортогональные к 321 ,, ωωω  векторы, ∗F - фундаментальная об-
ласть решетки { }Znnnnnn ∈++=Γ 321

3
3

2
2

1
1 ,,:γγγ , )(hV  - периодическая 

достаточно гладкая функция. 
Учитывая  (3) и (4) оператор ))(,( hVaH можно записать в явном ви-

де 
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. (5) 

В этой статье мы будем делить оператор ))(,( hVaH  на две части, 
причем первую часть рассмотрим как невозмущенный оператор, а вто-
рую часть как возмущение. Эта схема имеет более простой вид и она 
применима в случае, когда )(haa ≡ . 

Оператор ))(,( hVaH  будем делить на следующие части: 
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Обозначим через )(aМ t оператор, порожденный в 2 2( ) ( )L F L F×  вы-
ражением 
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и граничными условиями (2). 
А через )(hN обозначим следующее выражение: 
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В работе [ ]4  доказано, что собственные значения и собственные 
функции оператора )(aМ t  следующие:  
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Значит спектр оператора )(aМ t  состоит из λγ
 и λγ , где Γ∈γ . А 
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теперь найдем асимптотические формулы для собственных значений 
оператора ))(,( hVaH t . Для ясности предположим, что потенциал )(hV  
является тригонометрическим многочленом: 
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Кроме того, не нарушая общности, будем считать  
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Поставим следующие условия: 
   I. XOYa∈ , т.е.  )0,,( 21 aaa = ; 

    II. )()1,0,0( mQv ∉= ; 

    III. [ ]
1

, αγγ tcat z +⋅<+ . 
Сначала найдем следующие формулы, с которыми в дальнейшем 

будем пользоваться: 
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Теперь найдем собственные значения, связанные с λγ
 через )(hN . 

Для этого вычислим )()( hhN γϕ  и )()( hhN γϕ : 

 












 ⋅+⋅+
= ∑

∈

++

+

Q

hti

hti
z

e
e

V
tiaa

hhN
1

1

1

),(

),(
12 )()(

)()(
γ

γγ
γ

γ

γ

γ
ϕ ,  















⋅+⋅−
=

+
∈

++∑

e
e

hti
z

Q

hti

tiaa

V
hhN

),(
12

),(

)()(
)()( 1

1

1

γ
γ

γγ
γγ

γ
ϕ . 

Отсюда получим, что     
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Эти формулы доказывают, что λγ
 связано с λ γγ 1+

, а  λγ  связано с 

λ γγ 1+ через )(hN . 
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Примем следующие обозначения     
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Элементарными вычислениями получим: 
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Из этих неравенств заключаем, что     
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Аналогично, можно доказать, что    
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 Заметим, что число векторов γ , входящих в )(mQ , не больше чем 
mQ , т.е. mm QQ ≤)( , здесь Q  - число векторов, входящих в Q . Поэтому 
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Основную роль в доказательстве асимптотических формул играет 
следующая известная формула:                  

))(,(),)(( γγγ ϕϕλ hNNNN Φ=Φ−Λ .   (23) 
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А теперь упростим выражения 
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Из формул (26), (20), (21) и из условия III получим, что 
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Поэтому (28) можно записать в следующем виде: 
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здесь мы пользовались следующими обозначениями: 
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 По аналогии получим 
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Подставляя формулы (31), (32) и  (33) в (26) получим: 
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Отсюда мы имеем:   
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здесь NF   состоит из следующих слагаемых:  
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Теперь оценим эти слагаемые. Так как  
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Ясно, что 
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<∑ . В работах [ ]3  и [ ]4  доказывается, что  
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 Поэтому, разделяя (35) на ( )γϕ,NΦ , получим:   
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Наконец, как в работах [ ]3  и [ ]4  в формуле (39) в знаменателе 
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Из вышеизложенных следует, что доказана следующая 
Теорема 1. Если выполняются условия I – III, )(αγ V vt∈+  и  

t+γ  достаточно большое, то соответствующее собственное значение 
)( γλNΛ  оператора ))(,( hVaH t  удовлетворяет асимптотической формуле 

(40), где ))(,,( hVF n
γ

γ λλ  явно выражается через γλ , γλ , )(hV  и имеет 

порядок  )( )( 1 ntO ααγ −−+ . 
Замечание. Из доказательства теоремы 1 видно, что если )( γλNΛ  

такое, что ( ) s
N t )( 1

, αα
γ γϕ −−+>Φ , то )( γλNΛ  удовлетворяет асимптотиче-

ской формуле, полученной из (40) заменой ( )1( )nO t α αγ − −+  на 

( )1( )( )n sO t α αγ − − −+ .  Аналогичная формула имеет место и для ( )N
γλΛ . 

Теперь обсудим такой вопрос: существует ли в каждой вышеука-
занной окрестности γλ  собственное значение NΛ  оператора ))(,( hVaH t ? 

Нам понадобится следующая простая лемма, которая доказана в ра-
боте [ ]2 : 
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Учтем следующий факт:   
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здесь   γϕ)(hNM = . 

Очевидно, что число собственных значений NΛ , попадающих в ин-

тервал 2 , 2M Mγ γλ λ − +   меньше чем )( 1αα
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−k  при ∞→γλ . Обозначим 
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Отсюда, рассуждая так же, как при доказательстве леммы, получим, 
что существует N  из )( γλA ,  для которого           

( ) ( )
)(

1),(
4
1,

γ

γγ
λ

λϕ
j

m

N
j

mN
C

C
k

⋅Φ≥Φ ,  (43) 

ибо в противном случае вытекало бы: 
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Теперь аналогично, как в работе [ ]2 , доказывается, что из (43) сле-
дует, что существует такое )( γλNΛ , которое удовлетворяет асимптоти-
ческой формуле (40). 

Теорема 2.  Если выполняется условия теоремы 1, то тогда для лю-
бого γλ  существует соответствующее собственное значение )( γλNΛ  
оператора ))(,( hVaH t , которое  удовлетворяет асимптотической форму-
ле (40). 
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ÜÇÖLÇÜLÜ PERİODİK PAULİ OPERATORUNUN BIR QRUP QEYRİ-REZONANS  

MƏXSUSİ ƏDƏDLƏRİ ÜÇÜN ASİMPTOTİK DÜSTURLAR  
 

V.A.MEHRABOV 
 

XÜLASƏ 
 

Bu məqalədə üçölçülü periodik Pauli operatorunun məxsusi ədədləri üçün asimtotik 
düsturların alınması məsələsi araşdırılır. Məlumdur ki, Pauli operatoru kvant fizikasının əsas 
operatorlarından biridir. O, zərrəciyin elektromaqnit sahəsində spini nəzərə alınmaqla hərəkət 
tənliyini göstərir. Məqalədə Pauli operatorunun bir qrup qeyri-rezonans məxsusi ədədləri üçün 
yüksək tərtibdən asimptotik düsturlar alınmışdır.  
 

Açar sözlər: Pauli operatoru, qeyri-rezonans məxsusi ədədlər, asimptotik düsturlar, 
həyəcanlanmamış operator. 

 
 

ASYMPTOTIC FORMULAS FOR SOME SERIES OF EIGENVALUES 
OF THREE-DIMENSIONAL PERIODIC PAULY OPERATOR 

 
V.A.MEHRABOV 

 
SUMMARY 

 
The article studies eigenvalues of three-dimensional periodic Pauly operator. Apparent-

ly, Pauly operator is one of the important operators of the Quantum Physics and describes the 
movement of the particle with a spin in the magnetic field. The eigenvalues of this operator 
correspond to the full energy of the quantum system (particle with a spin moving in the mag-
netic field). Asymptotic formulas of high sequence for some series of eigenvalues of periodic 
Pauly operator in parallelepiped have been obtained.    
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