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Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных операто-

ров со спектральным параметром в граничном условии появляются во 
многих областях естествознания (см. [ ]1 ). Такие задачи в различных по-
становках исследовались во многих работах (см. [ ]81−  и литературу в 
них). 

Рассмотрим следующую задачу Штурма-Лиувилля: 
                        1x0  ,)( <<=+′′− yyxqy λ ,                                                  (1) 

)0(h)0( yy =′ ,                                                                          (2) 
)1()()1()( 1111 ydcyba ′+=+ λλ ,                                           (3) 

где −λ спектральный параметр; 1111 ,,,,),( dcbahxq - вещественны; 
0cbda  ),1,0(L)x(q 11112 >−∈ . Известно [ ]2 , что существует бесконечно воз-

растающая последовательность собственных значений{ }∞=λ 1nn  задачи (1)-
(3): .......10 <<<< nλλλ . Обозначим через ),( λϕ x решение уравнения (1) с 
начальными условиями h=′= ),0(   ,1),0( λϕλϕ . При каждом фиксированном 
x  функция ),( λϕ x  является целой поλ . Собственные значения задачи (1)-
(3) суть корни целой функции ),1()(),1()(  )( 1111 λϕλλϕλλ ′+−+=∆ dcba . 
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Кроме того, ),( nx λϕ  является собственной функцией задачи (1)-(3), со-
ответствующей собственному значению nλ . Как показано в [ ]2 , при 

∞→n  верна формула: 
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В работе [ ]7  (см. также [ ]63− ) при условии  [ ]1,0)( Cxq ∈ исследо-
вана базисность  в )1,0(2L собственных функций задачи (1)-(3). В настоя-
щей  работе установлена базисность в )1()1,0( ∞<< pLp   системы собст-
венных функций краевой задачи (1)-(3) с потенциалом  )1,0()( 2Lxq ∈ . 
При этом предложенный нами подход существенно отличается от ис-
пользованного в [ ]7  подхода и основан на свойствах операторов преобра-
зования (см. [ ]12,11 ) для уравнений Штурма-Лиувилля.  

1.Введем в рассмотрение систему функций 
{ } ),.......1,0(   cos 0knnxn ≠=λ  ,                                          (5) 

где 0k – произвольно фиксированное неотрицательное целое число. 
Теорема 1. Система (5) образует базис в пространст-

ве )1()1,0( ∞<< pLp   , причем при р=2 базис является безусловным. 
Доказательство. Рассмотрим формулу (4). Пусть, например, 

)0  (  
2
1

1 =−= сν . Известно, что система функций  
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1cos(                                                                (6) 

образует [ ]11  базис в )1()1,0( ∞<< pLp   , причем при 2=p базис является 
ортогональным. В силу (4) система (5) квадратично близка к системе (6). 
Тогда из полноты системы (5) в )1,0(2L (см., напр., [ ]10 )вытекает, что эта 
система образует базис Рисса в )1,0(2L . Последнее влечет за собой безус-
ловность базиса. 

Пусть 21 << p   и ( ) ( )1,0pLxf ∈ .Через ( ) ,...2,1, =nfcn обозначим 
коэффициенты Фурье функции ( )xf  по системе (6). Так как система 
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Откуда следует, что система (6) в   )1,0(pL образует 

(см. [ ]12 ) q -базис. Кроме того, используя (4) , получаем 
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согласно которому система (5) p -близка в   )1,0(pL к системе (6). Так как 
система (5) полна в    )1,0(pL при 21 << p , то она образует [ ]12  изоморф-
ный к (6) базис в   )1,0(pL Аналогично, если 2>p , то система (6) образует 
p -базис в   )1,0(pL . Очевидно, что система (5) q -близка в   )1,0(pL  к сис-

теме (6). Кроме того, система (5) ω-линейно независима в   )1,0(pL , по-
скольку она образует базис в )1,0(2L . Откуда следует, что система (5) об-
разует [ ]12  изоморфный к системе (6) базис в   )1,0(pL . Теорема доказана. 

2. Рассмотрим решение ),( λϕ x уравнения (1). Как известно [ ]12,11  
для этого решения верно представление с помощью оператора преобра-
зования 

tdttxKxx
x

∫+=
0

cos),(cos),( λλλϕ ,                                  (7) 

где K(x,t) – вещественная непрерывная функция и ∫+=
x

dttqhxxK
0
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Рассмотрим оператор преобразования, определенной формулой 

dttftxKxffI
x

)(),()()(
0
∫+=Ω+ . 

Так как Ω  есть вольтеровский интегральный оператор, то оператор Ω+I  
имеет обратный оператор того же вида. Это означает, что оператор 

Ω+I осуществляет взаимно однозначное отображение пространства 
)1()1,0( ∞<< pLp    на себя. Пользуясь тогда теоремой 1 и формулой (7) 

получаем следующую теорему. 
Теорема 2. Пусть 0k –произвольное фиксированное целое неотри-
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цательное число. Тогда система { } ),....;1,0(   ),( 0knnx n ≠=λϕ образует 
базис в пространстве )1()1,0( ∞<< pLp    ,причем при р=2 базис является 
безусловным. 

3. Приведенные результаты переносятся также на случай, когда 
краевое условие (2) принимает вид 0)0( =y (см. [ ]5,4 ). В этом случае сле-
дует использовать решение ),( λϕ x уравнения (1), допускающее пред-
ставление 

dtttxKxx
x

∫+=
0

sin),(sin),(
λ
λ

λ
λλϕ . 
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SƏRHƏD ŞƏRTİNDƏ SPEKTRAL PARAMETR OLAN ŞTURM-LİUVİLL  
SƏRHƏD MƏSƏLƏSİNİN MƏXSUSİ FUNKSİYALAR SİSTEMİNİN  

BAZİS OLMASI HAQQINDA  
 

A.X.XANMƏMMƏDOV, M.H.MAHMUDOVA    
 

XÜLASƏ 
 

Sərhəd şərtlərindən birində spektral parametr olan Şturm-Liuvill operatoruna  baxılıb. 
Məxsusi funksiyalar sisteminin ( ) 1,1,0 >pLP  fəzasında bu operatorun bazisi olması isbat 
edilmişdir. 

            
Açar sözlər: Şturm-Liuvill operatoru, sərhəd məsələsi, məxsusi funksiya, bazis. 

 
 
 

ON THE BASICITY OF THE SYSTEM OF EIGENFUNCTIONS  
OF  STURM–LIOUVILLE OPERATOR WITH A SPECTRAL  

PARAMETER IN THE BOUNDARY CONDITION  
 

A.Kh.KHANMAMMADOV, M.H.MAHMUDOVA 
 

SUMMARY 
 
The Sturm–Liouville operator with spectral parameter in some boundary conditions is 

concerned. The basicity of the system of eigenfunctions of this operator in the space 
( ) 1,1,0 >pLP  is proved.  

 
Key words: operator Sturm–Liouville, boundary value problem, eigenfunction, basis 
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