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В работе рассматривается неуловимые хаосы в динамических системах, связан-
ные с точностями малых величин порядка значений погрешностей  различных возмуще-
ний, т.е. с неуловимыми неопределенностями вариаций возмущений (оценок погрешно-
стей измерений и наблюдений). На примерах оценок точности методов Эйлера и Рунге-
Кутта;  величин гравитационного постоянного G  и элементов орбиты V  спутника 
Юпитера показаны, что их эволюции со временем связаны с неуловимыми эволюциями  
распределения масс и энергии, как в центральном теле, так и в близлежащем про-
странстве. Иначе говоря, суммы бесконечно малых неуловимых возмущений, за беско-
нечно большие промежутки времени, являются источниками  неуловимых изменений в 
динамических системах.  
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Известно, что нелинейные динамические процессы могут быть 

представлены системной дифференциальных уравнений вида 

                                         )())(,(2

2

tgxf
dt
dxF

dt
xd

+=                                                                   

где ))(,();,...,2,1(],[],,[ 11 xf
dt
dxFnitttxxx iiiii =∈∈ =+  представляет сумма воз-

действий, которая допускает моделирование, т.е. получить решения за-
дачи, в замкнутом виде; и g(t) сумма, как правила, бесконечно малых 
возмущений, которая является причиной различных хаосов в динамиче-
ских процессах. В частности, таковыми являются динамические процес-
сы: землетрясения, извержения  вулканов,…, и самые сложные хаотиче-
ские динамические процессы происходят в мозгу живых существ, кото-
рые  обеспечивают их существования. При предопределениях решений 
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динамических процессов особое  значение имеют следующие  величины: 
1) точность используемой численной схемы, т.е.точность аппроксимации 
первого приближения; 2) точность используемых начальных данных; 3) 
точность используемых параметров, т.е. характеристических показателей 
задачи ; 4) точность используемых ограниченностей; 5) точность эволю-
ции этих величин со временем. Таковы основные составляющие суммы 
неуловимых  бесконечно малых неопределенностей. Известные законо-
мерности природы верны только с точностью тех статистических данных 
и методов их определения, которыми использованы при их установле-
нии. Из года в год они уточняются. Одновременно уточняются и им со-
ответствующие теории [1-17]. Поэтому численные и аналитические схе-
мы моделей, которые допускают учет различных аппроксимаций и  эво-
люций возмущений всевозможных ограниченностей очень ценны. Одна-
ко, в соответствии выше  указанным причинам решения модельных задач 
всегда заметно отличаются от решений реально наблюдаемых проблем.  
 При исследовании природных явлений,  часто пользуются мето-
дами Эйлера, Рунге- Кутта и т.д. Первый из них отличается простотой, а 
остальные  высокой  точностью вычислений. 
 Суть метода Эйлера заключается в определении решения диффе-
ренциального уравнения типа: 

0)0();0(),,( =>= ututf
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du                                                 (1) 

в виде 

       ).(0)(...
!3
)(

!2
)()()( 2

32

ttftuutututtuttu ∆∆+=+′′′
∆

+′′
∆

+′∆+=∆+   (2)   

                                                   
Оно представляет  решение уравнения (1) с точностью первого порядка 
относительно .t∆  Тейлеровое разложение в ряды допускает исключение 
членов с 3`t∆  или членов  более высокого порядка. Таким образом, легко 
получить выражение и метода Рунге-Кутта с точностью второго порядка 
относительно :`t∆  
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Аналогично, формула метода Рунге-Кутта с точностью 4t∆ может быть 
представлена выражением: 
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Заметим, что эллиптическое  движение,  вращающегося с постоян-
ной угловой скоростью ω  тела, может быть представлено равенствами:                     

  .sin,cos tbytax ωω ==                                                                       (5) 
Дифференциальные уравнения этого движения имеет вид: 
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Рис.1.  Качественное поведение вариации орбит: 1-эллиптическое движение  
с постоянной  угловой скоростью вычисленной методом  Эйлера.  

2- орбита вычисленная  методом Рунге – Кутта. 
 

Допуская [1;15], 6,0,1 == ba  в случае, когда угловая скорость 
вращения тела в орбите  ;2πω =  используя шаг интегрирования равным 
0,01, применяя методы Эйлера и Рунге – Кутта полученные геометриче-
ские изображения решений уравнений (6) показаны на рис.1.  

Наблюдаемые, промежуточные и Эйлеровые орбиты находятся  
внутри спиралей 1, 2 и 3. Они представлены на рис.2. Существуют мно-
гочисленные методы вычисления промежуточных орбит. Они находятся 
между орбитами, вычисленными по формулам Кеплера и реальными - 
наблюдаемыми траекториями. Методы Винты, Кислика, Аксенова, Гре-
бенникова, Демина и т.д. являются таковыми [16,17]. Они отличаются 
друг от друга как по точности определения орбит, так и по компактности 
решений.  
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Рис. 2.  Эволюции: реальных- наблюдаемых, промежуточных и  эйлеровых орбит нахо-

дятся внутри    спиралей  1,2 и 3, соответственно. 
 

Эволюция логарифмических погрешностей этих решений дана на 
рис. 3. Эволюция погрешностей оценивается следующим образом. Рис.3 
представляет изменения логарифма погрешностей со временем, и их 
возможные влияния на оценки состояний системы (6). 
                     

 
           Рис.3.  Качественное поведение неуловимых возмущений  орбит:  погрешности  

наблюдаемых и   промежуточных орбит, оставаясь внутри спирали а,  
вносят  хаотичность в динамику орбит. 

 
Образование, рождения, движения и эволюция импульсивных 

(мгновенна возмущающих - остро чувствительных) хаотических динами-
ческих процессов, типа извержения вулканов, оползни, землетрясения, и 
т.д., могут быть представлены системой дифференциальных уравнений: 

     ))(,()1( txtftx =+ ,                                                         (7) 
где nRxttJt ∈≥∞+=∈ ),0(),( 00  являются  переменными положений, 

nn RRJf →×: , мгновенные  значения непрерывной вектор функции. 
 Чувствительность системы (7), в частности, может быть представ-
лена формулой. 

     { }.))((,1 kkkk txutx =+                                                 (8) 
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Она представляет эффекты мгновенных изменений  положений рассмат-
риваемой системы в моменты 

,kt  где   1t ∞=<< kk ttt lim...,,...,2  и  ,01 tt >  так что 
        )()()())(( −+ −=∆= kkkkk txtxtxtxu                                               (9) 
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Мгновенные возмущения ценны тем, что они могут превратить 
нестабильные, неустойчивые хаотические динамические системы  в ста-
бильные управляемые устойчивые системы, которые не могут быть све-
дены к линейным устойчивым системам обще известными методами. 

Оценки вариаций погрешностей констант хаотических динамиче-
ских систем в природе очень ценны. К таким величинам относится  и по-
грешности  изменения значений постоянной гравитации G . Им соответ-
ствующие значения отношений GG /  приведены в таблице 1. Она со-
ставлена  используя данные в работе Havard B. Sandvik [3]. Они свиде-
тельствуют о вариациях ограниченностей распределения масс и энергии  
со временем, в системах в которых они определены 
 

Таблица 1 
   1210/ ⋅GG                                Источник 

1   42 ±  R.W.Hellings, et. al., Phys. Rev. Lett. 51 (1983) 1609 
2 110)3.20.1( ±  T.Damour, et. al., Phys. Rev. Lett. 61 (1988) 1152  

3 4.101.0 ±  J. Muller, et.al., Astrophys.J. 382 (1991) L 101  
4 189;54 ±−±  V.M.Kaspi, et.al. Astrophys. J. 428 (1994) 713 

5 81±  J.G.Williams, et,al., Phys. D 53 (1996) 6730 
6 0.26.0 ±  S.E. Thorsett, Phys. Rev. Lett., 77 (1996) 14 321435 

 
Одним из таких примеров является и V спутник Юпитера. Этот 

спутник будучи самым близким к центральному телу 5,2/( =ar  где r - 
экваториальный радиус Юпитера, a -большая полуось орбиты V спутни-
ка ) подвергаются к самым сильным возмущениям в Солнечной системе. 
Значительность погрешностей возмущений многих исследователей наво-
дили на мысль об искусственности этого спутника. Наблюдаемые преде-
лы изменения координат V спутника ξ  и η  равны [11]:  
 Ю.Д.] 88660,8428)(;1096[;65,6066,59 0

0
0

0 =−=≤≤− ξξξ ttn       (10)   

.].95966.9635)(;0123[;37,0246,02 0
0

0
0 ДЮttn =−=≤≤− ηηη ,      (11)                                                                      

где −0ξ наблюденное иовицентрическое угловое расстояние от центра 
Юпитера до V спутника, 0η -наблюденное иовицентрическое угловое 
расстояние от экваториальной плоскости Юпитера до V спутника; в 
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скобках указаны число наблюдений ξn и .ηn  Нами использованы ре-
зультаты наблюдений Э.Баpнарда, Г.Струве и В.Вуркома [14]. Они охва-
тывают, соответственно, интервалы времени ξ)( 0tt −  и η)( 0tt − , в юли-
анских днях. 

Оценки разностей:  
             ;81,022,0 0

0
0 ≤−≤− cξξ                                                         (12) 

             ;53,061,0 0
0

0 ≤−≤− сηη                                                          (13) 
где сξ  и сη  результаты вычислений, соответствующих к моментам  на-
блюденным значениям координат спутника (10) и (11), на базе формул 
математической модели задачи многих активно гравитирующих центров 
[11]. Оценки разностей (12) и (13) соответствуют к погрешностям на-
блюденных значений координат   ξ   и η . 

Заключение. Рассмотрены неуловимые погрешности возмущений 
в  хаотических динамических системах. Они  зависят от точности мето-
дов исследования, от точности величин начальных данных, а так же и от 
точности погрешностей измерений и наблюдений. Показано, что отбра-
сываемые члены при аппроксимациях, в различных моделях [1-17], в ря-
дах всегда  меньше оценок точности используемых начальных данных, 
от оценок точности параметров модели, а также и от оценок точности 
определения погрешностей граничных ограниченностей. Все они опре-
деляются распределением масс и энергии в динамической системе, все 
элементы которой все время находятся в движении, т.е. в процессе эво-
люции. Эволюция чувствительности к погрешностям возмущений при-
влекательны, тем, что они, оставаясь в определенных пределах измене-
ния неуловимых сумм малых возмущений, могут внести хаотичность в 
природу многих наблюдаемых процессов и  управляют многими природ-
ными процессами. В качестве примеров оценок неуловимых  вариаций 
рассмотрены точности методов Эйлера и Рунге-Кутта,  величин гравита-
ционного постоянного G  и элементов орбиты V  спутника Юпитера. По-
казаны, что их эволюции со временем связаны с изменениями  распреде-
ления масс и энергии  как в центральном теле, так и в близлежащем про-
странстве. Иначе говоря, суммы бесконечно малых неуловимых возму-
щений, за бесконечно большие промежутки времени, являются источни-
ками заметных изменений в динамических системах.  
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XAOTİK DİNAMİKİ SİSTEM TƏKAMÜLÜNÜN HƏSSASLIĞI 

 
H.T.ARAZOV, A.H.NOVRUZOV 

 
XÜLASƏ 

  
İşdə dinamiki sistemlərdə sonsuz kiçik sarsınmaları cəminin təkamüllərinin həssaslıq-

ları öyrənilir. Onlar - baxılan sistemlərin başlanğıc şərtlərinin, onların xarakteristik göstərici-
lərinin, sistemlərə qoyulan məhdudiyyətlərin, istifadə olunan metodların və nəhayət, müşahidə 
nəticələrinin dəqiqliklərindən asılıdırlar. Müqayisəli analizlər: Eyler, Runge-Kutt və aralıq 
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orbitlərin hesablama metodları; cazibə sabitinin müxtəlif müəlliflər tərəfindən tapılmış qiy-
mətlər və Yupiterin V peyk elementlərinin təkamülləri üçün aparılmışdır. 
 
 Açar sözlər: Kiçik sarsınmalar, sarsınma xətaları cəminin təkamülü 
 

EVOLUTION OF THE SENSITIVITY OF NUMERICAL SCHEMES 
OF CHAOTIC DYNAMICAL SYSTEMS 

 
H.T.ARAZOV, A.H.NOVRUZOV 

 
SUMMARY 

 
In this paper the smallest amount of chaos in dynamical systems is analyzed. They are 

connected to the accuracies of definition of perturbations in the chaotic dynamical system. 
Firstly, it involves the accuracy of the initial values, secondly, the accuracy of parameters of 
the system and thirdly, the accuracy of boundary constraints of values. Comparative analysis 
of the accuracy of Euler and Runge-Kutta methods has been considered as an example. Expe-
rimental and observational constraints of the gravitational constant and the accuracy in the 
motion of V satellite of Jupiter have also been studied. 

 
Key words: Small perturbations, the smallest amount of chaos. 
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