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Рассматривается вопрос разрешимости многомерных обратных краевых задач 

для уравнений Клейна-Гордона. Предлагается метод, с помощью которого обратная 
краевая задача сводится к некоторым нелинейным бесконечным системам дифферен-
циальных уравнений и доказывается теорема о существовании и единственности ре-
шений многомерных обратных краевых задач в классах функций конечной гладкости. 
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Отметим, что уравнение, которое рассмотрено в статье, называет-

ся уравнением Клейна-Гордона. Это релятивистическое инвариантное 
квантовое  уравнение, описывающее бесспиновые скалярные или псевдо-
скалярные частицы: играет роль одного из фундаментальных уравнений 
квантовой теории поля. Предполагается, что неизвестные коэффициенты 
зависят от аргумента x . А именно, в области [ ]TDT ,0×Ω=  рассматрива-
ется следующая задача: 
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где Ω - ограниченная область в    ,nR  ,2CS ∈Ω∂=   ,3≤n  

( ) ∑
=

=
n

ji
xxij ji

txUxatxUA
1,

,)),()((),(        ),()()( 4 Ω∈= Cxaxa jiij           
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ξµξξ ≥∑
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n

ji
iija 0>µ , ),,(),,(),(),( txgtxfxx ψϕ  

)(),(),,(),,( xqxhtxGtxF  -  
заданные, а ),(),,(),(),(),(),( 11 txVtxUxbxaxbxa  - искомые функции. 
 Определение. Систему { })(),(),(),(),,(),,( 11 xbxaxbxatxVtxU  на-
зовем решением задачи (1)-(7), если они удовлетворяют следующим ус-
ловиям: 
1.Функции )()(),(),(),( 2

211 Ω∈Wxbxaxbxa . 
2.Функции ),,( txU  и ),( txV  непрерывны в замкнутой области TD  вме-

сте со всеми своими производными, входящими в уравнения (1) и (2). 
3. Условия (1)-(7) удовлетворяются в обычном смысле. 

Предположим, что оператор A   и функции  
),,(),,(),,(),(),( txFtxgtxfxx ψϕ  )(),(),,( xqxhtxG  удовлетворяют 

следующим условиям: 

1. )()( 2
2

1
2 ΩΩ∈∀ WWU 


 

    ( ) 0,),(),(),( 1
1,

22
1

2

1
>








+≥∫ ∫ ∑

Ω Ω =

µµ dxtxUtxUdxtxUA
n

ji
xx j

 

2. ( ),)();,0(),(),,(),,(),,( 2
2

266 Ω∈ WTLtxgDtxfDtxgtxf tt  

     ,0),(),(),(),,(),,(
0

2
2 ==Ω∈

== Tt

k
tt

k
t txfDtxfDWTxgTxf  

   )5,3,1(,0),(),(
0

===
==

ktxgDtxgD
Tt

k
tt

k
t . 

3. ( ),)();,0(),(),,(),,(),,( 2
7

2
288 SWTLtxGDtxFDtxGtxF tt ∈  

    0),(),(,0),(),(
00

====
==== Tt

k
tt

k
tTt

k
tt

k
t txGDtxGDtxFDtxFD  

     );7,5,3,1( =k  
4. ),())(()),((),()(),( 2

4
2 Ω∈Ω∈ LxAgAxAhAWxx ψϕ  

   );()(),()( xqxhxxx ≠≠Ω∈∀ ψϕ  
   ,)(),(,)(),(,)(),(

STtSotSot
xhtxFxtxGxtxF ===

===
ψϕ  

     
STt

xqtxG )(),( =
=

 

5. 0)()()()()( >≥−=∆ δψϕ xhxxqxx . 
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 Лемма 1. Пусть { })(),(),(),(),,(),,( 11 xbxaxbxatxVtxU  - любое ре-
шение обратной задачи (1)-(7).  Тогда справедливы следующие соотно-
шения: 
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где  
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( ) ( ),),()()()(),()()(1 TxfxAhxxhoxfxAx +−+=Φ ϕϕ  
( ) ( ))0,()()()(),()()(2 xgxAxqxTxgxAqx +−+=Φ ψψ , 

( ) ( )),()()(),()()()(3 TxgxAqxoxgxAxhx +−+=Φ ϕψ . 
Доказательство леммы 1 следует из (1)-(7). 
 Лемма 2. Если функции ( ),,,2,1,0),(~),(~ =kxVxU kk  являются ре-
шениями в области Ω  задач 
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являются решением обратной задачи (1)-(7), где     ,
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 Доказательство. Из (8)-(10) следует (1), (2), (5) и 
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    Единственность решения задачи (11), (12) мы установим ниже, после 
того, как докажем разрешимость задачи (8), (9).  

Аналогично будет показываться, что ),(),( xhtxU
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Исследуем разрешимость задачи (8), (9). 
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Обозначим через )(, xgZ ll  собственные числа и собственные 
функции следующей задачи 
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Тогда из общей теории эллиптических уравнений следует, что  ,∞→lZ  
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    Условие I. Пусть T  и область Ω  таковы, что для любых целых n  
и l  выполнено следующее неравенство: 
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где lZdiam ,Ω=α - собственные числа задачи (17) (см.[2]).  
 Лемма 3. Пусть выполнено условие I и 
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 Теперь исследуем задачу (15), (16). Рассмотрим следующее мно-
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  Покажем, что при подходящем выборе R , задача (15),(16) разре-
шима в B . 
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m
mmk

m
mmkk xxNxxN

x
xxr λωωλω  

    +







∆
Φ

+







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






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=

∞

=

2
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2

1
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0

2

1
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0 )(

)()(~)(~)(æ2)(æ)(æ2
x
xxxxNxxN k

m
mmk

m
mmk ωωλλ  

,...)2,1,0(,)(æ)(
)(
)()(æ 242

2

32 =





++








∆
Φ

+ kdxxxg
x
xx kkkk λ ,                        (19) 

где          












∆∆∆∆
=

ΩΩΩΩ )()()()(
0 )(

)(,
)(
)(,

)(
)(,

)(
)(max

cccc x
xh

x
x

x
x

x
xqN ϕψ . 

          Из соотношение (19) получаем следующее: 

,4444112
2

44)( 02
1

02
1

2
1

2
00

2

2
1

21
2
02

0

12
LKLKRLRLRCCNdxxUk

k
k

δδδδ
λ +++








++≤∫∑

Ω

∞

=

(20) 

,4444112
2
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1
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1

2
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2
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2

2
1
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2
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0
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LKLKRLRLRCCNdxxVk

k
k

δδδδ
λ +++








++≤∫∑

Ω

∞

=

(21) 

 +







+++≤ ∫∑∫∑

Ω

∞

=Ω

∞

=

2
00

2

21
2
0

2

0
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0

8
2

2
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k
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k
k λλ      

00 444411 LKLKR +++ ,                                               (22) 

 +







+++≤ ∫∑∫∑

Ω

∞

=Ω

∞

=

2
00

2
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2
0

2

0
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0

8
2

2
44)(2)( LRLRCCNdxxVdxxAV k

k
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k
k λλ   

00 444411 LKLKR +++ ,                                               (23) 
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 где












∆
Φ

∆
Φ

∆
Φ

∆
Φ

=
ΩΩΩΩ )(

3
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2

)(

1

)(

0

)(
)(,

)(
)(,
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)(,

)(
)(max
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x
x

x
x

x
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



=
=
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k
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λ
λ  

           (∫∫ ++




 +=

T

SW

T

SWtSW
txG

T
dttxFDtxF

T
L

0

2

)(
0

2

)(

82

)(0 2
7

22
7

2
2

7
2

),(2),(),(2   

                
2

)(

62

)(

2

)(

8

222
7

2

),(),(),(
ΩΩ

+++
LtLSWt txfDtxftxGD + 

                 dttxgDtxg
LtL 


++

ΩΩ

2

)(

62

)( 22
),(),( . 

 Лемма 4. Пусть выполнены условия  1-5,  I    и   ,
35
221

2
1

≤
δ

 

          ,
8

11
2

44 021
2
0

RKRLRCCN =+



 +     

11
3444488 00

2
021

2
0 ≤++ LKLLCCN , 

           1)1(2042
2

320411
1021

2
02

1

<







++






 +








+ CKLRCCN

δ
. 

Тогда  существует решение задачи (15), (16) из B  и  

,
4

)(,
4

)(
2

)(0

12
2

)(0

12

22

RxVRxU
Lk

kk
Lk

kk ≤≤
Ω

∞

=Ω

∞

=
∑∑ λλ  

.)(,,)(
0

2

)(

8

0

2

)(

8

22
RxAVRxAU

k
Lk

k
Lk ≤≤ ∑∑

∞

=
Ω

∞

=
Ω

λλ  

 Доказательство. Запишем систему (15) в виде 
),( kk ZLZ =                                                                (24) 

где  { } ( ) ( ){ })(),(,)(),()(,)(),()( 21 xVxULxVxULZLxVxUxZ kkkkkkkk ==  
( ),...2,1,0=k , причем компоненты ( ) )2,1()(),( =ixVxUL kki  оператора   

)( kZL  равны правым частям уравнения (15), соответственно. Возьмем 
произвольную вектор-функцию ( ),),...(),...,(0 xx kωω ( ) Bxx k ∈),...(~),...,(~

0 ωω  
и подставим в правую часть (15). Тогда для решения 

))(~),(()()),(~),(()( 21 xxLxVxxLxU kkkkkk ωωωω ==  получим оценки (20)-
(23). Отсюда, при условиях леммы 4, получаем, что 
( ) BxVxVxUxU kkk ∈)...)(),...,(()...),(),...,(( 0 . Докажем, что оператор L  явля-
ется сжимающим. 
 Пусть ( ))(~),( ,1,1 xx kk ωω  и ( ) Bkxx kk ∈= ,..)2,1,0()(~(),( ,2,2 ωω . Тогда 
им соответствуют решения 
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                ))(~),(()( ,1,11,1 xxLxU kkk ωω= , ))(~),(()( ,1,12,1 xxLxV kkk ωω= , 
 ))(~),(()( ,2,21,2 xxLxU kkk ωω= , ))(~),(()( ,2,22,2 xxLxV kkk ωω= . 

Обозначим  ),()()(),()()( ,2,1,2,1 xVxVxVxUxUxU kkkkkk −=−=  
                 ).(~)(~)(~),()()( ,2,1,2,1 xxxxxx kkkkkk ωωωωωω −=−=  
Запишем соотношение (15) для )(~),(),(),( ,1,1,1,1 xxxVxU kkkk ωω  и ),(,2 xU k  

)(~),(),( ,2,2,2 xxxV kkk ωω ; далее, вычитая из первого соотношения второе, 
при условиях леммы 4, получим следующую оценку: 

( ) ( )∫∑∫∑∫∑∫∑
Ω

∞

=Ω

∞

=Ω

∞
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∞
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∞

=Ω

∞
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2
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


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dxxA k
k

k
2

0

8
)(~ωλ  ,                                                      (25) 

где      







+






 +








+= 1021

2
02

1

2042
2

320411 KCLRCCN
δ

α . 

 Отсюда и следует справедливость леммы. 
 Теорема. Пусть выполнены условия леммы 4. Тогда существует 
единственное решение задачи (15), (16) (обратной задачи (1)-(7)), для ко-
торой справедливы оценки 

                      ,
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)(,
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)(
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Lkk ≤≤ ∑∑
∞
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RCxAUAxAU
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Wkk ≤+∑∑
∞
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λλ  

( ) .)()(
0

2

)(
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2

)(

6

2
1
2

RCxAVAxAV
k

Lkk
k

Wkk ≤+∑∑
∞

=
Ω

∞

=
Ω

λλ  

 Доказательство. Из леммы 4 следует разрешимость в B  задачи 
(15), (16) тем самым, справедлива первая оценка теоремы. Умножая (15), 
соответственно, на )(

5
xU kkλ  и ),(

5
xVkkλ  суммируя по k  от 0  до ,∞  ин-

тегрируя по области Ω  и используя первую оценку, имеем 

,.)(
0

2

)(

10
1
2

RConstxU
k

Wkk ≤∑
∞

=
Ω

λ ..)(
0

2

)(
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1
2

RConstxV
k

Wkk ≤∑
∞

=
Ω

λ  

Тогда, из (10) и этой оценки, получаем 
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  ,.)(
0

2

)(

6
1
2

RConstxAU
k

Wkk ≤∑
∞

=
Ω

λ   ..)(
0

2

)(

6
1
2

RConstxAV
k

Wkk ≤∑
∞

=
Ω

λ  

Аналогично доказывается следующая оценка  

            ( ) ,.)(
0

2

)(

2

2
RConstxAUA

k
Lkk ≤∑

∞

=
Ω

λ  ( ) ..)(
0

2

)(

2

2
RConstxAVA

k
Lkk ≤∑
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=
Ω

λ  

Для завершения доказательства теоремы нам осталась доказать, 
что решения задачи (11), (12) есть тождественный нуль. Действительно, 
при условиях теоремы имеем 









+⋅



 +≤+ ∫∫∫∫

ΩΩΩΩ

dxxZAdxxAZKCRCCNdxxZAdxxAZ
22

121
2
0

22 )(~)(
2

12)()( . 

Тогда 0)(,0)( ==
S

xZxAZ  и ,0)(,0)(~ ==
S

xZxZA  следовательно, 

0)(~,0)( == xZxZ . 
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ÇOXÖLÇÜLÜ KLEYN-QORDON TƏNLİYİ ÜÇÜN TƏRS SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 
 

M.Ə.QULİYEV, Ə.M.EL-HƏDİDİ 
 

XÜLASƏ 
 

İşdə Çoxölçülü Kleyn-Qordon tənliyi üçün tərs sərhəd məsələsinin həllinin varlığı təd-
qiq olunmuşdur. Burada qoyulmuş tərs sərhəd məsələsi sonsuz diferensial tənliklər sisteminə 
gətirilmiş həllin varlıq və yeganəliyi isbat olunmuşdur. 

  
Açar sözlər:  tərs sərhəd məsələsi, varlıq və yeganəlik, tənliklər sistemi. 

 

http://mechmath.bsu.edu.az/az/content/mhmmd_quliyev_345
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MULTIDIMENSIONAL INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM  
FOR THE SYSTEM OF KLEIN-GORDON EQUATION  

 
M.A.GULIYEV, A.M. EL-HADIDI  

 
SUMMARY 

 
In the paper we investigate the solvability of the inverse multidimensional boundary 

value problem for the Klein-Gordon equation. We propose a method by which the inverse 
boundary value problem is reduced to some nonlinear infinite systems of differential equations 
and the existence and uniqueness theorems for the solution of multidimensional inverse boun-
dary value problems in classes of functions of finite smoothness are proved. 

  
Key words: inverse boundary value problem, existence and uniqueness, systems of eq-

uations. 
 
Поступила в редакцию: 29.12.2011 г. 
Принята к печати: 05.03.2012 г. 
 


