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В данной работе для некоторых краевых  задач операторно-дифференциальных 
уравнений второго порядка эллиптического типа с операторными коэффициентами 
найдены условия существования и единственности голоморфных решений в некоторых 
секторах. Эти условия выражены свойствами коэффициентов данного операторно-
дифференциального уравнения и операторами,  входящими в краевые  условия. 
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Пусть H -сеперабельное  гильбертово пространство, A - положи-
тельно определённый самосопряженный оператор, а γH = )( γAD  гиль-

бертово пространство со скалярным произведением 0),,( ≥γγγ yAxA . 
При 0=γ   считаем,  что HH =0 .  

Обозначим через );(2 HRL +  гильбертово пространство всех функ-
ций  )(tf , определённых почти всюду в ( )+∞=+ ,0R , со значениями в H , 
для которых  
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Следуя монографии  [1] определим  гильбертово пространство  
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Здесь производные понимаются  в  смысле теории распределений  [1]. 
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Далее  обозначим через α,2H  линейное множество всех функций 
)(zf  со значениями в H ,  которые голоморфны в секторе   

{ } ,20,arg: πααα <≤≤= zzS  

причем  );()( 2 HRLtef i
+∈ψ , при αψ <    и consttef
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Функции из α,2H  имеют граничные значения );()( 2 HRLtf +± ∈α  на 

лучах 0, >=Γ ±
± tte iα
α , в смысле сходимости почти всюду в H  или в  
);(2 HRL + . Множество α,2H  превращается в гильбертово пространство [ 
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При 0=α  считаем, что ( )∞== ,00 RS , производные понимаются в 
смысле распределений и );(20,2 HRLH += .  

Далее введем гильбертовы пространства  
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Отметим, что эти пространства определены корректно, поскольку при 
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Рассмотрим  краевую задачу  
αSzzuAzuAzuzudzdP ∈=′++′′−= ,0)()()()()( 1

2 ,     (1) 
 HKuu ∈=−′ ϕϕ,)0()0( .                                                    (2) 

Определение 1. Если при 
2

1H∈ϕ  существует вектор–функция  
2
,2)( αWzu ∈ , удовлетворяющая уравнению (1) тождественно в αS , то бу-

дем говорить, что )(zu  есть регулярное решение  уравнения (1). 
Определение 2. Если при любом 

2
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шение уравнения (1), удовлетворяющее граничному условию (2) в смыс-
ле сходимости  
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то задача (1),(2) называется  регулярно разрешимой. 
 В данной работе мы находим  условия регулярной разрешимости 
задачи (1),(2). Аналогичные вопросы рассмотрены в работах  [2-6] в раз-
личных ситуациях. Отметим, что при 0=α  в определении 1 требуется, 
чтобы функция )(tu  удовлетворяла уравнению почти всюду в +R , а в оп-
ределении 2 считается, что 0+→t   и  ( )HRWW ;2

2
2
0,2 += . 

Сперва рассмотрим в H  краевую задачу   
αSzzuAzuzudzdP ∈=+′′−= ,0)()()()( 2

0 ,              (3) 
 HKuu ∈=−′ ϕϕ,)0()0( .                                      (4) 

Лемма 1. Уравнение (3) имеет регулярное решение вида 
xezu zA−=)(0 , причем 

2
3Hx∈ , а zAe− -голоморфная полугруппа ограни-

ченных операторов порождённая оператором ( )A− .  
Доказательство. Очевидно, что уравнение 0)()(0 =zudzdP  имеет 

общее решение из α,2H  в виде xezu zA−=)(0 , где Hx∈ . Покажем, что 
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Используя спектральное разложение оператора A  получаем: 
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Учитывая (6) в равенстве (5) находим, что 
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Следовательно, xe zA− 2
,2 αW∈  при 

2
3Hx∈ . 

 Следствие 1. Пусть A -положительно-определённый самосопря-
женный оператор, оператор KAE 1−+  обратим в пространстве 

2
3H . То-

гда задача (3), (4) имеет единственное регулярное решение  
( )

2
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Действительно, из леммы 1 следует, что регулярное решение урав-
нения (1) имеет вид: xezu zA−=)(0 , где 

2
3Hx∈  принадлежит к опреде-

лению. Из условия (4) следует, что ( ) ϕ=+− xKA  или  ( ) ϕ11 −− =+− AxKAE , 

тогда ( )
2

3
111 HAKAEx ∈+−= −−− ϕ  при 

2
1H∈ϕ . 

Следовательно, 
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В общем случае имеет место  
Теорема 1. Пусть A -положительно-определённый самосопряжен-
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Тогда задача (1),(2) регулярно разрешима. 
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Доказательство. Пусть 
2

1H∈ϕ .   Тогда по следствию 1  
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 т.е. α,2)( Hzg ∈ . Таким образом, для определения )(1 zu получаем сле-
дующую краевую задачу  

αSzzgzudzdP ∈= ),()()( 1 ,                                          (10) 
0)0()( 11 =−′ Kuzu .                                                               (11) 

Из результатов работы [5] следует, что задача (9), (10) имеет единствен-
ное регулярное решение )(1 zu  из пространства ( )KW 2

,2 α  при любом  

α,2)( Hzg ∈  и 
αα ,2

2
,2

)()(1 HW
zgconstzu ≤ . Таким образом, )()( 10 zuzuu(z) +=  

будет регулярным решением задачи (1), (2) и  из (9) следует, что  
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 Теорема доказана. 
 Следствие 2. Пусть выполняются условия теоремы 1, причем  
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Тогда задача  
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                                     +∈= RttudtdP ,0)()(   ,                                     (12) 
ϕ=′− )0()0( uKu .                                                   (13) 

 регулярна разрешима. 
 Так как  1

0
1 −− < Nkβ  при всех ( )2,0 πα ∈ , то из теоремы 1 следует 

 Теорема 2. При выполнении условий теоремы 1 задача (12),(13) 
регулярно разрешима.  

Следствие 3. При любом  ( )HRWtu ;)( 2
2 +∈  и  с условием в нуле 

0)0()0( =−′ Kuu  имеет место неравенство  
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Доказательство. Пусть ( )HRWtu ;)( 2
2 +∈  и 0)0()0( =−′ Kuu . 

Обозначим через )()()( tgtudtdP = . Так как )(tu -регулярное решение 
задачи )()()( tgtudtdP = , 0)0()0( =−′ Kuu , то из  [3] следует, что  
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Отсюда следует неравенство (14). 
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İKİTƏRTİBLİ OPERATOR-DİFERENSİAL TƏNLİKLƏRİN  

HOLOMORF HƏLLƏRİNİN XASSƏLƏRİ HAQQINDA 
 

R.F.SƏFƏROV  
 

XÜLASƏ 
 

Məqalədə operator əmsallı  ikinci tərtib elliptik tip  diferensial tənliklər üçün bəzi sərhəd 
məsələlərinin şərtinə operator əmsallar daxil olduqda, onların müəyyən sektorlarda holomorf 
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həllərinin varlığı və yeganəliyini təmin edən şərtlər tapılmışdır. Bu şərtlər operator-diferensial 
tənliyin əmsalları və sərhəd şərtinə daxil olan operatorların xassələri ilə ifadə edilmişdir. 

 
Açar sözlər: Hilbert fəzası, operator-diferesial tənlik, öz-özünə qoşma operator. 
 

 
ON SOME PROPERTIES OF HOLOMORPHIC SOLUTIONS  

OF OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 

R.F.SAFAROV 
 

SUMMARY 
 

 In the work, the conditions of uniqueness and existence of the holomorphic solutions in 
some sectors are found for some boundary problems for the second order elliptic type diffe-
rential equations with operator coefficients. These conditions are expressed by the properties 
of the coefficients of the operator-differential equations and operators involved in the boun-
dary condition. 

 
Key words: Hilbert space, operator-differential equation, self-adjoint operator. 
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