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В работе рассматривается распределение земельного участка между произво-
дителями так, чтобы общая прибыль была бы максимальной. Строится математиче-
ская модель рассмотренной экономической задачи.  Далее эта задача, дискретизиру-
ясь, приводится к задаче  целочисленного программирования.  
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Оптимальное распределение ресурсов - такое распределение ре-
сурсов, которое обеспечивает наилучшее, наиболее эффективное их ис-
пользование. Основой оптимального распределения ресурсов является их 
ограниченность, что требует их использования (соответственно, распре-
деления) с учетом критерия оптимальности. Проблема оптимального 
распределения ресурсов решается с помощью экономико-математичес-
ких моделей (линейного и нелинейного программирования и т. д.). При 
этом все экономико-математические модели направлены на то, чтобы 
обеспечить минимум затрат, либо максимум эффекта при ограничениях 
по объему ресурсов и потребностей в них. 

В данной работе рассматривается распределение земельного уча-
стка между производителями так, чтобы общая прибыль была бы макси-
мальной. Строится математическая модель рассмотренной экономиче-
ской задачи.  Далее это задача, дискретизируясь, приводится к задаче це-
лочисленному программированию.  

Рассмотренная в работе задача экономически также интерпрети-
руется как игровая задача о дележе неоднородного пирога по утилитар-
ному принципу.  
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Постановка задачи  
Пусть n  производителей хотят осуществить свою цель, используя 

при этом все производительные участки, которые окружают область 
2RD ⊂ . Допустим, что дана площадь использованного участка каждого 

участника и эти площади обозначены, соответственно, через nCCC ,...,, 21 .  
Обозначим через ,),( Dxxfk ∈  функцию, которая характеризирует показа-
тель значительности по области D  k -го участника. Если по области D  
функция ( )kf x для каждого k  постоянная, то задача называется однородной. 

Если в подмножестве DD ⊂0  0)( =xfk , то это означает, что ис-
пользование области 0D  не дает никакой пользы −k му участнику. 

 
          Допустим, что k -ый участник использует kD , тогда его произво-
дительный объем (прибыль) выражается  следующей величиной: 

                                ∫ ==
kD

kkk nkdxxfDJ ,,1,)()(                                       (1) 

здесь цель состоит в том, что распределить участок D  между n  произ-
водителями так, чтобы их общая прибыль была бы максимальной. Эту 
задачу  математически можно записать следующим образом: 

∑ ∫
=

→=
n

k D
kn

k

dxxfDDDJ
1

21 max,)(),...,,(                        (2) 

                                        nkCDmes kk ,1== ,                                          (3) 
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D D D D i j i j n

=
/= ∩ = Ο ≠ =U .                    (4) 

здесь kDmes  площадь области kD . Ясно, что условие k kmes D C=  мож-
но записать следующим образом:  

nkCdx k
Dk

,1, ==∫ .                                   (5) 

Условие ,i jD D i j/∩ = Ο ≠ , экономически показывает, что разные уча-
стники не могут использовать один и тот же участок. 
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Обозначим через K  совокупность множеств ),...,,( 21 nDDDd = , 
которые определяются из выражения (4). Другими словами,  

{ }jiDDDDRDDDDdK ji

n

i
iin ≠Ο/=∩=⊂==

=

,,,:),...,,(
1

2
21 U . 

           Таким образом, здесь целью является найти такую совокупность 
KDDDd n ∈= ),...,,( 21 , которая удовлетворяя условию (3) или (5), дала  

бы функционалу (2) максимальное значение. 
 Как видно, рассмотренная задача является задачей нахождения  
экстремума функционала, который зависит от области. Исследование та-
ких задач, с математической точки зрения, связано со многими трудно-
стями [1]. В случае, когда области nDDD ,...,, 21  выпуклые, предлагаемый 
в работе [3;4] подход можно применить для изучения задачи (2)-(4).  
Однако, с точки зрения практики, условие выпуклости областей 

nDDD ,...,, 21  является жестким условием. Поэтому для решения пос-
тавленной задачи применим другой подход. В этом подходе мы не будем 
требовать выпуклости участка каждого участника. 

Замечание. Ясно, что поставленную задачу экономически можно 
по другому интерпретировать. Например, предприятие, осуществляющее 
n  число производство, как должно использовать данного конкретного 
участка, чтобы добывать максимальную прибыль. 

Дискретизация задачи. Приведение ее к задачe  целочисленно-
го программирования 

Дискретизируя данную  область D  с малым шагом 0>h , заме-
ним её равномерной сеткой )(hD . Обозначим через ijd маленький квад-
рат, соответствующий −i строке и −j столбцу. Обозначим через S  та-
кую совокупность индексов ),( ji , NjNi ∈∈ , , чтобы Sdij ∈ . Другими 
словами,   

            { } ,),(:),( NjNihDdjiS ij ∈∈∈=  .                                 (6) 
   Не нарушая общности, можно предполагать, что ( )mesD mesD h= . 
Возьмем любую точку ijdx∈  и примем )()( xff k

k
ij = . Обозначим через 

)(hDk  участок сетки, который будет использовать −k ый участник. До-

пустим, что шаг h  выбран таким образом, что числа ),1(,2 nk
h
ck = - на-

туральные. Ясно, что функционал (1) можно записать следующим обра-
зом: 
                                     ∫ ==

D
kkkk nkdxxHxfDJ ,,1,)()()(  

здесь 
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Примем следующие обозначения:                                           
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Тогда дискретный аналог функционала (1) можно записать в виде: 
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ijk zfhJ                                             (8)  

Ясно, что должны выполняться следующие условия:                 

                       kk chmesD =)( ,  IU pkhDhDhDhD pk

n
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 . 

Учитывая обозначения (7), условие  kk chmesD =)(  можно записать в 
такой форме:  
                                                 k

Sji

k
ij czh =∑

∈),(

)(2 . 

А условие (4) в дискретной форме может быть в виде: 

                                           1
1

)( =∑
=

n

k

k
ijz , Sji ∈),( . 

Другими словами из  квадрата ijd  может использовать лишь один участник. 
Таким образом, мы получаем следующий дискретный аналог за-

дачи (2)-(4): 
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                                      { } ,),(,,1,1;0)( Sjinkz k
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где   .
h
c

c k
k =    

Отсюда видно, что задача (9)-(12) является задачей целочислен-
ного линейного программирования. Чтобы решить эту задачу можно ис-
пользовать программный пакет «МАТЛАБ». 
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Предположим, что решая задачу (9)-(12), найдены переменные  
Sjinkz k

ij ∈= ),(,,1,)( . Тогда использованный участок каждого участника 
найдется следующим образом: 

                                         { }.),(,1: )( SjizdD k
ijijk ∈==                            (13) 

Как видно из условия (13) квадрат ijd  может принадлежать лишь 

одной из сеток  )(hDk , nk ,1= . 
Замечание. Для решения рассмотренной непрерывной задачи мы 

сводим эту задачу к дискретной задаче (9)-(12). Для этого рассмотренная за-
дача дискретизирована с малым шагом h . Нужно заметить, что поставлен-
ную задачу в её первоначальной постановке можно было  задавать и в дис-
кретной форме. В этом случае не так важно требовать от  стороны  h  квадра-
тов ее малости, которые образуют сетку. В такой постановке требуется  сетку  

)(hD  так распределить между n  участниками, чтобы приобрести максималь-

ную прибыль. В каждом квадрате ijd  заранее даны величины ,,1,)( nkf k
ji =  

которые характеризуют показатели значимости −k го участника. 
 

Модельные примеры 
Пример 1. Пусть   2=n , 1221 4,4)( xfxxf +=+=  и 3221 == CC .  

В этом случае 1D  будет верхним участком, а 2D  нижним (рис.1).  Если 

возьмем 12
2

1 4,
4

4)( xfxxf +=+= , то соответствующие участки будут 

как на рис.2. 

        
Рис.1.                                                          Рис.2. 

              
Пример 2. Теперь пусть 

3=n , 2131221 5.9,28,28)( xxfxfxxf ++=+=+=  и 
3

64
321 === CCC . 

Тогда верхняя и нижняя части, соответственно,  будут первой и второй 
областями, а область 3D  будет средней частью (рис.3). 
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Рис.3.                                                                Рис.4. 

 
Пример 3. Пусть 

3=n , ,24,24)( 222111 −+−=−+−= xxfxxxf 225.2 213 −+−+= xxf  и 

3
64

321 === CCC . В этом случае соответствующие  области указаны на 

рис. 4. 
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İSTEHSAL ƏRAZİSİNDƏN OPTİMAL İSTİFADƏ İLƏ BAĞLI RİYAZİ MODEL 

 
H.C.ƏFƏNDİYEVA 

 
XÜLASƏ 

 
Məqalədə мягсяд verilən istehsal ərazisini istehsalçılar arasında elə bölməkdən iba-

rətdir ki, onların ümumi gəliri maksimum  olsun. Baxılan bu məsələnin riyazi modeli qurulur. 
Daha sonra məsələ diskretləşdirilərək tam qiymətli proqramlaşdırma məsələsinə gətirilir. 

 
Ачар сюзляр: рийази модел, дискретляшмя, оптималлашма, максимал эялир, тамгиймятли 

програмлашма. 
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MATHEMATICAL MODELING FOR THE OPTIMAL USE OF A BOUNDED AREA 

   
H.J.AFANDIYEVA 

 
SUMMARY 

 
The problem of the sharing of the area between production units (agents) for 

maximization of their common income is considered in this paper. Mathematical model is 
offered for the considered of the economical problem. Then, the considered problem reduced 
to the integer programming by discrediting and solved.  

 
Keywords: mathematical model, discretization, optimization, maximal benefit, integer 

programming. 
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