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          В статье с помощью метода подобных решений для задачи быстродействия с 
фазовыми ограничениями результаты, полученные ранее автором в гладком случае 
распространяются на негладкий случай. 
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            Для классических задач оптимального управления с фазовыми ог-
раничениями необходимые  условия оптимальности в форме принципа 
максимума Понтрягина были получены впервые Р.В.Гамкрелидзе в рабо-
тах [1], [2] в случае, когда оптимальная траектория имеет конечное число 
точек выхода на фазовую границу. 
            В наиболее общей постановке принцип максимума для таких за-
дач был доказан А.Я.Дубовицким и А.А.Милютиным [3]. После этого к 
этому вопросу были посвящены многочисленные работы. Отметим  здесь 
лишь некоторые из них [5,6,8-17]. 
            Как известно, в подобных задачах необходимые условия содержат 
сопряженную функцию с ограниченным изменением, которая имеет 
сложную связь с оптимальной траекторией, что намного усложняет при-
менение этих результатов к конкретным случаям. 
            Поэтому возникают вопросы: существуют ли  в таких задачах оп-
тимальные траектории, для которых сопряженная функция является аб-
солютно непрерывной функцией, в случае положительного ответа как их 
найти? 
            Исследование результатов и приведенных многочисленных при-
меров работ [4],[5],[6] во многом помогли в деле появления метода по-
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добных решений, предложенный автором [15], [16], [17] с помощью ко-
торого удается получать принцип максимума Понтрягина в таком виде, 
который помогает выделить регулярные оптимальные траектории и для 
негладких  задач оптимального управления с фазовыми ограничениями. 
            Суть метода подобных решений заключается в следующем: наря-
ду с исходной задачей оптимального управления с фазовым ограничени-
ем рассматривается вспомогательная задача без фазового ограничения и 
некоторыми измененными граничными условиями, с той целью, чтобы 
оптимальное значение критерия качества в этой задаче совпало с опти-
мальным значением критерии качества в исходной задаче с фазовым ог-
раничением. Именно, вспомогательная задача получается от исходной 
исключением фазового ограничения и введением новых граничных усло-
вий. 
           Например, для задач быстродействия сказанное означает, что вре-
мя быстродействия одно и то же для обеих задач. По этой причине мы 
вынуждены дать возможность изменения в начальных и конечных усло-
вий. Так же отметим, что в этом процессе одна из этих точек (начальная 
или конечная) может оставаться без изменения. 
           Между первоначальной и вспомогательной рассматривается про-
межуточная задача оптимального управления, которая получается из ис-
ходной задачи «урезанием» правой части касательным конусом к множе-
ству X   вдоль оптимальной траектории Xtx ∈)( , т.е. в промежуточной 
задаче вместо U  рассматривается подмножество  

]},,0[..)),(,()),((:{))(( TtвпtxXTutxfUutxU ∈∈∈=  
где ))(,( txXT  есть касательный конус (в определенном  в работе смысле) 
к X  в точке )(tx  и )),(( Utxf есть правая часть в точке ],0[),( Tttx ∈ , 
дифференциального включения в исходной задаче. 
          Другими словами, промежуточная задача отличается от исходной 
лишь с множеством скоростей правой части. Остальные данные, в том 
числе и фазовые ограничения, остаются без изменения. 
          Нетрудно убедиться в том, что решение ],0[)),(),(( Tttutx ∈ , 
исходной  задачи есть и решение промежуточной задачи, следовательно, 
необходимое условие оптимальности этого решения в этой задаче будет 
и необходимым условием для исходной задачи. 
          Ставятся некоторые условия в виде включения между касательны-
ми конусами (условие существования подобного решения) связанными с 
решениями в промежуточной и вспомогательной задачах, в случае вы-
полнения которых имеем возможность относить пункты принципа мак-
симума Понтрягина для вспомогательной задачи (существование абсо-
лютно непрерывной нетривиальной функции, сопряженная система урав-
нений, условие максимума и т.д.) к решению промежуточной, в тоже 
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время и к исходной задаче с фазовыми ограничениями. 
         Такова  в общих чертах суть метода подобных решений.  
         Более точное изложение метода можно будет найти при детальном 
ознакомлении с данной работой.  
         Дополнительно к сказанным отметим, что применение этого метода 
приводит к выделению оптимальных траекторий исходной задачи, для 
которых сопряженная функция является и абсолютно непрерывной и не-
тривиальной, что играет тоже немаловажную роль в подобных задачах 
оптимального управления, при этом сопряженная система является одно-
родной, хотя в задаче присутствует активное фазовое ограничение. 
        Проверка поставленных условий и доказательство утверждений от-
личаются доступностью и простатой изложения. 

Аналогичному вопросу о структуре меры, фигурирующей в соот-
ношениях принципа максимума, для классической задачи оптимального 
управления рассматривался В.В.Хагером [9], K.Малановским [10], 
Х.Маурером [11], А.А.Милютиным [12], для дифференциальных вклю-
чений С.М.Асеевым [13]. В работах [9-12] достаточные условия отсут-
ствия сингулярной составляющей получены при условии, что на рассмат-
риваемом интервале времени оптимальное управление принимает значе-
ния строго во внутренности множества U  и непрерывно. 
 В работе [13] эти достаточные условия получены при условии, что 
множество допустимых скоростей строго выпукло и гамильтониан  сис-
темы удовлетворяет некоторым условиям гладкости.           
 Эти и полученные в данной работе результаты трудно сравнивать: 
все они доказаны при разных предположениях и имеют разные условия. 
Видимо, вопросу сравнения этих результатов  нужно посвящать отдель-
ное исследование.  
 Необходимые понятия негладкого анализа       

Пусть A -непустое замкнутое подмножество из nE . Обозначим че-
рез }:),sup{(),( AxxAH ∈= ψψ  опорную функцию множества A  в  нап-
равлении вектора nE∈ψ . Контингентным  конусом к множеству A  в 
точке Ax∈   называется множество: 

}.,:0,:{),( ∞→∈++→∃→∃∈= iAxExAK iiii
n νααννν  

Касательным конусом к множеству A  в точке Ax∈  называется 
множество 

}.,::0,:{),( ∞→∈+→∃+→∀→∀∈= iAxxxExAT iiiii

A

i
n νανναν  

Нормальный конус Кларка к множеству A  в точке Ax∈  опреде-
ляется равенством  
         )}.,(0),(:{),( xATuEuxAN n ∈∀≤∈= νν              

Пусть f  - локально липшицевая функция на .nE  Обозначим через  
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                        )))}(,(,()1,(:{)( xfxepifNyEyxf n ∈−∈=∂  
субдифференциал Кларка функции f  в точке x , здесь )}(:),{( xfyyxepif ≥=   -
надграфик  функции f . 
 

Постановка задачи и основной результат       
       Основным объектом исследования в настоящей работе является сле-
дующая задача оптимального управления с фазовым ограничением 

min,
],,0[,)(

],,0[..),(
,)(,)0(
],,0[),,,(

10

→
∈∈

∈∈
∈∈

∈=

T
TtXtx

TtвпtUu
CTxCx
Ttuxtfx&

                                (1)                  

где ,],0[: nmn EEETf →××  и X   некоторое непустое регулярное замк-
нутое подмножество пространствa nE . −10 ,CC некоторые компактные 
подмножества в .nE  
         Предполагаем, что для каждого nEx∈  функция ( , , )f t x u  измерима 
по t  и u .  

Существует измеримая вещественнозначная функция ),( utk , для 
которой функция ( , , )f t x y  удовлетворяет условию Липщица по x  с не-
зависимой от x  функцией −ϕ).,( utk  локально липщицевая функция. 

)(tU  компактнозначное многозначное отображение, которое является 
измеримым и удовлетворяющим оценке )()( tktU ≤ , где )(tk -некоторая  
неотрицательная скалярная функция, интегрируемая по Лебегу на любом 
конечном отрезке времени ],0[ T . 
      Функцию ],0[),()( TttUtu ∈∈ , назовем допустимым управлением на от-
резке ],0[ T , если она измерима и соответствующее решение ],0[),( Tttx ∈ , 
заданной системы уравнений удовлетворяет начальному условию 

0)0( Cx ∈  и включению  ].,0[,)( TtXtx ∈∈    
      Задача заключается в нахождении допустимого управления ],0[),( Tttu ∈ , 
которое приводит систему из начального положения 0C  в конечное по-
ложение 1C  за минимальное время, при этом траектория не выходит за 
пределы множества X  в течении всего процесса. 
          Работа посвящена выводу принципа максимума, для которого оп-
тимальное решение регулярно. Оптимальное решение назовем регуляр-
ным, если соответствующая  сопряженная функция ],0[),( Ttt ∈ψ   явля-
ется нетривиальной абсолютно непрерывной функцией. 
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Пусть ],0[)),(),(( Tttutx ∈ , является решением задачи (1), T  есть 
время быстродействия, )()),(( tUttxU ⊂  является подмножеством, которое 
определяется следующим образом 
                     ]},0[..))(,()),(,(:)({)),(( TtвпtxXTutxtftUuttxU ∈∈∈= ,    
здесь ))(,( txXT  является касательным конусом к X  в точке )(tx  для 
каждого  фиксированного  ],0[ Tt ∈ . 
     Непустоту этого подмножества будем доказывать ниже.  
     Рассмотрим соответствующую задачу без фазового ограничения 

                                

.min

ˆ)(,ˆ)0(

,0..),(
),,,(

10

→
∈∈

∈∈
=

T
CTxCx

,T][tвпtUu
uxtfx&

                                 (2)                  

 
Определение. Если существуют компактные подмножества 

10
ˆ,ˆ CC  и соответствующее решение ],0[)),(),(( 00 Tttutx ∈ , задачи (2), 

для которого выполняются включения  
],,0[..)),(),),(),((())(),),((),((( 00 TtвпtxttUtxfTtxttxUtxfT ∈⊂ &&  

             )),(,ˆ())(,()),0(,ˆ())0(,( 011000 TxCTTxXCTxCTxXCT ⊂∩⊂∩  
то ],0[)),(),(( 00 Tttutx ∈  называется подобным к решению ],0[)),(),(( Tttutx ∈  
задачи (1). 

Сформулируем и докажем основную теорему. 
Теорема. Пусть существует подобное к ],0[)),(),(( Tttutx ∈  ре-

шение ],0[)),(),(( 00 Tttutx ∈ , задачи (2). Тогда существует ненулевое аб-
солютно непрерывное  решение сопряженного дифференциального вклю-
чения 
                             0 0( ) ( , ( ), ( )) ( ) . . [0, ]xt f t x t u t t п в t Tψ ψ− ∈∂ ∈& ,                      
для которого выполняются: 

1. условие максимума 
];,0[..))(),(()}),(()),(),),(,(max{( TtвпttxttxUututxtf ∈=∈ ψψ &  

      2. условия трансверсальности 
         ));(,()()),0(,()0( 10 TxXCNTxXCN ∩∈−∩∈ ψψ       

3. если выполняется дополнительное включение              
          

],,0[..)())(),(,()())(),(,()( 00 Ttвпttutxtfttutxtft xx ∈∂∩∂∈− ψψψ&  
то  сопряженное дифференциальное включение будет иметь вид   
                  ],0[..)())(),(,()( Ttвпttutxtft x ∈∂∈− ψψ&  
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с теми же условиями трансверсальности. 
            Прежде чем перейти к доказательству теоремы сначала докажем 
следующую лемму. 

Лемма. Пусть ],0[),( Tttx ∈  абсолютно непрерывная функция, для 
которой ],,0[,)( TtXtx ∈∀∈  где X -некоторое регулярное замкнутое под-
множество. Тогда   выполняется включение 
                             ].,0[..))(,()( TtвпtxXTtx ∈∈&             

Доказательство. Допустим, что в точке ),0( T∈τ  существует про-
изводная ).(τx&   По определению 

                        
τ
ττ

τ −
−

=
→ t

xtxx
t

)()(lim)(& . 

Пусть  ., ττ →> ii tt   Если обозначить  

τ
τ

ν
−
−

=
i

i
i t

xtx )()(  и τα −= ii t , то выполняется включение 

,)()()()(
)()(

)()()( Xtxxtxx
t

xtx
txx ii

i

i
iii ∈=−+=

−
−

−+=⋅+ ττ
τ
τ

ττνατ                     

иными словами )).(,()( ττ xXKx ∈&  Из-за регулярности множества X  каса-
тельный конус совпадает с контингентным конусом, т.е. ))(,())(,( ττ xXKxXT =  
и, следовательно, ))(,()( ττ xXTx && ∈ .   

В концевых точках 0  и T   рассматривая правый и левый пределы, 
соответственно, можно завершить доказательство леммы.  
 Теперь перейдем к доказательству теоремы. Так как ],0[)),(),(( 00 Tttutx ∈   
является решением задачи (2), где отсутствует  фазовое ограничение, то, 
в силу принципа максимума Понтрягина, существует нетривиальная аб-
солютно непрерывная сопряженная функция ],,0[),( Ttt ∈ψ  как решение 
сопряженного дифференциального включения 
               ],,0[..)())(),(,()( 00 Ttвпttutxtft x ∈∂∈− ψψ&  
для которого выполняются: 

1.  условие максимума 
               ],0[..))(),(()}()),(),),(,(max{( 00 TtвпttxtUututxtf ∈=∈ ψψ & ; 
2. условия трансверсальности 
                 )).(,ˆ()()),0(,ˆ()0( 0100 TxCNTxCN ∈−∈ ψψ  
Условие максимума означает, что 
                 ],,0[..))()),(),(,(()( 00 TtвпtxtUtxtfNt ∈∈ &ψ                       (3) 

т.е. )((tψ  является абсолютно непрерывной, нетривиальной ветвью мно-
гозначного отображения ))()),(),(,(( 00 txtUtxtfN & . В силу условия теоре-
мы  выполняются  включения 
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))()),(),(,(())()),),((),(,(( 00 txtUtxtfTtxttxUtxtfT && ⊂   ],0[.. Ttвп ∈ , 
                          

)),(,ˆ())(,()),0(,ˆ())0(,( 011000 TxCTTxXCTxCTxXCT ⊂∩⊂∩  
из которых следуют включения 
                  ))()),),((),(,(())()),()),(),(,(( 000 txttxUtxtfNtxtxtUtxtfN &&& ⊂      

],,0[.. Ttвп ∈  
                 

)).(,())(,ˆ()),0(,())0(,ˆ( 101000 TxXCNTxCNxXCNxCN ∩∈∩⊂  
По этой причине абсолютно непрерывная нетривиальная однозначная ветвь 

)(tψ  многозначного отображения ))()),(),(,(( 00 txtUtxtfN &  является однознач-
ной ветвью и многозначного отображения ))()),),((),(,(( txttxUtxtfN & , т.е. 
                     ))()),),((),(,(()( txttxUtxtfNt &∈ψ   ],0[.. Ttвп ∈  
с условиями )).(,()()),0(,()0( 10 TxXCNTxXCN ∩∈−∩∈ ψψ  
 Последние включения означают, что 
           ))(),(()}),(()),(),),(,(max{( ttxttxUututxtf ψψ &=∈       ],0[.. Ttвп ∈  
и  
         )).(,()()),0(,()0( 10 TxXCNTxXCN ∩∈−∩∈ ψψ  
В случае выполнения дополнительного включения нетрудно показать, 
что сопряженное дифференциальное включение имеет вид  
                        ],0[..)())(),(,()( Ttвпttutxtft x ∈∂∈− ψψ& , 
с теми же условиями трансверсальности. 
Таким образом, теорема доказана. 

Пример. 

{ }1 2 2
1 2 1 2

2 2

,
( , ) : 0, 1

,
x x

U u u E u u
x u
=⎧

= ∈ = ≤⎨ =⎩

&

&
, 

2,1,)(,)0( 210 ≤∈∈ xCTxCx , 
где  

{ }1,1:),( 21
2

210 ≤−=∈= xxExxC , 

{ }2
1 1 2 1 2( , ) : 1 2, 0 ,

min .

C x x E x x

T

= ∈ ≤ ≤ =

→
 

Решение. Как видно из системы дифференциальных уравнений,  

матрица  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
10

A . Следовательно,  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

01
00*A . Тогда сопряженная 

система уравнений будет иметь вид                                            
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⎩
⎨
⎧

−=
=

.
,0

12

1

ψψ
ψ
&

&
 

Опорные функции множеств  10 ,, CCU  вычисляются непосредственно. 
Мы имеем:                                              

             .
2
1

2
3),(,),(,),( 1112102 ψψψψψψψψ +=+−== CHCHUH  

Если оптимальная траектория находится на границе фазового ограниче-
ния на некотором отрезке времени   ],,0[ TI ⊂   т.е. ,,2,1)(2 Ittx ∈= то 

,,0)(2 Ittx ∈=&  то .0)(2 =tu  Соответственно, 
                  }01,0:),{())(,())(( 2121 ≤≤−=∈=∩= uuUuutxXTUtxU  
и 

                                      .
2
1

2
1))),((( 22 ψψψ −=txUH  

Данный пример при отсутствии фазового  ограничения полностью решен 
в книге  В.И. Благодатских [7] и соответствующее оптимальное решение 

имеет вид:  τ  есть момент переключения. Тогда   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2
5,

4
1)(τx  и 

)1,1()0( −=x . Движение начинается с управлением  12 +=u   по параболе 

2
3

2
1 2

21 −= xx   до точки )(τx , затем с управлением  1)(2 −=tu   по парабо-

ле 1
2
1 2

21 +−= xx    или ],,0[,1)(,
2
3)1(

2
1)( 2

2
1 τ∈+=−+= tttxttx   где  

1
2
5
−=τ  и 

.1
2
52,,1

2
52)(,

2
52

2
141

5
22

2
1)( 2

2
1 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−∈−+−=+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+= τtttxtttx  

Время быстродействия  1
2
52 −=T . 

Теперь учитываем фазовое ограничение 2,12 ≤x . Рассмотрим управле-
ние: 1+=u  до выхода траектории на фазовое ограничение, затем 0)( =tu  
при движении по границе фазового ограничения, после чего переключе-
ние на управление 1)( −=tu  до попадания в конечную точку (1,0). Най-
дены соответствующие моменты переключения: точкой пересечения па-

раболы 
2
3

2
1 2

21 −= xx  с прямой 2,12 =x  является 
50
39

1 −=x , т.е. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= )2,1,

50
39)( 1τx ,   
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,2,01 =τ так как  ].,0[,1)( 12 τ∈+= tttx  
Чтобы найти момент схода 2τ  с границы найдем точку пересечения прямой 

2,12 =x  и параболы 1
2
1 2

21 +−= xx . Точкой пересечения будет 

).2,1,28,0())(),(( 2221 =ττ xx  0)(2 =tu  на отрезке ],( 21 ττ , тогда  ].,[,2,1 211 ττ∈= tx&  

Следовательно .
12
13

2 =τ  Время движения по границе будет  
60
53

12 =−ττ .  

При ],(,1 2 Ttu τ∈−=   имеем: 

         ].,[
,1
,

2
2

21 Tt
x

xx
τ∈

⎩
⎨
⎧

−=
=

&

&
 

1 2 2 2 2 2 2

2

13 13 27,4( ( ), ( )) (0,28, 1,2) ( ) ( ) 1,2 1,2
12 12 12

137 137 137 17( ) 0 2 2,283...
60 60 60 60

x x x t t c x c c

x t t T T Случай фазового ограничения

τ τ τ= ⇒ =− + ⇒ = =− + ⇒ = + = ⇒

⇒ =− + ⇒ − = ⇒ = = ≈

 
          1622776,2=T  (случай без фазового ограничения). 

Момент выхода на границу 2,01 =τ , а сход с границы 
12
13

2 =τ . Соответст-

вующие графики управлений и траекторий приведены на рисунках 1 и 2. 
      ))(( txU                                                                     2x  
 
 
 
 
                                                         
                                                      t                0C                                 1C          1x  
 
 
 
                            

 
Рис. 1.                                                                       Рис.2. 

Соответствующей  сопряженной функцией ],0[),( Ttt ∈ψ    будет 

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=

,
12
13)(

,1)(

2

1

tt

t

ψ

ψ
                             ,

60
137,0 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈t                        

которая является нетривиальной и абсолютно непрерывной функцией, 
для которой выполняется условие максимума (Рис.3):   
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     .
60

137,0..))(),(())()),((( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈= tвпttuttxUH ψψ  

                                                 2ψ  
 
 
 
                                                                                         1ψ  
 
  
 
 

Рис.3. 
 
Из вида сопряженной функции ясно, что 

           ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

12
13,1))0(),0(( 21 ψψ    и  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

5
6,1))(),(( 21 TT ψψ . 

В силу формул для опорных функций ),(),,( 10 ψψ CHCH  выполнение ус-
ловий трансверсальности проверяется непосредственно. 

При применении теоремы подобное решение существует. Для это-
го достаточно в качестве начального множества взять  ,ˆ

00 CC =  а конеч-

ного множества взять 1Ĉ , которое изображено на рисунке 4: 
 
 
 
 
                                                                                         1Ĉ  
                                       00 ĈC =  
                                                 -1                                  21 1C     1x  
 
 
                                                                     Рис. 4. 
 

Заключение 
Как известно, в подобных задачах существуют разные виды сопря-

женных дифференциальных включений. В данной работе мы использо-
вали максимально простой вид этих необходимых условий, с той целью, 
чтобы более наглядно передать основную суть метода подобных ре-
шений и полученных результатов относительно регулярности решений.  
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OXŞAR HƏLLƏR METODUNUN QEYRİ-HAMAR FAZA MƏHDUDİYYƏTLİ  

ƏN TEZ TƏSİR MƏSƏLƏLƏRİNƏ TƏTBİQİ 
 

M.H.İMANOV 
 

XÜLASƏ  
 

 Məqalədə müəllif tərəfindən oxşar həllər metodu vasitəsilə faza məhdudiyyətli ən tez 
təsir məsələləri üçün alınmış  nəticələr qeyri-hamar hala ümumiləşdirilir. 

 
Açar sözlər: Optimal idarə, faza məhdudiyyətli, maksimum prinsipi, oxşar həllər, re-

qulyar həllər.    
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APPLICATION OF THE METHOD OF  SIMILAR SOLUTION TO THE 
NONSMOOTH PROBLEMS WITH STATE CONSTRAINTS 

 
M.H.IMANOV 

 
SUMMARY 

 
In the paper, the results obtained by the similar solutions method for the time optimal 

control problems are extended for the nonsmooth cases. 
 
Keywords: Optimal control, state constraints, maximum principle, similar solutions, 

regular solutions. 
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