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В 2008 году Я. Челяковский ввёл понятие решётки с коммутаторной делимо-

стью. В настоящей работе показывается, что каждой коммутаторной делимости 

соответствует некоторая система толерантностей этой решётки. Более того, не-

которые из этих толерантностей образуют inf-подполурешётку решётки всех толе-

рантностей. 
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Работа посвящена толерантностям решёток, наделенных дополни-

тельной бинарной операцией (так называемой, коммутаторной делимо-

стью); исторически решётки с делимостью появились как обобщения 

решёток идеалов колец (см. обзор [10]; подробно - в [7]). Решётки с ком-

мутаторной делимостью были введены в обиход недавно Я. Челяковским 

(удобно называть их решётками Челяковского; см.[4]) в связи с развити-

ем коммутаторного исчисления в дедуктивных системах логики  (см. [5]). 

Сама же коммутаторная теория, утвердившаяся в рамках конгруэнц-

модулярных многообразий [6] универсальных алгебр, распространилась 

далее и в теорию категорий (см., напр., [8], [9]). 

 Алгебраической теории толерантностей посвящена монография 

[2]. Хорошо известно, что множество всех толерантностей произвольной 

алгебры   образует алгебраическую решётку        (о её свойствах для 

общих решёток см., напр., в [3]). Толерантности решеток подробно рас-
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сматривались впервые Г. Бандельтем [1], а Д. Швайгерт [12] обнаружил 

связь между толерантностью и коммутатором. В дальнейшем эта связь 

была расширена на более широкий класс толерантностей [11]. 

 Целью настоящей работы является выявление толерантностей, 

возникающих в решётках Челяковского; используемая при этом техника 

навеяна работами [11] и [12]. 

1
0
.  Алгебры и решётки Челяковского 

Алгеброй Челяковского              называется (в [4] эта алгеб-

ра названа решеткой с коммутаторной делимостью) полная решётка 

         , наделённая бинарной операцией  , удовлетворяющей для лю-

бых элементов         и любого подмножества     следующим пяти 

аксиомам: 

 

( )  если      ,  то          ; 

( )                 ; 

( )            ; 

( )         тогда и только тогда, когда        ; 

( )  если      ,  то          . 

 

Соответствующая решётка            будет называться решёткой Че-

ляковского. Наибольший и наименьший элементы   обозначаем через 1 

и, соответственно, 0.  

 Замечание 1. (1) В аксиоме ( ) положим   1. Тогда имеем: 

             .  Итак       для всех     ; в частности,  

      . 

 (2) Из аксиом ( ) и ( ) получаем:                 

                     итак,       для всех      . 

 (3) Положив в аксиоме ( )          ,  будем иметь:     

   . Следовательно,           для всех     .  В частности, 

     . Более того, из ( ) при       имеем:           . 

Итак,       для любого     . 

 (4) В аксиоме ( ) положим    . Тогда имеем:         

 . Следовательно, для всех     будем иметь:       . 

Нижеприводимое утверждение доказано в [4] с помощью комму-

таторов, но мы даем прямое доказательство. 

Утверждение 1. [4]  Пусть   - алгебра Челяковского. Тогда для 

любого элемента     и любого подмножества     справедливо ра-
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венство: 

 

  ̃                                           . 

 

Доказательство. Очевидно,      для любого элемента    . 

Тогда по аксиоме ( ) получаем:         . Следовательно, 

                .  Пусть   есть некоторая нижняя грань мно-

жества           , т.е.       для всех    . Тогда согласно ак-

сиоме ( ),         и, следовательно,        . Опять применив 

сюда аксиому ( ) получим:       .  Итак,      является точной 

нижней гранью множества           . Таким образом, равенство   ̃  

доказано.   □ 

Замечание 2. Из утверждения 1 имеем:                 

    для любого подмножества     алгебры Челяковского   .  

Удобно называть элемент     ложным, если      ; напр.,  

     - ложный элемент. Согласно замечанию 2, в алгебре Челяковского 

  существует наибольший ложный элемент Л. Главный идеал (Л] в   , 

порождённый этим элементом Л, состоит в точности из всех ложных 

элементов  . Двойственное понятие истинного элемента     есте-

ственно определяется так:      ; напр.,       - истинный элемент. 

В   существует наименьший истинный элемент И и главный фильтр [И) 

состоит в точности из всех истинных элементов. 

 

2
0
.  Толерантность 

Для алгебры Челяковского                и элемента     опре-

делим бинарное отношение          так:             тогда и толь-

ко тогда, когда       и одновременно       . 

Теорема 1.  Пусть            - решётка Челяковского. Для каж-

дого фиксированного элемента     отношение      является толерант-

ностью этой решётки   . 

Доказательство. Поскольку         для любого    , то 

      - рефлексивное отношение. Симметричность автоматически следу-

ет из определения     . Докажем устойчивость      относительно решё-

точных операций. 

Пусть                 . Тогда                . Следова-

тельно,                                (       )  
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(       )  (              )                   . Ана-

логично доказывается второе неравенство:               . Итак, 

отношение      совместимо с операцией  . 

Теперь докажем совместимость      с операцией     Пусть  

               . Рассмотрим элемент              По ак-

сиоме ( ) получим:             [       ]  [       ]  

                   [   ]  [   ]       . Другое неравенство: 

               доказываем аналогично.   □ 

Лемма 1.  Если     в  , то выполнено включение           . 

Доказательство почти очевидно: если           , то       

и      . В частности,         и       . Итак            .   □ 

Лемма 2.  Для любых элементов     решётки   справедливо ра-

венство: 

 

                . 

 

Доказательство. Поскольку       , то по лемме 1.1,      

           . С другой стороны, пусть                 , т.е. 

                  и одновременно                  . Эти 

условия влекут, что                      , т.е.           

  . Итак, равенство                   доказано.   □ 

Из этой леммы легко вытекает доказательство следующей теоремы. 

Теорема 2.  Множество всех толерантностей вида             

образует  –подполурешётку в алгебраической решётке        всех то-

лерантностей решётки Челяковского   с наибольшим элементом      

    и наименьшим элементом      (помимо всех диагональных здесь 

вообще говоря возможны и недиагональные пары). 

 

3
0
.  Разные типы толерантностей 

 Здесь мы разнообразим конструкцию пункта 2
0
. Пусть дана алгеб-

ра Челяковского                и зафиксирован элемент   ̅   

            . Определим бинарное отношение    ̅      так: 

 

         ̅      
   
⇔                                           
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Теорема 3.  Для каждого фиксированного элемента  ̅     решёт-

ки Челяковского отношение     ̅   является толерантностью. 

Доказательство. По второму замечанию пункта 1
0
,      . 

Многократно применив к этому неравенству аксиому ( ), получим: 

                          ; итак,    ̅   –  рефлексивно. 

Очевидно, что    ̅   

симметрично. 

Пусть                 ̅ .  Докажем, что               ̅ .  

Имеем: 

                          (              )     

                         . 

Аналогично,        (    (           ) )     

 (        )   .  Поэтому          (        )   .  

Точно так же   

доказывается второе неравенство:          (        )      

 Теперь докажем, что               ̅ .  Поскольку        

(    (           ) )   и        (    (     

      ) ), то       [            ]  [     

       ]    

                                                                 

                                   . Аналогично дока-

зываем второе неравенство:           (        )  .    □  

 Обобщением леммы 1 является 

Лемма 3.  Если   ̅   ̅  (т.е.              ),  то     ̅     ̅ . 

Доказательство. Пусть          ̅ . Тогда, в частности,      

         . Поскольку      , то по аксиоме ( )        

                                   Продолжая по 

этой схеме, через   шагов получим требуемое неравенство:       

          . Аналогично доказывается второе неравенство:   

             . Итак,           ̅ .   □  

 Обозначим элемент                   через      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ; при этом 

 ̅            . Тогда легко проверить,что если          ̅ , то       

       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ; следовательно,    ̅         ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  . 

Лемма 4.     ̅     ̅      ̅̅̅̅  ;  здесь     - композиция отношений 

и   ̅̅̅̅                    . 
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Доказательство. Пусть          ̅     ̅ . Тогда существует 

    такой, что          ̅   &           ̅   . Тогда        

        и              . Многократно применив аксиому 

( ), отсюда будем иметь:        (             

    )   . Аналогично доказывается другое неравенство:         

(                 )      Итак,            ̅̅̅̅   .   □ 

Лемма 5.      ̅̅̅̅      ̅     ̅ . 

Доказательство. Пусть           ̅̅̅̅  . Бандельт [1] доказал, что в 

любой решётке   пара       принадлежит некоторой толерантности   

тогда и только тогда, когда            . Поэтому можно заранее 

считать, что    . Имеем:        (         

        )  и        (                 )  .  

Положим                      

Тогда          ̅ , ибо                   (   

              )      и,  очевидно,          

            

Далее,          ̅ , ибо     и потому        

                     . С другой стороны, по условию 

          ̅̅̅̅  ; поэтому верно неравенство: 

                  (                 )  

 . Итак,          ̅     ̅ .    □ 

 Из лемм 4 и 5 немедленно вытекает такое 

 Следствие 1.  Для любого элемента  ̅     толерантность    ̅  

решётки Челяковского    удовлетворяет равенству     ̅     ̅      ̅̅̅̅  .  

 Теперь установим критерии конгруэнтности для    ̅ . 

 Теорема 4.  Пусть            - решётка Челяковского и зафик-

сирован элемент  ̅    . Следующие условия эквивалентны: 

 (1)  отношение     ̅   транзитивно (т.е.    ̅  является конгруэнцией  ) ; 

 (2)     ̅     ̅      ̅̅̅̅   ;  

 (3) для любого       

            (                 )       

          

  

Доказательство. (1)   (2). Если    ̅  транзитивно, то    ̅  

   ̅     ̅ . Теперь по следствию 1 имеем:    ̅      ̅̅̅̅  . 
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(2)   (3). Обозначим левую часть равенства в пункте (3) через  . 

Тогда очевидно,        (                 )  (здесь 

фактически – равенство) и        (             

    )  (достаточно вместо   подставить его значение и последова-

тельно применять очевидное неравенство       для всех      ). 

Итак,           ̅̅̅̅  . Тогда          ̅ . В частности это влечёт:   

                 . С другой стороны, обратное неравенство 

                    также очевидно. Итак,      

              . 

(3)   (1).  Пусть           ̅̅̅̅  .  Тогда  

           (                 )       

            Аналогично,                    . Итак, 

         ̅  и потому     ̅̅̅̅      ̅ . По следствию 1,    ̅     ̅      ̅̅̅̅  ; 

поэтому    ̅     ̅     ̅ , - транзитивность доказана.   □  

 Хотя и для толерантностей вида    ̅  не удается получить полный 

аналог теоремы 2, тем не менее, для некоторых таких толерантностей 

(задаваемых элементами специального типа) это можно сделать. Для это-

го введём такое обозначение:     ̅̅ ̅̅ ̅̅                 При этом 

       ̅̅ ̅̅ ̅̅        есть толерантность типа    ̅  для  ̅            

              ̅̅ ̅̅ ̅̅    . 

 Лемма 6.  Для любых элементов       решётки Челяковского 

имеем: 

 (     ̅̅ ̅̅ ̅̅  )   (     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ )   (     ̅̅ ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ )     [   ]   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    , 

здесь      ̅̅ ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                                  

 [   ]   ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 Доказательство  аналогично доказательству леммы 2.   □  

 Как следствие отсюда вытекает аналог теоремы 2. 

Теорема 5.  Для любого фиксированного элемента     решётки 

Челяковского   множество      {  (     ̅̅ ̅̅ ̅̅  ) |       образует inf–

подполурешётку решётки        всех толерантностей с наименьшим 

элементом        ̅̅ ̅̅ ̅̅    и наибольшим элементом  (     ̅̅ ̅̅ ̅̅  )     ̅     . 

Если     в  , то существует  –гомоморфизм  

                   ̅̅ ̅̅ ̅̅           ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   . 
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ÇELYAKOVSKİ QƏFƏSLƏRİNİN BƏZİ TOLERANTLIQLARI 

 

L.К.HƏSƏNOVA, A.Ə.HÜSEYNOVA, О.М.МƏMMƏDOV 

 

XÜLASƏ 

 

  В 2008-ci ildə Çelyakovski kommutator bölgüsü olan qəfəs anlayışı daxil etmişdir. 

Biz göstəririk ki, bu qəfəsin hər bir kommutator bölgüsünə uyğun toletantlıqlar sistemi var. 

Bundan başqa, bəzi belə toletantlıqlar bütün toletantlıqlar qəfəsində  inf-altyarımqəfəs təşkil 

edir. 

 Açar sözlər: qəfəs, tolerantlıq, tolerantlıqlar qəfəsi. 
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SOME TOLERANCES OF CZELAKOWSKI LATTICES 

 

L.К.HASANOVA, А.А.HUSEINOVA, O.M.MAMEDOV  

 

SUMMARY 

 

In 2008, J.Czelakowski introduced the notion of a lattice with a commutator residua-

tion. We show that, to every commutator residuation of this lattice corresponds a system of 

tolerances. Moreover, some of such tolerances constitute an inf-subsemilattice of the lattice of 

tolerances. 

  

Key words: lattice, tolerance, lattice of tolerances 
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