Miihazirs 1. OPERATORLAR VO ONLAR UZORIiNDO 9MOLLOR

Kvant mexanikasinin riyazi aparati operatorlar nozoriyyasino osaslanir.

Operator latin olifbasinin boyiik horflori ilo isars olunur. A, é, |:, M . Qeyd edok ki,

riyaziyyatda istifado olunan hor bir omol operatordur. Operatorlar miioyyon sinif
funksiyalar {iclin toyin olunur. Masalon: diferensiallama omoliyyati yalniz

diferensiallana bilon funksiyalar ii¢lin toyin olunur vo asagidaki kimi isars olunur:

(=9
dx

Bu omoliyyat hor hansi funksiyadan X doyisonino goro I tortib téromo alinmasini

nozordo tutur. Operatorun hor hansi funksiyaya tosiri noticosindo yeni bir funksiya

yaranir. Umumi sokilda L operatorunun har hansi  funksiyasina tasiri I:W kimi

yazilir va naticads yeni funksiya alinir:

Ly =g (1)
Tutaq ki, L operatoru d /dX-dir. Funksiya iso {/(X) = sin X olsun. Onda

~ d .
Ly =—sin X = cos X

dx
Operatorlarin comi, forqi, hasili amallori mévcuddur. Mas:
(Aié}y:,&l//i I_Su// (2)
ABy = A(By)=Agp= 3)
Hr_J

Qeyd edok ki, bozon iki operatorun AB hasili homin operatorlarin BA hasilino

barabar olur:
AB = BA (4)
Bu halda A vo B operatorlart kommutativdir. 9gor qeyd olunan (4) baraborliyi

odonmirss, onda A vo B operatorlari kommutativ deyildir.
Riyaziyyatda istifado olunan operatorlarin he¢ do hamisi1 kvant mexanikasinin

operatorlar1 deyildirlor. Kvant mexanikasi operatorlari agagidaki 2 sorti 6dayirlar:



1. Kvant mexanikasinda istifade olunan operatorlar xatti olmalidirlar. Tutaq ki,

A

C, vo C, iki ixtiyari sabitdir. ¥, vo ¥, iso L operatorunun tosir etdiyi 2 ixtiyari

funksiyadir. ©Ogor
L(C1W1+C2‘//2):C1L‘//1+C2LW2 (5)

sorti 6donarsa, |:0peratoru xotti olur. Yuxarida geyd etdiyimiz L=d/dx operatoru

xottidir. Dogrudan da

. d d d
L(Cll//l +CZW2):&(CIW1 +C2W2):&C1W1 +&C2W2 =

Clil//l +Czi‘//2 :C1|:W1 +CZ|:W2
dx dx

Xattilik sortini bazon daha timumi sokilds yazirlar:
~A S S A
L_zl Ciyi = '21 Gl (6)
1= 1=

Gostormok olar ki, qlivvats yiiksoltmo, kokalma operatorlar1 xotti deyildirlor. Demali,
bu operatorlar kvant mexanikasinin operatorlari ola bilmozlor.
2. Kvant mexanikasinda istifado olunan operatorlar ermit vo ya 0z-6ziino

qosma operatorlar olmalidir. Bu sort riyazi olaraq asagidaki kimi ifads olunur:

Jy Ly, dr=Jy,Ly dz (7
(7) ifadesinde d7z hocm elementidir. Ermitilik sortindoki * ifadesi funksiyanin,
operatorun kompleks qosmasimi gostorir. Funksiyanin, operatorun kompleks

gosmasini tapmaq T{clin onun ifadosindo xoyali  vahidin qarsisindaki isaroni

doyisirlor. Mas:
(a+ib) =a—ib; (a+b) =a+b
(eiax): e—iax; (eax)* — %

(e a2
dx )  dx’ \dx) dx

| =+/—1 (xoyali vahid)

Yazilanlardan aydin olur ki, hoqiqi odadin, funksiyasinin vo operatorun kompleks



gosmast elo onun dziino barabar olur. Yuxarida qeyd etdiyimiz L =d /dX operatoru

xottidir, lakin ermitlik sortini 6domir. Demaoli, bu operatordan kvant mexanikasinda

istifado oluna bilmaz. Lakin M = id— operatoru hom xottidir, hom do ermitdir.
X

Kvant mexanikasinda bu operatordan istifads oluna bilor.

Operatorlarin maxsusi qiymoatlori vo moxsusi funksiyalari. Qeyd etdik ki,
operatorun funksiyaya tosiri noticosindo yeni funksiya yaranir. Bu gayda bozon
pozulur. Bels ki, bazi hallarda operatorun funksiyaya tosiri noticosindo miioyyon sabit

vuruq doqiqliyi ils funksiyanin 6zii alinir. Mas:

2

L=—0:
dx?

w(X)=sinkx Kk =const

2
I:w:d—2sinkX:i(isinkxj:ik-cost=—k2 sin Kk X
dx dx \ dx dx

Operatorlar nazoriyyasinds bu hal timumi halda asagidaki kimi yazilir:
Ly=Ly (8 (L=const)
(8) operator tonliyi miioyyan sorhad sortlori daxilinds hall olunur, L vo i tapilir. L-

9 operatorun moxsusi qiymati, i/ -0 159 homin operatorun moxsusi funksiyasi deyilir.
Operatorun bir ne¢o moxsusi qiymati ola bilor: (Ll, L,,..., LS). Operatorun moxsusi

qiymatlari ¢coxluguna hamin operatorun spektri deyilir. Spektr hom kasilmaz, hom do
diskret ola bilor. ©gor operatorun hor bir moxsusi giymotine yalniz bir moxsusi
funksiya uygun golorss - spektr cirlasmamisdir — deyilir. ©gor operatorun bir moxsusi

qiymetine moas, L-o w,w,,...,i, kimi bir nego funksiyaya uygun galorso, onda —

spektr cirlasmisdir — deyilir. Moxsusi funksiyalarin say1 iso (S) spektrin cirlasma
tortibi adlanir.
KVANT MEXANIKASI OPERATORLARININ XASSOLORI

I. Ermit operatorunun moxsusi qiymati hoqiqidir.

A

Tutaq ki, L ermit operatordur va onun tigiin



Ly =Ly
tonliyi 6donir.
Cy’ =Ly
9)
Ly=Ly |y' _ v'ly=Lyy
Cy" =Ly lw  wly =Ly'y

Hor 1ki borabarliyi biitiin foza {izro inteqrallayaq:

Jy'lydr=[Ly ydr =Ly ydr (10)
Jw' Cy'dr=[Cy'pdr=L"[y ydr (11)

A

L operatoru Ermit oldugundan (10) vo (11) baraborliklorinin sol toraflori

barabardir. Onda,

= Liyydr=L[y'ydr=>L=L

II. Ermit operatorunun 2 miixtolif moxsusi qiymotine uygun moxsusi
funksiyalar1 ortoqonaldirlar. Tutaq ki, L ermit operatorudur. L.,L. homin
operatorun maxsusi qiymatloridir va L, # L. Asagidaki operator tonliklerini yazaq.

Ly, =Ly, (12 Ly =Ly (13)
Gorundiytt kimi , funksiyast L., w,, - L, moxsusi qiymatina uygundur.
Gostorok ki, [ n,,d7 =0 (ortoqonalliq sorti).

(13) tonliyinin kompleks qosmasini yazaq:

Ly = L' ™m (14)

(12) tonliyini ¥ “m-a, (14)-ni ¥, -2 vurub biitiin faza tizro inteqrallayaq:

Jyn Ly dr =Ly, de (15)
Ty Lyndr =L, JyLw,de =L, [ymy, dr (16)

L - ermit oldugundan (15) vo (16) barabarliklarinin sag toraflori eynidir. Onda,



0=(Ly ~ L I wmiodz =y mp,d7 =0
Gostormak olar ki, ermit operatorun maxsusi funksiyalarinin ‘W ‘2 -nin biitiin foza lizro
inteqral1 sabit adoddir. Yoni,

Jlw'dr=A  (A=const)
Yeni bir ¢, funksiyas1 daxil edok:

_Yn
P \/K

Aydindir ki, bu funksiya {i¢iin

2 %
”(Dm‘ dT:J(Dm(Dde:l (17)
(17) sortino normalliq sorti deyilir. ¢@,, funksiyasinin ortoqonal oldugunu nazors

alsaq, onlar ii¢iin

| a0 T = 5y, (18)
{1, m=n

Oy = (19)
0, m#n

Oy - Kroneker simvollari adlanir:

Oy =1, 0y =1, 0y,=0
(18) sorti moxsusi funksiyalarin ortonormalliq sorti do adlanir.

III. Tutaq ki, L ermit operatorunun har hanst moxsusi qiymati S tortibdon
cirlasmigdir. Yoni, L moxsusi giymetine ¥ ,¥,,...,\/ kimi moxsusi fuknsiyalar
uygun golir. Gostormak olar ki, bu funksiyalarin istonilor xotti kombinasiyasindan

diizoldilmis hor hansi funksiya da L moxsusi giymoatino uygun moxsusi funksiya

olacaqdir:
L v, =Ly,
Ly, =Ly,

S
=y = '21 Gy =Gy + Gy, +.. G
i=



isbat edok ki, Ly = Ly

Ly = L(cy, +Cp, +...+Cp, ) =

=¢,Ly, +c,Ly, +...+c Ly, =L(cy, +cp, +...+Cy )= Ly

IV. Ermit operatorun moxsusi funksiyalar1 ¢oxlugu tam sistem toskil edir. Bu o
demokdir ki, operatorun toyin olundugu funksiyalar ¢oxlugundan gotiiriilmiis hor
hans1 funksiyani1 homin operatorun moxsusi funksiyalari lizro siraya ayirmagq olar.

Hor hans1 F(X) funksiyasi {igiin
FO)=X ¢y (X) ©)

Buradaki C; namelum omsallarinin giymatlori y; vo F funksiyalarindan istifade
etmaklo tapila bilor.

V. Ogor L vo M funksiyalarinin moxsusi funksiyalar1 eynidirsa, onda bu
operatorlar kommutativdir.
Tutaq ki, asagidaki operator tonliklori 6donir:
Cy=Ly o o
VIRV S IM = NC
My =My

I tonliyino M operatoru, II tonliyina iso L operatoru ilo tosir edok:

M(Cy)=MLy =LMp)=LMy _ ae e
[(My)=CMy =M(Ly)=MLy |

A A

VI. Ogor 2 L vo M operatorlari kommutativdirsa, onda onlarin moxsusi

funksiyalar1 eynidir.
KVANT MEXANIKASININ POSTULATLARI

I postulat. Kvant mexanikasinda hor bir fiziki komiyyoto miioyyon bir ermit
operatoru qarst qoyulur. Mas: enerjiys qarsi qoyulan operator Hamilton operatorudur.
Operatorlar1 toyin etmok ii¢iin asagidaki 3 qaydadan istifads olunur.

I qayda — koordinatlara vo zamana qars1 qoyulan operatorlar elo onlarin 6ziino



barabardir:
R=x §=y; 2=17; t=t
Bu o demokdir ki,
Xf (X) = xf (X)

I qayda — impulsun p,, P, P, Dekart proyeksiyalarinin operatorlari

asagidaki kimi toyin olunurlar:

.0 . ., O .. O
Py=-lh—; p,=-1—; p,=—1h—
OX oy 0z
: h
Il=~—-1;, h=—
2
Bazan basqa yazilisdan istifads olunur:
oo _nd
o iox iox
IIT qayda — koordinatlardan vo impulslardan asili hor hansi1 L fiziki

komiyyotino qarst qoyulan operatoru toyin etmok iiclin bu komiyyotin klassik
fizikadan molum diisturu yazilir vo p,, Py, P, uygun operatorlarla avoz olunur:
L(%,Y,Z, Py, By» P2 )= L(%, Y, 2, B> By B,)
Impuls operatoru.
p=1p,+Jp, +kp,

—

Burada I, T, K - koordinat oxlar1 {izro yonalon vahid vektorlardir.

p=ip,+ip, +kp, = —ih(f§+ f£+ Eﬁj

ox ~oy oz
T§+]£+IZQ:?
ox ~oy oz
p=—inV

|

V - nabla operatoru vo ya Laplas operatoru adlanir.



Kinetik enerji operatoru.

mv:  p> 1

“om 2m

(p2 +p2 + p2}

, 0° 8* 0
sz 2 2
oX~ oy~ oz
2
Ty
2m

Enerji operatoru.

Klassik fizikadan molumdur ki, sorbast zorrociyin tam enerjisi onun Hamilton
funksiyasina borabordir. Hamilton funksiyasi zorrociyin kinetik vo potensial
enerjisinin comi demokdir:

E=H=T+U(X,y,2)

Ona goro do enerjiys garsi qoyulan operatoru Hamilton operatoru adlandirmislar vo o
asagidaki kimi ifads olunur:
H=T+U(x,Y,2)

2

H=-""v2 1 umy,2)
2m

Impuls momenti va onun proyeksiyalarinin uygun operatorlari.

—

Klassik fizikada zorraciyin impuls momenti M = [f, f)] kimi toyin olunur.

Onda

i ] Kk
M=[rp]=|x y z
P, Py B

M = [F’fi]z —ih[rﬁ] vo ya



i J Kk i J Kk
M=|x y z|=—ihaX vy z
P, Py P, 0 d 0

OX 0y 0z

indi do M o M ys M , operatorlarini toyin edok:

M =M, + M, +kM,

Bu determinant1 agsaq

M =T(yp, —zp,)+ j(zp, —xp,) + k(xp, — yp,)
Axirinci 2 ifadodon aliriq:

. (8 0
M, =yp,—zp, =M, =yp, -2, =—Ih(y§—z@]

R ) 0 0
M, =xp,—zp, =>M_ =xp, —z2p, =—1h| Z— —X—
y pz px y pz px ( GX 82)

. : 0 0
. = Xpy =Y, = M, =Xxp, —yp, ( oy yax]

M?=MZ+M2+ M2 M?=M7+M? + M
Kvant mexanikasinda bir cox masalalari hall edorkon geyd olunan operatorlarin
sferik koordinatlarda ifadolori tolob olunur. Belo ifadslori almaq {i¢iin avvalco dekatr
vo sferik koordinatlar arasinda olago diisturlarini tapaq:
0<r<w
0<0<nr
0<ep<2r
X=Trsinfcos@
y=rsinfsing
Z=rcos6



rz\/x2+y2+z2

Z
@ = arccos—
r
@ = arctg y
X
i -
|
Ny AN
14
Sokil 1.

Sferik koordinatlart r,8,¢ ilo isaro edirlor. I' - koordinat baglangicindan

verilmis noqtoys qodor mosafaodir.
@ - r ilo Z oxunun miisbot istigamoti arasindaki bucaqdir. I' radius
vektorunun XQOY miistovisinin proyeksiyasi ilo X oxunun miisbat istiqgamoti

arasindaki bucaq ¢ 1ls isaro olunur.

Dekart vo sferik koordinatlar arasinda olago diisturlarindan istifado etmoklo
kvant mexanikasinda istifads olunan operatorlar sferik koordinatlarda da ifado etmok
olar.

Asagida daha c¢ox istifado olunun bozi operatorlarin sferik koordinatlarda

ifadolori verilmisdir:

2
V?= L0 (I’Z aj+L[ ! i(sin@ 0 )—F . 12 0 2}Laplas operatoru
S1

“r2orl or) r?|sing a6 00) sin’> 0 dp
2
Vzeq, = ,1 Q(sin@ 0 )+ _ 12 0 5 Laplas operatorunun bucaqlardan
siné 06 060) sin” 0 dp



asil1 hissasidir.

n N .. O
M?=-n’vy,, M, :_'ha_
’ %
o 42
H=T, + >+U(r) Hamilton operatoru
mr
. R 10 0
T = - r? =~ | kinetik enerji operatorunun radial hissosidir.
2mr- or or

IT postulat. Kvant mexanikasinda hor bir fiziki komiyyotin ala bilacoyi qiymat
homin komiyyoto uygun operatorun moxsusi qiymoti olmalidir. Mas: impuls-impuls
operatorunun, enetji - Hamilton operatorunun maxsusi qiymatidir va s. Qeyd olunan

komiyyatlor onlara uygun operatorlar ii¢iin yazilmis operator tonliklorinin hollindon

tapilir. Mas: P, komiyyati P,y = P,y , enerji

Hy =Ey (1)
tonliyinin hollindan tapilir. (1) tonliyi ilk dofa 1926-c1 ildo alman alimi Sredinger
torofindon toklif edilmis vo Sredinger tonliyi adlanir. Kvant mexanikasinin yaranma
tarixi do 1926-c1 ildon hesablanir. ©gor sistemin Hamilton operatoru zamandan asili
deyilsoe, onda (1) tonliyine stasionar hal iigiin Sredinger tonliyi deyilir. Zamandan asili
hallar tigiin Sredinger tonliyi 1s9 asagidaki kimidir:

o op(r.t)

ot

III postulat. Kvant mexanikasinda sistemin hali koordinatlardan vo zamandan

=Hy/(F,1) 2)

asil1 miioyyon bir funksiya ilo tosvir olunur:

w(r,t)

Bu funksiyaya sistemin hal funksiyasi vo ya dalga funksiyasi deyilir. T ilo sistemdoki
zarraciklorin radius vektorlart yigimi isars edilir. Dalga funksiyasi verilmis sistem
licin Sredinger tonliyinin hollindon tapilir. Klassik fizikada sistemin hali
koordinatlardan vo impulslardan asili miisyyan bir funksiya ilo verilir. 9gor baslangic
andan bu funksiya molumdursa, onda miioyyon tonliklor hall olunaraq sonraki hallar

liclin do funksiya tapila bilir. Bu prinsipo sobabiyyat prinsipi deyilir. Bu prinsip kvant



mexanikasinda da dogrudur. Belo ki, baslangic halda sistemin dalga funksiyasi
molum olarsa, onda Sredinger tonliyi holl olunaraq, sonraki hallar {i¢lin dalga

funksiyasi tapila bilor. Umumi halda {7 kompleks funksiya da ola bilor. Ona géro do

dalga funksiyasinin 6ziiniin fiziki monasi yoxdur. Lakin onun modulunun kvadrati

zarraclyin miioyyon hocm elementindo olmasi ehtimalin1 verir:
dW =|y(F,t) dV = (F,0)-w(F,t)dv 3)
Dalga funksiyasi real sistemlorin halin1 tosvir etdiyindon o miioyyon sortlori

0domalidir.

1. Dalga funksiyas1 normalliq sortini 6doyir:

fy"(F, Oy (F,t)v =1 (4)

2. Zorrociyin sistemdon sonsuz uzaqlasma ehtimali ¢ox kigik oldugundan
r— oo,w(f,t) — 0 olmalidir.

3. Dalga funksiyasinin 6zii vo onun toromolori kosilmoz qiymaetlor almalidir.

4. Dalga funksiyast birqiymatli olmalidir. Tutaq ki, dalga funksiyas1 yalniz bir
koordinatdan @-don asilidi. 0< @ <27 intervalinda doyisdiyindon

birqiymatlilik sorti tolob edir ki, dalga funksiyasinin ¢@-do vo @ + 27 -do aldig1

qiymatlor eyni olsun. Yani,

v(p)=v(p+27)

5. Ogor sistem bir-birindon asili olmayan zorrociklordon toskil olunmussa onda
bels sistemin tam dalga funksiyasi ayri-ayr zarraciklorin dalga funksiyalarinin
hasili goklindo axtarilir. Xiisusi halda, sistem bir-birindon asili olmayan 2
zarracikdon 1barotdirss, onda onun dalga funksiyasimi asagidaki sokilde

axtarmagq olar:

w(f, B, t) =, (F,0)-w(F,1) (5)
6. Ogor W, ¥,,....,y, sistemin dalga funksiyalaridirsa vo sistemin halim

xarakterizo edon L fiziki komiyyoti homin hallarda L;,L,,..., L, qiymsotlorini

alirsa, onda bu funksiyalarin ixtiyari xotti kombinasiyast da sistemin dalga

funksiyas1 olacaqdir:



n

Y= '21 Civi (6)
i=

w funksiyasi ilo tosvir olunan halda L kemiyyati L, L,,..., L, qiymsatlorinden

birini alacaqdir.
IV postulat. Ogor sistemin ¥ dalga funksiyasi molum olarsa, sistemin halini

xarakterizo edon hor hans1 L komiyyotinin orta qiymoti asagidaki kimi hesablana

bilor:

r_lyLlyds
Jy'ydr

Gorilindiiyti kimi L komiyyotini hesablamaq tigiin bu komiyyats garsi qoyulan

(7)

operatoru vo dalga funksiyasini bilmok tolob olunur. Qeyd etdiyimiz kimi dalga
funksiyas1 Sredinger tonliyinin hollindon tapilir. Ona gore do kvant mexanikasinda
asas mosala Sredinger tonliyinin hollidir.

Ogor dalga funksiyas1 normalliq sortini 6doyarsa, yoni

fy'pdr=1 iss L=[y Lydr almnr.

Tutaq ki, miiayyan nazori hesablamalarla L komiyyatinin orta qiymati tapilmisdir.
Aydindir ki, bu giymoat homin komiyyatin tacriibadon tapilmis L daqiq giymotindon
forqli olacaqdir. Onda

L-L=AL
Bu forgo komiyyatin hesablanmasindaki geyri-miioyyonlik vo ya xota da deyilir. Eyni
qayda ilo fiziki komiyyatin orta kvadratik xotasindan da danismaq olar vo o asagidaki

kimi tayin olunur:
(AL} = (C-L) = jy"(C-0)’wdr (8)
V postulat. Ogor L vo M kemiyyatlorine uygun L vo M  operatorlari
kommutativdirsa, yoni LM =ML sorti 6donirso, yalniz onda bu komiyyatlor eyni
zamanda vo doqiq Olgiilo bilorlor. Ogor L vo M kommutativ operatorlar deyilso,

yani LM =ML, LvoM komiyyatlari eyni zamanda daqiq 6l¢iilo bilmazlor. Bu

miiddoa kvant mexanikasinda Heyzenberqin geyri-miioyyonlik prinsipi adlandirilir.



Nozori hesablamalarla isbat edilmisdir ki, L vo M komiyyatlorinin orta kvadratik

xotalar1 arasinda asagidaki miinasiboat 6donilir:

(AL -(am) > c? 9)

-lklv—‘

>

!
[

@M—M) (10)
Tutaq ki, Lvo M operatorlart kommutativdir. Onda (9) miinasibatinin sag torafi 0-a
borabardir. Bu o demokdir ki, AL vo AM komiyyatlorinin har hans1 biri vo ya har
ikisi 0-a borabordir. L vo M komiyyatlari bir-birindon farqlonmadiyindon ham AL,

hom do AM -in sifra barabar oldugunu gobul etmok lazimdir. Bu o demokdir ki,

L=L, M =M o&donilmalidir. Basqga sozlo desok, hor iki komiyyat eyni zamanda

vo daqiq Ol¢iils bilarlor. Ogor L vo M kommutativ deyildirso, onda (9)-un sag torofi
sifirdan forqli olur vo AL vo AM -don har hansi birinin sifra barabar oldugunu
demok olmaz. Bagqa sozlo, geyd olunan komiyystlor eyni zamanda vo doqiq 6lgiilo
bilmirlor.

Indi do bozi xiisusi hallar {i¢iin qeyri-miioyyonlik miinasibatlorini alaq:

1. X vo p,

.. O
X=X, P, =—1h—
P OX

R, W = —ihxil// =—inxy’
OX

8 . ,
PRy =—Ih&(xw) =—1n(y +xy’)
)’szw_ px)zl// = IhV/
)sz o rjx)’Z =1

C:lih:h
|

h
AX Ap, = 5 eyni qayda ilo



. _h
Ay Ap, 2 5
" (11)

AZ Ap, =2 —

2
Goriindiilyti kimi  koordinatin vo impulsun eyni adli proyeksiyalari eyni
zamanda vo doqiq 6l¢iilo bilmazlor. Basqga s6zlo desok zorraciyin X koordinati doqiq
olgiilorss, P, -in olglilmasi geyri-miidyyan qalir. Ona goro do kvant mexanikasinda
zarraclyin trayektoriyasi anlayisindan danismaq miimkiin deyil. Gostormok olar ki, X

va Py, X va P,, Y vo P,, Z vo Py, Z vo P, kemiyyatlorine uygun operatorlar

bir-biri ilo kommutativdir. Yoni,
ypx - pxyzo (12)

Bu o demakdir ki, ¥ vo P, komiyyatlaori eyni zamanda vo doqiq 6lgiilo bilarlar.



