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Резюме. В статье рассматривается класс квазилинейных эллиптических уравнений 

второго порядка дивергентной структуры с макенхауптовым весом, который вырож-

дается по малому параметру на части области. Доказывается Гёльдеровская 

непрерывность решений с показателем Гёльдера, не зависящим от малого параметра. 
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1.  Введение  

 

Рассмотрим в области D r n, 2n  семейство эллиптических 

уравнений 
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где )(x - неотрицательный вес, зависящий от малого параметра  . 
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где )(x - вес, удовлетворяющий p
A -условию Макенхаупта.   Напомним, что 

вес )(x , определенный во всем пространстве rn, удовлетворяет p
A -

условию (см. [4]), если   
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где супремум  берется по всем шарам B rn.  

Кроме того, предполагается, что в открытых шарах 
0R

B  достаточно 
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малого радиуса 
0

R  с центром на гиперплоскости   для почти всех точек x  

из полушара }0:{
0


nR

xxB  выполнено неравенство  

0),()(  constxx  ,                                                (3)  

где x  - точка, симметричная x  относительно гиперплоскости  . В 

частности, данному условию удовлетворяют веса ,


x  где nn   ( 1p ), 

и 


n
x , где 11  p ). Кроме того, подходит любой вес, 

удовлетворяющий 
p

A -условию Макенхаупта  который является четным 

относительно гиперплоскости  . 

 Для того, чтобы определить решение, введем класс функций   
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где 
1,1

loc
W  классическое Соболевское пространство функций, которые локально 

суммируемы в области D  вместе со всеми обобщенными частными 

производными первого порядка. Под решением уравнения (1) понимается 

функция ),( DWu
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выполнено на финитных пробных функциях ),(  DW
loc

 . 

 Хорошо известно [1], что при каждом фиксированном значении 

]1,0(  любое решение уравнения (1) в произвольной подобласти 

DD  принадлежит пространству  )(DC    гельдеровых в D  функций. Нас 

интересует вопрос о независимости показателя   от  . 

Рассмотрим семейство )}({ xu  решений уравнении  0

uL , 

ограниченное в L  равномерно по    на компактных подмножествах D . 

Основной целью является доказательство следующего утверждения. 

Теорема 1.  Если вес   удовлетворяет pA -условию Макенхаупта и 

выполнено условие (3), то существует постоянная  )1,0( , зависящая 

только от p , размерности пространства n  , константы   из (3) u  веса   , 

такая, что семейство )}({ xu
 компактно в )(DC 

произвольной подобласти   

DD  .  

 В случае, когда 1)( x , данное утверждение установлено в работах [5] 

и [3]. Отметим также работу [6], в которой при  2p рассмотрен вес более 

общей структуры. 

Ниже E - n - мерная мера Лебега измеримого множества  E rn,  
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Хорошо известными следствиями 
p

A -условию Макенхаупта являются 

условие удвоения [4] 
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неравенство Соболева [1], [2] 
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неравенство Фридрихса [1], [2] 
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2. Оценка максимума субрешения 

 

Доказательство теоремы 1 разобьем на несколько шагов. Ниже 
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r
 - шары с центром на  )()(, i
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Отметим, что силу условия удвоения (5) 
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Заметим еще, что неравенство Соболева (6) влечет соответствующее 

неравенство для полушаров 
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Аналогично обстоит дело и с неравенством Фридрихса (7). 

Лемма 1. Пусть )(x является положительным ограниченным субрешением 

уравнения, (1), то есть 
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Тогда, если выполнено условие (3), то для любого шара DB
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в котором, постоянная, c зависит только от ,, pn  и  .  

Доказательство. Выберем в (10) пробную функцию )()( xx p   где 

)()(
40 R

BCx  четна относительно переменной 
n

x  и 1 . После простых 

оценок, использующих неравенство Юнга, придем к неравенству 

.)( 11

44

dxpcdx
pp

B

p

B

p

RR





   

  



С.Т. ГУСЕЙНОВ: ГЁЛЬДЕРОВСКАЯ  НЕПРЕРЫВНОСТЬ … 

 199 

В частности, согласно (2) и условию (3), 
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По неравенству Соболева (2) в полушаре )2(

4RB имеем 
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где ),,( pncc  . 

  Покажем аналогичную оценку в полушаре )1(
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Возьмем в (10) пробную функцию 
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которая является допустимой в силу условия (3). Пользуясь (2), имеем 
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Отсюда, пользуясь определением 
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G и неравенством Юнга, найдем 
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Рассмотрим вспомогательную функцию ))(
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В силу теоремы вложения Соболева (9) в полушаре )1(
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Так как )(
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Теперь соотношение (13), (16) и (8) дают 
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Проинтегрируем это неравенство. Для ,...2,1i выберем последовательность 

шаров 
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Отсюда, следуя итерационной технике Мозера, придем к требуемому 

неравенству (11). Лемма доказана. 

Мы будем применять неравенство (2.4) в несколько измененном виде. 

Обозначим через R
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3  шары с центром в  )2(D , получающиеся 

параллельным переносом шаров 
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(2.4) на более широкое множество R
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3.       Свойство осцилляции и доказательство теоремы 1 
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2

1
                                                         (21) 

или 

R
mesQG

3
2

1
 .                                                       (22) 

Если мы покажем , что из условия (21) для )(xu следует  

,0},,{)(sup
66

 
R

B

BuoscMxu
R

                                      (23) 

то этот результат, примененный к функции )(
66

xumM   гарантирует при 

условии (22)  оценку 
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},{))((sup
6666 R

B

BuoscMxumM
R

                                  (24) 

и в обоих случаях мы придем к (19). 

 Предполагая, для определенности, выполненным условие (21), введем 

функцию 

0,
)(

2
ln)(

6

66 



 






xuM

mM
x ,  

являющуюся положительным ограниченным субрешением уравнения (1). 

Нашей целью будет оценка 

,)(sup
0

cx
RB

 где  
0

c  не зависит от ,,Ru . Из нее, очевидно, следует 

свойство осцилляции (23) ( 0c
ec


 ), влекущее Гёльдеровость 

решения. 

Для вывода неравенства (24) требуется оценить интеграл в правой части 

(18). Оценка этого интеграла основана на неравенстве 

)(),(
3

3

R

p

Q

p
QRpcd

R

  ,                                   (25) 

которое, согласно строению функции )(x , вытекает из соотношений 

 )()( )2(

3

)2(
3

R

p

Q

p

QRpcd

R

  ,                                        (26) 

)(),(
3

)1(
3

R

p

Q

p

QRpcd

R

  .                                      (27) 

Выбирая в (4) пробную функцию 

,
))((

)(
)(

1

6




p

p

xuM

x
x




  

где )()(
40 R

BCx  , 1  
R

Q
3

, 1 cR ,  мы сразу придем к (26).  
Действительно,  

  

 
 

 

                                                        , 

Так как 








)(
6

xuM

u
,  из по неравенству Юнга 




RQ

R

ppp
QRpcdx

4

)()(
4

  , 

   
.

)()(
1

6

11

6 44













 p

pp

QQ

p

pp

xuM

dxu
p

xuM

dxu

RR






 
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и (2) , (5) следует  (26).  В частности,  

)(),(
~

3
)1(

3

R

p

Q

p
p

QRpcd

R

  ,                                       (28) 

из (3) и (5)  вытекает (26). Для доказательства оценки (27) используем более 

сложную пробную функцию. Напомним, что  )(~)( xuxu  на )1(

3RR
QG   (cм. 

(14)). Возьмем в (4) пробную функцию 

   




























,0

,)(
)(~

1

)(

1

)(

4

1

6

1

6

R

R

p

pp

Qточкахостальныхв

Gвx
xuMxuMx


  

где имеет тот смысл, что выше. Тогда 

      1

6

11

6

1

6
)()(

~

)(

















 p

pp

G

p

pp

GG

p

pp

xuM

du
p

xuM

duu

xuM

du

RRR











. 

Применяя неравенства Юнга и пользуяcь определением 
R

G , будем 

иметь  

.)(
~

)(
4 













 

 R

pp

G

p
p

G

p
QRdpcd

RR

  

Теперь оценка (17) непосредственно следует из (28) и (5). 

Доказательство теоремы 1. Для оценки интеграла в правой части (18) 

воспользуемся предположением (21) и заметим, что  RR
QconstQF

3

)2(

3
  (cм. 

(20)). Так как  2ln)( x  на F  и )()( xx    в )2(

3R
Q , то для 

}2ln)(:{
3

 xQxE
R
  имеем оценку 

R
QconstE

3
 .   Поэтому по 

неравенству Фридрихса (7) в шаре
R

Q
3

 

 dRpncd

RER Q

pp

Q

p

 

3\3

),()2ln(  

и, согласно (27), 

)(),,(
3

3

R

Q

p Qpncd

R

  . 

Теперь из (18) приходим к (24) что влечет (19). Теорема доказана. 
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Oblastın bir hissəsində cırlaşan Makenhaupt  çəkili p - Laplas  

tənliyinin həllinin Hölder kəsilməzliyi 

 

S.T. Hüseynov 

 

XÜLASƏ 

 
 İşdə Makenhaupt çəkili oblastın bir hissəsində kiçik parametrə görə cırlaşan ikinci 

tərtib divergent formalı kvazixətti elliptik tənliklər sinfinə baxılır. İsbat olunur ki, həll 

Hölder mənada kəsilməzdir və tərtibi kiçik parametrdən asılı deyil.  

Açar  sözlər:  p - Laplasian, müntəzəm elliptiklik, Harnak bərabərsizliyi. 

 

Holder continuity of the solutions of p -Laplacian that degenerates 

 in the part of the domain with Makhenhaupt weight  

 

S.T. Huseynov 

 

ABSTRACT  

 
 In the paper a class of the second order quasilinear elliptic equations with 

divergent structure with Mackenhaupt weight is considered the degenerates over small 

parameter on the part of the domain.  Holder continuity of the solutions with not depending 

on the small parameter Holder order.  

Keywords: p -Laplacian, uniform ellipticity, Harnak inequality.  


