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Резюме. В работе получены необходимые условия минимума для 

дифференциальных включений с фазовым ограничением. В отличие от 

имеющихся в литературе результатов, в настоящей статье рассматривается общий 

случай, который изучается другим способом. Используя методы математического 

программирования, в работе  получены необходимые условия минимума для 

дифференциальных включений с фазовым ограничением.   
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       Пусть nR  - n мерное евклидово пространство. Совокупность всех 

непустых компактных (выпуклых компактных) подмножеств 
nR  

обозначим через ncompR  )( nconvR . Пусть ],(],0[:  nn
i RRTf  -

нормальные интегранты, ],(:  nn
i RR -функции, где  ,,0 mi  

  nn compRRTa ],0[:  -многозначное отображение, где ),( xtat   

-измеримо и  ),( xtax -полунепрерывно сверху,  nRM 0 , nRM 0

~
  и  

n
T RM 

~
-непустые замкнутые множества, 

ncompRTQ ],0[:  -

непрерывное отображение, ],(],0[:  nRTg  -нормальный 

интегрант,   ),(:),( xtayRRyxagr nn
t  . 

       В дальнейшем равенства, неравенства и включения, связанные с 

измеримыми функциями или отображениями, понимаются как почти всюду. 

       Через  ],0[1,1 TW n  обозначим множество всех абсолютно непрерывных 

функций из  ],0[ T   в  nR  с нормой   dttxtxx

T

TtTW n 


0
],0[],0[

)()(max)(
1,1

   или   

dttxxx

T



0

1
)()0()(  . 

                                                 
*  Reported at the seminar of the Institute of Applied Mathematics in 30.04.2013 
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1. Экстремальная задача для дифференциальных включений с 

ограничением   
 

    Рассмотрим задачу минимизации функционала 

                 

T

dttxtxtfTxxxJ

0

000 ))(),(,())(),0(()(                                      (1) 

при следующих ограничениях 

                                          x(t))a(t,(t)x  ,    0)0( Mx  ,                                       (2) 

         ,,1,0))(),(,())(),0(()(

0

kidttxtxtfTxxxJ

T

iii                             (3) 

         ,,1,0))(),(,())(),0(()(

0

mkidttxtxtfTxxxJ

T

iii                       (4) 

где  ],0[1,1 TWx n  

        Положим    

                                         00 :inf),()( MyxyMxdxq  ,      

 ),(:inf),,( xtauzuzxt  , где inf .            

      Легко проверяется, что при выше упомянутых условиях задача (1)-(4) 

эквивалентна минимизации функционала (1) при следующих ограничениях  

                    ,,1,0))(),(,())(),0(()(

0

kidttxtxtfTxxxJ

T

iii     

                     ,,1,0))(),(,())(),0(()(

0

mkidttxtxtfTxxxJ

T

iii     

                    .0(t))dtxx(t),(t,)Md(x(0),(x)J

T

0

01m  
   

Положим 
                        ),,,(y)x,(t,f),Md(x,y)(x, 1m01m yxt  

 

                         ,),,(),,(,),(),(
00





m

i

ii

m

i

ii yxtfyxtfyxyx  
   

где  .),,,( 1
10

 m
m R   Обозначим 

                         0)(:],0[ 11,1   xJTWxC m
n , 
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,)())(),(,(

))(),0(()()(),,(

1

0

1

0

1

xddttxtxtf

TxxxdxJxL

Cm

T

Cm

m

i

iim



























 

 и   

                    x(t)-y:Ryα)B(x(t), n ,  

где  ],0[1,1 TWx n , 0 , }:inf{)(
1,1

Cyxyxd nWC  .  

      Отметим, что если ],0[)( 1,1 TWx n  и существуют  ],0[)( 1 TLLi  , 0iL , 

0
~
iL , где  ,,0 mi   и  0  такие, что 

                 ),(
~

),(),( 22112121 uzuzLuuzz iii           

       
21212211 )(),,(),,( yyLxxtLyxtfyxtf iiii   

при    (t)x-y:Ryα)(t),xB(x,x n
21 , )),0((, 11 xBuz  , 

)),((, 22 TxBuz  , nRyy 21 ,   и )(xJ i
,  то легко проверяется, что    

],0[1,1

)()()()(
TWiii nyxcyJxJ   при 

 
],0[1,1

1,1

)()(:],0[)(),(
TW

n
nxzTWzyx ,  где   

T

iiii LLdttLc

0

~
2)( . 

        Если   nn RcompRTa ],0[: , ),( xtat   измеримо по t , 

существуют ],0[)( 11 TLLm   и 0  такие, что 

  ),(:)),(( xtaRxadomtxB n
t   при  ],0[ Tt   и   

21121 )()),(),,(( xxtLxtaxta mX   при  )),((, 21 txBxx  , то   

21211m2211 yyxx(t)L)y,x(t,)y,x(t,     при  )),((, 21 txBxx  ,  

nRyy 21, . 

        Если  )(1 xJ m
, то ясно, что 

                                 )),0(()),0(()()( 0011 MydMxdyJxJ mm
 

           

T][0,W

0

1

T

0

T

0

1m
],0[

T

0

1m

T

0

n
1,1

y(t)x(t)))((1

(t)y(t)x(t)dtLy(t)x(t)maxy(0)x(0)

)(t)y(t)xy(t)x(t)(t)(Ly(0)x(0)(t))yy(t),(t,(t))xx(t),(t,









 










T

m

Tt

dttL

dt

dtdt



 
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при  
],0[1,1

1,1

)()(:],0[)(),(
TW

n
nxzTWzyx . 

Лемма 1. Если отображение   nn RcompRTa ],0[:  такое, что tgra -

выпуклое множество, то   ),,(),( zxtzx   -выпуклая функция. 

Доказательство. Так как tgra -выпуклое множество, то из леммы 3.2.1[5] 

вытекает, что ),()1(),())1(,( 2121 xtaxtaxxta    при 

  ),(:, 21 xtaRxadomxx n
t   и  ]1,0[ . Поэтому  

 
 
 





),(),,(:)1(inf

)),(),,(:))1(())1((inf

))1(,(:))1((inf)),)(1(),(,(

22112211

22112121

21212211

xtauxtauzuzu

xtauxtauzzuu

xxtauzzuzxzxt







             
   

),,()1(),,(

),(:inf)1(),(:inf

2211

22221111

zxtzxt

xtauzuxtauzu








 

при  tadomxx 21, , nRzz 21,  и ]1,0[ . Случай tadomxx 21, , 

t1 adomx   или t2 adomx   очевиден. Лемма доказана. 

       Пусть X  -банахово пространство, Xx . Если RXg : , то положим 

(см.[1,c.32]) ))()((
1

lim);(
0,

]1[ zghxzg
h

xxg
hxz




и  

                      }.Xxприx,p)x;x(g:Xp{)x(g ]1[    

        Далее считаем, что если  ],0[)( 1,1 TWx n   является решением задачи (1)-

(4), то )(xJ i
 при mi ,,1,0   и )()( 00 xJxJ   при всех решениях 

],0[)( 1,1 TWx n задачи (2)-(4). 

Теорема 1. Если  ],0[)( 1,1 TWx n   является решением задачи (1)-(4), 

 nRTa ],0[:    nRcomp , ),( xtat   измеримо по t , tgra -выпуклое 

замкнутое множество, n
0 RM   -непустое выпуклое замкнутое множество, 

существуют  ],0[)( 1 TLLi  , 0iL , 0
~
iL ,  где  ,,0 mi  ],0[)( 11 TLLm    и  

0  такие, что   ),(:)),(( xtaRxadomtxB n
t   при ],0[ Tt   и 

,)(
~

),(),( 22112121 uzuzLuuzz iii 

21212211 )(),,(),,( yyLxxtLyxtfyxtf iiii  , 

                      
21121 )()),(),,(( xxtLxtaxta mX    

при  )),((, 21 txBxx  ,  )),0((, 11 xBuz  ,  )),((, 22 TxBuz  ,  nRyy 21 , , 

то найдутся mkk  ,,,0,,0,0 110    не обращающиеся в нуль 

одновременно, где  0)( xJ ii  
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при ,,1 ki  число  01 m  и функция  ],0[)( 1,1 TWx n   такие, что 

 1) )),(),(,())(),(,())(),(( 1 txtxttxtxtftxtx m
   

  

2)  )).0(())(),0(())(),0(( 1 xqTxxTxx m  
   

Доказательство. Положим 

                       












  0))(),(,())0(()(:],0[)(

0

11,1

T

m
n dttxtxtxqxJTWxC  , 

                           












],0[1,1

1,1

)()(:],0[)(
TW

n
nxxTWxD ,  

где  2)( ))(2( Tme Tm  ,   

t

m dssLtm

0

1 )()( . 

       Покажем, что существует 0  такое, что  

                           )))(),(,())0((()(

0



T

C dttxtxtxqxd    

при ,)( Dx  где 

                               }Cy:xyinf{)x(d n
1,1WC

 .  

Пусть .)( Dx   Положив в лемме 9.1[4, c.100] 

                   ))0(()),(),(,()( xqtxtxttp      

имеем, что существует решение )(0 x  задачи ))(,()( txtatx  , )0()0( 0xx  , где  

00 )0( Mx  ,  )0()0())0(( 0xxxq    такое, что  

                  )))(),(,())0(()()(1()()(

0

)()(
0

1,1 

T

TmTm

W
dttxtxtxqeTmexx n   

(cм.[4,c.101]). Легко проверяется, что  n
1,1W0 )(x)(x . Ясно, что 

                   )))(),(,())0((()()()(

0

0
1,1 

T

WC dttxtxtxqxxxd n    

при Dx )( , где  ))(1( )()( TmTm eTme  . 

      Так как функционалы ,,0),( mixJ i   удовлетворяют условию Липшица в 

 -окрестности точки ],0[)( 1,1 TWx n , то выполняется условие теоремы 

6.1.1[1,c.210]. По теореме 6.1.1[1, c.210] найдутся ,0,,0,0 10  k   

mk  ,,1   не обращающиеся в нуль одновременно и положительное число 

1m  такое, что 



k

i

ii xJ
1

0)(   и  ),,(0 1 mx xL  , где  1m определяется 
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через коэффициенты Липшица отображений ),,,( 10 mJJJ  . Тогда по 

определению ),,( 1 mx xL   имеем, что 0);,,( 1
]1[  xxL m  при 

],0[)( 1,1 TWx n . Отсюда вытекает, что 0);();()( ]1[
1

0

]1[  



 xxdxxJ Cm

m

i

i   при 

],0[)( 1,1 TWx n .  Неумоляя общности далее считаем, что 1
0




m

i

i .       

      Если ],0[)(),( 1,1 TWzx n , 
2

)()(
],0[




TC nxz , 

],0[
)(2

0

TC nx
h





, 0x , то 

по условию имеем, что 

           

,)()()())()()((()))(),(,(

))()(),()(,((

)))(),(,())()(),()(,((
1

0

0

txLtxtLtxLtxtLtztztf

txhtzthxtztf
h

tztztftxhtzthxtztf
h

m

i

iiii

m

i

i
i



























 

где   )(,),(),(max)( 10 tLtLtLtL m ,   mLLLL ,,,max 10  .           

       Ясно, что существуют  0sh , )()(  xzs  и  0sh , )()(  xzs  такие, 

что 

            




 );())()()()((
1

lim0 ]1[
1

000

xxdzJhxzJ
h

Cm

m

i

ii

m

i

ii

h
xz

  

              



dttztztftxhtzthxtztf
h

T

h
xz

)))(),(,())()(),()(,((
1

(lim

00

   

             

 


);()))(),0(())()(),0()0(((
1

lim ]1[
1

0,
xxdTzzThxTzhxz

h
Cm

hxz
   

               



dttztztftxhtztxhtztf

h
ss

T

ssss

s
h

xz

s

s

)))(),(,())()(),()(,((
1

(lim

00

   

).;()))(),0(())()(),0()0(((
1

lim ]1[
1

0

xxdTzzTxhTzxhz
h

Cmssssss

s
h

xz

s

s






  

       Применяя лемму 2.4.6  Фату (cм.[6, c.97]) имеем, что 

               



dttztztftxhtztxhtztf

h
ss

T

ssss

s
h

xz

s

s

)))(),(,())()(),()(,((
1

(lim

00

   
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               




)))(),0(())()(),0()0(((

1
lim

0

TzzTxhTzxhz
h

ssssss

s
h

xz

s

s

   

               )))(),0(();(),0(()))(),(();(),(,((
]1[

0

]1[
TxxTxxdttxtxtxtxtf

T

     

при  TWx n ,0)( 1,1 . Так как );();();();( ]1[
11

]1[ xxJxxJxxdxxd mmCC    , то 

отсюда вытекает, что функция 0)(~ tx  минимизирует функционал 

               )))(),0(();(),0(()))(),(();(),(,()(
]1[

0

]1[
TxxTxxdttxtxtxtxtfxF

T

   

                 ))0();0(()))(),(();(),(,( ]1[
1

0

]1[
1 xxqdttxtxtxtxt m

T

m       

в пространстве   TW n ,01,1 . Поэтому по следствию 8.9[4, c.97]существует 

функция ],0[)( 1,1 TWx n  такая, что 

1) )),(),(,())(),(,())(),(( 1 txtxttxtxtftxtx m
   

  

2) )),0(())(),0(())(),0(( 1 xqTxxTxx m  
   

где 11   mm  , т.е. получим справедливость теоремы 1. Теорема доказана. 

Следствие 1. Если ],0[)( 1,1 TWx n  -является  решением задачи (1)-(4) и 

выполняется условие теоремы 1, то найдутся ,0,,0,0 10  k   

mk  ,,1   не обращающиеся в нуль одновременно, где 0)( xJ ii  при  

,,1 ki  01 m  и функция ],0[)( 1,1 TWx n
 такие, что 

1) )),(),(,())(),(,())(),(( 1

0

txtxttxtxtftxtx mi

m

i

i
   



   

   2) ).),0(())(),0(())(),0(( 01

0

MxdTxxTxx mi

m

i

i  



    

        Справедливость следствия 1 вытекает из предложения 2.3.3[1,c.43]. 

 

2. Экстремальная задача для включений с фазовым 

ограничением      
 

Рассмотрим задачу минимизации функционала 

            

T

dttxtxtfTxxxJ

0

000 ))(),(,())(),0(()(                                         (5) 

при следующих ограничениях 
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 ))(,()( txtatx  ,   0

~
)0( Mx  ,    TM

~
x(T)  ,   )()( tQtx  ,   0))(,( txtg ,        (6) 

                  ,,1,0))(),(,())(),0(()(

0

kidttxtxtfTxxxJ

T

iii                    (7)                

где  ],0[1,1 TWx n . 

       Если nRconvTQ ],0[:  -непрерывное отображение и ],0[ TCx n , то из 

леммы 2.3.1[7,c.55] вытекает, что  )(:)(min))(),(( tQyytxtQtxdt    -

непрерывное  отображение. 

       Отметим, что если nconvRTQ ],0[: -непрерывное отображение и 

],0[ TCx n , то )()( tQtx   тогда и только тогда, когда 0))(),((

0


T

dttQtxd . 

Известно, что отображение ))(,( tQxdx  удовлетворяет условию Липшица с 

коэффициентом  1K . 

      Далее считаем, что отображение   0),(:)(  xtgRxtG n
 такое, что 

nconvRtG )(   и отображение  
nconvRTG ],0[:   непрерывно. Положив 

),0(
~

00 QMM  ),(
~

TQMM TT  ,  000 :inf),()( MyxyMxdxq  , 

 TT MyxyMxdxq  :inf),()(1   (или )
~

,()( 00 Mxdxq  ,              

                       )
~

,()(1 TMxdxq  )  и   ),(:inf),,( xtauzuzxt  ,   

имеем, что при отмеченных в начале условиях ограничения 

            ))(,()( txtatx  ,   0

~
)0( Mx  ,    TM

~
x(T)  ,   )()( tQtx  ,   0))(,( txtg ,   

эквивалентны равенству 

   ,0)))(),(())(),((())(()(

0

11  

T

k dttGtxdtQtxdTxqxJ          

               ,0))(),(,())0(()(

0

02  

T

k dttxtxtxqxJ                 

где ],0[)( 1,1 TWx n .  

       Ясно, что  ,0)(1  xJ k 0)x(J 2k 
и  ,0)(1  xJ k

 0)x(J 2k 
 

равносильны. 

       Положим  )()()( 211 xJxJxJ kkk   ,        

                     ))(,(),,(,)()(),( 1101 tQxdyxtfyqxqyx kk  

                                   ),,())(,( yxttGxd     
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и    












  0))(),(,())0(()(:],0[)(

0

021,1

T

k
n dttxtxtxqxJTWxC  . 

       Обозначим   0)(: 1   xJCxS k . Отображение  )(1 xJ k
 будем 

называть регулярным (см. [8], стр.130)  относительно множества C , если 

существует такое число  0r , что )()( 1 xJrxd kS   при  Cx , где 

}:inf{)(
1,1

Syxyxd nWS  . 

        Положим    
],0[1,1

1,1

:],0[)),((
TW

n
nxxTWxxB . 

Теорема 2. Если  ],0[)( 1,1 TWx n  является решением задачи (5)-(7), 

 nRTa ],0[:    nRcomp , )x,t(at   измеримо по t , nRM 0

~
 и 

n
T RM 

~
 -непустые замкнутые множества, nconvRTQ ],0[:  -непрерывное 

отображение, отображение   0))t(x,t(g:Rx)t(G n   такое, что 

nconvRtG )(  и отображение nconvR]T,0[:G   непрерывно, существуют 

]T,0[L)(L 1i  , 0Li  , 0L
~

i  , где  ,k,0i  ]T,0[L)(L 11k   и 0  такие, что  

  ),(:)),(( xtaRxadomtxB n
t    при  ]T,0[t   и 

                  ),(
~

),(),( 22112121 uzuzLuuzz iii              

                      
21212211 )(),,(),,( yyLxxtLyxtfyxtf iiii  , 

                           
21121 )()),(),,(( xxtLxtaxta kX    

при  )),((, 21 txBxx  , )),0((, 11 xBuz  , )),((, 22 TxBuz  , nRyy 21 , , 

отображение  )x(J 1k
регулярно относительно множества C , то найдутся 

0,,0,0
k10
   не обращающиеся в нуль одновременно, где 

0)( xJ ii  при ,,1 ki  01 k  и функция  ],0[)( 1,1 TWx n   такие, что 

1) ,))(),(,())(),((
1

0






 
k

i

ii txtxtftxtx          

2) .))(),0(())(),0((
1

0






 
k

i

ii TxxTxx   

Доказательство. Отметим, что если ],0[)( 1,1 TWx n  является  решением 

задачи (5)-(7), то  ],0[)( 1,1 TWx n   является минимумом функционала 

 )(,),(),()(max)( 100 xJxJxJxJxF k  при ограничениях 0)(1  xJ k , 

Cx . Так как функционалы ),(xJ i ki ,0 , удовлетворяют условию 



PROCEEDINGS OF  IAM, V.2, N.1, 2013 

 

 42 

Липшица в )),(( xB  с постоянной  

T

iiii LLdttLc

0

~
2)( , то легко 

проверяется, что )(xF   удовлетворяет условию Липшица в )),(( xB  с 

постоянной  kcccM ,,,max 10  . Кроме того )(1 xJ k  также удовлетворяет 

условию Липшица в ],0[1,1 TW n  с постоянной T21 . Неумоляя общности 

считаем, что )),((  xBC . Поэтому, применяя предложение 2.4.3 [1] 

соответственно для пары множеств ),( CS  и  ))),((,( xBC  имеем, что при 

всех )21(~ TrMMr   точка  ],0[)( 1,1 TWx n  доставляет минимум в задаче  

                                   inf,))()((~)( 1   xdxJrxF Ck    )),(()(  xBx . 

      Положив 

              












],0[1,1

1,1

)()(:],0[)(
TW

n
nxxTWxD ,  2)( ))(2( Tme Tm  ,  

 

t

k dssLtm

0

1 )()( , 

аналогично доказательству теоремы 1 имеем, что  

               )))(),(,())0(()()(1()(

0

0
)()(



T

TmTm
C dttxtxtxqeTmexd   

при D)(x  . Поэтому  получим, что  

  

)]))(),(,(

))0(()()(1()([~)())()((~)(

0

0
)()(

11



 

T

TmTm
kCk

dttxtxt

xqeTmexJrxFxdxJrxF


 

при Dx )( . Отсюда вытекает, что  ],0[)( 1,1 TWx n   минимизирует 

функционал 

                         )dt))t(x),t(x,t(f))T(x),0(x(()x(F

T

0

1k1k  
       

 в  D ,  где  )e)T(me1(r~ )T(m)T(m  . Поэтому 

             
xx

T

0

1k1k
)dt))t(x),t(x,t(f))T(x),0(x(()x(F(0

   . 

Применяя предложение 2.3.3 и предложение 2.3.12([1], с.43 и с.51) отсюда 

имеем, что 
)(

1 )()(0
xIi

ki xJxJco


  , где   }0{0)(:,1)(  xJkixI i . 

Используя леммы 1.6.1[9], легко проверяется, что  
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
)( )( )(

0,1:)()(
xIi xIi xIi

iiiii xJxJco
   











    . Поэтому найдутся ,00   

0,,01  k   такие, что 1
0




k

i

i , где  0)( xJii  при ki ,1 ,  и  

)x(J)x(J0
1ki

k

0i

i 



 . Тогда по определению )x(J)x(J
1ki

k

0i

i 



  

имеем, что 0);();( ]1[
1

]1[

0

 



 xxJxxJ ki

k

i

i   при ],0[)( 1,1 TWx n . Если 

],0[)(),( 1,1 TWzx n , 
2

)()(
],0[




TC nxz ,  

],0[
)(2

0

TC nx
h





, 0x , то по 

условию имеем, что 

)()()()))(),(,())()(),()(,((
1

txLtxtLtztztftxhtzthxtztf
h

iiii
  . 

      Обозначим  1m . Ясно, что существуют 0i
sh , )()(  xz i

s  и  0i
sh , 

)()(  xz i
s  такие, что 

        

 





 










1

0 00

]1[
1

]1[

0

)))(),(,())()(),()(,((
1

(lim

);();(0

k

i

i

T

i

h
xz

i

ki

k

i

i

dttztztftxhtzthxtztf
h

xxJxxJ





 

        


 



1

0 0

))(),0(())()(),0()0(((
1

lim
k

i

ii

h
xz

i TzzThxTzhxz
h

                       

               

 






1

0 0
0,

)))(),(,())()(),()(,((
1

(lim
k

i

i
s

i
si

T

i
s

i
s

i
s

i
sii

s
hxz

i dttztztftxhtztxhtztf
hi

s
i
s

  

      .)))(),0(())()(),0()0(((
1

lim
1

0
0










k

i

i
s

i
si

i
s

i
s

i
s

i
sii

s
h

xz
i TzzTxhTzxhz

h
i
s

i
s

   

    Применяя лемму 2.4.6  Фату (cм.[6,c.97]) имеем, что 

         







1

0 0
0

)))(),(,())()(),()(,((
1

(lim
k

i

i
s

i
si

T

i
s

i
s

i
s

i
sii

s
h

xz
i dttztztftxhtztxhtztf

h
i
s

i
s

  
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       






)))(),0(())()(),0()0(((

1
lim

1

0
0

k

i

i
s

i
si

i
s

i
s

i
s

i
sii

s
h

xz
i TzzTxhTzxhz

h
i
s

i
s

  

       










T k

i

ii

k

i

ii TxxTxxdttxtxtxtxtf

0

1

0

]1[
1

0

]1[
)))(),0(();(),0(()))(),(();(),(,((    

при  TWx n ,0)( 1,1 . Отсюда вытекает, что функция 0)(~ tx  минимизирует 

функционал 

 










T k

i

ii

k

i

ii TxxTxxdttxtxtxtxtfxF

0

1

0

]1[
1

0

]1[
)))(),0(();(),0(()))(),(();(),(,(()(                

в пространстве   TW n ,01,1 . Поэтому по следствию 8.9[4,c.97] существует 

функция ]T,0[W)(x n

1,1
  такая, что 

1) ,))(),(,())(),((
1

0






 
k

i

ii txtxtftxtx      

2) ,))(),0(())(),0((
1

0






 
k

i

ii TxxTxx   

т.е. получим справедливость теоремы 2. Теорема доказана. 

       Из теоремы 2, предложения 2.4.2 и теоремы 2.4.7[1,c.55 и с.58] вытекает 

справедливость следующего следствия. 

Следствие 2. Если ],0[)( 1,1 TWx n  является  решением задачи (5)-(7) и 

выполняется условие теоремы 2, ),( xtgx  -липшицевая в окрестности )t(x  

функция, 0))(,( txtg  и ))t(x,t(g0   при ]T,0[t , то найдутся 

0,,0,0 10  k    не обращающиеся в нуль одновременно, где 

0)( xJ ii  при ,,1 ki  01 k   и функция  ],0[)( 1,1 TWx n  такие, что 

 

 

1)

),0)),(,())(((

))(),(,())(),(,())(),((

0

)(

1

0

txtghtxN

txtxttxtxtftxtx

h

tQ

ki

k

i

i















 

 

2) ))).(()),0((())(),0(())(),0((
0

0

TxNxNTxxTxx
TMMi

k

i

i  


   

       Отметим, что используя теоремы редукции (см. [8], стр.130) аналогично 

задаче (5)-(7), можно получить необходимые условия оптимальности и для 

задачи (5)-(7) с дополнительным ограничением равенства. 

       Рассмотрим задачу минимизации функционала 
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                            ))(),0(()( 00 TxxxJ                                                                (8) 

при ограничениях  (6), т.е. при следующих ограничениях 

))(,()( txtatx  ,   0

~
)0( Mx  ,    TM

~
x(T) , )()( tQtx  ,  0))(,( txtg ,              (9) 

где ],0[)( 1,1 TWx n . 

      Положим   

                         ,)))(),(())(),((())(()(

0

11  

T

dttGtxdtQtxdTxqxJ  

                          ,))(),(,())0(()(

0

02 

T

dttxtxtxqxJ   

                         












  0))(),(,())0(()(:],0[)(

0

021,1

T

n dttxtxtxqxJTWxC  , 

где  ],0[)( 1,1 TWx n , )0(
~

00 QMM   и  )(
~

TQMM TT  .  

Следствие 3. Если  ],0[)( 1,1 TWx n  является решением задачи (8), (9),  

 nRTa ],0[:  nRcomp , ),( xtat   измеримо по t , nRM 0

~
 и  

n
T RM 

~
 -непустые замкнутые множества, nconvRTQ ],0[:  -непрерывное 

отображение, отображение   0))(,(:)(  txtgRxtG n
  такое, что 

nconvRtG )(  и отображение  nconvRTG ],0[:  непрерывно, существуют 

,0
~

0 L ],0[)( 1 TLL   и 0  такие, что  

                              ),(:)),(( xtaRxadomtxB n
t    

при  ]T,0[t   и 

                ,)(
~

),(),( 22110210210 uzuzLuuzz                          

                      
2121 )()),(),,(( xxtLxtaxtaX   

при )),((, 21 txBxx  , )),0((, 11 xBuz  , ),),((, 22 TxBuz  отображение  

)(1 xJ  регулярно в точке Cx  относительно множества C , то найдутся  

0  и функция  ],0[)( 1,1 TWx n  такие, что 

        ))),(),(())(),(())(),(,(())(),(()1 tGtxdtQtxdtxtxttxtx     

        2) )).),(()),0((())(),0(())(),0(( 00 TMTxdMxdTxxTxx      

       Справедливость следствия 3 вытекает из теоремы 2. 

Следствие 4. Если ],0[)( 1,1 TWx n  является  решением задачи (8),(9)  и 

выполняется условие следствия 3, то найдутся  0  и  ],0[)( 1,1 TWz n  

такие, что 

),)0)),((()0)),((())(),(,())(),(()1 )()( txNtxNtxtxttztz tGtQ     
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2) ))).(()),0((())(),0(())(),0((
00 TxNxNTxxTzz

TMM    

      Справедливость следствия 4 вытекает из следствия 3 и предложения 2.4.2 

[1,c.55 ]. 

Замечание 1. Пусть .0  Рассмотрев множества  

                       )(:)( txxRxtQ n  и   )(:)( txxRxtG n  

условие nRconvTQ ],0[:  и nRconvTG ],0[:  можно заменить условием: 

)(tQ  и )(tG  непустые замкнутые выпуклые множества при ],0[ Tt . 

Замечание 2. Если ncompRTQ ],0[:  и  nRTz ],0[:  -измеримые 

отображения, то по лемме 2.1.4[10, c.80] существует измеримый селектор 
nRTy ],0[:  отображения )(tQ  такой, что всюду на ],0[ T  справедливо 

соотношение ))(),(()()( tQtzdtytz  . Поэтому, если ncompRTQ ],0[:  -

измеримое отображение, то  )()( tQtx   в том и только в том случае, когда 

0))(),((

0

 dttQtxd

T

. Отсюда следует, что если ncompRTQ ],0[:  -измеримое 

отображение, то теорема 2  также верна. 

Замечание 3. Если RRTg n ],0[:  непрерывная функция и отображение 

 0))(,(:)(  txtgRxtG n
 непусто, то из примера 1.2.27[11, c.21] вытекает, 

что G  замкнутое отображение. Поэтому, если кроме того G  локально 

компактно, то из теоремы 1.2.32[11] вытекает, что отображение G  

полунепрерывно сверху. 

      Отметим, что если  0),(:)(  xtgRxtG n
 -непустое компактное 

множество и отображение 
ncompRTG ],0[:  измеримо, то теорема 2 также 

верна. 

       Рассмотрим задачу минимизации функционала 

           

T

dttxtxtfTxxxJ

0

000 ))(),(,())(),0(()(                                      (10) 

при следующих ограничениях 

                          x(t))a(t,(t)x  ,     0)0( Mx  ,                                                    (11)                                                                                             

             ,,1,0))(),(,())(),0(()(

0

kidttxtxtfTxxxJ

T

iii                      (12)                

где  ],0[1,1 TWx n . 



M.А. САДЫГОВ: ОПТИМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ … 

 47 

      Положив  000 :inf),()( MyxyMxdxq    и  

 ),(:inf),,( xtauzuzxt  , имеем, что  в начале отмеченных  условий 

ограничения  ))(,()( txtatx  ,   0)0( Mx  ,  эквивалентны равенству     

               ,0))(),(,())0(()(

0

01  

T

k dttxtxtxqxJ  где  ]T,0[W)(x n

1,1
 .  

Следствие 5. Если ],0[)( 1,1 TWx n  -является решением задачи (11)-(12), 

 nRTa ],0[:    nRcomp , ),( xtat   измеримо по t , nRM 0  -

непустое замкнутое множество, существуют ],0[)( 1 TLLi  , 0iL , 0
~
iL , 

где  ,,0 ki  ],0[)( 11 TLLk   и 0  такие, что  

               ),(:)),(( xtaRxadomtxB n
t   при  ],0[ Tt   и 

                      ),(
~

),(),( 22112121 uzuzLuuzz iii   

                      
21212211 )(),,(),,( yyLxxtLyxtfyxtf iiii  , 

                      
21121 )()),(),,(( xxtLxtaxta kX    

при )),((, 21 txBxx  , )),0((, 11 xBuz  , )),((, 22 TxBuz  , nRyy 21 , , то 

найдутся 0,,0,0 10  k   не обращающиеся в нуль одновременно, где 

0)( xJ ii  при ,,1 ki  число 0   и функция  ],0[)( 1,1 TWx n  такие, что 

1) )),(),(,())(),(,())(),((
0

txtxttxtxtftxtx
k

i

ii
  



  

2)  )).0(())(),0(())(),0(( 0

0

xqTxxTxx
k

i

ii  


   

      Отметим, что используя определение главного аппроксимативного 

субдифференциала, введенного в [4, c.9], можно усилить утверждение 

теоремы 1 и  2. 

 

 

3. Частный случай 

 

Рассмотрим задачу минимизации функционала 

                           

T

dttxtfxJ

0

00 ))(,()(                                                             (13) 

при следующих ограничениях 

                              ))(,()( txtatx  ,   0)0( x ,   )()( tQtx  ,                              (14) 

                                       ,,1,0))(,()(

0

kidttxtfxJ

T

ii                                (15)                
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где  ],0[1,1 TWx n . 

       Если  nRconvTQ ],0[:    и     nn RcompRTa ],0[:  

удовлетворяют условиям теоремы 2, то положив          

                                  ),(:inf),,( xtauzuzxt  , 

 имеем, что  ограничения 

                                 ))(,()( txtatx  ,   0)0( x ,  )()( tQtx  ,      

эквивалентны равенствам 

                     ,0)))(),((()(

0

1  

T

k dttQtxdxJ     ,0))(),(,()(

0

2  

T

k dttxtxtxJ   

где   0)0(:],0[)(],0[)( 1,11,1  xTWxTWx nn .  

      Положим    )()()( 211 xJxJxJ kkk   ,     ),,())(,(),,(1 yxttQxdyxtf k 
  и   

                         












  0))(),(,()(:],0[)(

0

21,1

T

k
n dttxtxtxJTWxC   . 

       Обозначим  0)(: 1   xJCxS k . Отображение )(1 xJ k
 будем 

называть регулярным относительно множества C , если существует такое 

число ,0r  что  )()( 1 xJrx kS   при  ,Cx  где  

                                      }:)()(inf{)(

0

Sydttytxx

T

S   . 

       Множество ],0[1,1 TW n  относительно нормы в ],0[1 TLn  обозначим через 

],0[1,1 TWL n .  

Теорема 3. Если ]T,0[W)(x n

1,1
  -является решением задачи (13)-(15), 

 ,],0[:  nn RcompRTa ),( xtat   измеримо по ,t  
nconvRTQ ],0[:  

-непрерывное отображение, существуют 0iM , где ,,0 ki  

],0[)( 11 TLM k   и 0  такие, что   ),(:)),(( xtaRxadomtxB n
t   

при  ],0[ Tt   и                      

                          
2121 ),(),( yyMytfytf iii  ,        

21121 )()),(),,(( xxtMxtaxta kX    

при )),((, 21 txBxx  , 
nRyy 21 , , отображение  )(1 xJ k  регулярно 

относительно множества ,C  то найдутся  0,,0,0 10  k    не 

обращающиеся в нуль одновременно, где  0)( xJ ii   при  ,,1 ki  01 k  и 

функция  ],0[)( 1,1 TWx n   такие, что 
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                          )).(),(,())(,())(),(( 11

0

txtxtftxtftxtx kk

k

i

ii






    

Доказательство. Отметим, что если ],0[)( 1,1 TWx n  является  решением 

задачи (13)-(15) , то  ],0[)( 1,1 TWx n   является минимумом функционала 

 )(,),(),()(max)( 100 xJxJxJxJxF k  при ограничениях ,0)(1  xJ k  

.Cx  Так как функционалы )(xJ i , ,,0 ki   удовлетворяют условию 

Липшица в ],0[1,1 TWL n  с постоянной iM , то легко проверяется, что )(xF  

удовлетворяет условию Липшица в ],0[1,1 TWL n  с постоянной 

 kMMMM ,,,max 10  . Кроме того )(1 xJ k  также удовлетворяет условию 

Липшица в ]T,0[WL n

1,1
  с постоянной 1. Поэтому, применяя предложение 

2.4.3[1] соответственно для пары множеств ),( CS  и ]),0[,( 1,1 TWC n  имеем,что 

при всех rMMr ~  точка  ],0[)( 1,1 TWLx n   доставляет минимум в задаче  

                            ],0[)(inf,))()((~)( 1,11 TWxxxJrxF n
Ck

   , 

где  }:)()(inf{)(

0

Cydttytxx

T

C   . 

     Положим 

        












],0[1,1

1,1

)()(:],0[)(
TW

n
nxxTWxD  ,   

2)( ))(2( Tme Tm  ,  

           

t

k dssMtm

0

1 )()( . 

      Покажем, что существует 0~   такое, что 

T

C dttxtxtx

0

))(),(,(~)(   при 

Dx )( . Пусть Dx )( . Положив в лемме 9.1[4,c.100]  ))(),(,()( txtxttp   

имеем, что существует решение )(0 x  задачи  ))(,()( txtatx  , 0)0( x , такое, 

что                            

      



 



 

T

Tm

T t

smtm

T

WL

dttxtxtTe

dsdtsxsxsedttxtxxx n

0

)(

0 0

)()(

0

00

))(),(,(

))(),(,()()()()(
1,1









. 
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Тогда 

T

WLC dttxtxtxxx n

0

0 ))(),(,(~)()()(
1,1

   при Dx )( , где 

)(~ TmTe . Поэтому  получим, что  

)))(),(,()((~)())()((~)(

0

)(
11  

T

Tm
kCk dttxtxtTexJrxFxxJrxF   

при .)( Dx   Отсюда вытекает, что ],0[)( 1,1 TWx n  минимизирует 

функционал 

                                     

T

k dttxtxtfxF

0

1 ))(),(,()(       

в  D ,  где  )1(~ )(TmTer  . Поэтому  
xx

T

k dttxtxtfxF
 )))(),(,()((0

0

1
 . 

Так как функционалы ,1,,1,0),(  kixJ i   удовлетворяют условию 

Липшица в  -окрестности точки   ],0[)( 1,1 TWx n , то применяя предложение 

2.3.3 и предложение 2.3.12 ([1], с.43 и с.51), имеем, что    

,)()(0
)(

1
xIi

ki xJxJco


   где     }.0{0)(:,1)(  xJkixI i  Поэтому 

найдутся 0,,0,0 10  k   такие, что 1
0




k

i

i , где 0)( xJ ii  при 

ki ,1 , и )()(0 1

0

xJxJ ki

k

i

i 



  . Тогда по определению 

)()( 1

0

xJxJ ki

k

i

i 



   имеем, что 0);();( ]1[
1

]1[

0

 



 xxJxxJ ki

k

i

i   при 

],0[)( 1,1 TWx n . Если  ],0[)(),( 1,1 TWzx n , то по условию имеем, что 

                                        ,)t(xM)))t(z,t(f))t(hx)t(z,t(f(
h

1
iii

  

а если  ],,0[)(),( 1,1 TWzx n  ,0x  
2

)()(
],0[




TC nxz    и    

],0[
)(2

0

TC nx
h





, 

то имеем 

                      

.)()()1)((

)))(),(,())()(),()(,((
1

1

11

txtxtM

tztztftxhtzthxtztf
h

k

kk












 

      Обозначим  1k . Ясно, что существуют 0i
sh , )()(  xz i

s , где 

,1,,1,0  ki   такие, что 
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 
 







k

i

i

T

i

h
xz

iki

k

i

i dttztfthxtztf
h

xxJxxJ
0 00

]1[
1

]1[

0

)))(,())()(,((
1

lim);();(0   
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

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h
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1
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0

1

0

1
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               





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i
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s
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0

1

1
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Применяя лемму 2.4.6  (cм.[6,c.97]) имеем, что 
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при   TWx n ,0)( 1,1
 . Отсюда вытекает, что функция 0)(~ tx  минимизирует 

функционал          
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в пространстве   TW n ,01,1
 . Поэтому по следствию 8.9[4,c.97] существует 

функция ],0[)( 1,1 TWx n  такая, что  
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 т.е. получим справедливость теоремы 3. Теорема доказана. 
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Faza məhdudiyyətli diferensial daxilolma üçün optimal idarə məsələsi 

 

M.A. Sadıqov 

 

XÜLASƏ 

 
       Məqalədə hamar olmayan riyazi proqramlaşdırma məsələsindən istifadə olunaraq faza 

məhdudiyyətli diferensial daxilolma üçün ekstremal məsələnin həllinin optimallığı üçün 

zəruri şərt alınmışdır.  

       Açar sözlər: çoxqiymətli inikas, diferensial daxilolma, normal inteqrant, faza 

məhdudiyyəti.  
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On an optimization problem for the differential inclusions  

with state constraints 

 

                                                       M.A. Sadygov 

 

                                                       ABSTRACT 

 
        In the paper necessary conditions for the minimum differential inclusions with state 

constraints are obtained, using the methods of mathematical programming. 

        Keywords: multivalued mapping, differential inclusions, normal integrand, state 

constraints. 

 


