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GİRİŞ 

   

Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərəcəsi. Qeyri-bircins materiallardan 

texnikanın müxtəlif sahələrində geniş istifadə edilir. Son illər xassələri, xüsusi 

halda elastiklik modulları seçilmiş istiqamətdə kəsilməz olaraq müəyyən bir 

qanunla dəyişən çoxlu sayda yeni materiallar hazırlanıb [55] . 

Materialın bircinslıyi fərziyyəsi onun bir çox mühüm mexaniki 

xüsusiyyətlərini nəzərə almır. Qeyd edək ki, materialın elastiki cisimlərin 

gərginlik-deformasiya vəziyyətinə təsir edən əsas xassələrindən biri onun qeyri-

bircinsliyidir. Son illərdə təkmilləşdirilmiş xassələrə malik materialların, xüsusən 

də texnologiyası istehsal mərhələsində material dəyişikliyini məqsədli şəkildə 

həyata keçirməyə imkan verən funksional qradient  materialların (FGM) tətbiqi 

genişlənmişdir. Bu səbəbdən də qeyri-bircins cisimlərin təhlilinin müxtəlif 

aspektlərini təqdim edən çoxlu sayda elmi-tədqiqat işləri meydana çıxmışdır. 

  1980-ci illərin ikinci yarısında materialın makroskopik xassələrinin 

məqsədyönlü şəkildə dəyişdirilməsi ilə materialların istehsalı üçün yeni 

texnologiyaların tətbiqi yolu ilə sıçrayış  əldə edildi. Bu, müəyyən bir şəkildə iki və 

ya daha çox fazalı materialları əsasən ziddiyyətli xüsusiyyətlərlə birləşdirən 

kompozit materiallar sinfinin funksional qradient materialların(FGM) 

konsepsiyasına inkişafı ilə həyata keçirildi. FGM termini 1980-ci illərin sonunda 

Yaponiyada qeyri-bircins mikro struktur və xassələri nümayiş etdirən mühəndislik 

materialları sinfinin təsviri kimi yaranmışdır. FGM-nin həyata keçirilməsinin əsas 

məqsədi istilik və mexaniki təsirlərə məruz qalan strukturların istismar 

xüsusiyyətlərini yaxşılaşdırmaqdır. Fərqli materialların seçilməsi fazalar və 

materiallar arasındakı kontakt sahələrində xassələrin ciddi uyğunsuzluğu 

səbəbindən yaranan qalıq gərginliklərinin səviyyəsini artırır və bu isə öz 

növbəsində materialın deqradasiyasına səbəb olur . Belə gərginliklərin təsirini 

minimuma endirmək üçün FGM tərkibi elə qurulur ki, bütün montajın material 

xüsusiyyətləri kəsilməz olaraq bir faza komponentindən digərinə dəyişsin [55].   
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Qeyri-bircins cismlərin tədqiqində əsas yanaşmalardan biri materialın 

elementar funksiyalarla (hiperbolik, eksponensial, xətti, kvadratik və s.) ifadə 

edilən mexaniki xassələrə malik olması fərziyyəsidir. Bu yanaşma   mexanikanın 

müvafiq məsələlərinin həllində klassik metodlardan istifadə etməyə ,qeyri-

bircinsliyi modelləşdirməyə və təhlil etməyə imkan verir. Nəticədə təyin edilən 

analitik həllər bir çox hallarda daha mürəkkəb məsələlərin həlli üçün istinad kimi 

qəbul edilə bilər. Material xassələrinin  elementar funksiyalar şəklində verilməsi  

qeyri-bircins cisimlərin dəqiq təhlili üçün geniş imkanlar açır.   

Örtuklər və lövhələr mühəndis qurğularında geniş istifadə edilən 

konstruksiyalardır.Örtüklər nəzəriyyəsi müasir mexanikanın nazikdivarlı 

konstruksiyalarının hesabat üsullarını işləyib hazırlayan sahəsidir.Örtüklər 

nəzəriyyəsində qeyri-bircins örtüklərin tədqiqi xüsusi yer tutur. Qeyri-bircins 

örtüklərin deformasiyası zamanı baş verən mürəkkəb proseslər müəyyən 

fərziyyələr əsasında müxtəlif tətbiqi nəzəriyyələrin yaranmasına səbəb olur. 

Qeyri-bircins örtüklər üçün mövcud tətbiqi nəzəriyyələrin tətbiq olunma 

oblastlarının öyrənilməsi , yeni daha dəqiq tətbiqi nəzəriyyələrin yaradılması qeyri-

bircins örtüklərin elastikiyyət nəzəriyyəsinin üçölçülü tənlikləri əsasında   tədqiqini  

zəruri edir. 

Qeyri-bircins örtüklərin gərginlik-deformasiya vəziyyətinin təhlili ilə əlaqədar 

bir çox məsələlər yalnız elastikiyyət nəzəriyyəsinin tənlikləri əsasında korrekt həll 

edilə bilər. Qeyd edək kı, qeyri-bircins örtüklərin elastikiyyət nəzəriyyəsinin 

tənlikləri əsasında öyrənilməsi onların mexaniki və həndəsı strukturlarını daha 

adekvat şəkildə nəzərə alır. Qeyri-bircins örtüklərin elastikiyyət nəzəriyyəsi 

tənlikləri əsasında tədqiqi bir çox riyazi çətinliklərlə bağlıdır. Lakin bu fiziki 

nöqteyi nəzərdən yeni keyfiyyət və kəmiyyət effekti yaradır. 

[55,90]-da qeyri-bircins elastiki cisimlərin tədqiqi sahəsində  əldə olunan əsas 

nəticələrin xülasəsi verilir, qeyri-bircins elastiki cisimlər üçün mövcud  

tədqiqatların inkişaf tarixi nəzərdən keçirilir, istifadə olunan analitik, ədədi-analitik 

üsullar səciyyələndirilir. 
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Kəsilməz qeyri-bircins cisim üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin əsasıarı [32] –də   

şərh edilib. [37]–də isə elastikiyyət nəzəriyyəsinin sadə üçölçülü məsələlərinə 

baxılıb.   

Sfera üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələsinin  tədqiqinə çoxlu sayda elmi   

işlər həsr edilib. İlk dəfə sfera üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi  məsələsi Sen-Venan 

tərəfindən öyrənilib [35,77]. [22]-də elastikiyyət nəzəriyyəsi tənlikləri əsasında 

sfera üçün  Sen-Venan mənada sərhəd şərtini ödəyən ümumi həll alınıb və sferanın 

gərginlik-deformasiya vəziyyəti tədqiq edilib. [18]-də elastikiyyət nəzəriyyəsinin 

tənlikləri əsasında kiçik qalınlıqlı izotrop sfera üçün bircins həllər qurulub. 

Elastikiyyət nəzəriyyəsi tənlikləri əsasında alınan asimptotik həllərin köməkliyi ilə 

bir çox tətbiqi nəzəriyyələrin dəqiqliyi öyrənilib. Kiçik qalınlıqlı sferanın üçölçülü 

asimptotik nəzəriyyəsi verilib. [33]-də qalın sfera üçün oxa nəzərən simmetrik  

məsələ tədqiq edilib və bircins həllər qurulub. [17]-də orta layı yumşaq olan üçlaylı  

sferanın üçölçülü gərginlik-deformasiya vəziyyəti asimptotik və ədədi üsulla təhlil 

edilib. [6,7,10,46]-da növbələşən bərk və yumşaq laylardan ibarət radial çoxlaylı 

sfera üçün burulma məsələsi öyrənilib. Zəif sönən sərhəd ıayı xarakterli həllərin 

varlığı və Sen-Venan prinsipinin çoxlaylı sfera üçün klassik qoyuluşunun doğru 

ola bilməməsinin mümkünlüyü göstərilib. [54,58,59,79,84-87,94]-də radial qeyri-

bircins sfera üçün ədədi və analitik üsulların tətbiqilə üçölçülü məsələlərə baxılıb. 

  [19,20,29,40-42]-də  qalınlıq boyu qeyri-bircins lövhələrin riyazi nəzəriyyəsi 

verilib. [40]-da asimptotik üsulların tətbiqilə radial qeyri-bircins silindr və 

pyezoelastiki materialdan olan lövhə üçün üçölçülü məsələlər öyrənilib. 

[2,4]-də bərk vəyumşaq laylardan ibarət radial qeyri-bircins silindr üçün qeyri-

bircins və bircins həllər qurulub. Üçölçülü gərginlik-deformasiya vəziyyətinin 

təhlili nəticəsində çoxlaylı silindr üçün burulma və dartılma-sıxılma tətbiqi 

nəzəriyyələri verilib. [3]-də dəyişən qalınlıqlı qeyri-bircins izotrop konik örtük 

üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələsinə baxılıb və dəyişən qalınlıqlı konik 

örtüyün gərginlik-deformasiya vəziyyətinin xarakteri müəyyən edilib. Örtüyün 

üçölçülü gərginlik-deformasiya vəziyyətini hesablamağa imkan verən asimptotik 

düsturlar alınıb. [5,8,9,27,28,44,45,47,53,73]-də radial qeyri-bircins silindr üçün 
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elastikiyyət nəzəriyyəsinin  məsələləri asimptotik təhlil edilib. [49]-da radial qeyri-

bircins kiçik qalınlıqlı transversal-izotrop silindr üçün asimptotik inteqrallama 

üsulunun tətbiqi ilə elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik məsələsinə 

baxılıb. Ciddi anizotropiya halında bəzi sərhəd layı xarakterli həllərin sönmədiyi 

və silindrin oturacaqlarından onun daxilinə doğru yayılaraq gərginlik-deformasiya 

vəziyyətini oturacaqlardan uzaq məsafədə dəyişə bildiyi göstərilib. [14] qeyri-

bircins kiçik qalınlıqlı transversal-izotrop konik örtüyün gərginlik-deformasiya 

vəziyyətinin elastikiyyət nəzəriyyəsinin tənlikləri əsasında asimptotik inteqrallama 

üsulu ilə təhlilinə həsr edilib. [15]-də dəyişən qalınlıqlı qeyri-bircins transversal-

izotrop dairəvi lövhənin gərginlik-deformasiya vəziyyəti öyrənilib. Transversal-

izotrop qeyri-bircins  lövhə üçün bircins həllin yayılan həll və sərhəd layı 

xarakterli həllin cəmindən ibarət olduğu göstərilib. [11,48,52]-də radial qeyri-

bircins kiçik qalınlıqlı transversal-izotrop sfera üçün asimptotik inteqrallama 

üsulunun tətbiqi ilə elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik məsələləri 

tədqiq edilib.   

Asimptotik üsulların tətbiqi ilə qeyri-bircins örtüklər üçün elastikiyyət 

nəzəriyyəsi məsələlərinin həlli ilk dəfə A.Byuffler, K.Fridrixs, R.Dressler, 

İ.İ.Voroviç, Y.A.Ustinov, A.L.Qoldenveyzer, Q.S.Şapiro, V.A.Lomakin, 

M.F.Mehdiyevin işlərində yerinə yetirilib [21].  

Sonlu ölçülü elastiki cismlər üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələlərinin 

həllində bircins həllər üsulu xüsusi rol oynayır.Bu üsulun [16,18-21,40,80-82]-də 

silindr,sfera,konus və lövhə üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi   məsələlərinə tətbiqi 

verilib.   

  [81]-də silindrin  yan səthi gərginliklərdən azad olduqda, yan səth 

bağlandıqda, yan səthdə bircins qarışıq sərhəd şərtlərı verildikdə elastikiyyət 

nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik dinamik məsələləri araşdırılıb. Bircins həllər 

qurulub və tezliyin müxtəlif qiymətlərində gərginlik-deformasiya vəziyyətini 

hesablamağa imkan verən asimptotik ifadələr alınıb. Oturacaqlarda müəyyən 

sərhəd şətləri verildikdə həmin sərhəd şərtlərini dəqiq ödətməyə imkan verən 

ümumiləşmiş ortoqonalliq şərtləri təyin edilib.Silindrin sərbəst rəqsi məsələsinə 
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baxılıb. Kiçik qalınlıqlı sferanın məcburi və sərbəst rəqsi məsələləri həll edilib. 

Kiçik qalınlıqlı konik örtük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin əsas sərhəd  

məsələləri bircins həllər üsulu ilə öyrənilib. 

  [82]-də transversal-izotrop silindr üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin statik və 

dinamik məsələləri tədqiq edilib. Alınmış asimptotik həllər əsasında silindrik örtük 

üçün mövcud olan bir sıra tətbiqi nəzəriyyələrin tətbiq olunma oblastı müəyyən 

edilib. Kiçik qalınlıqlı transversal-izotrop sfera və konus üçün elastikiyyət 

nəzəriyyəsi məsələlərinin dəqiq və asimptotik həlləri qurulub, gərginlik-

deformasiya vəziyyətinin xarakteri müəyyən edilib. 

[76]-da qeyri-bircins anizotrop silindr üçün Almansi-Miçel məsələsi ədədi-

analitik üsulla tədqiq edilib. [66]-da Yunq modulu radial koordinatdan asılı, 

Puasson əmsalı isə sabit olan izotrop silindr üçün klassik Lame məsələsinin 

analoqu nəzərdən keçirilib. [68]-də silindrik anizotropiyaya mailk çoxlaylı silindrin 

əyilmə deformasiyası məsələsinə baxılıb. [69]-da verilmiş qeyri-bircinsliyə malik 

ortotrop silindrin gərginlik-deformasiya vəziyyəti öyrənilib. [88]-də elastiki 

modulları radiusdan qüvvət funksiyası şəklində asılı olan qeyri-bircins 

pyezoelastiki silindr üçün ümumiləşmiş müstəvi məsələnin dəqiq həlli qurulub. 

[63]-də radial qeyri-bircins silindr üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin üçölçülü 

məsələsi diskret ortoqonallaşdırma üsulu ilə ədədi həll edilib. [64]-də splayn 

kolokasiya  və sonlu elementlər üsulları əsasında radial qeyri- bircins silindrin 

üçölçülü gərginlik-deformasiya vəziyyəti öyrənilib və alınan ədədi nəticələr 

müqayisə edilib. 

[72]-də radial qeyri-bircins ortotrop silindrin burulma məsələsinə baxılıb.  

[92]-də müntəzəm daxili təzyiqə məruz qalan radial qeyri-bircins silindrin 

gərginlik-deformasiya vəziyyəti təhlili edilib. [95]-də Yunq modulu radiusa 

nəzərən eksponensial qanunla dəyişən qeyri-bircins silindr üçün elastiklyyət 

nəzəriyyəsi məsələsi öyrənilib. 

[91]-də radial qeyri-bircins silindr üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa 

nəzərən simmetrik məsələsinin düz inteqrallama üsulunun tətbiqilə  analitik həlli 

alınıb.  
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[67,70,71,75,89,96]-da radial qeyri-bircins  silindr üçün termoelastikiyyət 

nəzəriyyəsi məsələləri analitik və ədədi üsullarla tədqiq edilib. 

[24,26,30,38,56,65,74,78,83,93]-də çoxlaylı mühitdə elastiki dalğaların 

yayılması məsələləri öyrənilib. 

İşin məqsədi. Elastiki modulları radiusa nəzərən xətti qanunla dəyişən radial 

qeyri-bircins kiçik qalınlıqlı sferanın yan səthində müxtəlif sərhəd şərtləri 

verildikdə elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik məsələlərini tədqiq 

etmək; radial qeyri-bircins sferanın gərginlik-deformasiya vəziyyətinin xarakterini 

müəyyən etmək.  

Elmi yenilik. Dissertasiyada alınan əsas nəticələr aşağıdakılardan ibarətdir: 

-Kiçik qalınlıqlı radial qeyri- bircins sfera üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa 

nəzərən simmetrik məsələsi tədqiq edilmiş, qeyri- bircins və bircins həllər 

qurulmuşdur. Sferanın yan səthi gərginliklərdən azad olduqda birincs həllin 

yayılan, sadə sərhəd effektli xarakterli və sərhəd layı xarakterli həllərin cəmindən 

ibarət olduğu göstərilmişdir. Həmin həllərə uyğun gərginlik -deformasiya 

vəziyyətinin xarakteri müəyyən edilmişdir. Sferanın üçölçülü gərginlik -

deformasiya vəziyyətini hesablamaq üçün asimptotik düsturlar alınmışdır. 

-Sferanın yan səthi bağlandıqda və yan səthdə bircins qarışıq sərhəd şərtləri 

verildikdə baxılan məsələlərin bircins həllərinin yalnız sərhəd layı xarakterli 

həlldən ibarət olduğu müəyyən edilmişdir. 

-Radial qeyri-bircins kiçik qalınlıqlı sfera üçün burulma məsələsi 

öyrənilmişdir. Sferanın yan səthi gərginlikdən azad olduqda bircins həllin yayılan 

və sərhəd layı xarakterli həllərin cəmindən ibarət olduğu göstərilmişdir. Sferanın 

yan səthi bağlandıqda isə burulma məsələsinin yalnız sərhəd layı xarakterli həllə 

malik olduğu alınmışdır.  

-Radial qeyri- bircins kiçik qalınlıqlı sferanın burulma rəqsi məsələsi tədqiq 

edilmişdir. Sferanın qalınlığını xarakterizə edən parametrin kiçik qiymətlərində 

dispersiya tənliyinin kökləri araşdırılmış, həmin köklərə uyğun yerdəyişmə və 

gərginliklər üçün sadə asimptotik düsturlar alınmışdır. 
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Tədqiqatın ümumi metodikası. Tədqiqatın metodikası bircins həllər 

üsuluna, elastikiyyət nəzəriyyəsi tənliklərinin asimptotik inteqrallanması üsuluna, 

xüsusi törəməli diferensial tənliklər sisteminin təqribi həll üsuluna əsaslanır. 

Nəzəri və praktiki əhəmiyyəti. Bu iş nəzəri əhəmiyyət kəsb edir. 

Yerdəyişmə vektorunun və gərginlik tenzorunun komponentləri  üçün alınan 

asimptotik düsturlar vasitəsilə radial qeyri-bircins sferanın gərginlik -deformasiya 

vəziyyətini tələb edilən dəqiqliklə hesablamaq mümkündür. Alınmış həllər vasitəsi 

ilə sfera üçün mövcud olan müxtəlif tətbiqi nəzəriyyələrin tətbiq olunma oblastını 

qiymətləndirmək, radial qeyri- bircins sfera üçün daha dəqiq tətbiqi nəzəriyyələr 

qurmaq olar.  

İşin aprobasiyası. .Dissertasiyanın nəticələri ”Riyaziyyatın nəzəri və tətbiqi 

problemləri” Beynəlxalq konfransında(Sumqaylt,2017) , 1
st
 international science 

and engineering conference ( Baku ,2018 ) Beynəlxalq konfransında, ХХХIХ 

International Scientific  Practical conference “Advances in Science and 

Technology (Moskva,2021) Beynəlxalq konfransında, “Riyaziyyatın nəzəri və 

tətbiqi problemləri” Beynəlxalq konfransında (Sumqaylt,2021),Azərbaycan Dövlət 

İqtisad Universitetinin “Riyaziyyat və statistika” kafedrasının elmi seminarında 

məruzə edilib. 

Dissertasiya işinin yerinə yetirildiyi təşkilatın adı. Dissertasiya işi  Gəncə 

Dövlət   Universitetində yerinə yetirilmişdir.  

İşin quruluşu və həcmi. Dissertasiya işi giriş, iki fəsil, nəticələr və istifadə 

olunan ədəbiyyat siyahısı və əlavələrdən ibarət olmaqla 125  səhifə həcmindədir. 

Dissertasiyada 1 sayda şəkil, 10 sayda qrafik, 96 adda ədəbiyyat mövcuddur. 

Birinci fəsildə kiçik qalınlıqlı radial qeyri bircins  sferanın asimptotik   

nəzəriyyəsi şərh edilib. 

1.1-də 0 , polyuslarının daxil olmadığı və elastiklik modulları radiusa nəzərən 

xətti qanunla dəyişən radial qeyri-bircins sfera üçün sərhəd məsələsinin qoyuluşu 

verilir. Fərz edilir ki, sferanın yan səthi yükdən azaddır və onun oturacaqlarında 

(konik kəsiklərdə) isə sferanı tarazlıqda saxlayan  sərhəd şərtləri verilir. 
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1.2-də tarazlıq tənliklərinin sferanın yan səthində verilmiş bircins sərhəd 

şərtlərini ödəyən dəqiq həlli və xarakteristik tənlik qurulur. 

1.3-də sferanın qalınlığını xarakterizə edən parametrin kiçik qiymətlərində 

xarakteristik tənliyin köklərinin asimptotikası təyin edilir və həmin köklərə uyğun  

aşağıdakı üç qrup bircins həllər müəyyən edilir: 
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  022 00  kksh   

tənliyinin həlləridir. 

b)                                





1

)2,3()2,3( ,,,
i

iiuFu                                            (0.7) 

   





1

)2,3()2,3( ,,,
i

iiuFu                                               (0.8) 

burada 

           iiiiii chchGshGu 000000000
)2,3( 2,  

     ),()(00000  iiii mOshchG   

         iiiii shchGshGu 0000000
)2,3( ,  

     ),()(00000  iiii mOchchG   

i0 -lər 

,02)2( 00  iish   

tənliyinin həlləridir. 

    1.4-də (0.1), (0.2), (0.3), (0.4), (0.5), (0.6), (0.7), (0.8) həllərinin xarakteri 

müəyyən edilir. Göstərilir ki, (0.1), (0.2) yayılan həlldir. Bu həllərə uyğun 

gərginlik vəziyyəti sferanın const  kəsiyində təsir edən gərginliklərin P  baş 

vektoru ilə ekvivalentdir. (0.3),(0.4) sərhəd effekti xarakterli həlldir. (0.3),(0.4) 

həlinə uyğun gərginlik vəziyyəti örtüklərin tətbiqi nəzəriyyəsindəki sərhəd 

effektini  müəyyən edir. (0.5)-(0.8) həlli sərhəd layı xarakterinə malikdir. Sərhəd 

layı xarakterli həllər sferanın oturacaqlarının (konik kəsiklərin) ətrafında lokallaşır. 

Bu həllərin birinci həddi qeyri-bircins lövhələr nəzəriyyəsindəki Sen-Venan sərhəd  

effektinə ekvivalentdir.  Qeyd edək ki, sərhəd layı xarakterli həllər örtüklərin heç 

bir tətbiqi  nəzəriyyəsinin təsvir edə bilmədiyi yeni həllərdir. (0.1)-(0.2) və (0.3)- 

(0.4) həlləri sferanın daxili gərginlik-deformasiya vəziyyətini təyin edir. (0.3)-

(0.4), (0.5)-(0.6), (0.7)-(0.8) düsturları ilə təyin edilən gərginlik vəziyyəti ixtiyari 

const  kəsiyində öz-özünə tarazlaşandır. )2;1(  jj  konik kəsiklərindən 

uzaqlaşdıqda (0.3)-(0.4), (0.5)-(0.6), (0.7)-(0.8) həlləri eksponensial qanunla sönür. 
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    Təyin edilən yayılan , sadə  sərhəd effekti xarakterli  və sərhəd layı xarakterli 

həllərin  
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cəmi baxılan məsələnin ümümi həllidir.  

(0.1), (0.2)-yə daxil oıan B sabiti const  kəsiyində təsir edən gərginliklərin P 

baş vektoru ilə  

)2(4 0  shG

P
B                                                        (0.11) 

 bərabərliyi vasitəsilə təyin edilir. 

     1.5-də sferanın oturacaqlarında ( konik kəsiklərdə) verilmiş sərhəd şərtlərinin 

ödədilməsi məsələsinə baxılır. Nəticədə (0.9), (0.10)-a daxil olan sabitlərin təyini 

üçün qeyri-bircins lövhələr nəzəriyyəsindən məlum olan sonlu və sonsuz xətti 

cəbri tənliklər sistemi alınır.  

    1.6-da asimptotik inteqrallama üsulunun birinci iterasiya prosesinə əsasən 

tarazlıq tənliklərinin sferanın yan səthində verilmiş qeyri-bircins sərhəd şərtlərini 

ödəyən xüsusi həlli qurulur. 

    1.7-də yan səthi bağlanmış  qeyri-bircins sfera üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin 

oxa nəzərən simmetrik məsələsi öyrənilir. Bircins və qeyri-bircins həllər qurulur, 

gərginlik-deformasiya vəziyyətinin xarakteri müəyyən edilir.  

    1.8-də yan səthində qarışıq sərhəd şərtləri verilmlş qeyri-bircins sfera üçün 

elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik məsələsi tədqiq edilir. Göstərilir 

ki, sferanın yan səthındə bircins qarışıq sərhəd şərtləri verildikdə təyin edilən həll 

sərhəd layı xarakterinə malikdir. 

     1.9-da yan səthi gərginliklərdən azad,oturacaqlarında isə qarışıq sərhəd şərti 

verilmiş sfera üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələsınə baxılır.Betti teoreminə 

əsasən ümumiləşmiş ortoqonallıq şərti müəyyən edilir və sferanın oturacaqlarnda 

verilmiş sərhəd şərtləri dəqiq ödədilir.  
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     1.10-da materialın qeyri-bircinsliyinin gərginlik-deformasiya vəziyyətinə 

təsirini qiymətləndirmək məqsədilə kiçik qalınlıqlı radial qeyri-bircins və bircins 

izotrop sfera üçün məsələ ədədi həll edilir. Radial qeyri-bircins və bircins izotrop 

sferalar üçün alınan nəticələr müqayisə edilir. Qeyri-bircinsliyin gərginlik-

deformasiya vəziyyətinə təsiri qiymətləndirilir. 

     İkinci fəsildə radial qeyri-bircins kiçik qalınlıqlı sferanın burulma məsələsi 

öyrənilir. 

     2.1-də yan səthi yükdən azad olan ,  oturacaqlarında isə onu tarazlıqda saxlayan 

sərhəd sərtlərinin verildiyi radial qeyri-bircins kiçik qalınlıqlı sferanın burulma 

məsələsi öyrənilir. Asimptotik təhlil nəticəsində 

1.  ,
2

lnsin
2

1
);( 2

0
)1(


























 


 

 ctgctgeCu                                           (0.12) 

2. ),()1(
2

cos)1(
2

sin4);( ')1(

1

)2( 








 

 n
n

m
nnn

eu 
























 





         (0.13) 

bircins həlləri alınır. 

Göstərilir ki, (0.12) həlli yayılan həlldir və sferanın daxili gərginlik-

deformasiya vəziyyətini təyin edir. Bu həllin təyin etdiyi gərginlik vəziyyəti 

const  kəsiyində təsir edən gərginliklərin .burM  burucu momentilə 

mütənasibdir. (0.12) həlli sferanın daxili gərginlik-deformasiya vəziyyətini 

müəyyən edir. (0.13) həllinə uyğun gərginlik vəziyyəti sərhəd layı xarakterinə 

malikdir və onun asimptotik ayrılışının birinci həddi qeyri-bircins lövhələr 

nəzəriyyəsindəki Sen –Venan sərhəd effektinə ekvivalentdir. )2;1(  jj  

konik kəsiklərindən üzaqlaşdıqda (0.13) həlli eksponensial qanunla sönür.  

 Burulma məsələsinin ümumi həlli (0.12),(0.14) həllərinin cəmindən ibarətdir: 
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     2.2-də yan səthində ikinci növ sərhəd şərti verilmiş radial qeyri-bircins kiçik 

qalınlıqlı sferanın burulma məsələsi öyrənilir. Bircins və qeyri-bircis həllər 

qurulur. Yan səthi bağlanmış sfera üçün sərhəd layı xarakterli    
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                              (0.15) 

həlli təyin edilir. Gərginlik-deformasiya vəziyyətinin xarakteri müəyyən edilir. 

    2.3-də elastiki modulları radiusdan asılı ixtiyari  kəsilməz funksiya olan yan 

səthi gərginliklərdən azad sferanın burulma məsələsi tədqiq edilir. 

    2.4-də də elastiki modulları radiusdan asılı ixtiyari kəsilməz funksiya olan yan 

səthi bağlanmış kiçik qalınlıqlı sferanın burulma məsələsi öyrənilir. 

    2.5-də yan səthi yükdən azad  radial qeyri-bircins kiçik qalınlıqlı sferanın 

burulma rəqsi öyrəniıir. Məsələnin dəqiq həlli qurulur. Yan səthdə verilmiş bircins 

sərhəd şərtlərinin ödədilməsi nəticəsində  
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dispersiya tənliyi alınır. 0  olduqda )1(O  və    şərtini ödəyən 

tezliklər üçün (0.16) dispersiya tənliyinin köklərinin asimptotikası və həmin 

köklərə uyğun həllər üçün asimptotik ifadələr təyin edilir. 

   2.6-da yan səthi bağlanmış radial qeyri-bircins kiçik qalınlıqlı sferanın burulma 

rəqsi məsələsinə baxılır. Yan səthdə verilmiş bircins sərhəd şərtlərinin 

ödədilməsindən alınmış  
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dispersiya tənliyinin kökləri asimptotik təhlil edilir. Alınır ki, 0  olduqda 

  )( const  şərtini ödəyən tezliklər üçün dispersiya tənliyi yalnız 
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 köklərinə malikdir.Həmin köklərə uyğun yerdəyişmə və gərginlik tenzorunun 

komponentləri üçün asimptotik ifadələr qurulur.   
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 FƏSİL I 

 

RADİAL QEYRİ-BİRCİNS SFERA ÜÇÜN ELASTİKİYYƏT 

NƏZƏRİYYƏSİNİN OXA NƏZƏRƏN SİMMETRİK MƏSƏLƏSİNİN 

ASİMPTOTİK TƏHLİLİ 

 

1.1.Radial qeyri-bircins sfera üçün sərhəd məsələsinin qoyuluşu 

 

Radial qeyri bircins izotrop sfera üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən 

simmetrik məsələsinə baxaq.  ,,r  sferik koordinat sistemində sferanın malik 

olduğu oblastı 

],;[],;[{ 2121   rrr  ]}2,0[   

ilə isarə edək. Fərz edək ki, 0  və    polyusları baxılan sferaya daxil deyil (şəkil 1). 

 ,,r  sferik koordinat sistemində tarazlıq tənliklər sisteminin ifadəsini yazaq 

[34]: 
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(1.1.1)-(1.1.3) tənliklərinə daxil olan   ,,,,, rrrr gərginlik 

tenzorunun komponentləri yerdəyişmə vektorunun ),;( ruu rr  ),;(  ruu   

);(  ruu   komponentlərilə aşağıdakı qaydada ifadə edilir [34]: 
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Fərz edək ki, elastiklik modulları radiusa nəzərən xətti qanunla dəyişir: 

rrrGrG ** )(,)(                                              (1.1.10) 

 (1.1.4)-(1.1.9)-u (1.1.1)-(1.1.3)-də yazıb (1.1.10)-nu nəzərə alaq: 
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Fərz edək ki, sferanın yan səthi yükdən azaddır: 

                   ,0,0 
 nn rrrrrrr                                                           (1.1.14) 

        ,0
 nrrr )2;1( n .                                                                 (1.1.15) 

və sferanın  oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) isə sferanı tarazlıqda saxlayan 

ixiyari sərhəd şərtləri verilib. 

(1.1.13), (1.1.15) məsələsi sferanın burulmasını xarakterizə edir. 
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1.2. Ümumi həllin  və  xarakteristik tənıliyin qurulması 

(1.1.11), (1.1.12), (1.1.14) məsələsini tədqiq edək. 

Ölcüsüz yeni 
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dəyişəni daxil edək. Burada 210 rrr   , ]1,1[;ln
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-dir. Qeyd edək ki, 

  sferanın qalınlığını xarakterizə edən kiçik parametrdir. 

 Yeni daxil edilmiş ölcüsüz  dəyişənə əsasən (1.1.4)-(1.1.7)-nin ifadəsini 

yazaq 
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Qeyd edək ki, (1.2.2)-(1.2.5) –də 
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 ölçüsüz kəmiyyətlər; t  isə elastiki modul ölçüsünə malik xarakteristik 

kəmiyyətdir. 

(1.2.1)-ə əsasən (1.1.11), (1.112)-tarazlıq tənliklərinin yerdəyişmələrlə   

ifadəsi və (1.1.14) sərhəd şərtləri üçün alırıq: 
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(1.2.6)-(1.2.9) sərhəd məsələsinin həllini 

)(')();();()();(   mdumau                             (1.2.10) 

şəklində axtaraq. Burada )(m  funksiyası 
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1
)(')('' 2 








  mzmctgm                                  (1.2.11) 

Lejandr tənliyinin həllidir. 

(1.210)-u (1.2.6)-(1.29)-da yazıb, (1.2.11)-i nəzərə alaq: 
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(1.2.12),(1.2.13) sisteminin həllini yazaq: 

],[)( 42322111
2211 AepAepAepAepea

ssss                    (1.2.16) 

],[)( 42322111
2211 AeqAetAeqAeted

ssss                    (1.2.17) 

burada ks –lar  
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           (1.2.18) 

tənliyinin kökləridir;
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)4()();4()( 00000000   GsGqGsGt kkkk ; 

(1.2.16),(1.2.17)-ni (1.2.14), (1.2.15) bircins sərhəd şərtlərində nəzərə alaq: 
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(1.2.19) bircins xətti tənliklər  sisteminin qeyri-trivial həllinin varlığı üçün həmin 

sistemin əsas determinantı sıfra bərabər olmalıdır: 
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                   (1.2.20) 

Sonuncu bərabərlikdən aşağıdakı xarakteristik tənlik alınır 
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1122221121121221
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       (1.2.21)

 

(1.2.21) xarakteristik tənliyindən hesabi sayda kz  kökləri təyin edilir. Həmin 

köklərə uyğun kkkk AAAA 4321 ,,,   sabitləri (1.2.20) determinantının hər hansı bir 

sətrinin uyğun cəbri tamamlayıcıları ilə mütənasibdir. Qeyd edilən sətir olaraq 

determinantın birinci sətrini secək. Nəticədə  alırıq: 
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(1.2.21) xarakteristik tənliyinin bütün kökləri üzrə cəmləmə aparmaqla (1.2.16), 

(1.2.17)-yə əsasən (1.2.12)-(1.2.15) sərhəd məsələsinin həlli üçün alırıq: 



 22 

 







1

),()();(
k

kkk maCu                                    (1.2.22) 

 





1

' ),()();(
k

kkk mdCu                                      (1.2.23) 

burada  

 ,)( )1(
142

)1(
132

)1(
121

)1(
111

2211 
  ssss

k epepepepea

 .)( )1(
142

)1(
132

)1(
121

)1(
111

2211 
  ssss

k eqeteqeted  

Ümumiləşmiş Huk qanununa əsasən gərginlik tenzorunun komponentləri üçün 

yaza bilərik: 

),()(
4

1
)(2)()2(

1

2
0

'
00

1   k
k

kkkkk mdzaaGC
































(1.2.24) 

 mdadGC k
k

kkkk ),()()(()( '

1

'
0

1   




                         (1.2.25) 



,)()(2)()()2(
4

1

)()(2)(

'
000

2

1
00

'
0

1




















 










ctgmdGmdGz

aGaC

kkkkk

k
kkk

      

(1.2.26) 
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(1.2.27) 

 

1.3. Xarakteristik tənliyin köklərinin tədqiqi və asimptotik həllərin qurulması 

),(1 z  funksiyası cüt funksiyadır. 

Teorem 1. 0  olduqda (1.2.21) tənliyinin kökləri çoxluğu ),( z  

hesabi çoxluqdur və 
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 ),(),()(),( 321  zzzz   

bərabərliyi doğrudur: 

1. )(1 z  çoxluğu  
2

3
z köklərindən ibarətdir. 

2. );(2 z  coxluğu 












 
2

1

O  tərtibinə malik dörd ədəd kökdən ibarətdir. 

3. );(3 z  coxluğu  1O  tərtibinə malik hesabi sayda köklərdən ibarətdir. 

İsbatı. );(1 z  funksiyasını   -na nəzərən sıraya ayıraq: 

  

   .0....
45
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9
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9
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7
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hzhzhzhzhhzh

zhzhzhhzssssz






         (1.3.1) 

(1.3.1)-də  );( 00 Ghh ii dir. 

(1.3.1)-dən aydındır ki, 
2

3
z  ədədləri (1.2.21) tənliyinin kökləridir. 

Göstərək ki, (1.2.21) tənliyinin digər kökləri 0  olduqda  -a yaxınlaşır. Əks 

halda, 0 olduqda  *
kk zz   olarsa,  tənliyin kz  köklərinin limit nöqtələri 

çoxluğu 

       0
4

9
)(

2*
10

2*
21

22
1

2
2

*)1(
0 








 kkk zhhzssssz                (1.3.2) 

tənliyindən təyin edilir. (1.3.2)-dən alınır ki, 
2

3* kz  və 1
10

*  hhzk -dır. 

1
10

*  hhzk -ə trivial həll uyğundur.Deməli (1.2.21) tənliyinin yuxarıda təyin 

edilən 
2

3
z  köklərindən başqa digər məhdud köklər yoxdur. 

0  olduqda  –a yaxınlaşan  kökləri aşağıdakı qruplara ayıraq : 

1
0
) 0kz  ( 0  olduqda) 

Tutaq ki, asimptotikanın baş həddi aşağıdakı kimidir: 

.10)1(; 00     Oz kkk                          (1.3.3) 
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(1.3.3)-ü (1.3.1)-də yazaq: 

.0)),(max(
3

6422646
0

22
01

22     O
h

h kk               (1.3.4) 

Burada  a) ;
2

1
0    b) ;

2

1


   
c) 1

2

1


 
hallarına baxaq. 

2

1
0    və 1

2

1
 oluqda (1.3.4)-də 0  şərtilə limitə keçdikdə alınır ki, 

00 k -dır. Bu isə (1.3.3)-ə ziddir. 
2

1
  olduqda isə (1.3.4)-dən 

03
2

14
0 

h

h
k                                                    (1.3.5) 

bərabərliyi alınır. 

kz -nı 

 ...10
2

1




kkkz                                       (1.3.6) 

şəklində axtaraq. 

 (1.3.6)-nı (1.3.1)-də yazdıqda son nəticədə alırıq: 

)4;1,...(
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2
0
) constzk   ( 0 olduqda)   

    kz -nı 

)(0 



Oz k

k                                                 (1.3.7) 

şəklində axtaraq. 

(1.3.7)-ni (1.2.21)-də yazmaqla k0  üçün alırıq: 

.04)2( 2
00

2  kksh                                                          (1.3.8) 

(1.3.8) tənliyi hesabi sayda köklərə malikdir. 

3
0
) kz  ( 0 olduqda) 

[81] –də tətbiq edilən qayda ilə göstərmək olar ki, kz  ( 0  

olduqda) halı mümkün deyil. 
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(1.2.21) xarakteristik tənliyinin müxtəlif köklərinə uyğun həlləırin 

asimptotik ifadələrini quraq: 

1) 

a) 
2

3
z  

,1
2

lncos)1(




















 ctgBu                                     (1.3.9)    

,
2

lnsin)1(

















 


 ctgctgBu                               (1.3.10)  

,0)1()1(                                                           (1.3.11) 

,
sin

2
2

0)1( B
G


                                                          (1.3.12) 

.
sin

2
2

0)1( B
G


                                                       (1.3.13) 

b) 
2

3
z  

,sin;cos)1(   MuMu                                 (1.3.14) 

.0)1()1()1()1(                                         (1.3.15) 

(1.3.14) həlli sferanın mütləq bərk cisim kimi hərəkətini xarakterizə edir. 

2)                                ....10
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jjz                                                 (1.3.16) 
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jjQE                                                (1.3.20) 
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(1.3.21) 
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a)                              .10
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kkkz                                                 (1.3.23) 
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burada  
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         kkkk chshGGu 000000
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       kkkkkk mOchshGQ )(2, 0000
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)1,3(    

 k0  -lar isə 

  022 00  kksh                                                                    (1.3.30) 

tənliyinin həlləridir. 

b)                             ,10
1  

iiiz                                                    (1.3.31) 
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    ,)(000  iiii mOchch   

      .)(2, 0000

1
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)2,3(  iiiiii mOshchGQ  
 

 i0 -lər isə 

        ,02)2( 00  iish                                          (1.3.38) 

tənliyinin həlləridir. 

Kiçik parametrin yüksək tərtibli törəmənin qarşısında yerləşdiyi iki tərtibli 

,0)();()(2   yqy                                 (1.3.39) 

diferensial tənliyinə baxaq (burada    kiçik parametrdir və 00   -dir). Əgər  

1) 0  olduqda    


0

~;
k

k
kqq   asimptotik ayrılışı  doğrudursa; 
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2)  ;0)( 210  q   

3)   ));0((0)(Re 00
1   q   

şərtləri ödənilirsə, onda (1.3.39) tənliyinin asimptotik həllinin baş həddi 0

olduqda 
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      (1.3.41) 

düsturları ilə təyin edilir [43].  

(1.2.11) Lejandr tənliyində 






sin
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y
m                                                      (1.3.42) 

əvəzləməsi aparaq. Nəticədə alırıq: 

0)(
sin4

1
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 yzy                                    (1.3.43) 

(1.3.16)-ni (1.3.43)-də yazıb (1.3.40)-(1.3.42)-yə əsasən (1.2.11)-in  asimptotik 

həllinin baş həddi üçün alırıq: 

in 1  ətrafında: 
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nin 2  ətrafında:                                                                                   (1.3.44) 
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  (1.3.7)-ni (1.3.43)-də yazıb (1.3.40)-(1.3.42)-yə əsasən 0  olduqda (1.2.11)-in   

asimptotik həllinin baş həddi üçün alırıq: 

in 1  ətrafında: 
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nin 2  ətrafında: 

            

(1.3.45) 
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(1.3.9),(1.3.10), (1.3.17),(1.3.18),(1.3.24),(1.3.25),(1.3.32), (1.3.33) həllərinin cəmi 

(1.2.6)-(1.2.9) məsələsinin ümümi həllidir: 
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kkjj uFuDuEuu         (1.3.47) 

(1.3.11)-(1.3.13), (1.3.19)-(1.3.22),(1.3.26)-(1.3.29),(1.3.34)-(1.3.37) düsturları 

əsasında gərginlik tenzorunun komponentləri üçün yaza bilərik: 
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1.4.  Bircins həllərə uyğun gərginlik-deformasiya vəziyyətinin təhlili 

 

Yerdəyişmə vektorunun komponentlərini 
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şəklində ifadə edək.  

(1.4.1),(1.4.2)-də ikinci toplanana (1.2.21) xarakteristik tənliyinin );(2 z  

və );(3 z  kökləri çoxluğuna uyğun həllər aid edilib. 

(1.4.1),(1.4.2)-yə əsaən   ,   üçün alırıq: 
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(1.4.1),(1.4.2) həllilə const  kəsiyində təsir edən gərginliklərin P  baş 

vektoru arasındakı əlaqəni öyrənək [81,82]. Qeyd edək ki, 

   ,sincossin2 2
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                        (1.4.5) 

(1.4.3),(1.4.4)-ü (1.4.5)-də yazaq: 
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(1.2.12), (1.2.13) tənliklərinin hər iki tərəfini   
2e  -ya vurub, alınan bərabərlikləri  

]1;1[  parcasında  inteqrallayıb, (1.2.14), (1.2.15) sərhəd şərtlərini nəzərə almaqla 

son nəticədə yaza bilərik: 

 

 (1.4.7) 

(1.4.7) sitemindən alırıq: 

021  nn                                                     (1.4.8) 

(1.4.8)-i (1.4.6)-da yazaq: 

BshGP )2(4 0                                             (1.4.9) 

(1.2.21) xarakteristik tənliyinin );(2 z , );(3 z  kökləri çoxluğuna uyğun 

(1.3.19)-(1.3.22), (1.3.26)-(1.3.29), (1.3.34)-(1.3.37) düsturları ilə təyin edilən 

gərginlik vəziyyəti ixtiyari const  kəsiyində öz-özünə tarazlaşandır. 

İxtiyari const  kəsiyində (1.3.17), (1.3.18) həllərinə uyğun Məy.-əyici 

momentini və Qkəs.  –kəsiçi qüvvəsini hesablayaq : 
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      (1.4.11) 

İxtiyari const  kəsiyində (1.3.24), (1.3.25),(1.3.32),(1.3.33)  həllərinə 

uyğun Məy.-əyici momentini və Qkəs. – kəsici qüvvəsini hesablasaq nəticədə alırıq: 

),( 3)3( OM ey                                                      (1.4.12) 

).( 3)3( OQkes                                                       (1.4.13) 

(1.4.10)-(1.4.13)-dən aydındır ki, əyici momentin və kəsici qüvələrin baş 

hissələrini (1.3.17),(1.3.18) həlli təyin edir. (1.3.9),(1.3.10) yayılan həllidir.(1.3.9), 

(1.3.10) həllinə uyğun gərginlik vəziyyəti sferanın ixtiyari const  kəsiyinə  

tətbiq edilən qüvvələrin baş vektoru ilə ekvivalentdir. (1.3.17),(1.3.18) həllinə 

uyğun gərginlik vəziyyəti örtüklərin tətbiqi nəzəriyyəsindəki sərhəd effektini  

müəyyən edir. (1.3.17), (1.3.18) həlləri ilə təyin edilən gərginlik vəziyyəti Məy.-

əyici momenti və Qkəs. – kəsici qüvvəsilə ekvivalentdir. 

(1.3.9),(1.3.10), (1.3.17), (1.3.18) həlləri sferanın daxili gərginlik-deformasiya 

vəziyyətini təyin edir. (1.3.24),(1.3.25),(1.3.32),(1.3.33) həlli sərhəd layı 

xarakterinə malikdir. Bu həllərin birinci həddi qeyri-bircins lövhələr 

nəzəriyyəsindəki Sen-Venan sərhəd  effektinə ekvivalentdir. Qeyd edək ki, 

(1.3.24), (1.3.25), (1.3.32), (1.3.33) sərhəd layı xarakterli həllər örtüklərin klassik 

Kirxof-Lyav nəzəriyyəsində təyin edilməyib. 
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(1.3.44),(1.3.45) düstularından alınır ki,  )2;1(  jj  konik kəsiklərindən 

uzaqlaşdıqda (1.3.17),(1.3.18),(1.3.24), (1.3.25), (1.3.32),(1.3.33) həlləri 

eksponensial qanunla sönür. 

Qeyri bircins sferanın gərginlik-deformasiya vəziyyəti yayılan həll, sadə  

sərhəd effekti  xarakterli və sərhəd layı xarakterli həllərin cəmindən ibarətdir. 

 

1.5. Kiçik qalınlıqlı qeyri-bircins sferanın  oturacaqlarında verilmiş 

sərhəd şərtlərinin ödədilməsi. 

 

Fərz edək ki, sferanın oturacaqlarında ( konik kəsiklərdə) 
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tarazlıq şərtini ödəyən və -na nəzərən )1(O  tərtibinə malik hamar funksiyalardır. 

(1.4.9)-a əsasən B sabitinin P baş vektoru ilə ifadəsi 

)2(4 0  shG

P
B                                                        (1.5.3) 

düsturu ilə təyin edilir. 

(1.4.1),(1.4.2)-yə daxil olan nT  sabitlərini təyin etmək üçün Laqranjın variasiya 

prinsipindən istifadə edək [34,81,82 ]. (1.4.1),(1.4.2) həlləri  tarazlıq tənliklərini və 

yan səthdə verilmiş (1.1.4) bircins sərhəd şərtlərini ödədiyinə əsasən, Laqranjın 

variasiya prinsipi üçün yaza bilərik  [81,82]: 
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(1.4.1)-(1.4.4)-ü (1.5.4)-də yazıb nT -i asili olmayan variasiya 

hesab etməklə (1.5.4)-dən aşağıdakı sonsuz xətti cəbri tənliklər sistemi alırıq: 
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(1.5.5)-in sağ tərəfində yerləşən ifadə müəyyən şərtləri ödədikdə (1.5.5) 

sonsuz xətti cəbri tənliklər sistemi  həll oluna biləndir. 

(1.5.5) sisteminin asimptotik həllini quraq.(1.3.19), (1.3.21)-ə əsasən 
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(1.5.8)-ə əsasən 
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(1.5.7),(1.5.9)-a əsasən alırıq: 
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Naməlum )4,1( jE j  əmsallarını 

...10  jjj EEE                                       (1.5.12)     

şəklində axtaraq. 

(1.5.10),(1.5.11)-i nəzərə almaqla (1.5.12)-ni (1.5.5)-də yazaq: 
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şəklində axtaraq. (1.5.5)-ə əsasən yaza bilərik: 
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(1.5.12),(1.5.14),(1.5.15)-ə daxil olan ,....)2,1(,, nFDE inknkn  sabitlərinin təyini 

üçün alınan xətti cəbri tənliklər sisteminin matrisləri uyğun olaraq (1.5.13), 

(1.5.16),(1.5.17) sistemlərinin matrisləri ilə eynidir [39,40]. 

 

1.6.Qeyri –bircins həllin qurulması. 

Fərz edək ki, sferanın yan  səthində 
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)2.6.1(

)1.6.1(

 

qeyri-bircins sərhəd şərtləri, sferanın oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) isə sferanı 

tarazlıqda saxlayan ixtiyari  sərhəd şərtləri verilir. 

(1.6.1),(1.6.2)-də )(f , )(g  kifayət qədər hamar funksiyalardır və   

kiçik parametrinə nəzərən )1(O  tərtibinə malikdir. 

(1.2.6),(1.2.7) tarazlıq tənliklərinin (1.6.1),(1.6.2) sərhəd şərtlərini ödəyən 

xüsusi həllinə qeyri-bircins həll deyilir [40]. 
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 -nun kiçik parametr olduğunu fərz etməklə asimptotik inteqrallama üsulunun 

birinci iterasiya prosesinə əsasən qeyri-bircins həlli 
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şəklində axtaraq [25]. 

(1.6.3),(1.6.4)-ü (1.2.6), (1.2.7),(1.6.1),(1.6.2) –də yazdıqda  aşağıdakı 

sərhəd məsələlərini alırıq: 
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 (1.6.5)-(1.6.8),(1.6.9)-(1.6.12),(1.6.13)-(1.6.16) sərhəd məsələləri həll 

edilməklə u  və u  -nın (1.6.3),(1.6.4) ayrılışına daxil olan ,ku ku  əmsalları 

aşağıdakı qaydada təyin edilir: 
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Yerdəyimə vektorunun və gərginlik tenzorunun komponentləri üçün alırıq: 
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1.7. Yan səthi bağlanmış kiçik qalınlıqlı qeyri-bircins sfera üçün  

       elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələsinin tədqiqi 

 

 

Fərz edək ki, sferanın yan səthi bağlanıb 
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və sferanın oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) onu tarazlıqda saxlayan  
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sərhəd şərtləri verilib ( 2;1n  ). 

(1.2.6),(1.2.7),(1.7.1),(1.7.2) sərhəd məsələsinin həllini (1.2.10) şəklində axtaraq. 

Nəticədə alırıq: 
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(1.7.4),(1.7.5) diferensial tənliklər sisteminin (1.2.16),(1.2.17) həllini (1.7.6), 

(1.7.7) sərhəd şərtlərində yazaq: 
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                      (1.7.8) 

(1.7.8) bircins xətti tənliklər sisteminin qeyri-trivial həllinin varlığı üçün 
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                            (1.7.9) 

bərabərliyi ödənməlidir. 

(1.7.9)-dan 
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                  (1.7.10) 

xarakterisrik tənliyi alınır. 

(1.7.10) xarakteristik tənliyi hesabi sayda kz  köklərinə malikdir. Qeyd 

edilən köklərə uyğun kkkk AAAA 4321 ,,,  sabitləri (1.7.9)-a  daxil olan determinantın 

birinci sərtinin uyğun cəbri tamamlayıcıları ilə  mütənasibdir: 
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(1.7.10) xarakteristik tənliyinin bütün  kökləri üzrə cəmləmə aparmaqla (1.7.4)-

(1.7.7) sərhəd məsələsinin həlli üçün alırıq: 
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Teorem 2. 0  olduqda (1.7.10) tənliyinin kökləri çoxluğu )( 1O  

tərtibinə malik hesabi sayda köklərdən ibarətdir. 

İsbatı. );(2 z  funksiyasını  –na nəzərən sıraya ayıraq:  
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      (1.7.13) 

(1.7.10) tənliyinin məhdud köklərini 
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şəklində axtaraq. 

(1.7.14)-ü (1.7.13)-də yazıb, son nəticədə alırıq: 
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(1.7.14)-lə təyin edilən kz  məhdud kökünə trivial həll uyğundur. 

Göstərək ki, );(2 z  funksiyasının sıfırları 0  olduqda  a yaxınlaşır. 

Əksini fərz edək. Tutaq ki, 0  olduqda  *
kk zz -dur. (1.7.10) tənliyinin kz  

köklərinin limit nöqtələri çoxluğu 
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         (1.7.15) 

tənliyindən təyin edilir.(1.7.15)-dən aydındır ki, (1.7.14) düsturu ilə təyin edilən 

məhdud köklər yoxdur 

Deməli (1.7.10)  tənliyinin bütün kökləri 0  olduqda  a yaxınlaşır.  

0  olduqda həmin  kökləri aşağıdakı qruplara ayırmaq olar: 

1
0
) 0kz , 

2
0
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3
0
) .kz  

Teorem 1- in isbatında tətbiq edilən qaydaya əsasən alınır ki, burada yalnız 

3
0
)  constzk    halı mümkündür. 
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k                                                (1.7.16) 

şəklində axtaraq. 

(1.7.16)-nı (1.7.10)-da yazıb  k0  üçün alırıq: 
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 .                                   (1.7.17) 

(1.7.17) tənliyi hesabi sayda kökə malikdir. (1.7.16)-ya əsasən alınır ki, 

(1.7.10) tənliyinin 0  olduqda constzk   şərtini ödəyən və  -a yaxınlaşan 

hesabi sayda kökü var. 

(1.7.10) xarakteristik tənliyinin (1.7.16) ilə təyin edilən köklərinə uyğun 

həllərin asimptotik ifadələrini quraq: 
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tənliyinin  kökləridir. 
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tənliyinin kökləridir. 

(1.7.10) xarakteristik tənliyinin (1.7.16) asimptotik ayrılışına malik olan kökləri 

üçün Lejandr tənliyinin asimptotik həllinin baş həddi (1.3.45)-ə əsasən 

 1 in ətrafında: 
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 2 nin ətrafında: 
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düsturu ilə təyin edilir. 

(1.7.34)-dən alınır ki, )2;1((  jj  konik kəsiklərindən sferanın daxilinə doğru 

uzaqlaşdıqda (1.7.19),(1.7.20),(1.7.27),(1.7.28) həlləri eksponensial qanunla sönür. 

Qeyd edilən həllər sərhəd layı xarakterinə malikdirlər. 

(1.7.19),(1.7.20),(1.7.27),(1.7.28) həllərinin birinci hədləri qeyri-bircins lövhələr 

nəzəriyyəsindəki Sen-Venan sərhəd effektinə ekvivalentdirlər. 

(1.7.19)-(1.7.24),(1.7.27)-(1.7.32)-yə daxil olan naməlum ik BB 21 ,  sabitlərini  

konik kəsiklərdə verilmiş (1.7.3) sərhəd şərtlərindən təyin etmək üçün Laqranjın 

variasiya prinsipindən istifadə edək. (1.7.19),(1.7.20), (1.7.27),(1.7.28) həlləri 

tarazlıq tənliklərini və yan səthdə verilmiş (1.7.1),(1.7.2) sərhəd şəertlərini 

ödədiyinə əsasən Laqranjın varasiya prinsipi üçün yaza bilərik [34,80.81]: 
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(1.7.19), (1.7.20), (1.7.21),(1.7.23)-ü (1.7.35)-də yazıb kB1 -nı asılı olmayan 

varisiya hesab etməklə  alırıq: 
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 (1.7.27),(1.7.28),(1.7.29),(1.7.31)-i (1.7.35)-də yazıb iB2  -ni asılı olmayan 

variasiya hesab etməklə  alırıq: 
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k  sabitlərinin təyini üçün alınan xətti cəbri tənliklər sisteminin 

matrisləri uyğun olaraq ,(1.7.36), (1.7.37) sistemlərinin matrisləri ilə eynidir. 

     Fərz edək ki, sferanın yan səthində 
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qeyri-bircins sərhəd şərtləri, konik kəsiklərdə isə sferanı tarazlıqda saxlayan 

ixtiyari sərhəd şərtləri verilir. 

(1.7.38),(1.7.39)-da  )(2 f , )(2 g  kifayət qədər hamar funksiyalardır və   kiçik 

parametrinə nəzərən )1(O  tərtibinə malikdir. 

Qeyri-bircins həlli, yəni (1.2.6),(1.2.7) tarazlıq tənliklərinin  (1.7.38),(1.7.39) 

sərhəd şərtlərini ödəyən xüsusi həllini quraq. Həmin həlli 

....,2
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10    uuuu                                                 (1.7.40) 

....,2
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10    uuuu                                                 (1.7.41) 

şəklində axtaraq [25]. 

(1.7.40), (1.7.41)-i (1.2.6),(1.2.7), (1.7.38), (1.7.39)-da yazıb, aşağıdakı sərhəd 

məsələlərini  alırıq: 
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(1.7.42)-(1.7.45), (1.7.46)-(1.7.49), (1.7.50)-(1.7.53) sərhəd məsələləri həll 

edilməklə u  və u -nın (1.7.40), (1.7.41) ayrılışına daxil olan ku , ku əmsalları 

aşağıdakı kimi təyin edilir: 
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Yerdəyişmə vektorunun və gərginlik tenzorunun komponentləri üçün alırıq: 
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1.8. Yan səthində qarışıq sərhəd şərtləri verilmiş kiçik qalınlıqlı qeyri-bircins  

sfera  üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələsinin tədqiqi. 

 

Fərz edək ki, sferanın yan səthində 
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qarışıq sərhəd şərtləri, sferanın oturacaqlarında isə onu tarazlıqda saxlayan 

)(),( 65 
 nn ff
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                                 (1.8.3) 

sərhəd şərtləri verilib )2;1( n . 

(1.2.6).(1.2.7),(1.8.1),(1.8.2.) sərhəd məsələsinin həllini (1.2.10) şəklində 

axtaraq. Son nəticədə alırıq: 
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(1.8.4),(1.8.5) diferensial tənliklər  siteminin (1.2.16), (1.2.17) həlini 

(1.8.6),(1.8.7.) sərhəd şərtlərində yazaq: 
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                      (1.8.8) 

(1.8.8) bircins xətti tənliklər sisteminin qeyri-trivial həllinin varlığından alırıq: 
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                            (1.8.9) 

(1.8.9)-dan aşağıdakı xarakteristik tənlik təyin edilir: 
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 (1.8.4)- (1.8.7) sərhəd məsələsinin həlli üçün alırıq: 
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düsturları ilə təyin edilir. 

Teorem 3. 0  olduqda (1.8.10) tənliyinin kökləri çoxluğu )( 1O  

tərtibinə malik hesabi sayda 02),( 0
20

k
k

k shOz 



  - köklərindən ibarətdir.    

Teorem 3-ün isbatı Teorem 2-nin isbatı prosesində tətbiq edilən qaydaya 

əsasən  aparılır. 

(1.8.10) xarakteristik tənliyinin köklərinə uyğun həllərin asimptotik 

ifadələrini quraq: 
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tənliyinin kökləridir. 

(1.8.10) xarakteristik tənliyinin kökləri üçün Lejandr tənliyinin asimptotik 

həllinin baş həddi 

in 1  ətrafında: 
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nin 2  ətrafında:  
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düsturu ilə təyin edilir. 
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(1.8.14), (1.8.15),(1.8.22),(1.8.23) həlləri sərhəd layı xarakterinə malikdirlər 

və onların   parametrinə nəzərən ayriliışlarının birinci həddləri qeyri-bircins 

lövhələr nəzəriyyəsindəki Sen-Venan sərhəd effektinə ekvivalentdirlər. 

(1.8.14)-(1.8.19),(1.8.2)-(1.8.27)-yə daxil olan ik BB 43 ,  sabitlərini (1.8.3) sərhəd 

şərtlərindən təyin edək. Laqranjın variasiya prinsipinə əsasən alırıq [34,81,82]: 
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variasiya hesab etməklə  alırıq: 
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k  sabitlərinin tənliyi üçün alınan sonsuz xətti cəbri tənliklər 

sisteminin matrisləri uyğun olaraq (1.8.31),(1.8.32) sistemlərinin matrisləri ilə 

eynidir. 

      Fərz edək ki, sferanın yan səthində 
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qeyri-bircins sərhəd şərtləri, konik kəsiklərdə isə sferanı tarazlıqda saxlayan 

ixtiyari sərhəd şərtləri verilir. 

 Qeyri-bircins həlli, yəni (1.2.6),(1.27) tarazlıq tənliklərinin (1.8.33),(1.8.34) 

sərhəd şərtlərini ödəyən xüsusi həlli quraq. Həlli 
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şəklində axtaraq [25]. 

(1.8.35), (1.8.36)-ni (1.2.6),(1.2.7), (1.8.33), (1.8.34)-da yazdıqda,son nəticədə 

aşağıdakı sərhəd məsələsini alırıq: 
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(1.8.37)-(1.8.40), (1.8.41)-(1.8.44), (1.8.45)-(1.8.48) sərhəd məsələləri həll 

edilməklə u  və u -nın (1.8.35), (1.8.36) ayrılışına daxil olan ku , ku əmsalları 

aşağıdakı kimi təyin edilir: 
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Yerdəyişmə vektorunun komponentləri üçün alırıq: 
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1.9.  Konik kəsiklərdə qarışıq sərhəd şərtləri verildikdə kiçik qalınlıqlı radial 

       qeyri-bircins   sfera üçün elastikiyyət  nəzəriyyəsi məsələsinin təhlili 

 

Fərz edək ki, radial qeyri-bircins izotrop sferanın yan səthi yükdən azaddır 
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qarışıq sərhəd şərtləri verilir ).2;1( s  
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1.2. -də alınmış nəticəyə əsasən (1.2.6), (1.2.7), (1.9.1), (1.9.2) sərhəd 

məsələsinin həllini yazaq: 
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  və )(kd  isə (1.2.12)-

(1.2.15) sərhəd məsələsinin həllidir. 

Sferanın birinci gərginlik-deformasiya vəziyyətinə uyğun yerdəyişmə və 

gərginlikləri )1()1()1()1( ,,,  uu  ilə, ikinci gərginlik-deformasiya vəziyyətinə uyğun 

yerdəyişmə və gərginlikləri isə  )2()2()2()2( ,,,  uu  ilə işarə edək. 

Betti teroreminə əsasən ixtiyari const  kəsiyində 
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bərabərliyi doğrudur [81,82] . 

Birinci gərginlik-deformasiya vəziyyəti olaraq k-cı elementar həlli, ikinci 

gərginlik-deformasiya vəziyyəti olaraq n-ci elementar həllii götürək. Nəticədə 

(1.9.7)-dən alırıq: 
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(1.9.9) bərabərliyi ixtiyari  üçün doğru olduğuna əsasən yaza bilərik: 
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  (1.9.10) bərabərliyi eynilik kimi ödənilir. (1.9.11), (1.9.12) bərabərlikləri 

ekvivalentdirlər və həmin bərabərliklərdən 
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ümumiləşmiş ortoqonalıq şərti alınır. 

(1.9.3), (1.9.4) sərhəd şərtlərini ödədək: 
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(1.9.14) bərabərliyini  2
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(1.9.16) və (1.9.17) ilə təyin edilən ifadələri  tərəf -tərəfə çıxaq: 

.))()()()((

)())()()()(

2
1

1

1

'
31

1

1

1





 deaf

mdad

ksks

snnkk
n

n







 





 
                       (1.9.18) 

(1.9.18) bərabərliyində (1.9.13)-lə təyin edilən ümumiləşmiş ortoqonallıq şərtini 

nəzərə alaq: 
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(1.9.20) xətti  cəbri tənliklər sistemindən naməlum kkTM  sabitləri təyin edilir. 
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                               1.10.Ədədi hesablama  

 

      Materialın qeyri-bircinsliyinin gərginlik-deformasiya vəziyyətinə təsirini 

qiymətləndirmək məqsədilə kiçik qalınlıqlı radial qeyri-bircins və bircins izotrop 

sferanın gərginlik deformasiya vəziyyəti haqqında məsələyə baxaq. Fərz edək ki,    

sferanın yan səthi yükdən azaddır və sferanın oturacaqlarında (konik kəsiklərdə)  
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sərhəd şərtləri verilir. 

Bircins sfera üçün ,10592.0,10261.0 1111 PaPaG     ,qeyri-bircins sfera üçün 

isə ParParG )10592.0(,)10261.0( 1111   - dır. 

Aşağıdakı hallara baxaq: 

1) Sferanın malik olduğu oblast  ,]2;0[],80;3[],5.1;1[   r  

sferanın qalınlığı xarakterizə edən parametr isə 2,0 -dir. 

Şəkil 2-6-da orta xətt istiqamətində uur ,  yerdəyişmələrinin və   ,, rrr  

gərginliklərinin radial qeyri-bircins sferada və bircins sferada qalınlıq boyu 

paylanması göstərilmişdir. 

ru  radial yerdəyişməsinin qeyri-bircins  və bircins sferanın qalınlığı boyu 

paylanması yalnız kəmiyyət etibarı ilə fərqlənirlər. Daxili səthdən 0,38  məsafədən 

xarici səthə qədər ru  radiusa nəzərən düz mütənasib asılılıq qanunu ilə dəyişir 

(şəkil 2). 

Radial qeyri-bircins və bircins sfera üçün u  yerdəyişməsinin qalınlıq boyu  

paylanması radiusa nəzərən düz mütənasib asılılıq qanunu ilə baş verir. 

Bircins sferada u -nın daxili səthdə qiyməti radial qeyri-bircins sferada u -

nın daxili səthdə aldığı qiymətdən böyükdür. Bircins sferada u  nın xarici səthdə 
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aldığı qiymət  radial qeyri-bircins sferada u -nın xarici səthdə aldığı qiymətdən 

kiçikdir (şəkil 3). 

Qeyd edək ki, uur ,  ən böyük qiymətlərini sferanın daxili səthində, ən kiçik  

qiymətlərini isə sferanın xarici səthində alır. 

Radial qeyri-bircins sferada rr   gərginliyinin qalınlıq boyu paylanması 

kvadratik qanunla baş verir və kvadratik parabola aşağıya doğru qabarıqdır (şəkil 

4). 

Sferanın daxili səthindən 0,21 məsafədə rr  ən kiçik qiymətini alır. Bircins 

sfera üçün rr -in paylanması kvadratik qanunla yerinə yetirilir. Bircins və radial 

qeyri -bircins sferalarda daxili səthdən 0,15 məsafəyə qədər rr   gərginliklərinin 

qiymətləri yaxındır. 45,115,1  r  olduqda  bircins və radial qeyri-bircins sferalar 

üşün rr  gərginliklərinin aldığı qiymətlər fərqlənirlər. 

rr  gərginliyinin bircins və radial qeyri-bircins sferalar üçn radius 

istiqamətində paylanmaları keyfiyyət etibarı ilə eynidir. 

 r gərginliyinin radial qeyri-bircins sfera üçün qalınlıq boyu paylanması 

kvadratik qanunla baş verir və onun qrafiki yuxarıya dogru qabarıq paraboladır 

(şəkil 5). 21,1r  olduqda  r  ən böyük qiymətini alır. Bircins sfera üçün də  r - 

nın paylanması kvadratik qanunla yerinə yetirilir.  Daxili səthdən 0,07 məsafəyə 

qədər olan hissədə bircins və radial qeyri-bircins sferalar üçün  r  gərginlikəri 

bərabər qiymətlər alır. Daxili səthdən  0,07 məsafədən xarici səthə qədər olan 

hissədə  r  gərginliklərinin  paylanması fərqlənir. 

Radial  qeyri-bircins sfera üçün   gərginliyin paylanması radiusa nəzərən 

xətti qanunla, bircins sfera üçün isə  -nın paylanması isə radiusa nəzərən tərs 

mütənasib qanunlala baş verir (şəkil 6).   gərginliyinin bircins  sferanın daxili  

səthindəki qiyməti radial   qeyri-bircins sferanın daxili səthindəki qiymətindən 

kiçikdir.   gərginliyinin bircins sferanın xarici səthindəki qiyməti radial qeyri-

bircins sferanın xarici səthindəki qiymətindən isə böyükdür. 
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2) Sfera  ,]2;0[],80;3[],04.1;1[   r  oblastına malikdir və 

sferanın qalınlığını  xarakterizə edən parametr 02,0  -dır. 

Şəkil 7-11-də orta xətt istiqamətində alınan nəticələri göstərilib. ru  radial 

yerdəyişməsinin sferanın qalınlığı boyu paylanması bircins və radial qeyri-bircins 

sferalarda xətti qanunla baş verir   (şəkil 7). 

u   bircins və qeyri-bircins sferalar üçün sferanın qalılığı boyu  xətti qanunla 

paylanır. u -nın qeyd edilən paylanması materialın qeyri-bircinsliyindən asili deyil 

(şəkil 8). 

rr  gərginliyi radial qeyri –bircins və bircins sfera üçün radius istiqamətində 

kvadratik  qanunla paylanır (şəkil 9). 02,1r  də rr  ən  kiçik qiymətini alır. 

Sferanın daxili və xarici səthlərinin yaxın ətraflarında rr  -in qiymətləri bircins və 

qeyri-bircins sferalar üçün demək olar ki, eynidir. 

 r gərginliyinin sferanın qalınlığı boyu  paylanması kvadratik qanunla 

yerinə yetirilir (şəkil 10) . 02,1r  olduqda  r  gərginliyi ən böyük qiymətini alır. 

  gərginliyinin sferanın qalınlığı boyu paylanması xətti qanunla  baş verir.  
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II FƏSİL 

 

KİÇİK QALINLIQLI  RADİAL QEYRİ-BİRCİNS SFERA  

ÜÇÜN BURULMA MƏSƏLƏSİ  

 

2.1. Kiçik qalınlıqlı radial  qeyri-bircins sferanın burulma məsələsi üçün   

bircins və qeyri-bircins həllərin qurulması 

(1.1.13), (1.1.15)  burulma məsələsinə baxaq. 

(1.2.1)-lə təyin edilən yeni daxil edilmiş ölçüsüz dəyişəndə (1.1.8),(1.1.9)-un 

ifadəsini yazaq [34]: 
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  -ölçüsüz kəmiyyətlər, t  isə elastiki modul 

ölçüsünə malik xarakteristik kəmiyyətdir. 

(1.2.1)-ə əsasən (1.1.13)-tarazlıq tənliyinin yerdəyişmə ilə ifadəsi və (1.1.5) sərhəd 

şərtləri üçün alırıq: 
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(2.13), (2.1.4) sərhəd məsələsinin həllini 

),(')();(  mcu                                           (2.1.5) 

şəklində axtaraq. 

(2.1.5)-i (2.1.3),(2.1.4)-də yazıb, (1.2.11)-i nəzərə alaq: 
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(2.1.6) tənliyinin həllini yazaq: 
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burada 
4

72  z -dir. 

(2.1.8)-i (2.1.7) bircins sərhəd şərtlərində yazaq: 
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                             (2.1.9) 

(2.1.9) bircins sisteminin qeyri-trivial həllinin varlığından 
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9
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 zshzz                              (2.1.10) 

xarakteristik tənliyi alınır. 
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(2.1.10) xarakteristik tənliyindən hesabi sayada kz  kökləri təyin edilir və  

həmin köklərə uyğun kk TT 21 ,  sabitləri (2.1.9) sisteminin əsas determinantının hər 

hansı bir şərtinin uyğun cəbri tamamlayıcıları ilə  mütənasibdir [81,82] : 

)1(
02

)1(
01 )2(,)2(     eTTeTT kkkk                  (2.1.11)  

(2.1.10) xarakteristik tənliyinin bütün kökləri üzrə cəmləmə aparmaqla 

(2.1.8), (2.1.11)-ə əsasən (2.1.6),(2.1.7) sərhəd məsələsinin həlli üçün alırıq: 
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 ))1(())1((22)( )1(    
kkkk chshec  

);(4 z  cüt funksiyadır.  

Teorem 4. (2.1.8) tənliyinin kökləri çoxluğu sonlu 
2

3
z  köklərindən və )( 1O  

tərtibinə malik hesabi sayda  

,...)2,1(
44

7
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                                (2.1.13) 

köklərindən ibarətdir. 

(2.1.10)  xarakteristik tənliyinin qeyd edilən köklərinə uyğun həllərin asimptotik 

ifadələrini yazaq: 
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        (2.1.18) 

(2.1.13)-ü (1.3.43)-də yazıb (1.3.40), (1.3.41), (1.3.42)- yə əsasən 0  olduqda 

(1.2.11) Lejandr tənliyinin asimptotik həllinin baş həddi üçün alırıq: 
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             (2.1.19) 

1   -in ətrafında 

(2.1.14),(2.1.15) həllərinin cəmi (2.1.3),(2.1.4) məsələsinin ümumi həllidir: 
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            (2.1.20) 

(2.1.15),(2.1.17),(2.1.18) düsturlarına əsasən gərginlik tenzorunun komponentləri 

üçün yaza bilərik: 



 72 

 

,)(
4

2)(2)1(
2

sin4

)1(
2

cos
sin

2

2

22
'

1

)1(
002

0
















































 























 





nn

n

m
n

ctgm
n

nn
eGC

eG

                (2.1.21) 
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                   (2.1.22) 

(2.1.20) həlli ilə const  kəsiyində təsir edən gərginliklərin .burM  burucu 

momenti arasındakı əlaqəni öyrənək [81,82]. Qeyd edək ki,  
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(2.1.21)-i (2.1.23)-də nəzərə alaq: 
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   (2.1.24) 

(2.1.24)-dən alırıq ki, 0C  sabiti sferanın yan səthi gərginlikdən azad olduqda, 

const  kəsiyində təsir edən gərginliklərin .burM  burucu momentilə 

mütənasibdir. 
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(2.1.14) həlli sferanın daxili gərginlik-deformasiya vəziyyətini müəyyən 

edir. (2.1.16) həllinə uyğun gərginlik vəziyyəti sərhəd layı xarakterinə malikdir və 

onun asimptotik ayrılışının birinci həddi qeyri-bircins lövhələr nəzəriyyəsindəki 

Sen –Venan sərhəd effekilə ekvivalentdir. 

(2.1.19)-dan aydındır ki, )2;1(  jj  konik kəsiklərindən üzaqlaşdıqda 

(2.1.16) həlli eksponensial qanunla sönür. (2.1.24)-ə əsasən 
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0
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M
C bur                                             (2.1.25) 

Fərz edək ki, sferanın oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) 
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                                                 (2.1.26) 

sərhəd şərtləri verilir. 

(2.1.21)-i (2.1.26)-da yazıb (2.1.25)-i nəzərə alaq: 
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 (2.1.27) 

(2.1.27)-nin hər iki tərəfini )(2 
kce -ya vurub, alınan ifadəni [-1;1] –də 

inteqrallayaq: 
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Son nəticədə  (2.1.28)-dən alırıq: 
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(2.1.29)-a əsasən yaza bilərik: 
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Fərz edək ki, sferanın yan səthində  
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                               (2.1.31) 

qeyri-bircins sərhəd şərtləri, sferanın oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) isə sferanı 

tarazlıqda saxlayan ixtiyari sərəhd şərtləri verilir. 

(2.1.31)-də )(1 t  funksiyaları   parametrinə nəzərən )1(O  tərtibinə malik 

hamar funksiyalardır. 

(2.1.3) tənliyinin (2.1.31) sərhəd şərtlərini ödəyən xüsusi həllini quraq. 

Həmin həll qeyri-bircins həll adlanır. 

Asimptotik inteqrallama üsulunun birinci iterasiya prosesinə əsasən qeyri-

bircins həlli 
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 uuuuu                      (2.1.32) 

şəklində  axtaraq [25]. 

(2.1.32)-ni (2.1.3),(2.1.31)-də yazıb, nəticədə aşağıdakı sərhəd məsələlərini 

alırıq: 
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(2.1.33)-(2.1.34),(2.1.35)-(2.1.36), (2.1.37)-(2.1.38),(2.1.39)-(2.1.40) sərhəd 

məsələlərini həll etməklə u  nin (2.1.32) ayrılışına daxil olan ku  əmsalları təyin 

edilir: 
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Yerdəyişmə vektorunun u komponenti və gərginlik tenzorunun komponenti üçün 

alırıq:  
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2.2. Yan səthi bağlanmış kiçik qalınlıqlı qeyri-bircins  

       sfera üçün burulma məsələsi 

 

Yan səthi bağlanmış kiçik qalınlıqlı qeyri-bircins sferanın burulma 

məsələsinə baxaq: 
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(2.2.1),(2.2.2) sərhəd məsələsinin həllini (2.1.5) şəklində axtaraq. (2.1.5)-i (2.2.1), 

(2.2.2)-də yazıb (1.2.11)-i nəzərə alaq: 
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(2.2.3) tənliyinin həllini yazaq: 

,)( )1(
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   eQeQc                                        (2.2.5) 

burada
4

32  z -dür. 

(2.2.5)-i (2.2.4) sərhəd şərtində yazaq: 
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                                          (2.2.6) 

(2.2.6) bircins xətti cəbri tənliklər sisteminin  qeyri-trivial həllinin varlığından 

aşağıdakı xarakteristik tənlik alınır: 

      ,074 2 zsh                                                            (2.2.7) 

(2.2.7) tənliyi hesabi sayda 
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                                        (2.2.8) 

köklərinə malikdir. 

(2.2.8) köklərinə uyğun kk QQ 21 , sabitləri (2.2.6) sisteminin əsas detrminantının 

birinci sətrinin  uyğun cəbri tamamlayıcıları ilə mütənasibdir: 

)1(
2

)1(
01 ,    eQQeQQ okkkk  

(2.2.7) xarakteristik tənliyinin bütün kökləri üzrə cəmləmə aparmaqla (2.2.3), 

(2.2.4) sərhəd məsələsinin həlli üçün yaza bilərik: 
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(2.2.7) xarakteristik tənliyinin (2.2.8) köklərinə uyğun həllərin asimptotik 

ifadələrini yazaq: 
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  (2.2.12) 

(1.2.11) Lejandr tənliyinin asimptotik həllinin baş həddi (2.1.19) düstüru ilə təyin 

edilir. (2.2.10 ) həllinə uyğun gərginlik vəziyyəti sərhəd layı xarakterinə malikdir. 

Fərz edək ki, sferanın oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) onu tarazlıqda saxlayan  

)2;1(),( 


sgs
s


                                 (2.2.13) 

sərhəd şərtləri verilir. 

 (2.2.12)-ni (2.2.13)-də yazaq: 
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                   (2.2.14) 

(2.2.14)-ün hər iki tərəfini )(2 
kce -ya vurub, alınan ifadəni  [-1;1]-də 

inteqrallayaq : 
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(2.2.15) 

Son nəticədə (2.2.15)-dən alırıq: 
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kA naməlum sabitlərdir. 

(2.2.16)-ya əsasən 
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      (2.2.17) 
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(2.2.17) xətti tənliklər sistemindən  )3(
kA , )4(

kA  sabitləri təyin edilir. 

    Fərz edək ki, sferanın yan səthində 

)(21






 tu                                              (2.2.18) 

qeyri-bircins sərhəd şərtləri, sferanın oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) isə sferanı 

tarazlıqda saxlayan ixtiyari sərhəd şərtləri verilir. 
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(2.2.18)-də )(2 t  funksiyaları   parametrinə nəzərən )1(O  tərtibinə malik 

hamar funksiyalardırlar.  

(2.1.3) tənliyinin (2.2.18) sərhəd şərtlərini ödəyən xüsusi həllini quraq.Asimptotik 

inteqrallama üsulunun birinci iterasiya prosesinə əsasən qeyri-bircins həlli 

...),( 3
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2
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10    uuuuu                    (2.2.19) 

şəklində axtaraq [25]. 

(2.2.19)-u (2.1.3),(2.2.18)-də yazıb, aşağıdakı sərhəd məsələlərini alırıq: 
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)26.2.2(  

(2.2.20)-(2.2.21),(2.2.22)-(2.2.23),(2.2.24)-(2.2.25),(2.2.26)-(2.2.27) sərhəd 

məsələlırini həll etməklə u -nin (2.2.19) ayrılışına daxil olan ku  əmsalları təyin 

edilir: 
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Yerdəyişmə vektorunun və gərginlik tenzorunun komponentləri üçün alırıq: 
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  2.3. Sürüşmə modulu radial istiqamətdə ixtiyari qanunla dəyişən 

        sfera üçün burulma məsələsi. 

 

 ,,r   sferik  koordinat sistemidə  ],;[],;[{ 2121   rrr  ]}2,0[   

 oblastına malik olan, 0 və   polyuslarının daxil olmadığı  radial  qeyri-bircins 

kiçik qalılıqı sferanın  burulma məsələsinə baxaq. Fərz edək ki, )(rG sürüşmə 

modulu r  -dən asılı ixtiyari müsbət  kəsilməz funksiyadır.  

(1.1.8), (1.1.9) –u (1.1.3) –də yazaq: 
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Fərz edək ki, sferanın yan səthi yükdən azaddır: 

,0)( 














 srr

r
r

v

r

v
rG


                                                          (2.3.2) 

və sferanın oturcaqlarında (konik kəsiklərdə) sferanı tarazlıqda saxlayan 
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                               (2.3.3) 

sərhəd şərtləri verilir. 

(2.3.3)-ə daxil olan )(rf s  funksiyaları 
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şərtini ödəyir. 

(2.3.1) tənliyinin həllini 

),()();(  mrvrv                                                    (2.3.4) 

şəklində axtaraq. 

(2.3.4)-ə daxil olan )(m  funksiyası  

,0)(
sin

1

4

1
)(')(''

2

2 







 


 mzmctgm                                 (2.3.5) 

Lejandr tənliyinin həllidir [81,82]. 

(2.3.4)-ü (2.3.1), (2.3.2)-də nəzərə alaq: 
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(2.3.6), (2.3.7)-ni 

vAv                                                          (2.3.8) 

operator tənlik şəklində yazaq. 

      (2.3.8)-də 
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Skalyar hasilin 
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H drrvrurGvu  

qaydası ilə təyin edildiyi );( 21 rrH  Hilbert fəzası daxil  edək. 

Lemma 1. HHA :  simmetrik operatordur. 

İsbatı: İxtiyari HrvHru  )(,)(  funksiyaları üçün 
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A  operatorunun k  məxsusi ədədləri üçün 0k   və k olduqda k -

dur. A  operatorunun   ,...)2,1,0()( krvk  məxsusi funksiyaları çoxluğu );( 21 rrH  

fəzasında ortoqonal bazis təşkil edir  [31,36]: 

  kttkt rvrv )();(                                           (2.3.9) 
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tttt drrvrGrvrv -dir. 

Ixtiyari );()( 21 rrHrv   funksiyası üçün 
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ayrılışı doğrudur [31,36]. 

00    ədədi  HHA : operatorunun məxsusi ədədidir və həmin məxsusi ədədə 

uyğun məxsusi funksiya rrv )(0 -dir. 

(2.3.1), (2.3.2) sərhəd  məsələsinin həlli üçün alırıq: 
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                                          (2.3.12) 

const  kəsiyində təsir edən gərginliklərin .burM  burucu momentini hesablayaq: 
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sin2                                        (2.3.13) 

(2.3.11)-i(2.3.13)-də yazaq: 
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(2.3.14) 

(2.3.6) tənliyini 3r  -a vurub, alınan bərabərliyi ];[ 21 rr  -də inteqrallayaq: 
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            (2.3.16) 

(2.3.16)-da hissə-hissə inteqrallama düsturunu tətbiq edib, (2.3.7)-yə əsasən alırıq 

ki, (2.3.16)-nın sag tərəfində yerləşən ifadə sıfra bərabərdir. Son nəticədə (2.3.16)-

ya əsasən  yaza bilərik: 

,0)()(
2

1


r

r

k rdrrvrG                                                  (2.3.17) 

(2.3.17)-ni (2.3.14)-də nəzərə alaq: 

.)(4 2
0.

2

1

drrGrBM
r

r

bur                                        (2.3.18) 

(2.3.11)-i (2.3.3)-də yazaq: 
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(2.3.18)-ə əsasən 

,

)(4 2

.
0

2

1

drrGr

M
B

r

r

bur







                                          (2.3.20) 

(2.3.20)-ni ( 2.3.19) –da yazaq:  
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                               (2.3.21) 

(2.3.21)-i )(rvn -ə vurub, alınan ifadələri ];[ 21 rr  -də inteqrallayaq: 
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                 (2.3.22) 

(2.3.22)-də (2.3.9) –u nəzərə alaq: 
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                       (2.3.23) 

(2.3.23) sistemindən naməlum kk BA ,  əmsalları təyin edilir. 

Aşağıdaki xüsusi hallara baxaq: 

1)  2
0)( rGrG   

(2.3.6), (2.3.7) –dən alırıq: 
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(2.3.24) tənliyinin həllini yazaq: 

,)( 2

3

4
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3
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rDrDrv                                        (2.3.26) 

burada 43
2 ,;4 DDzt   -ixtiyari sabirlərdir. 

(2.3.26)-nı (2.3.25)-də yazıb 

  ,042
4

9 22 







 zshzk                                 (2.3.27) 

xarakteristik tənliyini alırıq. 

(2.3.27) xarakteristik tənliyinin kökləri çoxluğu sonlu 
2

3
0 z  köklərindən və 

)( 1O  tərtibinə malik hesabi sayda ,
4

4
2
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 n
izn    ,...)2,1( n  köklərindən  

ibarətdir. 

2

3
0 z  kökünə uyğun həll (2.1.14), (2.1.15) düsturları ilə təyin edilir. 

2
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4
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izn   köklərinə uyğun sərhəd xarakteləri həllər aşağıdakı kimidir: 
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(2.3.6), (2.3.7)-yə əsasən 
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(2.3.28) tənliyinin həllini yazaq: 

,)( 2

1

6
2

1

5

pp

rDrDrv


                                        (2.3.30) 

burada 65
2 ,;2 DDzp   ixtiyari sabitlərdir. 

(2.3.30)-u (2.3.29)-da yazıb 
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 zshz                                (2.3.31) 

xarakteristik tənliyini alırıq. 

(2.3.31) tənliyinin kökləri çoxluğu sonlu 
2

3
0 z  köklərindən və )( 1O  tərtibli 

hesabi sayda ,2
4 2

22





 n
izn   ,...)2,1( n  köklərindən ibarətdir. 

  
2

3
0 z  kökünə uyğun həll (2.1.12) düsturları ilə təyin edilir. 

2
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izn  köklərinə sərhəd layı xarakterli aşağıdakı həllər uyğundur:   
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2.4. Sürüşmə modulu radial istiqamətdə ixtiyari qanunla dəyişən yan  

       səthi bağlanmış sfera üçün burulma məsələsi 
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 ,,r   sferik  koordinat sistemidə  ],;[],;[{ 2121   rrr  ]}2,0[   

 oblastına malik olan, 0 və   polyuslarının daxil olmadığı  radial  qeyri-bircins 

kiçik qalınlıqı sferanın  burulma məsələsinə baxaq. Fərz edək ki, sferanın yan səthi 

bağlanıb 

,0
 srrru                                                     (2.4.1) 

və sferanın oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) sferanın tarazlıqda saxlayan  

)2;1(),(
)(


















srfctgv
v

r

rG
s

s




 


                     (2.4.2) 

sərhəd şərtləri  verilir. 

(2.4.2)-yə daxil olan sf  funksiyaları 

 
2
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2
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22
11

2 )(sin2)(sin2
r

r

r

r

drrrfdrrrf   

şərtini ödəyir. 

(2.4.1),(2.4.2) məsələsinin  həllini (2.3.4) şəklində axtaraq. Son nəticədə alırıq: 
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(2.4.3),(2.4.4)-ü 

vBv                                                         (2.4.5) 

operator tənlik şəklində yazaqq. (2.4.5)-də  
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Lemma 2. HHB :  müsbət operatordur. 

İsbatı: İxtiyari BB DvDu  )(,)(   funksiyaları üçün 
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HH BvuvBu );();(   bərabərliyi doğrudur. Yəni HHB :  simmmetrik 

operatordur. 

İxtiyari BDrv )(  funksiyası üçün  
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Fərz edək ki,  0);( HvBv -dır. Yəni  

0
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)(')( 2
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                                      (2.4.6) 

(2.4.6)-da inteqralaltı funksiya mənfi deyil. (2.4.6) bərabərliyi ixtiyari funksiya 

üçün doğru oldugundan  alırıq ki, inteqralaltı funksiya sıfra bərabərdir: 

0
)(

)(')(

2

2 









r

rv
rvrGr                                           (2.4.7) 

(2.4.7)-yə əsasən 

0
)(

)(' 
r

rv
rv   və  Crrv )(                                   (2.4.8) 

(2.4.8)-i və (2.4.4) sərhəd şərtində yazdıqda alırıq ki, 0)( rv  -dır. 0);( vAv

bərabərliyi yalnız  0)( rv  olduqda ödənilir. Deməli,  HHB :  müsbət 

operatordur [31,36]. 

B operatorunun k  məxsusi ədədləri üçün 0k  və k  olduqda k  -

dur. B operatorunun   ,...)2,1,0()( krvk  məxsusi funksiyaları çoxluğu );( 21 rrH  

fəzasında ortoqonal  bazis təşkil edir [31,36]. 

(2.4.3), (2.4.4) sərhəd məsələsinin həlli üçün alırıq: 

),()();(
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kk mrvru                                      (2.4.9) 
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(2.4.9)-a əsasən 
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               (2.4.10) 

(2.4.10)-nu (2.4.2)-də yazaq: 

)2;1(),())()()(()( '
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srrfctgmmrvrG ssskskk
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                (2.4.11) 

(2.4.11)-i )(rvn -ə vurub, alınan ifadəni ];[ 21 rr  -də inteqrallayaq və  )(rvk  

,...)1,0( k  məxsusi funksiyasılarının ortoqonallığını nəzərə alaq: 

)2;1(,)()(
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ssnsn


               (2.4.12) 

(2.4.12) sistemindən naməlum kk BA ,  əmsalları təyin edilir. 

Aşağıdakı xüsusi hallara baxaq:  

1) 2
0)( rGrG   

(2.4.3),(2.4.4)-ə əsasən alırıq: 
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(2.4.13) tənliyinin (2.3.26) ilə təyin edilən həllini (2.4.14)-də yazıb 

  ,042 2 zsh                                                         (2.4.15) 

 

xarakterisktik tənliyini alırıq. 

(2.4.15) tənliyi hesabi sayda ,
4

4
2

22



 n
izn    ,...)2,1( n  köklərə malikdir. 

Qeyd edilən köklərə uyğun sərhəd layı xarakterli həllər aşağıdakı düsturlarla təyin 

edilir: 
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(2.4.3),(2.4.4)-ə əsasən alırıq : 
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(2.4.16)-nın (2.3.30 ) ilə təyin edilən həllini (2.4.17)-də yazıb 

  022 2 zsh                                                         (2.4.18) 

xarakteristik tənliyi alırıq.  

(2.4.18) tənliyi hesabi sayda  ,
4

2
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 n
izn    ,...)2,1( n  köklərinə malikdir. 

Bu köklər aşağıdakı sərhəd layı xarakterli  həlləri təyin edir: 
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2.5. Radial qeyri-bircins sferanın burulma rəqsi 

 

 ,,r   sferik  koordinat sistemidə  ],;[],;[{ 2121   rrr  ]}2,0[   

 oblastına malik  radial qeyri-bircins izotrop sferanın burulma rəqsi məsələsinə 

baxaq. Hesab edəcəyik ki,  0 və   polyusları sferaya daxil deyil. 
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Sferik koordinat sistemində sferanın burulma rəqsini ifadə edən hərəkər 

tənliyini yazaq [34]: 

.
231

2

2

t

v
g

r

ctg

rr

rr
















  




                  (2.5.1) 

Fərz edək ki, G  -elastiklik modulu və g  -sferanın materialının sıxlığı 

radiusa nəzərən 

rggrGrG ** ,)(                                                (2.5.2) 

xətti qanunu ilə dəyişir. 

(1.1.8),(1.1.9),(2.5.2)-nı (2.5.1)-də yazaq: 
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  (2.5.3) 

burada  
0r

v
u


  -ölçüsüz kəmiyyət; 

0r

r
 -ölçüsüz dəyişən; 

2

21
0

rr
r


 -dir. 

Fərz edək ki, sferanın yan səthi yükdən azaddır: 

,00 
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                                                 (2.5.4) 

və sferanın oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) 

)2,1(,)(10 
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                      (2.5.5) 

sərhəd şərtləri verilir. 

Burada  

t

rG
G

tt

r 0*
0,, 











 -ölçüsüz kəmiyyətlər; t  elastiki modul 

ölçüsunə malik  xarakteristik kəmiyyətdir. 

(2.5.3) tənliyinin həllini 

  ,)()(),,( tiemvtu 
                                            (2.5.6) 

şəklində axtaraq. 

(2.5.6)-ya daxil olan )(m  funksiyası (2.3.5)  Lejandr tənliyinin həllidir. 
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(2.5.6)-nı (2.5.3), (2.5.4)-də yazaq: 
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(2.5.7) tənliyinin həllini yazaq: 
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Y -birinci və ikinci növ Bessel funksiyalarıdır 

[81,82]. 

(2.5.9)-u (2.5.8) bircins sərhəd şərlərində yazaq: 
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                                     (2.5.10) 

(2.5.10) bircins xətti tənliklər sisteminin qeyri-trivial həllinin varlığı üçün 
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(2.5.11) 

bərabərliyi ödənməlidir.   
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(2.5.11)-ə əsasən 
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         (2.5.12) 

dispersiya tənliyi alınır. 

(2.5.12)-də 
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  dir.  

(2.5.12)- dispersiya tənliyi  hesabi sayda kz   köklərinə malikdir və həmin köklərə 

uyğun kk BA ,  sabitləri (2.5.10) sisteminin əsas determinatının hər hansı bir sətrinin  

uyğun cəbri tamamlayıcıları ilə mütənasibdir : 
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(2.5.9), (2.5.13),(2.5.14)-ü (2.5.6)-da nəzərə alıb,( 2.5.12) dispersiya tənliyinin 

hesabi sayda kökləri üzrə cəmləmə aparaq: 
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(2.5.12) dispersiya tənliyinin köklərinin tədqiqi üçün 
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işarələməsi aparaq.    -sferanın qalınlığı xaratkterizə edən kiçik parametrdir. 
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0  olduqda dispersiya tənliyinin köklərinin  asimptotikasını müəyyənləşdirək. 

(2.5.18) və (2.5.19)- (2.5.22) ayrılışlarını (2.5.12)-də yazaq: 
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  (2.5.23) 

0  olduqda )1(O  şərtini ödəyən   -lar üçün (2.5.12) dispersiya tənliyinin 

)1(Ozk   asimptotikasına malik iki kökü var. 

Qeyd edilən sonlu kökləri 

)2;1....(20  kzzz kkk                                          (2.5.24) 

şəklində axtaraq. 

(2.5.24)-ü (2.5.23)-də yazıb , nəticədə alırıq: 
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0  olduqda   şərtini ödəyən tezliklər üçün (2.5.12) dispersiya 

tənliyinin kökləri sonsuz olaraq artır  )( kz . 

0  olduqda   şərtini ödəyən tezliklər üçün aşağıdakı münasibətlər 

doğrudur: 

1)   və  0(0    olduqda) 

Yəni  

10);1(, 00   qOq                             (2.5.25) 

(2.5.25) şərti ödəndikdə (2.5.12) dispersiya tənliyinin köklərinin asimptotikasını 

müəyyənləşdirək. 

a)                                 10),1(, 00     Ozzz kkk                          (2.5.26) 

(2.2.25),(2.5.26)-nı (2.5.23)-də yazaq: 

   .0),max(
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              (2.5.27) 

0  olduqda )1(),1( 00 OzO k   olduguna əsasən (2.5.27) -dən alınır ki, 

q  dür. 
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kkk zzz                                   (2.5.28) 
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20    
kkk zzz                              (2.5.29) 

şəklində axtaraq.   

(2.5.28),(2.5.29) –u (2.5.23) yazıb son nəticədə alırıq: 

2
0

2
0 kz . 

b)    10;)( 1 







  



 Oiz k
k                                                             (2.5.30) 

(2.5.25),(2.5.30)-u (2.5.12) dispersiya tənliyində yazib  Bessel funksiyalarının 

asimptotik ayrılışından istifadə etməklə k  üçün  

0)2sin( k                                               (2.5.31) 

münasibətini alırıq. 

(2.5.31) tənliyi lövhələr nəzəriyyəsində burulma məsələsi üçün Sen-Venan sərhəd 

effektini təyin edən tənliklə eynidir. (2.5.31) tənliyi hesabi sayda  k  köklərinə 

malikdir. 

2)   və const  ( 0  olduqda) 

Yəni 

                 )1(, 0
0 O





                                         (2.5.32) 

bərabərlikləri doğrudur. 

(2.5.12) dsipersiya  tənliyinin köklərini  

)(



Oz k

k                                                    (2.5.33) 

şəklində axtaraq. 

(2.5.32),(2.5.33)-ü (2.5.12) dispersiya tənliyində yazıb, ),(

4

72 s
z
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Y 


 )2,1( s  Bessel funksiyalarının böyük indeks  üçün  asimptotik 

ayrılışından istifadə etməklə, son nəticədə k -nın təyini üçün alırıq [81,82]: 
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  .02sin 22
0  k                                          (2.5.34) 

(2.5.34) tənliyi hesabi sayda k  köklərinə malikdir. 

(2.5.15)-(2.5.17)-də )11(1   yazıb   kiçik  parametrinə nəzərən 

ayrılış aparmaqla dispersiya tənliyinin (2.5.24) məhdud köklərinə uyğun bircins 

həllər üçün aşağıdakı asimptotik ifadələr təyin edilir: 
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).( O                                                          (2.5.37)                   

Dispersiya  tənliyinin (2.5.30) ayrılışına malik köklərinə 
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                                  (2.5.40) 

bircins həlləri uyğundur. 

 Dispersiya tənliyinin (2.5.33) asimptotikasına malik köklərinə uyğun bircins həllər 

isə 
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   ,)()())1(sin)( 22
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      (2.5.43) 

 düsturları ilə təyin edilir. 

(2.5.7), (2.5.8)  sərhəd məsələsini  
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vzBv 2                                                       (2.5.44) 

operator tənlik şəklində yazaq. 

(2.5.44)-də 
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Skalyar hasilin 
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qaydası ilə  təyin edildiyi ),( 21 H  Hilbert fəzası daxil edək. 

Lemma: HHB :  simmetrik operatordur. 

İsbatı:  
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(2.5.45)-də (2.5.8) sərhəd şərtini nəzər alaq: 

,0),(),( 2121  BvvvBv  yəni  ),(),( 2121 BvvvBv  -dir. 

B  operatorunun  )(kv  məxsusi funksiyaları çoxluğu );( 21 H  fəzasında 

ortoqonal bazis təşkil edir [31,36] : 
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 dvvvv knkn                                       (2.5.46) 

(2.5.6)-nı (2.5.5)-də yazaq: 

.)())()()((
1

1
'

0
ti

k
s

ti
kkk eectgmmvG

s





 





                      (2.5.47) 

(2.5.47)-ni )( nv  -ya vurub ];[ 21   –də inteqrallayaq: 
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(2.5.46)-nı (2.5.48)-də nəzərə alaq: 
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(2.5.49)-a əsasən 
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                      (2.5.50) 

(2.5.50)-də 


)(cos)(cos)( )1(
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z
nn QBPAm dir. 

(2.5.50) xətti tənliklər sistemindən nn BA ,  naməlum əmsalları təyin edilir. 

 

2.6. Yan səthi bağlanmış radial qeyri-bircins sferanın burulma rəqsi 

 

Yan sətti bağlanmış, 0  və  poyuslarının daxil olmadığı qeyri-bircins 

sferanın burulma rəqsi məsələsinə baxaq: 
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Fərz edək ki, sferanın oturacaqlarında (konik kəsiklərdə) 

)2,1(,)(20 
















sectgu
u

G ti
s

s








 


                      (2.6.3) 

sərhəd şərtləri verilir. 

(2.6.1), (2.6.2) sərhəd məsələsinin həllini (2.5.6) şəklində axtaraq. 

(2.5.6)-nı (2.6.1),(2.6.2)-də yazaq: 
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  -ölçüsuz tezlikdir. 

(2.6.4) tənliyinin (2.5.9)-la təyin edilən həllini (2.6.5) sərhəd şərtində yazaq: 
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                                  (2.6.6) 

(2.6.6) bircins xətti cəbri tənliklər sisteminin qeyri-trivial həllinin valığından 

,0);( 21
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L                                                       (2.6.7) 

dispersiya tənliyi alınır. 

(2.6.7) dispersiya tənliyi hesabi sayda kz  köklərinə malikdir. (2.6.7) 

dispersiya tənliyinin kökləri üzrə cəmləmə aparmaqla (2.6.4), (2.6.5) sərhəd 

məsələsinin həlli üçün yaza bilərik: 
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(2.6.8)-ə əsasən 
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        (2.6.10) 

(2.5.18) və (2.5.19) –a əsasən (2.6.7)-dən alırıq: 
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        (2.6.11) 

(2.6.11)-dən alınır ki, 0   olduqda   )( const  şərtini ödəyən 

tezliklər üçün (2.6.7) dispersiya tənliyinin kökləri 

)(



Oz k

k                                                   (2.6.12) 

asimptotikasına malikdir. 

(2.6.7) dispersiya tənliyində (2.6.12)-ni və 

)1(; 0
0 O





                                         (2.6.13) 

asimptotik münasibətlərini yazıb, Bessel funksiyasının böyük indeks üçün 

asimpotik ayrılışından istifadə etməklə k - nın təyini üçün alırıq [81,82]: 

  02sin 22
0  k .                                           (2.6.14) 

Dispersiya tənliyinin (2.6.12) ayrılışına malik köklərinə uyğun bircins həllər 
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    (2.6.17) 

düsturları ilə təyin edilir.  

(2.6.4), (2.6.5) sərhəd məsələsini  

vzBv 2                                                  (2.6.18) 

şəklində yazaq. 

(2.6.18)-də 
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(2.5.45)-ə əsasən alınır ki, skalyar hasilin 
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qaydası ilə təyin edildiyi );( 21 H  Hilbert fəzasında HHB :  simmetrik 

operatordur. B operatorunun  )(kv  məxsusi funksiyaları çoxluğu );( 21 H  

fəzasında otoqonal bazis təşkil edir [31,36]. 

(2.5.6)-ni (2.6.3)-də yazaq: 
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(2.6.19)-u )( nv  -ya vurulub, slınan ifadəni ];[ 21   -də inteqrallayaq və  )(kv  

məxsusi funksiyalarının ortoqonallığını nəzərə alaq: 
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(2.6.20)-də )(cos)(cos)( )1(
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(2.6.20) xətti tənliklər sistemindən naməlum nn BA ,  əmsalları təyin edilir. 
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 Şəkil. 7.                   -in paylanması. 

 

 Şəkil. 8.       . olduqda    -nın paylanması. 
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 Şəkil. 9.                   -in paylanması. 

 

                                            Şəkil. 10.        olduqda     -nın paylanması. 
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Şəkil. 11.        olduqda     -nın paylanması. 
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