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GIRIS

Movzunun aktualhi@li vo islonma doracasi. Tobiotslinasligin  bir sira
problemlorinin riyazi modellori diferensial vo inteqro-diferensial tonliklorlo tosvir
olunur. Elo proseslor movcuddur ki, onlar1 xarakterizo edon parametrlori bilavasito
O0lgcmok olmur vo lakin bu parametrlor hagqinda oblastin miioyyon ndqtolorindo vo
yaxud oblastin 6ziindo vo ya diferensial tonliyin toyin olundugu oblastda vo ya
oblastin miioyon hissolorindo tonliyin miihiim parametrlorin orta giymotlori molum
olur. Belo masalalor geyri-lokal sortli diferensial tonliklorlo tosvir olunur. Belo
mosalalor otrafli sokildo A.M. Naxusevin [5,6] kitablarinda sorh edilmisdir vo bu
mosalorin meydana goldiyl konkret saholori gostormisdir. Akademik A.A. Samarski
[7] moqalosindo geyri-lokal sortli masololorin meydana goldiyi atom fizikasindan
coxlu masalalorin tadgiqatina ehtiyac oldugunu qeyd etmisdir. Qeyri-lokal sortli
sorhod masalolorinin  mexanikanin vo fizikanin miixtolif saholorindo meydana
goldiyindan belo masalalar tiglin optimal idaraetma masalarinin qoyulmasi va tadqiq
olunmasi vacib mosalolordondir. Qeyd edok ki, [20,21] islorindo geyri-lokal sortli
masalalar ilk dofa tadqiq olunmusdur. Miiasir dovrdes ham qgeyri-lokal sortli sarhad
mosalolori, hom do belo sorhod moasololori ilo tosvir olunan optimal idaroetmoa
maosalolori aktiv tadqiq olunur.Son illor diferensial vo inteqro-diferensial tonliklorlo
verilon geyri-lokal sorhad masoalolori [11,13,14,16,17,22-36,39-41,48,50-52] islorindo
todqiq olunmusdur. Belo masalalorlotosvir olunan optimal idaraetmo masalalorino [1-
3,8,9,12,15,18,19,37,38,42-46] islorinds baxilmisdir.

Tadgiqatin obyekti vo predmeti. Dissertasiya isindo impuls tosirli gqeyri-lokal
sorhad sortli adi diferensial vo inteqro-diferensial tonliklor vo onlarla tosvir olunan
optimal idaraetmo masalalori tadqiq olunmusdur.

Tadgigatin magsad va vazifalari. Dissertasiya isinin asas maqsadi geyri-lokal
sortli vo impuls tosirli diferensial vo inteqro-diferensial tonliklor sisteminin tadqiq
olunmasindan vo onlarla tosvir olunan optimal idaroetmo masalalorinin

aragdirilmasindan ibaratdir. Dissertasiya isinin magsadi miixtalif tip geyri-lokal sortli



va impuls tosirli difedensial va inteqro-diferensial tonliklor sisteminin hallinin varligi
vo yeganoliyi ii¢lin kafi sortlor vo optimalloq ticilin zoruri sortlor tapmaqdan ibarotdir.

Tadgiqatin metodlari. Dissertasiya isindo diferensial tonliklor vo optimal

idaraetma nozariyyasinin metodlarindan istifads edilmisdir.

Miidafiaya ¢ixarilan asas miiddoalar

e Qeyri-xotti impuls tosirli diferensial tonliklor sistemi tigiin geyri-lokal
sarhad sortli masalalarinin hallinin varlig1 va yeganaliyi ligiin kafi sortlor
tapilmisdir.

e Qeyri-xatti impuls tosirli inteqro-diferensial tonliklor sistemi {i¢iin qeyri-
lokalsorhad sortli mosalolorinin hollinin varligi vo yeganoaliyi {igiin kafi
sortlor tapilmigdir.

e Qeyri-xotti impuls tosirli diferensial vo inteqro-diferensial tonliklor
sistemlorinin  masolonin  ilkin  verilonlorindon  keosilmoaz  asililigt
aragdirilmisdir.

e Qeyri-lokal sortli vo impuls tosirli diferensial vo inteqro-diferensial
tonliklor sistemlari ilo tosvir olunan optimal idarsetmo maosalolorindo
varyasional barabarsizlik vo Potryaginin maksimum prinsipi soklinda
optimalliq {li¢iin zoruri sortlor tapilmisdir.

Tadgiqatin elmi yeniliklori. Dissertasiya isindo Oyronilon sorhod masalolori
ekvivalent ¢cevirmalorin kémayi ilo inteqral tonliys gatirilmisdir. inteqral tonliyin
sag torofino operator kimi baxilaraq operatorun operatorun torponmoz ndqasinin
varlig1 tigiin kafi sortlor tapilmisdir. Noticads sorhad masslasinin hallinin varhigi
vo yeganiliyi liclin teoremlor isbat edilmisdir. Qeyri-lokal sorhod masalalori ilo
tosvir olunan optimal idaraetma masalari ticiin Pontryaginin maksimum prinsipi
vo variyasional borabarsizliklor soklinde optimalliq tiglin  zoruri  sortlor
tapilmisdir.

Nozori vo praktiki ohomiyyati.Dissertasiya isindo alinmis noticolor nozori
xarakter dasiyir vo praktiki xarakter dasiyir. Bu naticolor geyri-lokal sortli totbiqi

mosoalolarin vo optimal idarsetma moasalolorinin hallinds istifads oluna bilor. isdo



istifado olunan sxemlor basqa qeyri-lokal sortli sorhod mosalolorinin todqiqindo
istifads oluna bilor.

Isin aprobasiyasi. Dissertasiyada alinmis noticolor Baki Dovlot Universitetinin
seminarlarinda (roh. AMEA-nin haqiqi lizvii, prof. M.F. Mehdiyev), Respublika Elmi
konfrasns1 (Soki, 2016),“Riyaziyyatin nozori vo totbiqi problemlori beynolxalq elmi
konfrans1”(Sumgqayit, 2017). “8-ci Diferensial vo Funksional Tonliklor beynolxalq
konfrans” (Moskva, 2017), “Analiz vo Totbiqi Riyaziyyat” beynoslxalq elmi konfrans
(Mersin, Tiirkiya, 2018), Beynolxalq elmi-praktik konfrans (Qrozni,2018) miizakira
edilmisdir.

Dissertasiya isinin yerind yetirildiyi taskilatin adi:

Dissertasiya isi Gonco Dovlot Universitetindo yerino yetirilmisdir.

Dissertasiyamin sturuktur bolmolorinin ayrihiqda hacmi geyd olunmagla
dissertasiyanin isars ilo iimumi hacmi.

Dissertasiya isi girisdon, iki fosildon, notico vo 52 adda odabiyyat siyahisindan
ibaratdir. Isin {imumi hocmi: 236928 isaradir (titul sohifosi 308 isaro, miindoricat
4620, giris 50000 isara, I fasil 120000 isara, II fasil 65000 isara)

Indi iso dissertasiyanin qisa mazmununu sorh edok. Dissertasiyanin birinci fasli
geyri-lokal sortli diferensial vo inteqro-diferensial tonliklorin hoallinin varhigr vo
yeganoliyini tomin edon kafi gortlorin tapilmasina hosr edilmisdir. Birinci faslin ilk
paraqrafinda asagidaki sarhod masalasine baxilmigdir:

x(t) = f(t,xt), te[oTlt#t, i=12..,p. (1)

impuls tasirli diferensial tonliyinin
T
Ax(0) + [ n(t)x(t)dt = B (2)
0

geyri-lokal sarhad sotrlarini va

AX(t) = 1 (x(t,)), i=12..,p 3)
impuls sartlarini 6dayan hallinin varlig1 vo yeganaliyi masalasini tadqiq edak.
BuradaO=t, <t; <...<t, <t,,, =T qeyd olunmus ndqtolordir, Ac R™ — verilmis

sabit matrisdir, n(t)e R™ -verilmis matris-funksiyadir vo detN =0, burada
6



.
N = A+ [n(t)t, f :[0,T]xR" > R", I, :R" — R"verilmis funksiyalardir,
0

AX(t) = Xx(t")—x(t7), burada Xx(t") = hIin;+ X(t; +h), x(t7)= hIing+ X(t; —h) = x(t;)

uygun olaraq x(t) funksiyasmin t =t ,néqtosinds sag vo sol limitloridir.

Qeyd edoak ki, (1)-(3) sorhod masalasi kifayat qador imumi masaladir. Bir ¢ox
sorhad masalalori ondan xiisusi halda alinir. Onlarin bazilorini geyd edok. Masolon,
1). A=E, n(t): Foldugda (1)-(3) sarhad masalasi baslangic masaloya, yoni Kosi
masalasing ¢evrilir; (burada Eilo nxn 0lgiilii vahid matris, filo iso nxn Ol¢iilii sifir
matris isaro edilmisdir).

2). A=0 vo n(t)#6 olduqda alman sorhod mosolosi inteqral tipli sorhod mosolosi
adlanir.

Qeyd edok ki, Ava n(t) matrislorinin digor sortlori ddomasi hallarini da baxmagq olar.

Asagida istifado edilocok bozi torif vo komokei faktlari qeyd edok. C([O,T]; Rn) ilo
[O,T] par¢asinda toyin olunmus kosilmoz n-olgiilu X(t)vektor-ﬁmksiyalar fozasini
isaro edok. Aydindir ki, bu foza banax fozasidir vo burada norma

1 = max ),

kimi toyin olunmusdur, burada | |-i19 R"-evklid fozasindaki norma isara edilmisdir.
PC([O,T], R" )-ile asagidaki xotti fozani isaro edok:

PC([O,T],R”): {x:[O,T]—> R";  x(t) eC((ti,tM], R”), i=0,1,...,p; burada x(t") vo
X(t) 1=12,...,pvardir vo sonludur; x(t")=x(t;)}.

Aydindir ki, PC([O,T], R”) xotti fozasi banax fozasidir vo burada norma

asagidaki kimi toyin olunmusdur
¥, = max i|x||c((ti L)’ i = O,l,...,p;
(1.1)-(1.3) sorhod masalasine asagidaki kimi torif verak.
Toarif. Forz edok ki, X € PC([O,T]: Rn) funksiyasi asagidaki sortlori 6doyir:
a). Istonilon t [0, T] t=t,, i=12,...,p,iigiin



X(t) = f(t,x(1));
b). t=t1=12,...,p0<t, <t, <..<t, <T igln
AX(t7) = x(t7) —x(t) = 1 (x(t;));
C). Xe PC([O,T]: R”) funksiyasi (2) sorhad sartini 6dayir;
burada
AX(t") = x(t") —x(t)
isara edilmisdir.

Lemma 1. Forz edok ki, y € C([O,T]; R”)Vg a, eR",i=12,...,p verilmigdir. Onda

x(t) = y(t) 4)
diferensial tonliyinin
X)) -x(t) =a;1=12,...,p, 0<t; <t, <...<t, <T, (5)
impuls sortlarini vo
T
AX(0) + [ n(t)x(t)dt = B (6)
0

sorhad sortini 6doyon yegano X € PC([O,T]: R" )helli vardir vo bu hall
te(t,t,,] i=04..,p igiin

X(t) = N_lB+T[K(t,z') y(r)dr+ Y K(t,t)a, (7)
0

O<tj <t

formulasi ilo verilir, burada

N_l(A+j.n(r)dr), 0<7<t,
K(t,z)= 0

.
—N_lfn(r)dr, t<z<T.

t

isara edilmisdir.

Isbat edilmisdir ki, (1)-(3) sarhad moasalasi

x(t)=N"'B +]' K(t,s) f(s,x(s))ds +ZP: K(t,t) 1, (x(t))
0 i=1



inteqral tonliyina ekvivalentdir.
Bu paragrafin ilk osas noticosi asagidaki kimidir.

Teorem 1. Forz edok ki, agagidaki sortlor 6donilir:

(H1) Elo M >0 oadadi vardir ki, istonilon t € [O,T] fictin va istonilon X,y e€R"
ugun

fFtx)— ft,y) <M[x—y|

barabarsizliyi dogrudur;

(H2) Elo I; >0, i1=12,...,p sabit odadlori vardir ki, istonilon X,y € R"{iciin

“i (x) - |i(3/)‘S I ‘X_ Y‘

barabarsizliyi 6danilir;

Bundan olava, ogor
p
L= S(MT+Zij<1
k=1

barabarsizliyi ddanilarsa, onda (1)-(3) sorhad masalasinin yegano halli vardir, burada

S sabiti asagidaki kimi toyin olunur, burada S = max IK(t,s)|
<t,s<

Bu boélmonin ikinci osas noticasi Sauferin torponmoz noqto teoremino
osaslanmigdir vo (1)-(1) sorhoad mosalosinin hallinin varligt haqqinda teoremin
isbatina hasr olunmusdur.

Teorem 2. Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donilir:
(H3) f:[0,T]xR" = R funksiyasi kesilmozdir vo eloN; >0 ododi vardir ki,
istonilon t €[0,T] vo x € R" iigiin
(X t)[<N,
barabarsizliyi 6danir;
(H4) 1, :R" — R"funksiyas1 kosilmozdir vo elo N, >0 ododi vardir ki,

istonilon X € R" ii¢iin

keglza‘?fPJ I k (X)| < N2

barabarsizliyi 6donir;



Onda (1)-(3) sarhad masalasinin 0.7] parg¢asinda an azi bir hoalli vardir.
(1)-(3) sorhad moasalosinin hoallinin  sorhod sortlorinin  sag torofindon kosilmoz
asililigini tomin edon kafi sortlor verok. Bunun iiglin asagidaki kimi sorhod

maosaloloring baxagq:

() =fEx () te[0Tltzt, i=12..p, (8)
AX, (0)+}n(t)xj(t)dt= B, j=12 (9)

0
X (67) = %; (6) = 1, (x; (1), i=12,...p. (10)

Teorem 3. Forz edok ki, (H1) vo (H2) sortlori 6donir vo bundan olavo L <1.
Onda ixtiyari B;,B, € R" igiin vo (8)-(10) sorhod mosalalorinin uygun *v'X2 hollori
liclin asagidaki qiymotlondirmo dogrudur:
% (€)X, (t) < @-L) HN‘1HHB B,
(1)-(3) sorhod masalasi ilo yanast asagidaki kimi implus sortli sarhod masalasi {i¢iin

do arasdirilmigdir:

X(t)=F(tx(t)), te[o,T] t=t, i=12...p, (11)

Ax(0)+ [ n(t)x(t)dt = B, (12)

O Sy,

M)=3,(xt),  i=12.p (13)
Forz edok ki, (11)-(13) impuls tosirli masolasindo ilkin verilonlor asagidaki sortlori
odoyir.
(H1') Elo M >0 ododi vardir ki, istonilon t e[0,T] tigiin vo istonilon X,y € R" iigiin

IF(t,x)-F(t,y)<Mx—y]|
barabarsizliyidodonilir,
(H 21)E19I_i >0,i=12,.., padadlorivardirki, istonilan X, y € R"i¢iin
3003y} < k-]

barabarsizliyi dogrudur.

Yuxarida gostormisik Ki,

10



_ _ P _
L = S(MT +Z|ij<1
i=1
munasibati ddonarsa, onda (11)-(13) sarhad masalasinin yegana halli vardir vo bu hall

te(t,t,,]i=12...piiciin
()= N8 + [ K(t,5)F (5,x(s))ds +

p

+ Z K (t, t, )‘J k (X(tk )) (14)

pa=)
inteqgral tonliyinin hallidir.

Teoremd. Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donilir:
a) Teorem 1-in biitiin sortlori ddenilir voxx(t)e PC(0,T} R“)funksiya51 (1)-(3) sorhad
mosalasinin yegans hallidir:
b) (H1Y) vo (H2Y) sortlori ddonilir;
¢) Eloaf(t)e L(0,T])funksiyas: vardir Ki, ixtiyarit [O,T], t=t, i1=L2...pigin vo
x e R"ugun

f(t,x)-F(t,x) < alt)

barabarsizliyi 6danilir;
d) Elo ., i =12...padadlori vardir ki, istonilon iiciin|l(x)—-3;(x)< B, i=12...p
barabarsizliyi 6donilir:

ogor yxe PC ([O,T]; R”)funksiyas1 (14) integral tonliyinin hallidirss, onda

.
X —y'|< S(J'a(t)dt + Zp:ﬁk J
0 k=i
Indi ise daha iimumi hala baxaq

%;(t)=f;(t.x,(t)) te[oT] t=t, i=12,..p (15)
(16)

A (6)=13(x;(t)) i=12..p, j=12; (17)

11



Aydindir ki, (15)-(17) sorhod masalasi j =1,2 olduqda 2 miixtolif sorhad moasalasidir.
Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donilir

(H1') EloM; >0 j =1,2sabit adadlori vardir ki, t[0,T]vaX,y € R"iigiin

‘fj(t,x)— fj(t,y)(s Mjx—y| j=12
miinasiboti dogrudur;

(H2') Elol; >0 i=12,...p, j=12sabitlori vardir ki, ixtiyari X, y € R"i¢iin

10)=17(y)<Wx=y}, i=12..p, j=12
miinasibatlori dogrudur.

Teorem 1-9 asasan

i=1

p .

oldugda (15) -(17) sorhad masalalorinin yegana halli vardir vo bu masalalori

asagidaki kimi integral tonliklora ekvivalentdir.

()= N8+ [K(t )1, (5,5, (61 +

p

+ K0 () (18)

k=1
Teorem5. Forz edok ki, asagidaki sortlor 6daonilir:
a').Teorem 1-in bitiin gartlori 6danilir va X; (t), j=12funksiyalar (15)-(17)

maosalalarinin yegana hollidir.
b!). (H1') vo (H2") sortlori 6danilir.
c!). Eloa(t)e L ([0, T]) funksiyas: vardir Ki, ixtiyarite[0,T] t=t, i=12,...p iiciin vo
X € R"iiciin
|£,(t, %) - f,(t, x)} < ft)
barabarsizliyi dogrudur:
d"). Els ,Bij > 0ododlori vardir ki, istenilon X € R"iiciin
1(0)-12(0)< 5
12



barabarsizliyi dogrudur.

Ogr X; (t)ePC ([0, TIR" ) J =12 funksiyalar1 (18) tonliklorinin holloridirse, onda

1%, (t)—x, (t) SHN‘1H-|Bl - BZ|+SUa dt+Zﬂk] (19)

qiymatlondirmasi dogrudur.
Bu teoremdon asagidaki notico alinir.
Natico.
(1). (15) -(17) sorhad masalalarinin hollori geyri-lokal sarhad sortindoki, sistemin sag
tarafindon va impuls sartlorindon kasilmoz asilidir.
(i1). Sgara(t) =0olarsa, (19) borabarsizliyi gostarir ki, (15)-(17) sarhad masalalarinin
hallori va impuls sartlorindan va sarhad sartlorinin kasilmaz asilidir.
(iii). ©gor B, = B, olarsa (15)-(17) sorhad masalasinin hallori sistemin sag torafindon
va impuls sartlorindon kosilmoaz asilidir.
(iv). Ogar B, =0,k =1,2,...polarsa (15)-(17) sarhod mosalasinin hallari sistemin sag
torafindon vo sarhad sartlorindon kosilmoaz asilidir.

Birinci foslin ikinci paraqrafinda asagidaki kimi qeyri-lokal sortli serhad

masalasinag baxilir:

=f(t,x ,jgtsx(s ] te[0,T] (20)

.
AX(0)+ [ n(t)x(t)dt = B. (21)
0
Burada isbat edilmisdir ki, (20)-(21) sarhad masalasi
x(t)=N"B+ I K(t,s)f (s, x(s)ds
0

inteqral tonliyina ekvivalentdir.
Teorem 7. Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donir:

Elo M,>0 vo M, >0 sabitlori vardir ki, istenilon te[0,T] iiciin vo ixtiyar1 (x,y)eR*

vo (X,¥)e R* iigiin
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l9(t,s,%)-g(t, s, y)| < M,[x—y]
borabarsizliklori dogrudur:

ogor

L= S(MlT(1+ M22T D <1

sorti 6donarso, onda (20), (21) geyri-lokal sorhod mosalasinin yegans halli vardir.

Bu boélmonin ikinci osas naticasi baxilan sorhod mosalosinin he¢ olmasa bir
hollinin olmasina hasr olunmusdur. Bu notico Sauferin torponmoz noqto haqqindaki
teoremso osaslanmisdir.

Teorem 8. Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donir

f:[0,T]xR"xR" - R" funksiyas1 kosilmozdir vo elo N, >0 sabiti vardir ki, istonilon
t €[0,T] liclin vo ixtiyari (X, y)e R" iiciin
[Tt x, y) <N,
barabarsizliyi dogrudur.
Onda (20), (21) geyri-lokal sarhod masalasinin [0,T] pargasinda an azi1 bir holli

vardir.
Sorhad masalasinin sarhad sortlorinin sag torafindon kasilmoz asililigini tadqiq etmak

liclin asagidaki kimi sorhad masaslalorine baxaq:

X, (t)= f(t,xj(t),j'g(t,s,xj(s))dsj, te[0,T] (22)

=12 (23)

]

A, (0)+ (e, (1)t =B,

Teorem 9. Forz edok ki, teorem 1-in sortlori dogrudur. B,B, € R" ixtiyari

noqtalordir, Xl(t) Vo Xz(t) 159 bu noqtalors uygun (22), (23) sorhad masalslorinin
hallidir. Onda

% =] < @-L)*|N B, - B,
qiymotlondirmosi dogrudur.

Birinci faslin ti¢lincii paraqrafinda
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_f{tx jgtsx 5], te0,T] izt i=12..p (24)

0

(24)tonliyi liclin asagidaki kimi geyri-lokal sorhod masolosine baxilir
T
Ax(0)+ [ n(t)x(t)dt = B. (25)
0

Forz edok ki, (24) inteqro-diferensial tonliyinin holli (25) sorhad sorti ilo yanasi
X(tf)— x(t)=1(x(t)) i1=12....p (26)

impuls sortlorini do 6dayir.

Teorem 10. Forz edok ki, f €C(0,T]xR"xR"R") geC([0,T]x[0,T]xR™R") vo

i=12,...pigiin I, (X) IS C(Rn ‘R" )sgrtleri dogrudur. X(t) e PC([O,T ]; R" )funksiyasmm

(24)-(26) sorhod mosolosinin - holli  olmasi {i¢lin  zorurt vo kafi gort

X(t) S PC([O,T]; Rn) funksiyasinin t e (ti ,ti+1], 1=012,...p ti¢iin

x(t)= NlB+]K(t,s)f[s x(s ig (s,7,x(z dr]+Zp:K(t,ti)fi(X)

i=1
impulsiv inteqral tonliyinin hallinin olmasidir.

Bu paraqrafin asas noticolori asagidaki teoremlorlo verilmisdir.

Teorem 11. Forz edok ki, asagidak: sortlor dogrudur.
(H1) Ixtiyari t €[0,T] iiiin vo istonilon (x,y)e R?", (X,y)e R®iigiin elo M, >0vo
M, > Osabitlori vardir ki,
f(t,x,y)-f(t,x,y)< Ml(]x—T(My— Yl
la(t,s,x)—g(t,s, y) <M,[x—y]
boraborsizliklori dogrudur.
(H2) Elo I, >0, i=12,...p sabitlori vardir ki, istenilon X,y € R" iigiin
1,001y <
Ogor
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olarsa(1.3.54)-(1.3.56) sorhod mosalasinin yegana halli vardir, burada s = max |K(t, s)|

0<t,s<T
barabarliyi ils toyin olunur.

Teorem 12. Forz edok ki, f:[0,T]xR"xR" >R"a I(x)i=12,., pfunksiyalari
kosilmozdir vo elo N, >0vo N, >0sabitlori vardir ki, istonilon te<[0,T] li¢lin vo
ixtiyari (x,y)e R" iigiin
[f(t, %, y) <N,
(x| <N,i=12..,p
barabarsizliklori dogrudur.Onda (24)-(26) qeyri-lokal sorhad masalasinin [0,T]
parcasinda. ©On az1 bir halli vardir.
(24)-(26) sorhad mosalasinin hallinin (25) sarhad sortlorinin sag torafindon kasilmoz
asililig1 haqqinda asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 13. Forz edok ki, teorem 11-in sortlori dogrudur. B;,B, € R" ixtiyari
noqtoalordir, Xl(t) \&) Xz(t) 159 bu noqtalora uygun (24)-(26) sorhod masalslarinin
hallidir. Onda
% =] < @-L)*|N B, - B,
qiymatlondirmosi dogrudur.

Birinci faslin dordiincii paraqrafinda

x(t)= f(t,x(t)+|g(t,s,x(s))ds, telo,T] (27)

[y ——

soklinds olan inteqro-diferensial tonliklor sistemi tigiin asagidaki kimi tignoqtali
Ax(0)+ Bx(t, )+ Cx(T) =« (28)
sarhad sortlori daxilinds hollin varlig1 vo yeganaliyi tigiin kafi sortlor tapilacaqdir.
Burada A,B,C e€R™" verilmis sabit matrislordir.cc € R" verilmis N —olgiilii sabit
vektordur. Forz olunur ki, detN =0 sorti odonir, burada
N=A+B+C, f:[0,T]xR"->R" vo g:[0,T]x[0,T]xR" - R" verilmis funksiyalardir t,

noqtasi 0<t; <T sortini 6dayir.
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Burada da, C([O,T]; R”) ilo [0,T] parcasinda kosilmoz funksiyalar fozasini isaro
edocoyik vo aydindir ki, bu foza Banax fozasidir.
Lemmal. Forz edok ki, ye C([O,T]; R“) funksiyasi verilmisdir.
x(t)=y(t) te[oT] (29)
diferensial tonliyinin
Ax(0)+ Bx(t, )+ Cx(T) = (30)

sortini 6doyan hallinin tapilmasina baxagq. (29), (30) sorhad mosalosinin halli
T
X(t)=N"a + jG(t, s)y(s)ds
0
formulasinin komayi ils verilir, burada

G(t,s):{Gl(t’S)’ te(0,t,]

G, (t,s) telt,T]
kimi toyin edilir. G;(t,s)vo G,(t,s) funksiyalar iso

N7A se|0,t],
G,(t,s)=4-N?*(B+C), se(tt]
~N7C, se(t,T],
NA, tefot,]
G,(t,s)={N*(A+B), telt,t],
~-N"'C, telt,T]

barabarliklarinin komayi ils tayin olunur.

Teorem14.(27)-(28) sorhad masalasinin hallinin olmasi ti¢lin zoruri vo kafi gort
T S
x(t)=N"a + jG(t, s){ f(s,x(s))+ I 9(s,7,x(z))dz [ds
0 0

inteqral tonliyinin olmasidir.

Farz edak ki, asagidaki sortlor dogrudur.
(H1) Elo kosilmoaz I(t)Z 0 funksiyasi vardir ki, ixtiyari t[0,T] vo istonilon X,y € R"
ugun

F(tx)- fty)<1t)x-y

barabarsizliyi 6danilir.
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(H2) Els kesilmoz m(t)>0 funksiyast vardir ki, ixtiyari te[0,T] ligilin va istonilon

X,y € R" ii¢iin

<m(t)x—y]

I (t,s,x)ds — Jt.gtsy )ds
0

0
barabarsizliyi 6danilir.

Teorem 15. Forz edok ki, (H1) vo (H2) sortlori dogrudur vo
L= GmT[l mZT } <1

baorabarsizlyi ddenilir. Onda (27)-(28) sorhad mosolosinin [0,T] parcasinda yegano

holli vardir, burada | =maxI(t) m=maxm(t), G, = omax |G(t s) isara edilmisdir.
[oT] [oT] 0T Ko0T]

Indi iso Sauferin torponmoz ndqto teoremino osaslanan bu paraqrafin ikinci osas
naticoni verak.

Teorem 16. Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donir:
(H3) f:[0,T[xR">R"vo g:[0,T]x[0,T]xR" — R"funksiyalar1 &z arqumentlorinin
kiilliistino goro koasilmazdir.

(H4) Elo M; >0 sabiti vardir ki, borabarsizliyi istonilon x<R" va ixtiyari te[0,T]

ugun
f(t,x)< M,
Odonilir.
(H5) Elo N; >0 sabiti vardir ki,
jg(t,s,x)ds <N,
0

borabarsizliyi istenilon X € R" vo ixtiyari t €[0,T] tigiin 6donilir.
Onda (27)-(28) sorhad mosoalasinin [0,T] parcasinda on az1 bir holli vardur.
Dissertasiyanin ikinci fasli geyri-lokal sortli sarhad masaslalari ilo tasvir olun
optimal 1daraetma masalalorinin tadqiqina hasr olunmusdur.
Ikinci faslin birinci paraqrafinda asagidaki kimi optimal idaroetmo mosalasine

baxilir.
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Burada optimal idaroetmo mosalosi impuls tesirli vo geyri-lokal sortli inteqro-

diferensial tonliklor sistemi ila verilon sarhad masalasi ilo tasvir olunur.

% = f(t,x(t),u(t))+jg(t,r,x(r),u(r))dr, 0<t<T, t=t, (31)
x(0) + Bx(T) =C, (32)

AX(E) = L (x(t), V), 1=12,..,p, 0<t <t, <..<t <T, (33)
(u(-), [V])EU xI1P = {u(t)e L, [O,T]: u(t)eV,n.e.t € [O,T], vV, € H}, (34)

burada x(t) e R", f(t,x,u) n-Ol¢iiclii kasilmoz funksiyadir, Be R™,C e R™ -
verilmis sabit matrislordir, AX(t;) = X(t;") —x(t.), |i(X,V)—Verilmis n-0l¢iilii miioyyan
funksiyalardir, (U,[V])-idaraedici parametrlordir, V € R" vo ITe R™-verilmis qapals,

qabariq, mohdud ¢oxluglardir.

(31)-(34) sarhad masalasinin hallari goxlugunda
J(u, [v])=@(x(0). x(T)) (35)
funksionalinin minimallasdirilmasi tolob olunur.

Har bir geyd olunmus (u (), [V]) eU xTTP idaroedici parametrlori iigiin (31)-(34)
sarhod mosolosinin holli dedikdo [0,T] t=t, aralifinda toyin olunmus elo miitlaq
kosilmoz x(t):[0,T]—>R" vektor funksiyalar1 basa diisocoyik ki, bu funksiyalar t =t
I1=12,...,p noqtalorinds soldan kasilmozdirlor vo sonlu X(t") sag limitlori vardir.

Burada asagidaki sortlorin 6donilmasi forz olunur.

1). |B|<1.

2). f:0TIxR"xR"»R", ¢:[0,T]x[0,TR"xR"—>R" vo I,:R"xR™ >R",
i=12,...,p funksiyalar1 kosilmozdirlor vo elo K>0,G>0, L>0i=12,...,p

sabitlori vardir ki,

[f(txu)-f(tyu)|<Kx-y, te[0T] x,yeR";
lg(t,z,x,u) —g(t,z,y,u) <Gx—-y, tze[0T], x,yeR";

L) =Ly V) <Ljx-y, xyeR";
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barabarsizliklori 6danilir.
3).

GT?
2

p
L=(-|B)"[KT +=—+ > L1<1.

Teorem 17. Forz edok ki, 1). sorti 6donir. X(-) € PC([O,T],R”) funksiyasinin

(31)-(33) sarhad moasaloasinin hoalli olmasi {igiin zoruri vo kafi sort X(-) € PC([O,T], R”)

funksiyasinin asagidaki inteqral tonliyinin holli olmasidir:

x(t)=(E+B)"'C+

0

+ .T[ K(t, r){ f(z,x(x),u(z)) + j. 9(z,s,x(s), u(s))ds}d T+

FDKEH )W) (36)
burada

E+B)™", 0<r<t
K(t,7)= ( ) :
—(E+B)™B, t<z<T
Teorem 18. Forz edok ki, 1).-3). sortlori odonilir. Onda istonilon CeR" vo

(u(-)[v]) €U xT1P tigiin (31)-(33) sorhed mosaloesinin yegana halli vardir vo bu hall

asagidaki inteqral tonliyin hallidir:

x(t)=(E+B)'C+

T

+ ]‘ K(t, 7){f (z, x(z),u(z)) + I 9(z,s, x(s)u(s))ds}d z + (37)

FY KDL X))

Optimal idarsetmo mosalasinda funksionalin qradientini hesablamaq tigiin asagidaki
sartlori daxil edak.
4). f(t,xu) vo g(t,s,x,u) funksiyalasrnmn U arqumentine nozoron tdromosi

mohduddur, yani
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f,(t,x,u)i| < K,[U]

19, (& x,u)u] < Ke[u].
5). f(t,x,u) vo glt,s,x,u) funksiyalasrmin Xvo U arqumentlorine nazoran toromalori
Lipsist sortini 6dayir, yoni
[ (tx+x,u+T)— ft,xu)—f,(t,xu)x—f (txu)<

<K,|X|" + K, fa|°

lg(t,s,x+X,u+T)-glt,s,x,u)—g,(t,s,x,u)x—g,(t,s xu)i <
<KZ[X" +K[a]’
barabarsizliklori dogrudur.
6). 1,(x,v), i=01.. p funksiyalarmm V arqumentind nozoron téromosi mohduddur,
yani
1, (V| < LYy

barabarsizliyi dogrudur.
7). 1,(x,v), i=0L..,p funksiyalarinin X vo V arqumentlorind nozoran téromolori
Lipsist sortini 6doyir, yoni

(X + %,V + )= 1 (V)= 1, (V)R = 1, (V) < LX) + L9’
borabarsizliyi 6donilir.
8). ®(x,y) funksiyasinin birinci tortib xiisusi téromelori mehduddur ve bu xiisusi

toromolor Lipsist sortini 6dayir, yani

‘CDX(X, y) < K4;‘<Dy(x, y)( <Ksg.

D(x+ %,y + 7)— B(x,¥)— {y (x,Y), )~ (@, (6,Y), ) < Kol + K 512
Lemma 1.Forz edok ki, 1).-4).sortlori  Odonilir, (u(t), [V], X(t))va
(ut)+a(t),[v+v] x(t)+ x(t)) ise (31)-(34) optimal idaroetmo mosolosinin iki miixtolif

hallidir. Onda
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[x(t) <, (ju] +[v]) (38)

qiymotlondirilmasi dogrudur. Burada

C,=(@-L)y"-[s|)” maxK KT + Ksz} max LY \/p }

Lemma 2. Forz edok ki, 1).-6). sortlori 6denilir va (T(t), v], X(t)) lemma 1-do toyin

olunmus funksiyalardir, z(t) funksiyasi iso variyasiyalarla tenliyin hollidir. Onda

%(t)- 2(t) < C, (g’ +|v]F ) o<t<T, (39)

burada

3
c,=maxfo-fefel) a,ci i s v |

I<i<p

(1- L)‘1(1—||B||)1[2K2 +G2+2KIT? + pmax L(f’)j}

Teorem1l9. Forz edok ki, 1)-8) sortlori 6donir vo bundan olava

(E+Mj¢0, 1=12,...p.

OX

Onda (2.1.5) funksionali (2.1.1)-(2.1.4) sortlori daxilinds diferensiallanandir vo onun

gradienti

V() (a“ (), o004 )j Ly (0. )" (40)

ou OX:

burada
H(txu,p) =, ftxu)+ [(w.g(t. 7. x u)dr,

hi(Xi’ui’V/(ti):<l//(ti)' Ii(Xi’Vi)>
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kimi toyin olunmusdur, vo W(t) funksiyasi iso asagidaki kimi diferensial-forq tonliy1
tictin sorhad mosalosinin hoallidir.

dy :_aHl(t,X,u,l//)

- P e (41)
Aw(ti)——a"(g;’vl)ﬁa' o)., E]w(ti) i-12,..p (2)
(E+BY (T)+B(E+B) w(0)= (43)

-B(E+B)" —Q(X(ggzg;(r)) —(E+B)? ai((i)

Teorem 20. Forz edok ki, teorem 18-in biitiin sortlori ddonir. Onda (u*,[v]*)e U xIT°

idaraedicisinin (31)-(35) optimal idaraetmo masalasindo optimalligi Giglin zoruri sort

istonilon (u, [V]) eU xII’ idaraedicisi iiglin

(H, (%, () u. (). ) u(t)-u. (t)dt +g<hwi (%, v, kv, =V, ) >0

O )

barabarsizliyinin ddonilmosidir, burada ** t)=xtu..[v].).v.0-p(tu. )
1saro edilmisdir.
Ikinci faslin ikinci paraqrafinda farz edilir ki, idaro olunan proses asagidaki kimi

diferensial tonliklor sistemi ila tasvir olunur

dx

E= f(t,x,u). (44)
(44) diferensial tonliy1 tigiin
AX(0)+ m(ti(t)dt =C, (45)

sortlorinin 6donilmosi forz olunur. Miimkiin idaroedicilor 6z qiymsotlorini bos
olmayan mohdud U ¢oxlugundan alir, yoni

u)eU cR’, te[0,T].
Tolob olunur ki, elo u(t)eU cR', te[0,T] idaroaedicisi tapilsin ki, homin

idaraediciyo uygun (44), (45) sarhod masolasinin holli asagidaki fuksionala minimum

qiymat versin
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.
J(U) = p(x(0), x(T)) + [ F(t, x,u)dt. (46)
0
Burada forz olunur ki, asagidaki gortlor 6donilir:

(A1) detN #0, rme N = A+]‘m(t)dt.

(A2) f:[0,T]xR"xR" — R" funksiyas1 kasilmazdir va elo K >0 sabiti vardir ki,
| (tx,u) = f(ty,u)<K[x-y,te[0T], x,yeR" ueU
(A3) L=KTM <],

burada M =max

0<t,s<T

M (t,S)H, M (t,s) — matris funksiyas1 asagidaki barbarliyin kdmayi ilo

toyin olunur

N‘1£A+j;m(s)ds} s<t,

;
- N‘ljm(shs, t<s.

t

M(t,s) = (47)

Teorem 21. Forz edok ki, A1) sorti 6denilir.
X(-) € C([0,T],R") funksiyasinin (44)-(45) sarhad masoalasinin miitlaq kasilmaz

halli olmasi ti¢iin zaruri va kafi sort hamin funksiyanin
T

X(t)=N"C+[M(t,s) f (s,x(s),u(s))ds,
0

inteqral tonliyinin holli olmasidir, burada M(t,S) matris funksiyast (47)

borabarliyinin komayi il toyin olunur.

Burada standart omoliyatlarin komayi ilo (46) funksionalinin artimi ligiin

O+¢

AJ(u)=— [A,H(ty,x u)dt+o(e) (48)
4
formulas1 alinmisdir. (48) diisturundan iso Pontryaginin maksimum prinsipi alinir.
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Teorem 22. (Maximum prinsipi) Farz edok ki, (u°(t),x°(t,u’)) prosesi (44) -
(45) optimal idaroetmo moasoalasindo optimal prosesdir, °(t) -iso

_oH(tw,xu) .
- m'(t)A, te[0,T],

y (1) =

_ g 09 ___ 99
w(O)—A/HaX(O), w(T)= oX(T)

qosma mosalonin hallidir. Onda sanki biitiin t [0,T] lcilin asagidaki boraborlik

Odonilir
max H (tyw° (1), x°(t),0) = H(t,p° (t), x° (t),u" ().
Uciincii  foslin iigiincii paraqrafinda forz olunur ki, idaroolunan obyektin

voziyyati asagidaki kimi inteqro-diferensial tonliklorls tasvir olunur:
t
X(t) = £ (t, x(t),u(t))) + [k(t, 7, x(r),u(z))dz, te(ty,t) (49)
to

(49) tonliyi Uicilin asagidaki kimi iki noqtali sorhoad sorti verilmisdir
Ax(to)+ Bx(t) =C (50)
Burada forz edilir ki, f(t,x,u) vo k(t,z,x,u) verilmis n-6lciilil funksiyalardir vo uygun
olaraq [t,,t,[xR" x R" va [t,,t, |x[t,,t,]x R x R" ¢oxluqglarinda kesilmezdirlor vo (x,u)
doyisonlorino nozoron ikinci tortibo qodor kosilmoz xiisusi toromolors malikdirlor.
ABeR™ va CeR™ olgiilii verilmis matrislordir, t, vo t, gqeyd olunmus zaman
anlaridir. u=u(t) r-ol¢iilii hisso-hisso kosilmoz vektor funksiyararidir (sonlu sayda

noqtads I nov kasilmo ndqgtalorine malikdir).

Bu funksiyalar 6z qiymotlorinin verilmis bos olmayan mohdud vo kompakt
U < R" ¢oxluqundan alir, yani
ut)eU cR", telt,t] (51)
(51) sortini 6doyon idarsedici funksiyalar miimkiin idaroedici adlanir.

Hor bir geyd olunmus miimkiin idarsedici ticiin (49), (50) maosalasinin hallori

coxlugunda toyin olunmus funksionalini tayin edak:

J(U) = p(x(to), X(1)) - (52)
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Burada ¢(x,y) R"xR"¢oxlugunda toyin edilmis iki dofo diferensiallama skalyar

funksiyadir .
Tutaq ki, asagidaki sortlor 6donir:

). det(A+B)=0

). f:ft, t]JxR"xR">R" vo k:[t,t, |x[t,,t; Jx R"x R"— R"  funksiyalari
kosilmozdirlor vo elo k>0 vo L >0 sabitlori vardir ki,

f(t,x,u) = ftyu)|<kx-yteft,t] (x, y)eR™ ueR’
k(t,o,x,u) —k(t,o, y,u)|<L|x—y|
) I =S(k(t, —t,)+ L(t, —t,)*)<1, burada
s =max(A+B)* Al |(A+B)B|}.

Teorem 23. Forz edok ki, I) sorti &donir f:[t,t;]xR"xR"—R" wvo
k:[t,t, ]x[t,,t,]x R" x R" — R" funksiyalar1 kosilmozdirlor. x()eC(ft;;t,}R") funksi-

yasinin (49) — (50) masolasinin miitloq kasilmoz halli olmasi tigiin zoruri vo kafi sort

onun

x(t)=(A+B)"'C+ Jl. M (t, s)f (s, x(s),u(s)ds + j. M (t, s)jk(s,r, X(7),u(x)dzds

fo t fo

Inteqral tonliyinin halli olmasidir. Burada,

(A+B)*A, t,<t<s
M(t,s) = :
—(A+B)'B,s<t<t,
Teorem 24. Forz edok ki, I) — III) sortlori 6donir. Onda istonilon CeR" va
istanilon miimkiin idaraedici ticiin (49) — (51) sarhad masalasinin yegana halli vardir.
Baxilan optimal idaroetmo mosalasi ii¢iin Pontryaginin maksimum prinsipi isbat
edilmisdir.
Teorem 3. (Maksimum prinsipi) Forz edok ki, (u°(t),x°(t,u’)) ciiti (49)-(51)

optimal idaroetmo mosolosindo optimal prosesdir, (//0 =l,//°(t) 1so optimal proses

boyunca
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OX
B(A+B) w(t)+ A(A+B) y(t)=

- B(A+ B)‘l%— A(A+ B)‘lﬁ'

gqosma sorhod mosolosinin hollidir. Onda istonilon veU iiglin asagidaki

boraborlik dogrudur.
max H (t, X°(t),v,1°(t) = H{t, X°(t), u°(t),°(t)).

veU
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| FOSIL

QEYRI-LOKAL SORTLI VO IMPULS TOSIRLI QEYRI-XOTTI
DIFERENSIAL VO INTEQRO-DIFERENSIAL TONLIKLORIN
HOLLININ VARLIGI VO YEGANOLIY]

1.1 Qeyri-lokal sartli vo impuls tasirli geyri-xatti diferensial tonliklorin
hallinin varhgi va yeganaliyi

Fizikanin, texnikanin, biologiyanin va iqtisadiyyatin ¢coxlu sayda masalalorinin
riyazi modellort adi toromsli diferensial tonliklorlo tosvir olunur. Bu modellarin
hollori zamanin qeyd olunmus vo yaxud geyd olunmamis anlarinda birinci nov
kosilmoya malik olurlar. Belo diferensial tonliklor [10] monoqrafiyalarinda kifayot
godor otrafli 6yronilmisdir vo adoton belo tonliklor impuls tosirli diferensial tonliklor
adlandirilir. Yaxarida qeyd olunmus monoqrafiyalarda, osason lokal sortli diferensial
tonliklor Oyronilmisdir. Lakin son zamanlar qeyri-lokal sortli vo impuls tosirli
diferensial tonliklorin Oyranilmasina olduqca boyiikk maraq yaranmisdir. Bu fakt
onunla izah olunur ki, ¢oxlu sayda praktik masaslalorin riyazi modellari geyri-lokal vo
impuls tasirli diferensial tonliklarls tasvir olunur.

Hal-hazira kimi riyazi modellari geyri-lokal sortli vo impuls tasirli diferensial
tonliklorlo tosvir olunan maosalolors ¢oxlu sayda elmi islor hosr olunmusdur. Belo
mosalolorin - hallinin  varhi§ina vo yegansliyino, hollorin mosalonin ilkin
verilonlorindon kosilmoz asililiina vo s. Saholoro hoddon artiq elmi islor hosr
olunmusdur [10,11,15-18,26,28,29,32].

Bu fosildo geyri-lokal sortli vo impuls tosirli adi diferensial vo inteqro-
diferensialtonliklor todqiq olunmusdur. Burada sorhoad sortlori hom ndqtovi, hom do
inteqral hadlari 6ziinds saxlayir. Qeyd etmok lazimdir ki, sarhad sortlori kifayat qodor

timumidir. Belo ki, xiisusi hallarda Kosi masalasi, inteqral sorhad sorti baxilan serhod
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masalasindon alinir. Burada sarhad masaslasinin hallinin varligi vo yeganasliyi, sarhod

masolosinin  hoallinin sorhad sortlorinin sag torofindon kosilmoz asililigl tadqiq

edilmisdir.
1.1.1Masalonin qoyulusu. Asagidaki kimi diferensial tonliklor sistemina
baxaq:
x(t)=f@t,x(t), te[oT]t=t, i=12..,p. (1.1.1)
(1.1.1) tonliyinin
T
Ax(0) + [ n(t)x(t)dt = B (1.1.2)
0
sorhad sotrlorini vo

impuls sortlorini 6doyan hallinin varligl vo yeganaliyi masolasini todqiq edak.

BuradaO=t, <t; <...<t, <t,,; =Tqeyd olunmus ndqtelordir, Ac R™ — verilmis

sabit matrisdir, n(t) e R™ -verilmis matris-funksiyadir vo detN =0, burada
T

N = A+ [n(t)t, f :[0,T]xR" >R", I, :R" - R"verilmis funksiyalardir,
0

AX(t) = x(t")—x(t7), burada X@W:J@;ﬂﬁ+m,X®7=Jﬂyﬂﬁ—m=xaﬂ

uygun olaraq x(t) funksiyasinin t =t ndqtesinds sag vo sol limitloridir.

Qeyd edak ki, (1.1.1)-(1.1.3) sarhad mosalasi kifayat godor timumi mosaladir.
Bir ¢ox sorhod maosalslori ondan xiisusi halda alinir. Onlarin bozilorini geyd edak.
Moasalan,
1). A=E, n(t): Foldugda (1.1.1)-(1.1.3) sarhod masalasi baslangic mosaloya, yoni
Kosi masaloasing gevrilir; (burada Eilo nxn 6l¢iilii vahid matris, #ilo iso nxn 6lg¢iili
sifir matris isaro edilmisdir).
2). A=0 va n(t)=6 oldugda alman sorhad mosalosi inteqral tipli sorhod masalosi
adlanir.

Qeyd edoak ki, Ava n(t) matrislorinin digar sortlori 6domasi hallarini da baxmagq olar.
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1.1.2. Komakgei faktlar. Asagida istifado edilocok bozi torif vo kdmokei
faktlar1 qeyd edok. C([O,T]; R”) ilo [0, T] pargasinda toyin olunmus kesilmoz n-8lgiilii
X(t)vektor-funksiyalar fozasini isaro edok. Aydmndir ki, bu foza banax fozasidir vo

burada norma

X1 =max|x(0)

kimi tayin olunmusdur, burada | |-ilo R"-evklid fazasindaki norma isars edilmisdir.
PC([O,T JR" )-ilg asagidaki xotti fozani igaro edok:
PC0.T]R")={:[0,T]>R"  x(t)eC({t; t,.,}R")}i=0,1 ..., p; burada x(t;") v
X(t) 1=12,...,pvardir vo sonludur; x(t;) = x(t;)}.

Aydindir ki, PC([O,T], Rn) xotti fozasi banax fozasidir vo burada norma
asagidaki kimi tayin olunmusdur

||x||PC = max i|x||c((ti L)’ i = O,l,...,p}

(1.1)-(1.3) sorhad mosalasine asagidaki kimi torif verak.

Torif. Forz edok ki, X e PC([O,T]: R”) funksiyasi asagidaki sortlori 6doyir:
a). Istonilon t€[0,T] t#t,, i=12,...,p,iiciin

(1) = Tt x(®);
b). t=t;1=12,..,p0<t, <t, <...<t, <T iigiin
AX() = x(6) = x(t;) = 1 (x(t,));
C). Xe PC([O,T]: Rn) funksiyasi (1.1.2) sorhad sortini 6doyir;
burada
AX(E) = x(t7) - x(t)

isara edilmisdir.
Onda x e PC([O,T]: R”) funksiyasi (1.1.1)-(1.1.3) sarhad masalasinin halli adlanir.

Asagidaki kimi matris-funksiya daxil edok:
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N_l(A+J. r)d7), 0<7r<t,
K(t,7)=

.
—N_lfn(r)dr, t<7r<T.
t

Lemma 1.1. Forz edok ki, y € C([O,T]; Rn)ve a, eR",1=12,...,p verilmisdir.
Onda

X(t) = y(t) (1.1.4)
diferensial tonliyinin
X)) -x(t)=a;i=12..,p, 0<t, <t, <..<t, <T, (1.1.5)
impuls sartlarini vo
.
AX(0) + [ n(t)x(t)dt = B (1.1.6)
0

sorhad sortini 6doyon yegano X € PC([O,T]: R" )helli vardir vo bu hall
te(t,t,, ] i=04..,p igin

X(t) = N‘lB+jK(t 7)y(r)dr+ Y K(t,t)a, (1.1.7)

O<tj <t
formulasi 1lo verilir.

isbati. Forz edok ki, x(t)e PC([0,T]:R") funksiyast (1.1.4)-(1.1.6) sorhad

mosalasinin hollidir. Onda (1.1.4) tonliyini te(0,t,;) intervalinda inteqrallasaq

asagidaki boraborliyi alarq:
j y(s)ds = j x(s)ds =
0 0

[X(tl) - X(0+)]+ [x(tz) - x(tl*)J+...+ [x(t) - x(ti*)Jz
= —X(0) - [x(t,") = x(t) |- [x(t;") = x(t) |- .= [x(t ) — x¢t) [+ xV).

Ogor bu boraboarlikds (1.1.5) impuls sortlorini nozars alsaq

x(t) = x(0) + j y(s)ds+ > a, (1.1.8)

O<tj<t
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boraborliyini alariq. Indi iso tolob edok ki, (1.1.8) beraborliyi ilo toyin olunan
x(t) e PC([O,T]: Rn) funksiyast (1.1.6) sarhad sortlorini 6dasin:

t T
(A+j t)dt) x(0) =B - jn( )[ y(s)dsdt — [n(t) > aydt. (1.1.9)
0 0 0 O<tj<t
Ogor (1.1.9) baraboarliyinds det N = 0 oldugunu nazors alsaq, onda
Tt T
x(0) = N 1{8 — [n(t)] y(s)dsdt — [n(t) > a dt} (1.1.10)
0o o0 0 O<t<t

boraborliyini alarig. (1.1.10) borabarliyinin kodmoyi ilo tapilan X(O) qiymatini (1.1.9)

barabarliyinds nozors alaq. Onda X(t)e PC([O,T]: R”) funksiyasi tiglin
Tt T
x(t) = N{B — [n(t)[ y(s)dsdt — [ n(t) Zaidt} [y(s)ds+ > a (1.1.11)
0 0 0 O<tj<t O<t; <t

boraborliyini alariq. Indi iso (1.1.11) beraborliyindo bozi sadelosdirmaler aparaq.

Bunun {i¢iin hisso-hisso inteqrallama diisturundan istifado edorok asagidaki

boraborliyi aliriq.
in([ (s)dsdt = —I Gn ji s)ds =
—olee] y(oks- ] [nle)oept - ] [
Digor torafdon

boraboarliyi dogrudur. Sonuncu barabarliklori (1.1.11) barabarliyinds nazars alsaq

x(t)=N"B—N"[[n(s)dsy(t)dt - N* ZI (t)dta, +jy s)ds+ > a, (1.1.12)

O<t; <ty O<t; <t

O —
- e —|

boraborliyi alinar. Burada bazi sadslosdirmalor aparaq. Aydindir ki,
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N 1ﬁn( S)dsy(t )it + J’y iy(s)ds— N‘li]’n(s)d y(tHt—
—N‘lﬂn(s)dzy(t)dt:N‘lj'(N ]'n j (t)dt + N 1H'n (s)dzy(t)dt =(1.13)

= N1}[A+}n(t)—}n(s)ds)y(t)du N 1Hn (s)dzy(t )t =
0 0 T tr

= Nli[A+ln(s)d J r)dz+N lHn(s)dsy(t)dr.

boraborliklori dogrudur. Analoji gayda ilo

T
-N" Y [n(t)dta.+ Ya = Ya-N"> j (t)dta; —
O<t;<T t; O<t; <t O<t; <t O<t; <ty
T
- Zj t)dta; =N~ > | N—[n(t)dt @ — Zj (t)dta, =
t<t;<T t; O<t; <t t t<t; <Tt

= Z [A+I Tjn )dt]a -3 }n(t)dtai =

O<t; < t <t <T g

:le[ j()dtJa— > j (t)dta;. (1.1.14)

t<t|+1<T t

baraborliyini alirq.

(1.1.13) vo (1.1.14) barabarliklorini (1.1.12) barabarliyinds nazars alaq. Onda

t r TT
x(t)=N"'B+ N‘lj(A+J'n(s)dj r)dz+ N7 {[n(s)dsy(thz +
0 0 tz

+N7 Z[A+I Zj (t)dta; =

O<t; <t t<ti 1 <T

= N‘lB+IK(t 7)y(r)dr+ > K(tt)a

O<t;<t

(1.1.7) barabarliyinin dogrulugunu alariq.
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Qeyd. (1.1.7) borabarliyi {i¢ toplananin comindon ibaratdir. Bu toplananlarin

hor biri liglign asagidaki faktlar dogrudur:
(i)  x(t)=N"'B sabit funksiyast
X(t)=0

differensial tonliyinin
.
Ax(0) + [ n(t)x(t)dt = B
0

sortini gdayan hallidir.
Dogrudan da, x(t)=N'Bfunksiyasinin X(t) =Odiferensial tonliyini 6domosi

aydindir. Ciinki sabit funksiyanin téromasi sifira barabardir. Gostarok ki, x(t)=N"B
T

funksiyas1 Ax(0) + f n(t)x(t)dt = B sortini 6dayir. Bu fakta bilavasite yoxlamaqla omin
0

olmaq olar. Bunun iigiin x(t)= N "B funksiyasimi (1.1.2) sortindo nozero almaq

lazimdir. Dogrudan da, ogor x(t)= N ‘B funksiyasinda geyri-lokal (1.1.2) sortindo

yering yazsaq

T T
AN'B+ [ n(tN Bdt = {A+In(t)dt}NlB ~NN'B=B
0

0

baraborliyinin dogrulugunu aliriq.

(i) X(t) :}K(t,s) y(s)ds funksiyasi
0

X(t) = y(t)

diferensial tonliyinin
Ax(0) +} n(t)x(t)dt = 0.
0
sortini 6doyan hallidir.
Bu faktin dogrulugunu yoxlamaq i¢iin X(t) = ]- K(,s)y(s)ds  funksiyasmin
0

toromoasini hesablayaq:
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x(t) = U K(t,s) y(s) ds] -

!

n(z)d rj j|' n(z)d zy(s)ds} =
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:(A+In<f>dfj1[A+in(r>dr}y<t>

.
Belolikla, X(t) = j K(t,s) y(s)ds funksiyasinin
0

X(t) = y(t)

diferensial tonliyi {igiin
;
AX(0) + [ n(tx(t)dt =0
0

sortini 6doyan hollinin oldugunu gostordik.

(iii) hisso-hisso sabit x(t)= > K(t,t,)a funksiyas:

O<t;<t
X(t) =0

diferensial tonliyinin
;
AX(0) + [ n(tx(t)dt =0
0

geyri-lokal sartini vo

AX(t;)=a,
impuls sartini 6doyan hallidir.
Dogrudan da, (1.1.7) berabarliyinde B=0 vo y(t)=0 oldugunu nozors alsaq

x(t)= D K(t.t)a

O<t; <t
;
funksiyasmimx(t) =0 diferensial tonliyinin Ax(0)+ I n(t(t)dt =0 sortini 6doyan halli
0

olduguna amin olurug.
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Lemma 1.2. Farz edok ki, f €C([0,T]xR",R")va 1;(x) e C(R") funksiyalar
0z arqumentlorinin kiilliisiine nozaron kosilmoz funksiyalardir. X(t) € PC([O,T], Rn)
funksiyasinin (1.1.1)-(1.1.3) mosoalosinin hoalli olmas1 ii¢lin zoruri vo kafi sort
X(t) € PC([O,T],R”) funksiyasimin impuls tosirli asagidaki impuls tosirli inteqral

tonliyin
x(t)=N"'B +_T[ K(t,s) f (s,x(s))ds +i K(t,t) 1 (x(t,)) (1.1.15)
0 i=1

halli olmas1 hom zoruri, hom do kafidir.

isbati. Zorurilik. Forz edok ki, x(t) e PC([0,T}R") funksiyasi (1.1.1)-(1.1.3)
sorhad masalasinin hallidir. Onda lemma 1-doki kimi analoji mithakimslorin kémaoyi
ilo asanligla gostora bilarik ki, x(t) PC([O,T], Rn) funksiyast (1.1.15) impuls tosirli
inteqral tonliyin hollidir.

Kafilik. Forz edok ki, x(t) € PC([O,T], R") funksiyast (1.1.15) impuls tesirli intrqral

tonliyin hollidir. Bu halda x(t) e PC([0,T}R") funksiyasmm (1.1.1)-(1.1.3) sorhad

mosalasinin holli oldugunu gostorak. Ovvalco bu funksiyanin (1.1.1) tonliyinin hoalli

oldugunu gostorak:

(x(t))':( 1B+N1J(A+jn dsjf(rx )dz - Nlﬂn dsf (7, x(z))dz +
0 tr

!
tI

AN Z(A+£n() )ai— 5 }n(t)dtai] _

O<t;<t t<ti 1 <T

=N l(A+ in(s)dsj f(t,x(t))+N 1} n(s)ds =

= f(t,x(t))=N [A+jn(s)ds+j dsj— f(t,x(t))

Demali, X(t)ePC([O,T],R”) funksiyas1 (1.1.1) tonliyini 06doyir. Bilavasito

yoxlamaqla omin olmaq olar ki, (1.1.15) funksiyasi (1.1.2) va (1.1.3) sartlorini 6dayir.
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1.1.3. 9sas naticalar.

Bu bdlmanin asas naticalarindon birincisi Banaxin torponmoz ndqts prinsiping
asaslanmigdir. Bu prinsipin komoyi ilo (1.1.1)-(1.1.3) sorhad masoalosinin hallinin
varlig1 vo yeganoliyi hagqinda teorem isbat edilmisdir.

Teorem 1.1. Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donilir:
(HI) Elo M >0 oadadi vardir ki, istonilon t € [O,T] {iclin vo istonilon X,y eR"
uctn
ft,x)—fty)<M|x-y|
barabarsizliyi dogrudur;

(H2) Elo I, >0, i=12,...,psabit adodlori vardir ki, istonilon X, y € R"{i¢iin

“i(X)_ |i()/)‘S I ‘X_ Y‘

barabarsizliyi 6danilir;
Bundan olava, ogor

L=S(MT+Zp:ij<l (1.1.16)

k=1
borabarsizliyi 6donilorse, onda (1.1)-(1.3) sorhod masalasinin yegans holli vardir,
burada S sabiti asagidaki kimi toyin olunur
S = max |K(t,s)|

0<t,s<T
Isbati. isbat {iciin Banaxin sixilmis inikas prinsipindon istifade edocoyik.

Asagidaki kimi operator toyin edok:
F:pc(o0T}R")—>Pc(o,TxR"),

burada F operatoru t € (t;,t;,,), 1=012,...,p ii¢iin
(Fx)t)=N"'B +]'K(t,s) f(s,x(s))ds+2P:K(t;tk) I, (x(t)) (1.1.17)
0 k=1

kimi toyin toyin olunmusdur. Aydindir ki, (1.1.17) operatorunun torponmoz ndqtosi
(1.1.1)-(1.1.3) sorhod masolasinin hallidir. Sioxilmis inikas prinsipinin komoayi ilo
gostorak ki, (1.1.17) baraborliyi ilo toyin olunan operatorun yegano torponmoz ndqtosi

vardir.
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M, = r[roleTD](\ f(t,0) vom, = max p}| . (0) isara edok.

N IN“B[+S(M T+ pm, )
- 1-L

adodini geyd edok.
B, = xe PC(0, T} R"):|x| . <r}
sarmi daxil edok vo gostorok ki, FB, © B, miinasibati dogrudur. Bunun {igiin

istonilon X € B, gotiirok vo aydindir ki,

T

[(Fx)t)| < HN ‘1BH + r[rﬁ)](ﬂ K(t,8)|[ f (5,x(s)) - (s,0)+| f(5,0)]ds +
40

+max YK () [[1 (X () = 1 (0) + 1, (0) ] <

0T] 3
SHN‘lBH+S{(MTr+ M J)—k(Zpllij pm, } <r.
k=1

Bu miinasibot gostorir ki, F operatoru B, sarini 6ziins inikas etdirir.

Indi iso forz edok ki, X, y € PC ([O,T]; R”) qeyd olunmus istonilon iki elementdir. Onda

ixtiyari t € (t;,t;,,] tigiin

T

IFx - Fy|< j G(t, 7)(f (z,x(2)) - f (z, y(2)) Jd 7 +

0

+

36000 8- 1,58) <
S ) YO+ ST )

p
< S(MT + kz_l"lkjr[rg@]( IX(t) - y(®)]
vo yaxud
[Fx=Fy]l< Lx-y].

Ogor sonuncu miinasibatdo (1.1.16) sortini nozors alsaq, onda (1.1.17) boraborliyi ilo

toyin olunan inteqral operatorun sixan oldugunu gorarik. Bu isa onu gostarir ki,
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x(t)=(Fx)t)
operator tonliyinin PC ([0, T}R") fozasinda yegano holli vardir. Beloliklo, teorem isbat
edildi.
Bu bdlmonin ikinci asas naticosi Sauferin torpanmoz ndqto teoremind osaslanan
(2.1.1)-(1.1.3) sorhad masalosinin hoallinin varligi haqqinda teoremin isbatina hosr

olunmusdur.

Teorem 1.2. Forz edok ki, (H1) vo (H2) sortlori ilo birlikdo asagidaki sortlor
odonilir:

(H3) f :[O,T]x R" — R funksiyasi1 kosilmozdir vo eloN; >0 odadi vardir ki,
istonilon t €[0,T] vo x € R" iigiin

‘f (X,t)‘ <N,

borabarsizliyi 6donir;

(H4) 1, :R" — R"funksiyas1 kosilmozdir vo elo N, >0 ododi vardir ki,

istonilon X € R" iiciin

keglzangJ I k (X)| < N2

borabarsizliyi 6donir;

Onda (1.1.1)-(1.1.3) sarhad masalasinin [0.T] parcasinda an az1 bir halli vardir.
Isbati. Gostorak ki, yuxarida qeyd olunan sortler daxilindo (1.1.17) boraborliyi

ilo toyin olunan F(X)(t) operatorunun torponmoz noqtosi vardir. Bunu gostormok

liclin bir neco standart addimin aparilmasina ehtiyac vardir.

Addim 1. Gostorok ki, teoremin sortlori daxilindo F(X)(t) operatoru
PC([O,T]; Rn)funksional fozasinda kosilmozdir. PC ([O,T]; Rn) fozasindan elo {X, |

ardicilligmi  gotirak ki, PC ([O,T];R”) fozasinda X, — X olsun. Onda istonilon

te(t,t, ] voi=01...,p icin

IF(x,)()— F(x)(t)\S_HK(t, s)|-| f (s, %,(s))— f(s,x(s))|ds +
0
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é\Ka,tk)\-\lk(xﬂ(tk))—lk(x(tk))\

miinasibatini alariq. Burada (H3) vo (H4) sortlorini nozors alsaq

IF(x,)(®) —F(X)(@)|<ST Sm[g>T<]\ f(s,%,(8))— (s, () +

P
+ SZ‘ e (6, (6) — T (Xt ))‘
k=1
borabarsizliyini alariq. Nozoro alsaq ki, f(t,x) vo I, (X), k=12,...,p, funksiyalar

uygun olaraq [0, R]x R"vo R"fozalarinda kesilmozdirler, onda N — oo oldugda

IF (X)) - F(x)(t)HPC —0
oldugu alinar. Bu iso onu gostorir ki, F(X)(t) operatoru PC ([O,T]; R”) fozasinda
kosilmozdir.

Aqddim 2. Gostorok ki, F(x)(t) operatoru PC ([O,T]; R”) fazasinda
mohduddur. Bu iso o demakdir ki, istonilon 7 >0 adadi tigiin elo | >0 adadi vardir ki,
istanilon

xeB, ={xePC(0,TLR"):|¥ <7}
ugun
HF(X(-))H <l
barabarsizliyinin dogru oldugunu gostormoliyik. (H3) vo (H4) sortlorinden istifads

edorak vo licbucaq barabarsizliyini totbiq etsok
T P
F()@®)|< \N -18\ +[IK(,9)[-|F (s, x(5))| ds + X [K (&, 1) |1 (x(t;)
0 i=1
borabarsizliyini alariq. Belsliklo,
FO@|<|NB|+S[TN, + pN, ] =1
oldugu alidi. Buradan isa
Foo) <!

oldugu alindi. Bu iso F(X)(t) operatorunun PC([O,T];R”) fozasinda mohdud

oldugunu gostorir.
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Assim 3. Bu addimda gostoracoyik ki, F(x)(t) operatoru PC([O,T];R“)
fozasinin mohdud c¢oxlugunu homin fozanin eynidorocodon kosilmoz alt fozasina
inikas etdirir. Bunun ii¢lin ixtiyari 7;,7, € (’[,,'[I +1] Vo 7, < r,noqtalorini qeyd edok.

Forz edok ki, X€B,, burada B, addim 2-do toyin olunan goxlugdur. Onda biz

asagidaki miinasibati alariq:

F(X)(z,) —-F(X)(z,) = N1I£A+I drjf(s x(s))ds —

—N _1]-}n(z')jz'f (s,x(s))ds —

Tzs

—Nlj(AJrj dr]f(s x(s))ds+ N 1“ n(z)d (s,x(s))ds =

7S

=N? (A+I jf (s, x(s) ds +N-lﬂn(f)dzf(s,x(s) ds =

= f f (s, x(s) ds.
Buradan alinir ki,
F(X)(z) — F()(z,)] < []f (s, x(s)) .

7, — 7, olduqda avvalki barabarsizliyin sag torofi torofi sifira yaxinlasir. Bu iso o
demokdir ki, F(x)(t) operatoru PC ([O,T]; R") fazasinda eynidoracodon kosilmozdir.

Nozoro alsaq ki, F(X)(t) operatoru PC ([O,T 1 Rn) fozasinda kosilmoazdir va
eynidaracadan kasilmazdir, bela naticaya galirik ki,
F:Pc(o,T}R")— Pc(o,T}R")
operatoru tamam kosilmozdir.
Addim 4. Gostorak ki,
= {xePC(0,T]:R"): x= AF(x)}
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coxlugu miioyyon 0< A <1 {i¢iin mohduddur. Forz edok ki, miioyyon 0 < A <1 iigiin

x=A(FX) boraberliyi dogrudur. Onda ixtiyari t (ti b ], 1=01,...,p, tc¢iin

X(t) = A{N‘lB +} K(t,s) f(s, x(s))ds+ZP: K(t;,t )1, (x(tk))}
0 k=1

boraborliy dogrudur. Burada addim 2-do oldugu kimi (H3) vo (H4) sortlorindon

istifado etmoklo ixtiyari t € [0, T ] iigiin
FOO@®)] <|NBJ+[N,T + pN, |3
boraborsizliyini alirg. Beloliklo, istonilon t € [0, T | iigiin
[X|pe <|NTB|+[N;T + pN,Js =R

giymotlondirmasini aliriq. Bu isa A goxlugunun mahdud oldugunu goéstorir. Buradan
159 Sauferin torponmoz noqto haqqindaki teoremin biitiin sortlorinin 6donildiyi alinir.
Onda homin teorems asason (1.1.1)-(1.1.3) sorhad mosalasinin [O,T] pargasinda on
az1 bir halli vardir.
Teorem ishat olundu.

1.1.4. (1.1.1)-(2.1.3) sarhad masalasinin hollinin sarhad sortlorinin sag
torafindan kasilmaz asilihigy.
Indi iso (1.1.1)-(1.1.3) sorhad masalosinin hallinin sarhad sortlorinin sag torafindon
kosilmaz asililigini tomin edon kafi sortlor verok. Bunun {i¢lin asagidaki kimi sorhod

maosalalorine baxaq:

X ()=fx (), te[oTjtzt, i=12..p, (1.1.18)
AX; (0)+j (t)dt=B;, j=12, (1.1.19)
X; (") = x; () = L;(x; (1)), i=12,...,p. (1.1.20)

Teorem 1.3. Forz edok ki, (H1) vo (H2) sortlori 6donir vo bundan slave L <1.
Onda ixtiyari B;,B, € R" iigiin vo (1.18)-(1.20) sorhod mosalalorinin uygun *i:X2
hollari iigiin asagidaki qiymotlondirms dogrudur:
=]
¥, ()= %, () <@-L) HN HHB B,|.

42



Isbati. Forz edok ki, B,,B, eR" ixtiyari iki noqtadir vo x,,x, iso (1.1.18)-

(1.1.20) sarhad masalalarinin uygun hollaridir. Onda (1.1.7) barabarliyins asason
T P
X (1) =N"By+ [K(t,5) f (5,%(5))ds +2- K (t, 1) 1; (% (t;)
0 i=1
&
1 I C
X, () = N7'B, + [ K(t,5) (5, %,(5))ds +X_ K (t,t;) I; (X, (t;))
0 i=1

boraborliklori dogrudur. Bu boraborliklori torof-totofo ¢ixsaq
X (t) = X, (t)= N"[B, - B, ]+

+ZK(tatk)[|k(X1(tk))_ Ik(XZ(tk))]+

+]K(t,s)[f(s,xl(s))— f(s,%,(s))]ds (1.1.21)

boraborliyini alariq. Indi iso (H1) va (H2) sortlorini (1.1.21) boraborliyinds nozora

alsaq

%(0)- %0 <[N8, — B, ]+ M [, (0) - x, (e +

ST )1 )
miinasiboti alinar. Buradan iso
¥, (£) =%, (t)] < HN _1HH31 —B,[+ S(MT + .Z:' | ]Hxl(t)— X, (t)]
barabarsizliyi alinir. Ogor burada L <1 oldugunu nozars alsaq

I, (£) = x, (t)] < @- L)‘1HN —1HH81 —B,|

qiymatlondirilmasi alinir. Teorem isbat edildi.

43



1.15. (1.1.1)-(1.1.3) sorhod mosalasinin hollinin sistemin sag torafindon
kasilmaz asilihig
(1.1.1)-(1.1.3) sorhod mosoalasi ilo yanasi asagidaki kimi implus sortli sorhad
masalasi tigiin do arasdirilmisdir:

X(t)=F(t,x(t)) te[o,T] t=t,i=12...p, (1.1.22)

Ax(0)+ [ n(O)x(t)dt = B, (1.1.23)

S I—

AX(t;) = J;(x(t,)), i=12,..p. (1.1.24)
Forz edok ki, (1.1.22)-(1.1.24) impuls tesirli masalosinda ilkin verilonlor asagidaki
sortlori 6dayir.
(H1') Elo M >0 ododi vardir ki, istonilon t e[0,T] tiiin va istonilon X,y € R" iigiin

Ft,x)-F(t y)<Mx-y]
barabarsizliyi 6danilir,
(H 21) Elo I. >0,i=12,..., p ododlori vardir ki, istonilon X,y € R" ii¢iin
[9:(¥) = Ji(y) < ix =y

borabarsizliyi dogrudur.

Bundan alava

detN =0
burada N = A+ [ n(t)dt.
0

Yuxarida gostormisik ki,
_ _ p _
L = S(MT +Zlij<1
i=1
munasibati  6donoarso, onda (1.1.22)-(1.1.24) sorhod masolasinin yegano holli vardir

vobuhall te(t,t,,]i=12...pii¢iin

x(t)=N"B+ ]. K(t,s)F (s, x(s))ds +

p

+ Kt t)I, (x(t,)) (1.1.25)

k=1
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inteqral tonliyinin hallidir.

Teorem 1.4. Forz edok ki, asagidak: sortlor 6donilir:
a)Teorem 1.1-in biitiin sortlori édnilir vox*(t)e PC(0,TFR") funksiyas: (1.1.1)-(1.1.3)
sarhad masalasinin yegana hallidir:
b) (H1Y) vo (H2Y) sortlori 6donilir;
¢) Elo alt)e L(0,T]) funksiyas: vardir ki, ixtiyari t e [O,T], t=t, 1=12...p Ggiin vo
x € R"ugun

|f(t,x)- F(t, x) < alt)

barabarsizliyi 6daonilir;
d) Elo A, i=12...p ododlori vardir ki, istonilon iigiin|l;(X)- J;(x)< B, i=12,..p
barabarsizliyi 6donilir:

Ogar y*e PC([O,T]; R”)funksiyas1 (1.1.25) inteqral tonliyinin hallidirso, onda

X —y'|< SUa(t)dt + Zp:ﬁk J
0 k=i
Isbati: Asagidaki kimi
F:pc(o,TIR")— Pc(o,TIR")
V3
Q:Pc(0,T}R")— Pc(o,T}R")

toyin edok:

(P = N 2B+ [ K (e, (s, x(5)ls +§K(t,tk i (x(t,),

(Qx)t)=N"'B +_T[K(t,s)F(s, x(s))ds +kZ::K(t,tk )3, (k(t))

Teorem 1.1-in biitiin sortlori 6dendiyinden almir ki, (FX)t) ve (Qx)t) operatorlarinin

har biri sixan operatordur va (1.1.15) va (1.1.25) tonliklarinin har birinin yegana halli
vardir.

ixtiyari x e PC([0,T}R") iigiin
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[(FOakt)- (@x)t) =

TK(x9)f (. x(5))ds +
+ Zp: ]- K(t ds —

—iK(ttk )3 (x(t, ))( < ]|K(t,SXf(S,x(s))— F(s,x(s)))ds +

o

KAL) -3, ()

T

<S[a(t)dt + SZﬁk - SUa(t)dt +§ﬂk}

Teorem 1.1-1 totbiq edorok

o
o

x -y \<SU dt+ZBJ

miinasibatini aliriq.

Indi iso daha iimumi hala baxaq

%;(t)=f,(t.x; () te[0,T] t=t, i=12..p, (1.1.26)
0)+}n(t)x (t)dt =B, (1.1.27)

0
A (6)=13(x;(t)) i=12..p, j=12; (1.1.28)

Aydindir ki, (1.1.26)-(1.1.28) sorhod mosalosi j=1,2 olduqda 2 miixtolif sorhod
maosalosidir. Forz edor ki, asagidaki sortlor 6donilir

(H1') Elo M 20 j =12 sabit odadlori vardir ki, t € [0,T] va X,y € R" iigiin
‘fj(t,x)— fj(t,y)|£ Mjx-y j=12
miinasibati dogrudur;
(H2'Y) Ela |j >0 i=12,..p, j=12 sabitlori vardir ki, ixtiyari X,y € R" iiciin
‘Iij(x)—lij(y)(slij\x—y\, i=12,..p, j=12

miinasibatlori dogrudur.

Teorem 1.1.-0 asasan
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i=1

P .
L, :S(MjT +Z|i‘]<1, j=12

Oldugda (1.1.26) -(1.1.28) sarhad masalalorinin yegana halli vardir vo bu mosalalori

asagidaki kimi inteqral tonliklora ekvivalentdir.

X;(t)= NlB+].K(t,s)fj(s,xj(s))ds+

p

£ K0 () (1.1.29)

k=1
Teorem 1.5 Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donilir:
a').Teorem 1.1-in biitiin sortlori ddonilir vo X;(t), j=1,2 funksiyalari (1.1.26)-

(1.1.28) mosalalorinin yegans hallidir.
b"). (H1'") vo (H2") sortlori 6danilir.
¢"). Elo a(t)e L([0,T]) funksiyasi vardir ki, ixtiyari te[0,T] t=t, i=12,..p ticiin vo
X € R" iiciin

|f,(t, x)— f,(t, x) < elt)
borabarsizliyi dogrudur:
d". Elo ﬂij >0 odadlori vardir ki, istenilon X € R" iigiin

10120 5

barabarsizliyi dogrudur.

Ogar X,(t)e PC([O,T]; R"), J =12 funksiyalar1 (1.1.29) tenliklorinin halloridirse, onda

%, (t)—x,(t) < HN ‘1H-|Bl ~B,|+ SUa(t)dt + kZ::,BkJ (1.1.30)

isbati: (F;x)t): PC(0,T]:R") > PC0,T]:R"), j=12

operatorlarina baxaq, burada
.
(Fx)t) = NB, + [ K(t, )T, (s, x(s)ds + DK (L 6, /(X)) (1.1.31)
0 k=1

Kimi toyin olunmusdur. Qeyd edildiyi kimi, teoremin sortlori daxilinds (1.1.30)

boraborliyi ilo toyin olunan operatorlar sixan operatorlardir.
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Ona gora da, (1.1.29) barabarliklari ils tayin olunan inteqral tonliklorin yegana hallori

vardi. Ixtiyari x(t)e PC([O,T]; R”) gotlirok. Onda ixtiyari t €[0,T] liglin

[(Fux)t)— (Fx)t) =

N *1(51 - Bz)+} K(t, S)( fl(s, X(S))— f, (S, X(S)))js N
+ Z‘K(t’tk )(I &(X(tk ))— |k2(X(tk ))l <

<[N8, B,/ + 8 11,5, X(5))~ (5, X(s))ds +

O HERHEOE

<HN’1H B, - Bz|+SI dt+SZﬁk

=N 1B, - BZ\+sUa dt+Z,BkJ

Teorem isbat edildi.

Isbat etdiyiniz teoremdan asagidaki natico alinir.

Natica.
(1. (1.26) -(1.28) sarhad masalalarinin hallari geyri-lokal sarhad sortindaki, sistemin
sag torofindon vo impuls sortlorindon kosilmaz asilidir.
(). ©gor alt)=0 olarsa, (1.31) borabarsizliyi gdstarir ki, (1.26)-(1.28) sorhod
masalalarinin hallari va impuls sartlorindan va sarhad sartlarinin kasilmaz asilidir.
(11). ©gar B, =B, olarsa (1.26)-(1.28) sorhad moasalasinin hollari sistemin sag
torofindon vo impuls sortlorindon kasilmaz asilidir.

(iv). Bgar S, =0,k =12,...p olarsa (1.1.26)-(1.1.28) sarhad mosalasinin hollori

sistemin sag torofindon vo sorhad sortlorindon kosilmaz asilidir.
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1.2. Qeyri-lokal sortli inteqro-diferensial tanliklorin hallinin varligi vo yeganoaliyi

Molumdur ki, fizikanin, biologiyanin, iqtisadiyyatin bir sira problemlorinin
riyazi modellari inteqro-diferensial tonliklorls tasvir olunur.

Hal-hazirda geyri-lokal sortli inteqro-diferensial tonliklorin hoallinin varligi vo
yeganoliyl intensiv Oyronilmoyo baglanilmisdir. Bu yarimfasildo biz inteqro-
diferensial tonliklor sistemi ii¢iin bir geyri-lokal sortli sorhod mosolosine baxilmisdir.
Baxilan sorhod mosolasi kifayat qodor timumidir vo xiisusi hallarda Kosi mosalosini,
inteqral tipli sarhad masalasini va sair xiisusi hallar1 6ziinds saxlayir.

1.2.1. Masalanin qoyulusu vo komakei faktlar

Bu yarim fosildo asagidaki kimi qeyri-lokal sortli sorhod masalasine

baxilacaqdir:

X(t)= f(t, x(t), j' alt,s, x(s)ds} te[0,T] (1.2.32)

;
AX(0)+ [ n(t)x(t)dt = B, (1.2.33)
0
burada x=(x,%,,...x, ) -u dlgiiliivektor, AeR™, n(t)e R™"—verilmis matrislordi vo o
T
det N =20, burada N = A+jn(t)dt; f:[0,T]xR"xR" = R", g:[0,T]x[0,T[xR" > R"
0

verilmis funksiyalardir.

Bu bdélmads (1.2.32)-(1.2.33) geyri-lokal soarhad masalasini tadqiq etmok ii¢lin bazi
zoruri faktlari vo toriflori veracoyik [0,T] parcasinda toyin olunmus kesilmoz
funksiyalar fozasini C([O,T]; R”) il isara edok. Aydindir ki, bu foza baxax fozasidir va

bu fazada norma

[l = maxx(t)

kimi toyin olunur, burada || ilo R" fozasinda norma isars edilmisdir.

(1.2.32), (1.2.33) geyri-lokal sorhad masalasinin hollini asagidaki kimi toyin edok.
Torif. x(t) e C([0,T}R") funksiyasi istonilon t €[0,T] iigiin
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()- f[t,xa)jg(t,s,x(s»dsj

inteqro-diferensial tonliyini odoyirse, vo x(t) funksiyas1 (1.2.33) sorhod sortini
odoyirso, onda x(t)e C([O,T]; R“) funksiyasi (1), (2) qeyri-lokal sarhad masalasinin halli
adlanir.

(1.2.32), (1.2.33) sorhad masalasini tadqiq etmok li¢iin asagidaki kimi model sorhad
maosalosinog baxaq:

x(t)=y(t), telo,T] (1.2.34)

Ax(0)+ Tn(t)x(t)dt = B, (1.2.35)

0
burada y(t)e C([0,T}R") verilmis funksiyadir.
Lemma 2.1. (1.2.34), (1.2.35) geyri-lokal sorhad mosalssinin halli t € [0, T] ii¢iin

.
x(t)=N"'B+ I K(t,s)y(s)ds (1.2.36)
0
formulasi 1lo ifada olunur. Burada

K(t,s)- N_l[min(s)ds} 0<s<t,
N

n(s)ds, t<s<T

- |

kimi tayin olunmusdur.

Isbati: (1.2.34) baraberliyinin har torafini 0-da t-ya inteqrallayaq. Naticoda
t
x(t)= x(0)+jy(s)ds (1.2.37)
0

boraborliyini alariq, burada x(0) hololik melum olmayan ixtiyari n-6lgiilii vektordur.

Bu vektoru toyin etmok ii¢lin (1.2.35) sortindon istifado edocoyik. Bunun iigiin

(1.2.37) barabarliyini (1.2.35) sortinds nazars alaq. Noticada
T t
Ax(0)+jn(t){x(0)+jy(s)ds]d =B (1.2.38)
0 0

baraborliyini alirig. (1.2.38) barabarliyini ona ekvivalent
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(A+]n(t)dth(o):B [n() jy dsdt (1.2.39)

soklindo yazaq. Sorto gora det N =0 oldugundan (1.2.39) borabarliyindon

—

+(0)= N8~ N [n(t)] y(s)dsck (1.2.40)

0

o

boraborliyini alariq. (1.2.40) boraborliyindo

t TT
jn Iy dsd :Hn )dsy(t )
0 0t

eynilinin dogru oldugunu nozors alsaq (1.2.40) boraborliyini

N7'B- N‘1” s )dsy(t) (1.2.41)
soklinda yazmaq olar. (1.2.41) barabarliyini (1.2.37)-da nozors alsaq
N*B-N 1}]n (s)dsy(t)dt +I (1.2.42)
0%
boraborliyi alinir. (1.2.42) baraborliyinin sag torafindo ekvivalent ¢cevirmolori aparaq

jy s)ds— N 1”n )dsy(t )

jy( Jds—N lj

N —

n(s)dsy(z)dz — N 1Hn (s)dsy(z)d
tr

= {E—Nljn(s)ds]y(r)dr—N 1T[T[n (s)dsy(z) (1.2.43)

t

O ey

(1.2.43) boraborliyinin sag torofindoki birinci toplananin {izorindo asagidaki

cevirmoalori aparaq

(2o e - s e -

t

et s o -

= N‘lj;[AJrIn(s)ds]y(r)dr (1.2.44)

Beloliklo, (1.2.44) boraborliyini (1.2.43) borabarliyinds nozars alsaq
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matris funksiyasini daxil etsak, (1.2.42) barabarliyini
T
X(t)=N"'B+ I K(t,s)y(s)ds
0

soklinds yaza bilarik.

Lemma 2.1. isbat edildi.

Isbat edilmis Lemmadan asagidaki natico alinir.

Natica: (i) x(t)= N"'B sabit vektor funksiyani
X(t)=0

tonliyinin
.
AX(0)+ [ n(t)x(t)dt = B
0

geyri-lokal sartli sorhad masalasinin hallidir.

Dogrudan da, (5) baraborliyinde y(t)=0 gétiirsok (i) faktinin dogrulugunu alariq.

(ii) x(t)= T[ K(t,s)y(s)ds funksiyas

tonliyinin
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geyri-lokal sortli sorhod mosalosinin  hallidir. Bu faktin dogruluguna omin olmaq
liciin (1.2.36) boraborliyindo B=0 gotiirmok kifaystdir vo yaxud bilavasito

yoxlamagla omin olmaq olar.

T

_ N‘l[A+jn(r)dr+ Jn(r)dr)y(t): NNy = yit)

t

)
Beloliklo, x(t)= [ K(t,s)y(s)ds funksiyas:
0

:
tonliyini 6doyir. Indi isa Ax(0)+ j n(t)x(t)dt =0 sorhad sortini domosing omin oldudg.
0

Lemma2.2. Forz edok ki, feC([0,T]xR"xR:R"} Onda x(t)ec(0T}R")
funksiyasinin (1.2.32), (1.2.33) sorhad masalasinin halli olmasi ii¢iin zoruri vo kafi

sort x(t)eC([0,T}R") funksiyasimn t €[0,T] iigiin
()= N8+ [K(t 5)(5,x(5)Hs (1.2.45)

inteqral tonliyinin holli olmasidir.

Lemmanin isbati asagidaki mithakimoalarden alinir. ©gor x(t)eC([O,T]; R”) funksiyasi
(1.2.32), (1.2.33) sorhod mosalasinin hoallidirssa, onda Lemma 1-doki analoji
muhakimolorin komayi ilo x(t)eC([O,T]; R”) funksiyasinin (1.2.45) inteqral tonliyinin
hallidir.

Bu faktin oksido dogrudur. Dogrudanda (1.2.45) tonliyini

K(1)=NB+ N‘lj(A+jn(r)dr] £ (5, x(s))ds —

“N T n(z)d (s, x(s))ds

ts
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soklindo yaza bilarik. Bu baraborliyin hor torofindon téromo alsaq,

x(t) = [N B4+ N- j[A+j jf( ())dS],_
Msn ]'

fote)
( J o) (t, x(t) =
= NNF(t, x(t)) = f(t,x(t))

Indi iso gdstorok ki, (1.2.45) inteqral tonliyinin halli (1.2.33) sortini 6doyir.

Dogrudan da
T TT
Ax(0)+jn(t)x(t)dt:—AN l”n )df (t, x(t))dt +
0 0t
T t S
+In ){ N'B+N 1I(A+In ] (s))ds}dt—
0 0 0
t TT
—In( t)N 1”n )dsf (s, x(s))dsdt
0 ts
Bu barabarliyi

+T[n )x(t)dt = -AN 1ﬁn(s)dsf(r,x(r))dt—

07

— AN l”n s)dsf (z, x(z))dt +

t

t

+ [t 8+ j j(A+ jn(g)ngf(f, () +

0

soklindo yaza bilorik.

Burada
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=.t(|;(E+ Nlin(s)dsjf(r,x(r))dr

boraborliyini nozors alsaq
t
| (E N7
0

= i f(s,x(s))ds— N ‘fﬁ n(s)dsf (t,x(z))dz

T

n(s)ds] (e, () N[ [ n(s)st (e, x(e))de =

T

borabarliyinin dogrulugunu alirq.

Nohayot,

t TT

In Ifsx s))dsdt :”n (s)dsf (t, x(t)

0 0%

eyniliyinin nozors alsaq
Ax(0)+]n(t)x(t)dt = (A+]n(t)dthIB =N'NB=B
0 0
alarq.
Belolikloa, gostordik ki, (1.2.45) inteqral tonliyinin holli (1.2.33) sortlorini 6doyir.
1.2.2. 9sas naticalar.
Bu bolmodo yarimfaslin iki asas naticasini geyd edocoyik. Birinci asas natico Banaxin
torponmoz  noqto prinsipino  osaslanaraq (1.2.32), (1.2.33) qeyri-lokal sorhad
mosalasinin hallinin varligl vo yegansliyino hosr edilmisdir.
Teorem 2.1. Forz edok ki, asagidak: sortlor 6donir:
(H1). Elo M,;>0 vo M, >0 sabitlori vardir ki, istonilen te [O,T] liclin va ixtiyar1
(x,y)e R*™ vo (X,¥)e R™ iigiin
£(t,%y)- f(t,%, Y] <M, (x=%+|y-¥])

0(t,s,x)-g(t,s, v} < My[x—y]
barabarsizliklori dogrudur:
ogor
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L:s(MlT( MZZTD<1 (1.2.46)

Sorti 6denarso, onda (1.2.32), (1.2.33) geyri-lokal sorhod mosalasinin yegana halli
vardir.
Burada S sabiti

S = max||K(t,s))

0<t,s<T

boraborliyi ilo toyin olunur.
Isbati. Teoremi isbat etmok ii¢iin Banaxin torpanmaz ndqto prinsipindon istifado
edacayik.

F:c(o,T}RrR")—>c(0,T}R")

operatorunu toyin edok:

(P =N B+ [ K s)f(s, )

ot— o

a(s,z, x(r))d r]ds (1.2.47)

burada te[0,T]

Aydindir ki, (1.2.47) boraborliyi ilo toyin olunan (Fx)t) operatorunun
torpanmoz noqtasi (1.2.32)-(1.2.33) geyri-lokal sorhod masalasinin hallidir. Banaxin
sixilmis inikas prinsipinin komayi ilo gostorok ki, (1.2.47) operatoru sixandir, yani
(1.2.32), (1.2.33) moasalasinin yegana holli vardir.

Forz edok ki, x yeC(0,T}R") ixtiyari iki elementdir. Onda ixtiyari te[0,T]

liclin asagidaki miinasibati ala bilorik:

[(FxXt)-(Fy)t) <
oo o i

Burada (H1) sortindon istifado edorok

[(Fx)t)- (Fy)t) <

<[IK(ts) MUX )+ [ olt, s x(s))ds — [ (s, y(s s

0

]ds <
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t

I g(t,s. x(s))ds - j g(t,s, y(s)is

0

< smj{|x(t)_ (1) +

}dtg

< SMlH|x(t)— y(t) + M, [(x(5) - y(s))|ds}dt

0
miinasibatini aliriq. Indi iso berabarsizliyin sag torofindo C([O,T];R”) fozasinin

normasindan istifado edak:

(Fx)e)-(Fy Xt) <
T2
< SMl{T”x— y[+ M, -7||x— y||}
sonuncu barabarsizliyi

(et () < (s -

soklinds yazagq.
Belalikla, son natica olaraq

|[FOxXt)-F(yXt)< Lx-y|
miinasibotini aldiq. Burada (1.2.46) sortini nozoro alsaq F(x)t) operatorunu sixan
operator oldugu alinir. Bu iso 6z névbasinds (1.2.45) inteqral tonliyinin yegano halli
oldugunu gostorir. (1.2.45) inteqral tonliyi (1.2.32), (1.2.33) geyri-lokal sorhad
masalasina ekvivalent oldugundan aliriq ki, (1.2.32), (1.2.33) mosalasinin yegana
halli vardir.

Bu yarim foslin ikinci asas naticasi baxilan sorhod masolasinin he¢ olmasa bir
hollinin olmasina hasr olunmusdur. Bu natico Sauferin torponmoz ndqto hagqindaki
teoremo osaslanmisdir.

Teorem 2.2. Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donir

(H2) f:[0,T]xR"xR" -»R" funksiyas: kosilmozdir vo elo N, >0 sabiti vardir ki,
istonilon t €[0,T] tiglin vo ixtiyari (X, y)e R" {iciin
[t %, y) <N,

barabarsizliyi dogrudur.

S7



Onda (1.2.32), (1.2.33) geyri-lokal sorhad masalasinin [0,T] parcasinda an azi
bir halli vardir.
[sbati: Teoremi isbat etmok {ligiin teoremin sortlori daxilindo (FX)(t)Operatorunun

torponmoz noqtoys malik oldugunu gostormok lazimdir. Bu iso bir ne¢co addimin

komoyi ilo aparilir.

I Addim. Ovvolco gostorok ki, teoremin sortlori daxilinda (FX)(’[) operatoru
c(o,T]:r") fozasinda kosilmozdir. Forz edok ki, {Xn (t)} funksional ardicillig
c(fo,7]: rR") fazasindan gotiirilmisdiir vo X, = X, xec([0,T]:R").

Onda ixtiyari t €[0,T] ligiin

[F(x, Xt)— F(x)t) =

o(s,7,%,,(z))ds

jKa,s)f{s,xn,(s)

S

_ jj) K(t,s)f (s, x,(s)[g(s,7,x,(7))ds| <

0

Ol—,w

< Ik s)(f(s,xn(s)}g(s,r,xn(r))df)_

0

e

Burada (H2) sortini nazors alsaq

[F O X F o) <
(sna0 ot |- ottt

t
Burada f[t,x(t),fg(t,s,x(s))dr} funksiyasmim 6z arqumentlorino nozoron kosilmoz
0

ST max

oldugunu nazors alsaq, N — o0 olduqgda
[(F(x, Xt)— F(x)t)) >0
oldugunu alariq. Sonuncu miinasibat gostorir ki, F(X)(t) operatoru c([o,T}R")

fozasinda kasilmozdir.
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II Addim. Bu addimda biz gosteraciyik ki, F(X)(t) operatoru c(jo,T}R") fozasinda
mohduddur. Bu iso ona ekvivalentdir ki, istonilon 77> 0 {igiin elo | >0 ododi vardir
ki, istonilon
xeB, ={xeC(0,TIR"): x| <7}
ucln
[FOC) <!

borabarsizliyi 6donilir. (H2) sortindon vo licbucaq baraborsizliyindon istifads edorok

F(x)(t]:N‘lB+iK(t,s)f( igsrx dr]ds

f{ j93rx dr]
0

<|N“ic|+STN,.

<

<N+ Ikt s)- ds <
0

Belaliklo
[FOX) <[Ne|+sTN, =1

Bu iso F(x)(t) operatorunun c(jo, T} R") fozasinda mehdudlugunu géstarir.

[T Addim. Gostoracayik ki, F(X)(t) operatoru mohdud ¢oxlugu c([o,T}R") fozasinin
eynidorocodon  kosilmoz funksiyalar fozasina inikas etdirir. Forz edok ki,

&,6, € [O,T] ixtiyari iki noqtadir vo & <&, miinasibati dogrudur. B, iss Il addimda

toyin olunan mohdud goxluqdur. x € B, ixtiyari elementini gotiirak:

F(xX&2)-F(x)é) =
:EK { igsfx deds—

o
et
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=NI i de ](sx(s)ig(s,f,x(f))drjds:

iy f(s,x(s),:[g(s,r, x(f))erds

G

miinasibatini alariq. Buradan iso

ds

F (&) - F(x)&) <

0

(s s)[ o, r,x(f))df)

barabarsizliyini aliriq.

&, — & oldugda sonuncu borabarsizliyin sag torofi sifira yaxinlasir. Beloliklo,

F(X)(t)operatoru kosilmoz olmagla yanasi eyni dorocodon kosilmozdir. Bu iso onu
gostarir ki,

F:c(oTIrR")—>c(oTIRrR")
operatoru tamam kosilmozdir.

IV Addim. Gostarak ki,
A={xec([0,TIR"): x = AF(x)}
coxlugu 0 < 4 <1 {i¢lin mohduddur.
Forz edok ki, miioyyon 0< A <1 ii¢lin X = /1(FX) baraboarliyi dogrudur. Onda ixtiyari

t e[0,T] tigiin
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x(t)= ﬂ,[N "B+ ] K(t,s)f (s, X(s

baraborliyi dogrudur.

) [ 9(s,2x,(c))d rst]

Teoremin sortlorini nozors alsaq vo II addimdakina analoji olaraq t < [0,T] {igiin

O e

Ft) <|N'B|+N,TS
miinasiboti alinar. Nohayot
x| <|N“B[+N;TS =R

qiymatlondirmosi alinar. Sonuncu miinasibat gostorir ki, A ¢oxlugu mohduddur. Bu
159 Sauterin torponmoz noqte haqqindaki teoremin biitiin sortlorini 6doyir. Belslikls,
F(X)(t) operatorunun torpanmoz noqtasi vardir vo (1.2.32), (1.2.33) geyri-lokal

sarhad moasalasinin an azi bir halli vardir. Teorem isbat edildi.

1.2.3. (1.2.32), (1.2.33) sarhad masalasinin hallinin (1.2.33) sarhad sartlorinin sag

torafindan kasilmaz asilihigy.

Asagidaki kimi sorhod mosalalorine baxaq:

= f(t X; ,jgt s, X J te[0,T] (1.2.48)

j=12 (1.2.49)

Teorem 2.3. Forz edok ki, teorem 1-in sortlori dogrudur. BB, eR" ixtiyari
noqtalordir, Xl(t) Vo Xz(t) iso bu noqtolora uygun (1.2.48), (1.2.49) sorhad
masalalarinin hallidir.Onda

X =%, <@~ L)_IHN 71H||Bl ~B,|
qiymotlondirmosi dogrudur.

Isbati. Teorem 1-in biitiin sortlori ddondiyi iiciin (1.2.48), (1.2.49) geyri-lokal sarhad

masalalarinin yegans halli vardir. B; ndqtesine uygun halli X; (t) ilo isaro edok. Onda

x,(t)=N"B, + T[ K(t,s)f {s, x,(s), i 9(s,7,x(r))d rjds (1.2.50)

0
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Vo
X, (t)= N‘lB+IK(t,s)f(s,x ,Jg $,7, % ( drjds (1.2.51)
0 0
boraborliklori dogrudur. (18) vo (19) borabarliklorini torof-torafs ¢ixaq. Onda

&ﬁ%%&)—f(SX() als. 1 (5K —

o'—.‘m

= 1(5,%,(s))

O Ly

a(s,7,%,(z))d r}ds (1.2.52)

boraborliyini alariq.

Bu borabarliyindon asagidaki miinasibati alariq:

\xl(t)—xz(txSz\k(t,s){-(s,xl(s),ig(s,r,xl(r))dr—

— f [s, X, (), JS' g(s, 7, %,(z))d r‘ds + N8, - Bz‘ (1.2.53)
0
(1.2.54) barabarsizliyinin sag torafina (H1) sortini totbiq etsok
T S
% (t) - %, (1) < SMlgﬂxl(s)— X, (s) + g\g(s,r, x,(5))— 9(s,7,%,(z))d 7 }ds +

+[N]B. -8
borabarsizliyini alariq. Buradan iso

%O xt)= N (B, B, +

+ SMljj){\xl(r)— X, () +M 2(})\xl(s)— X, (s)(ds}dr

miinasibatini alariq. Ogar burada c(jo, T} R") fazasinda normaya kegsok

M,T
2 s )

barabasizliyini alariq. Burada L <1oldugunu nazars alsaq

||xl_x2||sHN-1H.||Bl_Bz||+s(M1T)(

% — x| <@- L)‘luN ’1H||Bl - B,

alariq. Teorem isbat edildi.
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1.3. QEYRI-LOKAL SORTLIi VO IMPULS TOSIRLI QEYRI-XOTTI
INTEQRO-DIFFERENSIAL TONLIiKLOR SiISTEMININ HOLLININ
VARLIGI VO YEGANOLIYi

1.3.1. Moasalonin qoyulusu

Asagidaki kimi impuls tasirli inteqro-differensial tonliklor sistemini tadqiq edocayik:
x(t)= f[t.x(t),jg(t, s, x(s))ds], te[0,T] i=t i=12..p (1.3.54)
0
(1.3.54)tonliyi {igiin asagidaki kimi geyri-lokal sarhad mosalasina baxaq
AX(0)+ [ n(t)e(t)it =B. (1.3.55)
0

Forz edok ki, (1.3.54) inteqro-diferensial tonliyinin hoalli (1.3.55) sorhad sorti ilo
yanasi

Xt )~ x(t)=1,(x(t)), i=12,...,p (1.3.56)
impuls sortlorini do 6doyir, burada 0=t, <t <..<t <T,, =T verilmis noqtolordir.

AeR™ vo n(t)e R™ matrislori 6ten paraqraflardaki sortlori ddoyir, yoni det N =0,

.
N = A+In(t)dt. f:[0,T]xR"xR" > R" vo g:[0,T]x[0,T][xR" > R" funksiyalar1 verilmis

0
kosilmoaz funksiyalardir, X(ti+) \&) X(ti_) ilo X(t)funksiyasmln t =t; noqtesindo uygun
olaraq sag vo sol limitloridir.
C([O,T];R”) ilo [O,T] parcasinda toyin olunmus qiymatlori isoR" fozasinda kosilmoz

funksiyalar fozasini isars edacoyik. Aydindir ki, bu foza banax fozasidir vo bu fozada

norma

X = maxxt)

kimi tayin olunur.
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PC([O,T]; R”) ilo [O,T] pargasinda toyin olunmus giymatlori iso R" fazasinda olan
hisso-hisso kosilmoz funksiyalar fozasini isaro edocoyik vo bu xotti foza asagidaki
kimi toyin olunur:

PC0,TFR")={x:[0,T]—> R™ x(t) e C((t t.}R") i=01..p; ()
funksiyasinin t =t; néqtelorinds sonlu sag va sol limitlori vardir; X(ti_)z X(ti )}

Aydindir ki, bu gayda ilo toyin olunan PC([O,T]; Rn) xotti fozasi xottidir vo burada
norma

||x||F,C =maxi| i=0,1,2,...p}

Xe (101

kimi toyin olunur.

Torif. Ogor x(t)e PC(0,T}R") funksiyas: )'((t):f(t,x(t),jg(t,s,x(s))dsJ diferensial

o

tonliyinin hallidirsa vo 0=t, <t; <t, <...<t, <t,,; =T ndqtalorinds

AX(t;)= X(tr)_ x(t;)=1;(x(t;)) i=12,..p

borabarliklori 6donarss vo bundan olave (1.3.55) sorti dogru olarsa, ondax = x(t)

funksiyasi (1.3.54)-(1.3.56) sorhad masalasinin halli adlanir.

Teorem 3.1. Forz edok ki, f eC([0,T]xR"xR":R") g eC(0,T]x[0,T]xR";R" }vo
i=12,...piiciin Ii(X)e C(Rn; Rn)sertlari dogrudur. X(t)e PC([O,T]; R”)funksiyasmm
(1.3.54)-(1.3.56)  sorhod mosoalesinin holli olmasi {giin zoruri vo kafi sort

X(t) e PC([O,T]; R”) funksiyasinin te (ti ,ti+1], 1=012,...p ii¢iin

x(t)=N"B +] K(t,s)f (s, x(s), j 9(s, 7, X(z'))er + Zp: K(t,t, )7, (x) (1.3.57)

i=1

impulsiv inteqral tanliyinin hallinin olmasidir.
1.3.2. Osas naticalar.

Ovvalca (1.3.54)-(1.3.56) sarhad masalasinin hallinin varligi va yeganaliyi tiglin kafi

sartlor tapaq. Bu kafi sort Banaxin torpanmoz ndqto prinsiping asaslanmisdir.
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Teorem 3.2 Forz edok ki, asagidaki sortlor dogrudur.
(H1) Ixtiyari t€[0,T] iigiin vo istonilon (x,y)e R*", (X,y)e R®"iigiin elo M, >0va
> Osabitlori vardir ki,
f(t,xy)- FE% 7] <My (x—x|+]y -V
lg(t,s,x)—g(t,s,y) <M, x|
borabarsizliklori dogrudur.

(H2) Elo I, >0, 1=12,...p sabitlori vardir ki, istonilon X,y € R" ii¢iin
10)=1iy) <kilx-y]

L=S[M1T(

olarsa(1.3.54)-(1.3.56) sorhad masalasinin yegans halli vardir, burada

ogor

M;T}ilij <1 (1.3.58)

i=1

S = max||K(t,s))

0<t,s<T

boraborliyi ilo toyin olunur.
isbatt. F:PC([0,T}R")— PC([0,z}R")

operatoru tayin edok, burada F operatoru

(Fx)(t)zN‘lB+iK(x,s)f(sx igsfx dT]dH

S K ((E) (1.3.59)
=
barabarliyinin kdmayi ils tayin olunmusdur. Bu halda (1.3.57) inteqral tonliyini
x(t)=(Fx)t) (1.3.60)
operator tonlik soklinds yaza bilorik. (1.3.60) barabarliyi gostorir ki, F operatorunun
torpanmoz noqtasi (1.3.57) inteqral tonliyinin vo yaxud (1.3.54)-(1.3.56) sarhad
mosolosinin hallidir. Farz edok ki, X,y e PC([0,z}R") ixtiyari iki elementdir. Onda

ixtiyari te(t;,t,, i=012,...p iicin
IF(x)t)-F(y)Xt)=

65



T[ {( ngTx dr]ds—
—f(sy ngry erds]

+kz:»<<t,tk>[uk<x(tk)>—|k<y(tk>)1s

f[sx igsfx()drjds f[sy :[gSry er
DI SENNEENTE)

Burada (H1) vo (H2) sortlorindon istifads etsok

IF(x)t)-F(y)t) <

s_T[ ts ds +
0

j ds j'gtsy
0

el

miinasibatini alariq.

Sonuncu barabarsizliyi ona ekvivalent olan

IF(x)t)-F(y)t) <
< SMl{T”x— e Ms - y||}+skz:|k|x(tk)_ yit,)

soklinds yaza bilorik. Buradan iso

- Fe <] 5 (1M o B i

miinasibotini alariq.

Beloliklo,

[FO)—-F(y)<Lix-y]
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miinasibatini alariq. Burada (1.3.58) sortini nozors alsaq (1.3.59) barabarliyi ilo toyin
olunan F operatorunun sixan oldugunu alariq. Bu iso onu gostorir ki, (1.3.54)-
(1.3.56) sorhad masoalosinin yegans holli vardir. Teorem isbat edildi.

Bu bélmoenin ikinci osas naticosi sorhod mosalosinin hollinin varligi hagqinda
teoremin isbatina hosr olunmusdur. Bu notico Sauferin torponmoz noqto teoremino
asaslanaraq (1.3.54)-(1.3.56) sorhad mosalasi ti¢lin alinmisdir.

Teorem 3.3. Forz edok ki, asagidak: sortlor 6donir
(H2) Burada forz olnur ki, f:[0,T]xR"xR" >R"va [(x)i=12,..,pfunksiyalari
kosilmozdir vo elo N, >0vo N, >0sabitlori vardir ki, istonilon te[0,T] tli¢lin vo
ixtiyari (x,y)e R" iiiin
[f(t, %, y) <N,
(X)) <N,i=12..,p
barabarsizliklari dogrudur.

Onda (1.3.54)-(1.3.56) geyri-lokal sorhad moasoalasinin [0,T] parcasinda. ©On azi
bir halli vardir.

Isbati: Teoremi isbat etmok {igiin teoremin sartlori daxilindo (Fx)(t)operatorunun

torponmoz ndqtoys malik oldugunu gostormok lazimdir. Bu iso bir ne¢o addimin

komayi ilo aparilir.
I Addim. Ovvoalca gostorok ki, teoremin sortlori daxilindo (FX)(t) operatoru
Pc(f0,T]:R") fozasinda kesilmozdir. Forz edok ki, {Xn(t)} funksional ardicillig
Pc(jo,T]: R") fozasindan gotiiriilmiisdiir vo X, = X, xe PC([0,T]: R").

Onda ixtiyari t €[0,T] ti¢iin

.

J K(t,s)f (s, X, (s), j‘ 9(s,7,x,,(z))ds —

0

[F(x Jt) - F(x)t) <

+

_ ] K(t,s)f (s, X, (s)j g(s, 7, x,(z))ds

0 0

+Z|K(t’tk)|.|lk(xn(tk))_ Ik(X(tk))|S
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< ]‘|K(t,s) f(s, xn(s)jg(s,r, X, (r))dz)-

e

+ki_lu<(t,tk)\-\lk<xn(tk))—lk(x(tk»\.

ds +

Burada (H2) sortini nozors alsaq

IF(x, Nt) - F(x)t) <
f(sx LG dr]—f(sx ats ot df]

£S04 - L (X6

+

t
Burada f(t X(t .[ g(t,s, x(s TJ va [(x)i=12,..,p funksiyalarinin 6z arqumentloring
0

nazaran kasilmoz oldugunu noazars alsaq, N — o0 olduqgda
(F(x, Xt)- F(x)t)) >0
oldugunu alariq. Sonuncu miunasibat gostorir ki, F(X)(t) operatoru pPc([o,T}R")
fozasinda kosilmozdir.
II Addim. Bu addimda biz gdstoraciyik ki, F(X)(t) operatoru pc([o,T}R") fazasinda
mohduddur. Bu iso ona ekvivalentdir ki, istonilon 77> 0 ii¢iin elo | >0 odadi vardir
ki, istanilon
XxeB, = {x e PC([O,T]; R”): ¥ < 77}
ugun
[FOC) <!

borabarsizliyi 6donilir. (H2) sortindon vo ligcbucaq borabarsizliyindon istifado edorok

S

.
=N‘lB+J'K(t,s) ( JQSTX drjds
0 0

+
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Noticads aliriq ki,

K (K, ))1 .

[ ig s,z x( dfj
IR ) (G, ) <

k=1

<N+ ik s) |1 ds +
0

<|N7'B|+S(TN, + pN,).

|FOXt)] <|N*BJ+ S(TN, + pN,) =1.

Bu iso F(x)(t) operatorunun pc(jo,T}R") fazasinda mohdudlugunu géstorir.

I Addim. Gosteracoyik ki, F(X)(t) operatoru mohdud ¢oxlugu pc(o,T}R")

fozasmin eynidorocodon kasilmoz funksiyalar fozasina inikas etdirir. Forz edok ki,

&.& et t,]i=01.., p ixtiyari iki noqtedir ve & < &, miinasiboti dogrudur. B, iso II

addimda toyin olunan mohdud ¢oxluqdur. x € B, ixtiyari elementini gotirok:

FO&,)-F(x(&)=

=]K(fz’5)f s, x(s), [ g(s, 7. x(r ))drjds—

ce—

-t st ot o s -

( ngrx drjds—

jn dz
0

0

;/

o'—.m

g S, 7, x dr]ds—

+
Z |
'—n
VR
>
+
'—' —
N
—
o
N
;/ / \

f[s X(s jg S, 7, x dr}ds+
0

drf(sx jgsrx ))erds=

0
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= Nf[mj J ( _ig 5,7, X(z drjds+

&

+N 1]] n(z)dzf (s, x(s),

as

:NiIAjL:[n(r)err.T!n(r)d]( igs” J:

iy f(s,x(s),:[g(s,r, x(f))erds

G

O ey 0

a(s, 7, x(r))d rst =

boraborliyini alariq. Bu miinasibat gostorir ki,

(s xs)[ s, r,x(f))df)

0

ds

F (X&) - F(x)&) <

barabarsizliyi dogrudur.
Aydindir ki, & — & oldugda sonuncu borabarsizliyin sag torofi sifira yaxinlagir.
Beloaliklos, F(X)(t)operatoru kosilmoz olmaqla yanasi eyni dorocodon kasilmozdir. Bu

159 onu gostarir ki,

F:pPc(o,T}R")— Pc(0, TER")

operatoru tamam kosilmozdir.

IV Addim. Gostarak ki,
A={xec(0TIR"): x=AF(x)}
coxlugu 0 < A <1 {i¢lin mohduddur.
Forz edak ki, miiayyon 0 < 4 <1 ii¢lin X = /1(FX) baraboarliy1t dogrudur. Onda ixtiyari

t [0, T] liglin

x(t):/‘t[NlB+:[K(t,s) [

barabarliyi dogrudur.

O'—.m

g(s erdS+ZKtt ) (x(t, ))j

Teoremin sartlorini nazars alsaq vo II addimdakina analoji olaraq t €[0,T] {igiin
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[F(xt) <|N"*B|+(N,T + pN,)S

miinasiboti alinar. Nohayot
| <[N"'BJ+ (N,T + pN,)S =R

qiymatlondirmosi alinar. Sonuncu miinasibat gostorir ki, A ¢oxlugu mohduddur. Bu
iso Sauferin torpanmoz ndqto haqqindaki teoremin biitiin sortlorini 6doyir. Belaliklo,
F(X)(t) operatorunun torpanmoz noqtasi vardir vo (1.3.54)-(1.3.56) geyri-lokal sarhad

masalasinin an azi bir halli vardir. Teorem isbat edildi.

1.3.3. (1.3.54)-(1.3.56) sorhod masalasinin hallinin (1.3.55) sarhad sortlorinin sag

torafindan kasilmaz asilihigy.

Asagidaki kimi sarhad masalalarine baxagq:

X,(t)= f(t,xj(t),_t[g(t,s,xj(s))dsj, te[0,T] (1.3.60)

j=12 (1.3.61)

A, (0)+ (1t =B,
0

ax;(t)= £, (x,(6))(1.3.62)

Teorem 3.3. Forz edok ki, teorem 1-in sortlori dogrudur. B;,B, eR" ixtiyari

noqtolordir, X,(t) vo X,(t) iso bu noqtoloro uygun (1.3.54)-(1.3.56) sorhod

masalalarinin hallidir. Onda
% =% <@-L)*|N7||B,-B,|

qiymatlondirmosi dogrudur.
Isbati. Teorem 1-in biitiin sortlori ddondiyi iigiin (1.3.54)-(1.3.56) geyri-lokal sorhad

masalalarinin yegans halli vardir. B; ndqtesine uygun halli X (t) ilo isaro edok. Onda

x,(t)= N"B, +] K(t,s)f (s, x,(s), j 9(s,7,x(z))d r}ds + (1.3.63)

0
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Vo

o'—.m

X, (t)= NIB+]K(t,s)f[

gSTX drjds+

DWIEVAAE)

(1.3.64)

borabarliklori dogrudur. (1.3.63) vo (1.3.64) borabarliklorini toraf-torafs ¢ixaq. Onda

t)::[K(t,r){ ( igwx )ds]—

(sl faton »ﬂsﬂm

o'—.m

DG ANRBAAN)

barabarliyini alariq.

(1.3.65) barabarliyindon asagidaki miinasibati alariq:

—x,(t) < }|K(t, s){f (s, x,(s), | (s, 7, x,(z))d rJdS -

O ey 0

- a0t ol e s ST L6t )0 )]

+[N]B. -
(1.3.66) borabarsizliyinin sag torafino (H1) sortini totbiq etsok

% (t)—x, (t) <

ﬂxl(s)— X,(s)+ I|g(s, 7,%(s))- 9(s, 7, %, (r))d rjds +

0

<SM,

O Sy, —

+ skﬁ;ldxl(tk)— X, (t, )+ |N 7B, - B,|

barabarsizliyini alariq. Buradan iso

[x,(t)—x,(t] <[N (B, - B, )| +

50,1, ) e

0

(1.3.65)

(1.3.66)
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miinasibatini alariq. Ogar burada pc([o, T}R") fozasinda normaya kegsak

_ M,T
I~ x| <[ 1H~||Bl—Bz||+SMlT(1+ : J||x1—x2||+

P
+ S 1% = x|
k=1

borabasizliyini alariq. Burada L <1oldugunu nozors alsaq
% =] <@~ L)AHN _1H||Bl — B,

alariq. Teorem isbat edildi.

1.4. I"J(;niiqteli sarhad sarti ils verilon birinci tortib inteqro-diferensial tanliklor

uciin hallin varligi vo yeganaliyi
1.4.1 Masalonin qoyulusu

Bu yarim fosildo

x(t)= f(t,x(t)+ gt s, x(s))ds, te[0,T] (1.4.67)

[ S

soklindos olan inteqro-diferensial tonliklor sistemi iiglin asagidaki kimi tignoqtali
Ax(0)+ Bx(t, )+ Cx(T) =« (1.4.68)
sorhad sortlori daxilindo hollin varligr vo yeganaliyi tigiin kafi sortlor tapilacaqdir.
Burada A,B,C eR™" verilmis sabit matrislordir.c € R" verilmis n—élciilii sabit
vektordur. Forz olunur ki, detN =0 sorti Odonir, burada
N=A+B+C, f:[0,T[xR">R" vo g:[0,T]x[0,T]xR" = R" verilmis funksiyalardir t;
noqtasi 0 <t; <T sortini 6dayir.
Burada da, C([O,T]; R”) ilo [0,T] pargasinda kosilmoz funksiyalar fozasii isaro

edocoyik vo aydindir ki, bu foza Banax fozasinda kdmokgi faktlar.

Ovvalca (1.4.67)-(1.4.68) sorhod masalasinin hallina tarif verak.
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Tarif. Ogor xe C([O,T]; R”) funksiyasi ixtiyar1 t (0,T) ligiin

x(t)= f(t,x(t)+ | glt,s, x(s)Hs

[ S——

diferensial tonliyini, vo (1.4.68) sortini 6doyirso, onda X = X(’[) funksiyas1 (1.4.67),

(1.4.68) sorhod masalasinin halli adlanir.
1.4.2. Komokgi faktlar

Lemma 4.1. Forz edok ki, ye C([O,T]; R") funksiyas1 verilmigdir.
X(t)=y(t) te[0,T] (1.4.69)
diferensial tonliyinin
AX(0)+ Bx(t, )+ Cx(T )=« (1.4.70)

sartini 6dayan hallinin tapilmasina baxaq. (1.4.69), (1.4.70) sorhad masalasinin halli
T
x(t) = N‘1a+IG(t,s)y(s)ds (1.4.71)
0
formulasinin komayi ils verilir, burada

G(t,s):{Gl(t’S)’ te(0,t,]

G, (ts) telt,T]
kimi toyin edilir. G;(t,s)vo G,(t,s) funksiyalar iso

NA, seo,t],
G,(t,s)=<-N*(B+C), se(tt]
_N'C, se(t,T]
NLA te[o,t,]
G,(t,s)=sN*(A+B), telt,t],
-N"C, telt,T]

barabarliklarinin komayi ilo toyin olunur.

Isbati. Ogor x= X() funksiyast (1) tonliyinin hor hansi hollidirss, onda ixtiyari

te (O,T) ucun
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K(t)=x(0)+ [ y(s)ds (1.472)

boraborliyi dogrudur, burada X(O) ixtiyari sabit vektorda. Tolob edok ki, (1.4.72)
barabarliyi ilo toyin olunan funksiyasi (1.4.70) sortlorini 6doyir. Bunun iigiin (1.4.72)
funksiyasinin (1.4.70)-do noazors alaq: Onda

Ax(0) + B(x(o)+tjy(t)dtj+c(x(o)+iy(t)dt] .y

0

borabarliyini alariq. Buradan iso

(A+B+C)x(0)=a - B_[ (t)dt - cj

boraborliyi alinir. detN =det(A+B+C)#0 oldugundan sonuncu baraborlikden

x(0) vektorunu birgiymatli sokildo tayin etmok olar:
x(0)= Nter — N{Bj (t)dt +cj } (1.4.73)

(1.4.73) Dboraborliyi ilo toyin olunan X(O) vektorunun qiymotini (1.4.72)

boraboarliyindo noazors alsaq

t

x(t)=N"a - N{BJ' dt+CI } J'y(s)ds (1.4.74)

0

barabarliyini alariq.

indi iso forz edok ki, te[0,t;] sorti 8donir. Onda (1.4.74) berabarliyinin

asagidaki sokilds yaza bilorik:

x(t)=N"a- NlBU-y ds+j ds]—
0 t

0

— Nlc{jy ds+_[ ds+_[ ds}LJ'
Alinmus baraborlikds inteqrallar1 qruplasdirsaq

x(t)=N"o+(E-N'B-N ‘1C)j y(s)ds —
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= (N TB+NC )tjl y(s)ds — N ‘1C} y(s)ds

t t

miinasibatini alarig, burada E —nin olgiilii vahid matrisdir.
E-N'B-N'C=N*(N-B-C)=
=N"(A+B+C-B-C)=N"A
boraborliyini yuxaridaki boraborlikdo

x(t)=N"a+N lAj y(s)ds—N7*(B + C)]l. y(s)ds —

t
T
—N7'C[y(t)dt
4
boraborliyini alariq.

Asagidaki kimi funksiya daxil edok

N~A, se[0,t]
G, (t;s)=<-N"*(B+C), seltt]
~-N'C, selt,T}]

Daxil edilmis funksiyasinin komayi ilo (1.4.74) barabarliyini t € [O,tl] parcasinda
T
x(t)=N"a+ _[Gl (t,s)y(s)ds
0

soklinds yaza bilarik.
Indi iso forz edok ki, te (tl,T] sorti 6donir. Onda (1.4.74) barabarliyini ona

ekvivalent asagidaki sokildo yaza bilorik:

t t
x(t)= N~ N7B[ y(t)dt - N“C y(t)dt -
0 0

-N ‘1C(j. y(s)ds + } y(s)dsJ + j' y(t)ds + j y(s)ds

Ogor sonuncu baraborlikds uygun inteqrallar1 qruplasdirsaq

x(t)=N"g+(E-N"'B- N-lc)tjl y(t)dt +

0
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+ (E —~N*'C )j y(s)ds— N ‘1C} y(s)ds

%]
baraborliyini alariq. Burada
E-N'B-N'C=N"'A
E-N'C=N*N-C)=N*(A+B)

eyniliklorini nazars alsaq

x(t)=N"a+N ‘1Atj. y(t)dt + N*(A+ B)f[ y(s)ds —

.
~N7C[y(s)ds
t

miinasibatini alariq. Yenidon

N A, te(0,t,],
G,(t,;s)={N*(A+B), telt,t]
~-N"C, telt,T]

funksiyasini daxil etsok, (1.4.74) barabarliyini t € [tl,T] parcasinda asagidaki sokildo

yaza bilarik:
.
x(t)=N"a+ _[Gz (t,s)y(s)ds.
0

Beloliklo,

G, (t,s), te[0,t,]
G,(t,s), telt,T]

e, lt9)-
funksiyasi1 daxil etmakls (1.4.69), (1.4.70) sorhad masalasinin hallini
T
X(t)=N"o + _[G(t, s)y(s)ds
0

soklinds yaza bilarik. Lemma isbat edildi.
Asagidaki kimi geyri-xatti inteqral tonlik daxil edok.

x(t)=N"a+ ]‘G(t, s){ f(s,x(s))+ j 9(s,7,x(z))dz ds. (1.4.75)

Teorem 4.1.(1.4.67)-(1.4.68) sorhod masalasinin hallinin olmasi iiglin zoruri vo kafi

sort (1.4.75) inteqral tonliyinin olmasidir, yani (1.4.67)-(1.4.68) sorhod masalasinin
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holli (1.4.75) inteqral tonliyinin hollidir vo oksinog, (1.4.75) inteqraltonliyinin holli
(1.4.67)-(1.4.68) sorhod masalasinin hallidir.
Teoremin isbati teorem 1.2.1 —in isbatina analoji aparilir.

1.4.3. Osas naticalor.

Asagidaki qayda ilo toyin olunan
F:c(oT}R")>c(o,T}R")

operatoru toyin edok:
(Fx)t)= N"a + ]'G(t, s){ f(s,x(s))+ Js' (s, 7, x(z))dz (ds (1.4.76)

Aydindir ki, (1.4.75) operatorunun kémaoyi ilo diizeldilon X = F(X) operator tonliyi
(1.4.67)-(1.4.68) sorhad mosalasine ekvivalentdir. Bu onu gostorir ki, (1.4.67)-
(1.4.68) sorhod masolosinin hollinin olmast F operatorunun torponmoz ndqtosinin
olmasina ekvivalentdir.
Ik osas notico Banaxin sixilmus inikas prinsipino osaslanmisdir.Forz olunur ki,
asagidaki sortlor 6donilir.
(H1) Elo kasilmaz I(t)Z 0 funksiyasi vardir ki, ixtiyari t<[0,T] vo istonilon X,y € R"
ugun

[F(tx)- L y)<IE)x-y]
borabarsizliyi 6danilir.
(H2) Els kesilmaz m(t)>0 funksiyast vardir ki, ixtiyari te[0,T] Uglin vo istonilon
X,y € R" iiciin

Ig(t, s, x)ds —jg(t, s, y)ds

0

<m(tfx-y]

barabarsizliyi 6danilir.
Teorem 4.2. Forz edak ki, (H1) va (H2) sortlori dogrudur va

L= GWT[I + %} <1 (1.4.77)
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boraborsizlyi 6donilir. Onda (1.4.67)-(1.4.68) sorhod mosolosinin [0,T] parcasinda

yegano holli vardir, burada I:r[rg?]d(t), mzr[rgfaTl)](m(t), G, =0THOT|Gts) isara

edilmisdir.
Isbati.

Teoremin isbat1 Banaxin sixilmis inikas prinsiping asaslanmigdir.

t

M, r[na>]<| (t,0), M, :[OT}%T]!'g(t,s,O)ds

isara edok vo
T? 4

GW{MfT +M, }HN o

r> 2

1-L
Odadini geyd edok. Radiusun r dan morkozi koordinat baslangicinda olan kiironi B,
1sara edok. Aydindir ki,
B, = xeC(0,T]:R"):[x| <r}
Gostorok ki, FB, cB,,yoni F operatoru B, kiirosini 6ziino inikas etdirir. Ixtiyari

X e B, gotiirok.

Onda aydindir ki,

(Fe) =

<

\ a+IGts){ +j951x dr}ds
0

<ot o) ool s
S\\N*au+@e<t,sxnf<s, )~ 1604150+
[l ) o)}t o e

<[N-ia] + Gmaxﬂl(s]x(slds oM+ i(m(fjx(fj M g)dr}ds <

SHN‘lozH+Gm (IremJr +Gm{[mr+ MZQTH
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alariq.

Burada

2

l ]leqgchy

M
Gma{l\/l ol +

oldugunu nazoars alsaq

2
m,T

I(FxXt)| < @-L)r+G [MfT+ }+N‘lagr

alariq. Bu 1so onun gostorir ki, FB, c B, miinasibati 6donir.

Indi iso ixtiyari u,v eC([O,T]: R") gétiirok. Onda

<

IF(u)t)-F(v)t) = (t s){ (s,u(s))— f(s,v(s j (s,7,u(z))- g(s,r,v(r))}dr

< ]'|G(t,s)~|f(s,u(s))— f(s,v(s))ds +

+ ].|G(t’ S)| ' Js.|g(31 7,u(7))-g(s, T,V(r))dzds <

<G, IT max|u v(t)+G mT2 max|u( )-v(t) < GWT{I +m—2T}||u !

Sonuncu barabarsizlikdon aliriq ki,
[Fu)-F)<Lju-v

barabarsizliyi 6danir. (1.4.77) sortina asason L <1 oldugundan sonuncu miinasibat
gostorir ki, F operatoru sixan operatordur. Bu iso ona ekvivalentdir ki, (1.4.76)
operator tonliyinin yegana torpanmoz noqtasi vardir. Bu iso onu gostarir ki, (1.4.75)
inteqral tonliyinin yegano holli vardir. (1.4.75) inteqral tonliyi (1.4.67)-(1.4.68)
sorhod mosolasing ekvivalent oldugundan alinir ki,(1.4.67)-(1.4.68) tonliyinin yegano
holli vardir. Teorem isbat edildi.
Indi iso Saterin torpanmoaz ndqto teoremina osaslanan ikinci osas noticoni verak.

Teorem 4.3. Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donir:
(H3) f:[0,T]xR"—>R"vo g:[0,T]x[0,T]xR" — R"funksiyalar1 6z arqumentlorinin

kiilliistine gora kasilmazdir.
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(H4) Elo M, >0 sabiti vardir ki, borabersizliyi istonilon xeR" vo ixtiyari te[0,T]

ugun
f(t,x)<M,
odonilir.
(H5) Elo N, >0 sabiti vardir ki,
J'g(t,s, x)ds| < N,
0

borabarsizliyi istenilon X € R" vo ixtiyari t €[0,T] tigiin ddonilir.

Onda (1.4.67)-(1.4.68) sorhod mosolasinin [0,T] parcasinda on azi bir halli vardur.
Isbati. Gostorok ki, yuxaridaki sortlor daxilindo F operatoru torponmoz

noqtoys malikdir. Bunu bir ne¢s ardicil addimin kdmaoyi ilo aparaq.

I addim. Gostorok ki, F operatoru C([O,T]:R”) fozasinda kosilmozdir. Forz
edok ki, x, eC([O,T];R”) verilmis ixtiyari funksional ardicilhigdir vo X, =X,

xeC([0,T}R") Onda ixtiyari te[0,T] iigiin

IF(x x)(t)| G(t,s)[f (s, x,(s))— f(s,x(s))+

(9(s,7,%,(7))-g(s,z, x(z))dr]ds <

+

oct— o

S

j; ts]@f s,%,(s))— f(s,x(s))|+j|g(s,r,xn(r))—g(s,r,x(r))dr]ds

0
f vo g funksiyalarinin kesilmoz oldugunu nozers alsaq sonuncu barabersizlikdon
n — oo olduqda
[F(x,)-F(x)] >0
olmas1 alinir. Bu isa F operatorunun C([O,T]; R”) fazasinda kasilmoz olmasi alinir.
II addim. Gostorok ki, Foperatoru C([0,T}R") fozasinda goxlugu mohdud
coxluga inikas etdirir, yani istonilon 77 > 0 {igiin elo g >0 ododi vardir ki, istonilon

xeB, = xeC(0.TER): x| <7}
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liglin HF(X)H < u miinasiboti 6donir.

(H4) vo (H5) sortlorini nozeros alsaq, ixtiyari t [0, T] ticiin

(o) -

N+ ].G(t, s){ f (s, x(t))+ j 9(s, 7, x(z))d r}ds <

s‘N‘la‘+_SHG(t,s)[U(s,x(s))+j|g(s,r, x(r)]dr}ds <

<|N70|+ G TM, + N, ]=
miinasibatini alariq. Buradan iso
O < #
alinir.
III addim. Géstorok ki, F operatoru istonilon mohdud ¢oxlugu C(0,T}R")
fozasmin eynidorocodon kosilmoz funksiyasina inikas etdirir. Forz edok ki,
7,,7,€[0,T] 7, <z, ixtiyari ndqtalordir. B,Il addimda toyin olunan C([O,r], R")

fozasmin mohdud ¢oxlugudur vo X € B, verilmigdir.

| hal. Forz edok ki, 7, 7, €[0,t,] Onda

F (), )= F(x)z, )= 1Aj{ )+ olc, s,x(s))ds}dr—

0

b

N8 +c)j{ (e, x(0)+ [ ole.s, x(s))ds}dr -

72

—NlA]%{f +jgrsx ds}dr+

0 0

N(B+C]L[ +jgrsx ds}dr—
7 0

:NlAT{f +j'grsx ds}dr+
7 0

Nl(B+CJ‘{ +jgrsx ds}dr_
7 0

=ﬂf(rx jgrsx ))ds}dr
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I hal. Forz edok ki, 7, €[0,t;] vo =, e[t, T] Onda

F(x)z,)-F(x)z,)=N ‘%}{ f(z,x(z))+ _t[ 9(z,s, x(s))ds}dr +

+ N A+ B)]g{ f(r,x(z))+ _[ alt,s, x(s))ds}d -

0

NG| fleoxe)+ [ale.s,x(s)s e -

0

N Af| (o) Jole.s oo far +

+N*(B+ C)tl f(r,x(z))+ j 9(z,s,x(s))ds [d7 +
+N ‘lC] _ f(z,x(z))+ .Tf 9(z,s, x(s))ds_dr =

4L 0

=N 1AT _ f(r,x(z))+

O

a(z,s, x(s))ds_dr +

4 NIC]Z_f(r, x(r))+j'g(r,s,x(s))ds_dr+

FN(A+ B)]g_f(r, x(r))+jg(r,s,x(s))ds_dr+

0

t [

+N*(B+ C)J' f(z,x(z))+ I 9(z,s, x(s))ds_dr =

1]t oo+ ol s, (s s e+

+f f(r,x(r))+jg(r,s,x(s))ds_dr _

- T f(z,x(z))+ JT. 9(z,s,x(s))ds d.

l11 hal. Forz edok ki, 7,7, €[t,, T] Onda
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F(x)z,)—F(x)z)=

=N~ (A+B]g[ +jgrsx ds}dr—
0

4

—N‘lCWf +_T[grsx ds}dr—
7 0

I

CN(A+ B)J‘{ (e x(0)+ [gless, x(s))ds}dr +

4

N cj{ f(eox())+ j oles x(s))ds}dr _

2]

N‘l(A+Bf[f +_[grsx dS:|dZ'+
0

5]

N cj{ (e, x()+

2

g(r,s,x<s»ds}dr:

O Sy

_ j{ )+ ole s,x(s))ds}dr.

0

Belolikloa, hor {i¢ halda

F(z, )— F(x)z,) = ]Tf(r, x(r))+j.g(r,s,x(s))ds}dr

51

boraborliyi alinir. Buradan iso
IF(x)z,)- F(x)z,) < I[H 7, X(z _[| (z, s,x(s))ds}dr

barabarsizliyini aliriq.

ogoar 7, —> 7; olarsa sonuncu barabarsizliyin say torafi sifira yaxinlagir.
| —III addimlarin naticosini burada nozoro alsaq vo Arsel teoremini nozoro alsaq
F:C(0,T]:R")>C([0,T]: R") operatorunun tamam kosilmoaz oldugu ahnr.

IV addim. Gostarak ki,

—xeC(0T]:R"):x=AF(x) 2e(01)}

coxlugu mohduddur. xe A gétiirok. Miioyyon 0< A <1 iiciin X=AF (X) baraboarliyi
dogrudur. Onda t €[0,T] tigiin
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x(t)= A{N o+ T[G(t, s){ f(s,x(s))+ 'S[ 9(s, 7, x(r))dz ds

baraborliyi dogrudur.

(H4) va (H5) sertlorini sonuncu berabarlikds nozers alsaq, t €[0,T] diciin
X(t) <N+ G, T[M, + N, ]
qiymatlondirilmasini aliriq. Buradan iso
[X] <N+ G T[M; + Ny ] =
almir. Bu miinasibot gostorir ki, A ¢oxlugu mohduddur. Belsliklo, Saferin torponmoz

noqta haqqindaki teoreminin biitiin sortlori 6donir. Onda F operatorunun torpanmoz

noqtasi vardir. Demali (1.4.67), (1.468) sorhod masalasinin an azi bir halli vardir.
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II FOSIL

QEYRI-LOKAL SORHOD SORTLI DIFERENSIAL VO INTEQRO-
DIFERENSIAL TONLIKLORLO TOSVIR OLUNAN OPTIMAL
IDAROETMO MOSOLOLORININ TODQIiQi

2.1. Qeyri-lokal sarhad sortli diferensial vo inteqro-diferensial tonliklorlo tasvir

olunan optimal idarsetma masalalorinin tadqiqi

Tabiatsiinasligin bir sira problemlorinin riyazi modellori diferensial va inteqro-
diferensial tonliklarlo tasvir olunur. Ela proseslor movcuddur ki, onlar1 xarakterizo
edon parametrlori bilavasito Olgmok olmur. Belo mosololor geyri-lokal sortli
diferensial tonliklorlo tosvir olunur. Belo mosalolor otrafli sokildo A.M. Naxusevin
[6,7] kitablarinda sorh edilmisdir. Diferensial vo inteqro-diferensial tonliklorlo tasvir
olunan optimal idaroetmo mosalolorino [1-3,8,9,12,15,18,19,37,38,42-46] islorindo

baxilmisdir.

2.1.1. Moasalonin qoyulusu. Asagidaki kimi optimal idarsetmo maosolosino baxagq.
Burada optimal idaresetmo masalasi impuls tesirli vo qeyri-lokal sortli inteqro-

diferensial tonliklor sistemi ila verilon sarhad masalasi ila tasvir olunur.

dx F

" ft.x®)ut)+[olt.z.x(c)u(r)dz, 0<t<T, t=t, (2.1.1.)
x(0) + Bx(T) =C, (2.1.2)

AX() = L (x(t),v), i=12..,p, O<t <t,<..<t <T, (2.1.3)
(u(-), [V])eU xI1P = {u(t)e L, [O,T]: u(t)eV,n.e.t € [O,T],Vi € H}, (2.1.4)

burada x(t) eR", f(t,x,u) N-olgiiclii kosilmoz funksiyadir, Be R™,C e R™ —
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verilmis sabit matrislordir, AX(t;) = X(t.") —x(t"), Ii(X,V)—Verilmis n-6l¢iilii miioyyon

funksiyalardir, (u,[v])—idareedici parametrlordir, V € R" vo ITe R™-verilmis qapali,
qabariq, mohdud ¢oxluglardir.
(2.1.1)-(2.1.4) sarhad masalasinin hallari ¢oxlugunda

J(u,[v]) = @(x(0), x(T)) (2.1.5)

funksionalinin minimallagdirilmasi tolob olunur.

Hor bir qeyd olunmus (u(-),[v])eU xITP idarsedici parametrlori iigiin (2.1.1)-
(2.1.4) sorhad mosalosinin halli dedikdo [0,T] t=t, aralifinda toyin olunmus elo
mitloqg kosilmoz x(t):[0,T]—>R"  vektor funksiyalar1 basa diisocoyik ki, bu
funksiyalar t=t, i1=12,...,p noqtolorinds soldan kasilmozdirlor vo sonlu X(t") sag
limitlori vardir. Belo funksiyalar fazasim PC([0,T],R") isaro edok. Aydindir ki, bu
xotti foza banax fozasidir vo burada normani asagidaki kimi toyin etmak olarr:

[X|-. = maxix(®

t[0,T]

burada | |-ilo R"-evklid fozasindaki norma isars edilmisdir.

Hor bir qeyd olunmus (u(-)[v])eU xITP idarcedici parametrlorino uygun
(2.1.1)-(2.1.4) sorhod mosalosinin hallini X(t;u(t),[v]) kimi isars edocayik. Ogor
(U(-)v])eU xITP idarsedicilri ciitii ona uygun X(t;u(t),[v]) (2.1.1)-(2.1.4) sorhod
mosolosinin  holli  (2.1.5) funksionalna minimum qiymot verirss, onda
(u()[v]) eU xT1P idarsedicisino optimal idaroedici deyocoyik. (2.1.1)-(2.1.5)
mosolasinin holli olan {(u(t),[v]),x(t;u(t),[v])} miimkiin prosesino iso optimal proses

deyacoyik.

2.1.2. (2.1.1)-(2.1.3) sarhad masalasinin hallinin varhg.
Forz edok ki, asagidaki sortlor 6donir:

1). |B|<1.
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2). f:0TIxR"xR">R", g:[0,T]x[0,TR"xR"—->R" wvo I,:R"xR™ ->R",
i=12,...,p funksiyalar1 kosilmozdirlor vo elo K>0,G>0, L>0i=12,...,p

sabitlor1 vardir ki,
[ftxu)-f(tyu)|<Kx-y, te[0T] x,yeR";
lgt,7,x,u)—g(t,7,y,u)|<Gx—y|, t,ze€[0T], x,yeR";
V) =Ly, V) <Lx-y, xyeR";

barabarsizliklori 6danilir.
3).
GT?

p
L=(L—|B[)"[KT + +ZLi]<1.

Teorem 2.1.1. Forz edok ki, 1). sorti 6donir. X(-) € PC([O,T], Rn) funksiyasinin
(2.1.1)-(2.1.3) sorhod moasolasinin hoalli olmasi ii¢lin zoruri vo Kkafi sort
X() e PC([O,T], Rn) funksiyasmin asagidaki inteqral tonliyinin halli olmasidir:

x(t)=(E+B)"'C+

+]K(t,f){f(T,X(T),U(T))+jg(r s, x(s),u(s ))ds}dr+

+Zp:K(t,ti)Ii(x(ti),vi) (2.1.6)
burada

E+B)?, 0<r<t
Kt.r)=1ETB =
—(E+B)™B, t<z<T

Isbati. Ogor X =X() funksiyas1 (2.1.1) tonliyinin hollidirss, onda t € (t i)

ucun

j{f(r x(r)u _T[ rsx }d jx(s)ds_
= [x(t)) ~x(O) |+ [x(t;) ~ X&) |+ [xE) - x(t)) |-

= —x(0) - [x(t7) - (&) |- [x(t)) - x(t7) |- ...~ [x(t}) = x(t;) |+ x(t)
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baraborliyi dogrudur. Buradan iso

x(t):x(0)+j{f(r,x(r),u(r))+jg(r,s,x(s),u(s))ds}dr+ DAX(E)  (2.17)
0

0 O<tj<t
baraborliyini aliriq. Burada X(0)-holalik molum olmayan ixtiyari sabitdir. Bu sabiti
toyin etmok iiclin (2.1.7) baraborliyi ilo toyin olunan funksiyanin (2.1.2) sortlorini

O0domosini tolab edok. 1). sortino asason HBH <1 pdonilir, onda E + B matrisinin torsi

vardir vo tors matris ti¢ilin
(E+B)*|<@-[B])"

qiymatlondirmasi dogrudur. Onda

t

(E + BIX(O) =C - B (6 x(O.ul) + [ ot 7. X ) et

0

—B D Ax(t)).

O<t j <T

boraborliyinin dogrulugunu alariq. Burada E + B mastrisinin cirlasmayan oldugunu
nozars alsdaq, (2.1.7) barabarliyindon
x(0)=(E+B)*C-

t

—(E+ B)‘lB]{f (t, x(t),u(t)) + j g(t,7,x(r),u(r)d}dt - (2.1.8)

0

—(E+B)'B ) Ax(t)).

O<t;<T
miinasibatini aliriq. Indi iso (2.1.8) beraberliyi ilo toyin olunan X(0)-mn qiymstini

(2.1.7)-do nazars alag. Onda

S

X(t)=(E+B)*C-(E+B)* Bj{f (s.x(s).u(s) + [ g(s. 7. x(z) u(r)dr}ds -

+ H f(z,x(7),u(r)) + _[ a(z,s,x(s), u(s))ds}dr + D AX(E;) -

S

—(E+ B)‘lB]{f (s,x(5),u(s)) + j g(s,7,x(z)u(z)dr}ds —

0
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—(E+B)™"B ) Ax(t))

0<tj <T

boraborliyini alariq.

Burada

E-(E+B)'B=(E+B)"
eyniliyindon istifads etsok asagidaki miinasibati ala bilorik

x(t)=(E+B)'C+

T

+] K (t,2){f (z,x(2),u(z)) + j g(z,s,x(s),u(s))ds}d 7 +

NI

Belaliklo, gostordik ki, (2.1.1)-(2.1.3) sarhad masalasini ona ekvivalent olan (2.1.6)
inteqral tonliyi soklindo gostormok olar. Bilavasito yoxlamagja omin olmagq olar ki,
(2.1.6) inteqgral tonliyinin halli hom do (2.1.1)-(2.13) sorhad masalasinin hallidir.
Teorem isbat edildi.

Asagidaki kimi P: PC([O,T], R")—> PC([O,T], R“) operatoru toyin edok:

(Px)t)=(E+B)*C+

T

+] K (t,2){f (z,x(2),u(z)) + j g(z,s,x(s),u(s))ds}d 7 +

0

F YKL X)) (2.1.9)

Teorem 2.1.2. Forz edok ki, 1).-3). sortlori ddonilir. Onda istonilon C € R" vo

(u(-), [V])eU xITP {iciin (2.1.1)-(2.1.3) sorhod mosalasinin yegano holli vardir vo bu
hall asagidaki inteqral tonliyin hallidir:

x(t)=(E+B)'C+
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T

+]K(t,r){f(r,x(r),u(r))+j (z,s,x(s) u(s))ds}d 7 + (2.1.10)

0

FY KDL X))

isbati: Forz edok ki, CeR" vo (u(),[v])eU =TI qeyd edilmisdir. (2.1.9)
baraborliyi ilo toyin olunan P: PC([O,T], R”)—) PC([O,T], R”) operatoruna baxag.
Aydindir ki, bu operatorun torponmoz noqtosi (2.1.1)-(2.1.3) sorhod maosolosinin

hollidir. Gostorok ki, P: PC([O,T],R")—) PC([O,T],R”) operatorunun yegana torponmoz

noqtosi vardir. Bunun iigilin istonilon @,We PC([O,T],R”) elementlorini gotiirok.

Onda bu elementlor {i¢lin

(Pa)(®) - (PW)(t)] <

< ].|K(t, s)|-| f (s, v(s),u(s)) — f (s, w(s),u(s))[ds +

J. tr)|

j 7,5,v(s) u(s))—g(z,s, w(s) u(s)jdsd 7| +

+§:\K(t,ti )| - |1 (o(t;),v;) — 1 (w(t v, )| <

s(l—HBH)_l[KT+GT +|Zp1:LlHa)() w()|.., te[0,T]

miinasibatini alariq. Bu miinasibat gostarir ki, istonilon @, W e PC([O,T], Rn) ticlin

[Pv—Pw, < Ljeo— e (2.1.11)

boraborsizliyi dogrudur. (2.1.11) qiymatlondirilmosi gdstorir ki, PC([O,T],R”)
fozasinda toyin oiunan P operatoru sixan operatordur. Ona gora do sixilmis inikas
prinsiping 9sasan PC([O,T], R“) fozasinda toyin olunan va (2.1.10) barabarliyi ils toyin

olunan P operatorunun yegana tarpanmoz noqtasi vardir. Demali,

x(t)=(E+B)'C+
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T

+.T[K(t,r){f (7. x(2),u(z)) + j g(z,s,x(s)u(s))ds}d 7 +

+ZP:K(tati)|i(X(ti)’Vi)-

inteqral tonliyinin PC([O,T], R”) fozasinda yrgano holli vardir. (2.1.10) inteqral tonliyi
(2.1.1)-(2.1.3) sorhad mosalasina ekvivalent oldugundan almir ki, (2.1.1)-(2.1.3)
sorhod mosalosinin do yegana holli vardir. Teorem isbat edildi.

2.1.3. (2.1.1)-(2.1.4) optimal idarsetmoa masolosindo qradientin
hesablanmasi. Ovvalco gostorak ki, 1).-3). sortlori 6dondikds (2.1.1)-(2.1.3) sorhad
mosalasinin halli mohduddur. Dogrudan da, miimkiin idarsedicilor ¢oxlugunun

mohdud olmasini nazars alsaq (2.1.10) bartaborliyindon asagaki baraborliyi alariq:

x(t)=(E+B)'C+

+]-K(t,r)f(r,O,u(r))errZP:K(t,ti)|i(0,vi)+

T

+]K(t’f)fGl(r,s,O,u(s))olsdT+

0

T

(K T0(e.5.(5)u(s)- gle.5.0.u(s s +

0

KA e ()~ (0 e+

P
+ DK (x( ), v) — 1,(0,v)].
i=1
Buradan asanligla almagq olar ki,

L-L)x(t) < (1-”8”)1{|T + QOTTzill} +|(E+B)'C
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giymotlondirmosi dogrudur, burada = max [fE0u), L =max/i(0.V;),
te[0,T Juev vjell

Jo = MaX ‘g(t,r,O,U)( isara edilmisdir. Dogrudan da,

te[0,T Juev
IX(t) < (1—||B||)_1{IT *gOTTZiZ::'i}rH(E + B)ch+(1—||B||)‘{KT +GTT2+Z:L‘ }|x(t]

qiymatlondirilmasini 1). vo 2). sortlorindon istifado etmoklo almaq olar. Buradan iso

X <(1- L)l{(l— HBH){IT 9T iZ::Ii } + H(E + B)ch} =R

2

qiymatlondirilmasi alinir.
Indiiso f(t,x,u), g(t,s,x,u), 1(x,v), ®(x,y) funksiyalari iizorina bazi olavs sortler qoyaq,
hesab edacayik ki, bu sortlor [X < R,ueV,v; e[1,0<t<T ¢oxlugunda dogrudur:
4). f(t,xu) vo g(tsxu) funksiyalasrmin U arqumentino nozoron tdromosi
mohduddur, yani
|f, (t, x,u)u| <K, [U]
g, (&, x,u)u] < Ke[u].
5). f(t,x,u) vo g(t,s,x,u) funksiyalasrinin xva u arqumentlorine nozeron tdromalori
Lipsist sortini 6doyir, yoni
[t x+x,u+a)— f(t,xu)—f txu)x—fxu<

<K,|X" + K, faf’

lg(t,s, x+%,u+T)—g(t,s,x,u)—g,(t,s,xu)x—g,(t,s,xu)i <
<K{|X" + K|

barabarsizliklori dogrudur.

6). I,(x,v), i=01..p funksiyalarinin V arqumentina nozoran tdromosi mohduddur,
yani

1, (v < L)y

barabarsizliyi dogrudur.
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7). 1,(x,v), i=0L..,p funksiyalarinin X vo V arqumentlorino nozoron téromolori
Lipsist sortini 6doyir, yoni

1 (x+ %,V +7) = 1 (%, v) = 1, (3 V)R = 1, (%, v) < L2+ L9
borabarsizliyi 6danilir.
8). ®(x,y) funksiyasinmn birinci tortib xiisusi toromolori mohduddur ve bu xiisusi
toromolor Lipsist sortini 6doyir, yani

‘CDX(X, y) < K4;‘CDy(x, y)( <K;.

D+ %,y + )= B(x, Y)~ (@, (x, y). %)~ (©, (), 9)| < Ke[x? + Koy
Lemma 2.1. Forz edok ki, 1).-4). sortlori 6donilir, (u(t),[v]x(t)) ve
(ut)+u(t),[v+v] x(t)+x(t)) iso (2.1.1)-(2.1.4) optimal idarsetmo mosalosinin iki
miixtolif hollidir. Onda
x(t) < (i +[[¥]) (12)

qiymatlondirilmasi dogrudur. Burada
3
C,=@-L)*—|g|)* maxHKl\/? + Klgsz, max LY /p }

Isbati. (u (t), [V]) \£) (u (t) + U(t), [V + \7]) miimkiin  1daroedicilorini
gotiirok.Onlara uygun (2.1.1)-(2.1.3) sorhod mosoalolorinin hollrini iso X(t) vo
x(t)+ X(t) isara edok. Onda aydindir ki,

x(t)=(E+B)*C+

T

+.T[K(t,r){f (7. x(0).u(z)) + j g(z,s,x(s)u(s))ds}d 7 +

FY KOO,

N

x(t)+x(t)=(E+B)™C+
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+ _T[ K(t, o){f (z,x(z) + X(t)u(z)+0(c)) + j 9(z,s,x(s)+x(s)u(s)+u(s)ds}dz +

+ZP:K(t,ti)li(x(ti)+>—<(ti),vi +V,)

boraborliklori dogrudur. Bu boraborliklori torof-torofo ¢ixsaq asagidaki miinasiboti

alariq:

IK(t o{AF (z,x(7),u(z )+IAg 7,5, %(s),u(s))ds}dz

+Z K&, t)AL(x(L),v),

purada
AF (2, X(2)u(e)) = f (7,X(2) + X(thu(e)+ T(7) - (7, X(2),u(e)).
Ag(z,s,x(s)u(s))=g(z,s,x(s)+ X(s)u(s) + U(s)) - (7,5, x(s) u(s)),
AL(X(E) ) =1 (K(E) + X(E )Y, +5) = 1, (X(E).v,)

1sara edilmisdir.

Burada 2)., 4). vo 6). nozors alsaq

x(t) <1 [B]) I{K|x ) K JT0)+ [(G(s)-+ K2 (o) sy

+(1- ||B||)*1Z (L [xt)|+ L)),

miinasibotini aliriq. Burada iso bozi sadolosdirmolor apardigdan sonra asagidaki

]+

qiymatlondirms alinir

N~

OE <1—||B||>{[Klﬁ e oo mas o S

i=1

+(-[B|) {KT +G%+i|_} (t)
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Belalikls, sonuncu qiymatlondirmani
3 1
(t)<(1- L)l(l—HBH)l{(Klﬁ + wa]uuu + max Lgnﬁ@virjz]
soklindo yazmagq olar. Bu ifadoni iso

010 1) 8 e KT 7 mats -+ )

soklindo yaza bilarik.
Lemma isbat edildi.

Asagidaki kimi Variyasiyalarla tonlik daxil edak:

2 (ex.0(0)20) o xuaG) -

dt

[tz x(z)u(zr))z(z)+ g, (t, 7, x(z) u(z))a(c)dz, 0<t<T, t=t, (2.1.13)

+
ov_.,-.

Az(t) =1, (x(t).v)2(t)+ 1, (xE) v, v, i=12...p,

O=t, <t <t,<.<t <t =T. (2.1.14)

2(0)+ Bz(T)=0. (2.1.15)
Lemma 2.2. Forz edok ki, 1).-6). sartlori 6denilir va (Tr(t),[v] x(t)) lemma 1-do
toyin olunmus funksiyalardir, z(t) funksiyas1 iso variyasiyalarla tonliyin hollidir.

Onda
%(t)- 2(t) < C, (ja” +|V]F ) o<t<T, (2.1.16)

burada

3
C, =max{1-L)*@—|B|) (ZK CZ+K +2K9+K9T2J

(- L)l(1—||B||)1(2K2 +G? +2KIT? + pmax L(ﬁ)j}

<i<p

Isbati. Aydindir ki, (2.1.13)-(2.1.15) boraborliklorini nozers alsaq, onda )_((t)— Z(t)

funksiyas1 asagidaki kimi geyri-lokal sortli sorhod masalasinin hallidir
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Sx(0)- 20 =2 £ @O UERE) - 20+ 6 xhul)a()+

+ (t, x(t)+ x(t),u(t)+a(t))- f (¢, x(t),u(t))—% f(t, x(t),u(t)x(t)-

- S 1O+ (2.1.17)
+I{ 0t 7, X(0),u(0)(X(r)- Z(T))-F%g(t,r,X(T),U(r))U(z-)}dr+

+ JIg(t, T, X(T)+ )_((T), u(z')+ U(z‘))— g(t, T, X(z'), u(r))—% g(t,z,x(z), u(r) )_((T)}d T—

t

_J'i o(t, 7, x(z),u(r)pm(z)dz,

v ou

x(0)—2(0)+ B(x(T)-2(T))=0, (2.1.18)
+ 15 (x(6 )+ X )V, +9) =1 (x(E )V ) - (2.1.19)

Ogoar sonuncu barabarliklori, yoni (2.1.17)-(2.1.19) barabarliklorinin tayin

etdiyi sarhod mosalosini integral inteqral tonlik soklinds yazsaq
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boraborliyini alariq. Burada 3) — 7) sortlorini nozors alsaq

R(0)-2(t) < (- [B]) j( j drjdt+
1-|8|) lH LX)+ Kja)” + I[(Kﬂ)‘((rr+K§|U(r]2)jr}dt+

Bl S (L2 ) + L0 ) 3 B L

i=1 i=1
barabarsizliyini alariq.

Alinmus baraboarsizlikdo bazi sads ¢evirmolor aparsaq

\x(t)—z(t}s(l—uau)‘{K GT2+2L]H (0] +

T

+(1—||B||)_1D{K2|)_<(t)|2 + Kot +I(K§|>—<(r)|2 +

0
P
(O Beht+ 6] 1P S L) L)
borabarsizliyini alariq. Buradan iso

[%(t)-2(t) < @ L)1(1—||B||)1{ (K, %) +

O Ly, —

t

+ K, [a(t) +j(|<29|>‘<(r)|2 + K§|U(r)|"dr)dt +§“L§3)|\7|2}

0
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qiymatlondirmasi alinar. Alinmis qiymatlondirmods lemma 1-in naticasini nozara

alsaq

|%(t)-z(t)|<@-L)*—|B|)™" -
| fctat - oty -

+ ks o s Sl }

qiymotlondirmasini aliriq.

(a + b)2 < Z(a2 + bz) borabarsizliyini alinmis gqiymotlondirmoyo totbiq etsok

() z(t) < @- L) *@-|B]) " x
>@KJQWMMWW)+&WM+
2 2 E 2 P 2
-ﬂKﬁ%mwwmm+wTWW+zuww@
i=1
Buradan

3
[%(t)-2(t) < @~ L)1(1—||B||)‘1(2K2012T + K, +2KIT? + KSQTZ]”U”Z T

+(1- L) -8 oK, TC 2+ 2K T2 + pmax LO ]

kit

miinasibatini aliriq.

3
C, =max{1-L)*(@—|B]) (ZK Cl+K +2K9+K9T2J

(- L)‘1(1—||B||)1[2K2 +G? +2KJT2 + pmax L(f)j}

I<i<p
isara edok. Onda

Ix(t) - 2(0) <G, +v]F)

miinasibatini aliriq. Lemma 2 isbat edildi.

Teorem 2.1.3. Forz edok ki, 1)-8) sortlori 6donir vo bundan slava
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(E +%§(‘)’V‘)}&O, i=12,...p.

Onda (2.1.5) funksionali (2.1.1)-(2.1.4) sortlori daxilinds diferensiallanandir vo onun

gradienti

) - ) BOAWO 1o e 2.1.20)

ou OX

burada
H(t, x,u, )= (v, f(t,x,u)}+j<yx,g(t,r,x,u)>dr,

by (Ut ) =<t ) 15 (% v, ) >
kimi toyin olunmusdur, vo y/(t) funksiyasi iso asagidaki kimi diferensial-forq tonliyi
ticiin sarhad masalasinin hallidir.

dy :_5Hl(t,X,U,l//)

dt SRVt i=12.p, (2.1.21)
Ap(t)= —6';(;("’1)(8' 'g;i"i)+ EJW(ti) i=12,.p (2.1.22)
(E+B Y (T)+B(E+B ) w(0)= (2.1.23)

-B(E+B)’ —q)(x(ggzb’;(f)) —(E+B)* aic(i) .

isbati. Forz edok ki, (u,[v]) vo (U+0,[v+V])evxIT® iki miixtolif miimkiin

idaraedicidir. Onda (2.15) funksionalinin artimi asagidak: soklo diigor
Ju+a,[v+v])-3(u,[v])=

) X(T) z(o)>+<%w,2(r)>+n (2.1.24)

burada
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(O, ) (O 5

ox(0) x(r)

ifadasi ilo toyin olunur. (2.1.24) boraborliyini

o j< - —Xa(i) ©) 1)+
+—(t X(t J.[ t T, X Z(r)+

%g(t,r,x(f),u(f))u(f)]df)dt
0=(4,2(0)+Bz(T))

0=yt ) Azlt)+2 - (x, v, )e(t)+ S,

(2.1.25)

boraborliklori ilo torof-torofs toplayaq, burada w(t)e L([0,T]) hololik ixtiyari

funksiyadir, 1 € R" - iso ixtiyari sabit vektordur. Naticoda

Ju+a,[v+v])-I(u,[v])=
_ <M,Z(o)>+<w, 2(T) +

ox(0) ox(T)

barabarliyini alariq.

Burada

[ -2+ D xto) () 2 ¢ e u(e)ote)

dt  ox ou

‘ j[a_g(t,f,x(r),u(f))z( )+ 38, x(ehu(e ))U(r)}dr)dt _

ou

(2.1.26)
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:_<V/(t|+1) (|+1)+<V/( ) ( )>+
+ 'j WO € xOu(0)2t)at+

J‘fw%«,x<t>,u<t»,u<t>>dt+
W % (et xt)uft)de (et +

o <Jw<r)‘§—g<r,t,x(t>,u<t>>dr,u<t>>dt

barabarliyindan istifads etdok (2.1.26 barabarliyini asagidaki sokilds yaza bilarik

Ju+av+v])-I(u,[v])=

“BA-p(T)<2le)+ Y av )+

+a—”(x(ti WV, )(%Il(xi Vi )+ Elll//(ti )2t )> +7

OX

Indi iso ixtiyari gotiirdiiyiimiiz w(t)e Ly([0,T]) funksiyasim vo Ae€R" vektorunu

asagidaki sistemin holli kimi gotiirak.

dd':’ H (6 x@) () t=t,tefor] (2.1.27)
Aplt,)=- le(x(t)vi)(%(x(ti),vi)+Ej_ o) i=12..p  (2.128)
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%(x(o), X(T))+BA-y(T)=0
oD

T(O)(X(O)’ X(T))+2+y(0)=0

(2.1.29)

(2.1.27)-(2.1.29) barabarliklorine (2.1.1)-(2.1.5) optimal idaraetmo masolosino uygun

parametrik sokildo qosma maosolo adlanur.

Qeyd edok ki, (2.1.29) sistem tonliyindon A€ R" parametrindon azad olmaq olar.
Dogrudan da, agor (2.1.29) barabarliklorini toraf-torafs toplasaq

(E+B ) = p(T) =1 (0) - 22 (x(0), x(2)) - 22 (x(0), X(T))

ox(0)

alariq. Burada E + B" matrisinin torsi oldugundan A € R" parametri iiciin

2=(E+B) [wm— w(0)-22 (x(0), (T )~ ~22 (x(0), (T »}

ox(0) ox(T)
qiymatini aliriq.
A parametrinin tapdigimiz qiymatini (2.1.29) barabarliklorinin birinde nazars alaq.

Onda

A0 O+ (E B'){wm— w(0) -2 (x(0) (7)) -

Il
o

~ 2 (x(0) x(T»}w(m

ox(T)

Alinmis barabarliyin har torafini solda (E + B') matrising vuraq. Noticodo

(E+B')§—g‘;)<x<o>, X(T )+ p(T) -1 (0) -

-2 _(0), x(T»—a%(xm), X(T)+(E+B W(0)=0

ox(0) x(T

barabarliyini alariq. Buradan iso

B'ai—c(l;)u(ox X(T)+ By (0)+ w(T )22 (x(0), X(z)) = 0

borabarliyini alariq. Sonuncu borabarliyi

By (0)+ (T) = a‘z%)(x(o), X(T))-B' ai—?;)(x(O), x(T))

sarhad sartini alirq.
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Indi iso funksionalin artim diisturunun qaliq hiddini qiymetlondirak. Bunun ii¢iin

(2.1.25) boraborliyindon asagidaki miinasibati aliriq:

<O, 5(0)-2t0p+
O, r)-atry

(
+[p((0)+ X(0) x(T)+ X(T)) - #(x(0) (T ))-

< co(x(0)XT)) *“”HM’ X<T>>‘.

X
ox(0) ox(T)
Sonuncu barabarsizlikds 8) va 9) sortlorini nozars alsaq

PPHOXT) 260 (0)

(0

=

<K,|X(0)-2(0)]

<aq>(>;((2>)<(T)), X(T)-2(T )| < K, |%(T)-2(T)],

(x0) + K0)(T)+X(T) - 00} xT)-
(B0 ) (256011) )

ox(0) ox(T)

<

< K4 [(O)" + K, |x(T)’

minasibatlorini alariq. ©gor sonuncu qiymstlondirmolords yuxarida isbat edilmis

lemma 1 vo 2- nin naticalorini totbiq etsok

QCOLOXT) g6 (0| < ., ]! + )

ox(0)
I, a(r)-atry < e (ol + )
[©(x(0)+ X(0), x(T)+X(T))~ ®(x(0) x(T))-
od(x(0), x(T - od(x(0),x(T)) _
_< CD(a(x()o)( )) x(0)>—< CD((?E((')F)( )) x(T)> <

< Ko (] + W] + K, + v ]

qiymatlondirmalarini alarg.
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Bu giymatlondirmalari 7 qaliq haddinds nazars alsaq

il < [2C2 (K, + K, )+ C, (K, + Kl +|V]7)
miinasibatini alariq. Teorem isbat edidi.
2.1.4. Optimallq ii¢iin zaruri sart

(2.1.1)-(2.1.5) optimal idaroetmo masolasindo funksionalin qradienti molum olduqda
asanliqla optimalliq ti¢lin zaruri sortlori almagq olar.

Teorem 2.1.4. Forz edok ki, teorem 2.3-iin biitiin sortlori 6donir. Onda
(u,,[v].)eU x11°
idaraedicisinin (2.1.1)-(2.1.5) optimal idaraetmo masalasindo optimallig1 {i¢iin zoruri

sort istonilon (U7 [V]) elU xIT°P

i<"'u(t, X, (t)u, (t)y. (t)u(t)-u, (b))t +§<hm (%, VbV, —V,.) 20

idaraedicisi tigiin

(2.1.30)
boraborsizliyinin ddonilmoasidir, burada X, (t) - X(t; u., [V] ) w.(O)=yu,v].)
isara edilmisdir.

. p 5 p
Isbati. Sorto osason (2.1.4) miinasibati ilo toyin olunan UxI1 ¢oxlugu L, [O’T]XH

fozasinda gapali vo gabariqdir. Bundan slavo, teorem 3.3-0 asason U xIT’ coxlugunda

J (u’ [V]) funksionali Frese monada diferensiallanandir. Onda teorem 3-o asason [bax
4, soh. 524] (u* , [V]*)e U ><1_[pelementi tizorinda <‘J '(U* , [V] )’ (U’ [V])_(U* , [V] )> 20

borabarsizliyi istonilon (u, [V]) eU xIT’liglin  dogrudur. Buradan vo (2.1.20)
ifadasindon (2.1.30) borabarsizliyinin dogrulugu alinir. Teorem isbat edildi.

Isbat etdiyimiz teoremdon asagidaki notico almir.

Natica. Forz edok ki, yuxarida isbat etdiyimiz teoremin biitiin sortlori 6danilir.
Onda (u,,[v].)eU xI1°

idaraedicinin (2.1.1)-(2.1.5) optimal idarsetmo masoalosinda
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(u,[v) eU x11°

optimallig1 {liclin zoruri sort asagidaki boraborsizliklorinin istonilon

u¢in 6donilmasi zoruridir:

(H,(t,x,(t)u.(t)y. @) ut)-u.(t)dt >0,

o t—

<hivi (Xi* Vi )’Vi _Vi*> 20,

p
i=1

burada x,(t)=x(t;u,,[v].),w.(t)=wl(t;u.,[v].) isars edilmisdir.

2.2. Qeyri-lokal sartli diferensial tonliklorls tasvir olunan optimal idaraetma

masalasindd maksimum prinsipi

2.2.1. Masalanin qoyulusu
Forz edok ki, [0,T] parcasinda idaro olunan proses asagidaki kimi diferensial

tonliklor sistemi 1la tasvir olunur

% = f (t,x,u). (2.2.31)

(2.2.31) diferensial tonliyi iigiin
AX(0)+ [m(tx(t)dt =C, (2.2.32)

sortlorinin 6donilmasi forz olunur. Burada X(t) e R";  f(t,Xx,u) —verilmis n-6l¢ili
vektor funksiyadir; C € R" — verilmis sabit vektordur; m(t)e R™ — verilmis vektor
funksiyadir, U(t) — r-ol¢iilii 6lgiilon mohdud idaroedici vector funksiyadir vo 0z
qiymatlorini bos olmayan mohdud U ¢oxlugundan alir, yoni

u)eU <R, te[0,T] (2.2.33)
Talob olunur ki, elo u(t)eU cR", te[0,T] idaroedicisi tapilsin ki, homin
idaraediciya uygun (2.2.31), (2.2.32) sorhod mosalosinin holli asagidaki fuksionala

minimum giymat versin
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J() :go(x(O),x(I'))+}F(t,x,u)dt. (2.2.34)

Burada forz olunur ki, f(t,x,u), F(t,X,u) vo @(X,Y) funksiyalar1 6z arqumentlorinin

killiisiine goro kosilmozdirlor, X va Yy doyisonlorine nozoron mohdud xiisusi toromolori

vardir. U=u(t)miimkiin idareedisino uygun (2.2.31) - (2.2.32) sorhod mosolossinin
X(t) :[0,T]— R" halli olaraq [0,T] parcasinda miitlaq kesilmaz funksiyalar gotiiriiliir.

(2.2.31)-(2.2.34) mosalosinin halli olan{u(t), x(t,u)} mimkiin proses, yoni
(2.2.34) funksionalina (2.2.31)-(2.2.33) sortlori daxilinde minumum veran proses
optimal proses, u =u(t) idaroedicisi iso optimal idaraedici adlanir.

Forz edak ki, asagidaki sortlor 6danilir:

(A1) detN =0, rme N = A+Im(t)dt.

(A2) f:[0,T]xR"xR" — R" funksiyas1 kasilmozdir va elo K >0 sabiti vardir ki,
| (tx,u) = f(ty,u)<K[x-y, te[0,T], x,yeR"ueU
(A3) L=KTM <1,

burada M = max

0<t,s<T

M(t,s)|, M(t,s)—matris funksiyasi asagidaki barbarliyin kémayi ilo

toyin olunur

N‘1£A+im(s)ds} s <t,

.
- N‘ljm(s)ds, t<s.

t

M (t,s) = (2.2.35)

Teorem 2.2.1. Forz edok ki, A1) sorti 6donilir.
X(-) e C([0,T],R") funksiyasinin (2.2.31)-(2.2.33) sorhad masalasinin miitlaq

kosilmoz halli olmasi {igiin zoruri vo kafi sort homin funksiyanin
T
X(t)=N"C+[M(t,s) f (s,x(s),u(s))ds, (2.2.36)
0

inteqral tonliyinin holli olmasidir, burada M(t,s) matris funksiyas1 (2.2.35)

barabarliyinin komayi ils toyin olunur.
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Teoremin isbati 1 fasildoki analoji teoremin isbat1 kimidir.

Teorem 2.2.2. Forz edok ki, Al) - A3) sortlori ddonilir. Onda istonilon C € R"
iclin vo istonilon geyd olunmus miimkiin idaroedici iigiin (2.2.31) - (2.2.33) sorhad
mosalosinin yegano halli vardir vo bu hall (2.2.36) inteqral tonliyini 6doyir.

Bu teoremin isbati1 da I fosildoki analoji teoremin isbat1 kimidir.

2.2.2. Funksionalin artim diisturu.
Pontryaginin maksimum prinsipini isbat etmok TUcilin, ilk dofo [20] isindo
istifado olunan, artimlar tisulundan istifado edocoyik.
Forz edok ki,u(t),u(t) =u(t) + Au(t), te[0,T]- iki miimkiin idarsedicilordir,
X(t), X (t) = x(t) + Ax(t), t €[0,T] - iso homin idarsediciloro uygun trayektoriyalardir.
Onda aydindir ki, AX(t) asagidaki sorhad mosalasinin hoallidir:
AX(t) = Af (t,x,u), te[0,T] , (2.2.37)

AAX(0)+ [m(t)Ax(t)dt =0 . (2.2.38)
0
Burada Af(t,x,u)= f(t,X,0)— f(t,x,u) ilo f(t, xu)funksiyasinin tam artimi isaro
edilmisdir. Bu halda (2.2.34) funksionalinin artimin1 agsagidaki sokilds yaza bilorik:

AJ(U)=J(U) - J(u) =Ap(x(0),x(T)) + }AF(t, x,u)dt . (2.2.39)

Tutag ki, w(t) € R"- istonilon trivial olmayan vektor funksiyadir va 4 € R" - istonilon

odadi vektordur. ©gor (2.2.37) baraborliyinin hor torofini y/(t) € R" funksiyasina,

(2.2.38) boraborliyini iso A€R" yektoruna skalyar vurub (2.2.39) boraborliyino
vuraq. Bunlar1 nozors alsaq (2.2.34) funksionalinin artim diisturunu asagidaki sokildo

yaza bilorik
AJ(u) = (@) — I (u) = Ap(x(0), x(T)) +

+# JAF (X, U)dt + ] (1 (£), AX(E) — AF (8, %,U))dlt + (2.2.40)
+ </1,AAX(O)+}m(t)Ax(t)>.
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Hisso-hisso inteqrallama diisturundan istifado edorok vo miioyyon qruplasdirmalar

apararaq funksionalin artim diisturunu asagidaki sokildo yaza bilorik

AJ(U) = —]Au H (6, x,u)dt —T[<Au M,Ax(t)>dt +
0 0 OX

+ j<y)(t) L HEw.xU) (t’(;/)/(’ x4, m'(t)4, Ax(t)>dt +

0

B r, . Op op
+ < w(0)+ A'A+ 0) ,AX(0)) + <y/(T) + e ,Ax(T)> + (2.2.41)

+ 1y,
0, ([x@Ix(T)[)- [ or, (Ix[t,
burada
H(tw,xu) =(w(t), f (t,x,u)) — F(t,x,u).

Indi iso forz edok ki, malum olmayan /(t) € R" vektor funksiyasi vo A odadi vektoru

asagidaki sarhod mosalasinin hallidir:

() =— (t’a‘i XY ), te[oT], (2.2.42)
g 09
yO=Kirz 6 v (T) (2.2.43)

(2.2.42)-(2.2.43) sorhod mosalasi parametrik sokildo qosma tonlik adlanir, ¢iinki ham
diferensial tonlikda, hom da sarhad sartlorinde namalum A parametric istirak edir. A1)
sartindon istifado etmoklo (2.2.42)-(2.2.43) sorhad mosalosindon A parametrini yox
etmok olar. Dogrudan da, (2.2.42)-(2.2.43) barabarliklarindon

(s ot .= 20(0)- (1)~ aizg)_f'* (t’a'i XUy

miinasibatini aliriq. Buradan iso

l:(N')l[Zz//(O)—x//(T)— op —]aH(t"/”X’”) dt . (2.2.44)

alinir.
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A parametrinin (2.2.44) ifadasi il tapilmis qiymatini (2.2.42) va (2.2.43)

boraborliklorindo nozars alsaq

)=~ FCLXD ey | 2p(0)-p(r)- S0 [HELEL T epomy
___Op
w(T)= x(T)’ (2.2.45)

barabarliyini alariq.
(2.2.42) vo (2.2.43) boraborliklorini (2.2.41) boraborliyindo nozoro alsaq (2.2.34)

funksionalinim artimi tigiin asagidaki barabarliyi alariq

0

AJ (u)——jA H (., x,u)dt — j< oH (ta'/’ xu) Ax(t)>dt+77U. (2.2.46)

2.2.3. Maksimum prinsipi.

Malumdur ki, Pontryaginin maksimum prinsipinin isbatida iynavari variyasiya
mithiim rol oynayir. Asagidaki kimi u(t) miimkiin idaroedicisinin iynovari

variyasiyasini gotiirok:

ut), teld,0+¢),
u,(t) = { > te[6.0+5) (2.2.47)

burada iynovari variyasiyasmm parametrlori asagidaki sortlori ddoyir. €€[0,T]-
noqtasi u(t)idaroedicisinin diizgiin noqtosidir vo £>0,0+&<T, veU miinasibati
dogrudur. Aydindir ki, yuxarida qeyd olunan sortlor 6dondikds istonilon 6,&,0
parametrlori {icilin u, (t) idaroedicisi do miimkiin idaraedici olur.

Ogor gostars bilsok ki, faza doyisonlorinin u, (t) miimkiin idaraedicisino uygun
Ax,(t)artim1 & tortibdandir, onda optimalliq {i¢iin zoruri sortin anonavi sokli (2.2.46)
formulasindan alinacaqdir. Bu miinasibati A1) - A3) sortlorinin vo (2.2.37), (2.2.38)
sorhod moasalasinin kdmayi ilo ala bilarik. Dogrudan da

AX(t) =}|v| (t,s)[ f (s,x + Ax,0) — f (s, x,0) s +}|v| (t,s)A, f (s, x,u)ds (2.2.48)
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boraborliyi dogrudur. (2.2.48) borabarliyindon
.
|Ax(t)] < Ljax(t)|+ M I A (& x,u)dt.
0
Sonuncu barabarsizlikdon iso
.
[ax(®)] < (L= L) "M [[]Ag f & x,u)]dt. (2.2.49)
0
qiymatlondirilmasi alinir.
Ogor (2.2.49) barabarsizliyindo U(t) =u_(t) gotiirsak
|ax(t)|<Le, te[0,T], L=const>0, (2.2.50)

qiymatlondirmasini alariq.

(2.2.50) giymatlondirmasi gostarir ki, U(t) =u_(t) oldugda

r<AU oH (t,al//, X,u) ,ASX(t)>dt +1,
4 X |

A X(O)])=0(e),

borabarliyi dogrudur, burada A _X(t) = X(t,u_ ) — x(t,u) ~ &.
(2.2.34) funksionalinin (2.2.46) artim diisturundan vo iynavari variyasiyanin

Xassasing asasan

O+¢&

AJ(u)=—[A H(t,y,x,u)dt +o0(). (2.2.51)

baraborliyini alirq.

t=6 - noqtosi u=u(t) idaroedicisinin diizgiin noqtesi oldugundan Teylor

diisturunun kémoyi ilo
AJ(u)=—A H(6,¥(6),x(0),u(0)e +o(¢), veU, 6€[0,T). (2.2.52)
boraborliyini alirq.

(2.2.52) diisturyndan Pontryagin maksimum prinsipi alinir.

Teorem 2.2.3. (Maximum prinsipi) Forz edok ki, (u®(t),x°(t,u’)) prosesi
(2.2.31) - (2.2.34) optimal idaroetmo mosolosindo optimal prosesdir, w°(t) -isa
(2.2.42), (2.2.43) gqosma mosalonin hollidir. Onda sanki biitliin t<[0,T] tigiin
asagidaki baraborlik 6donilir
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max H (t,y° (1), X° (t),0) = H (t.y* (1), X" (1), u° (1))- (2.2.53)

Pontryaginin maxsimum prinsipindan asagidaki naticolor alinir:
Natica 1. Ogor (2.2.31)-(2.2.34) optimal idaroetmo masolosindo f funksiyasi
(x,u) doyisonlorino nozoron xottidirso vo ¢, F funksiyalari uygun olaraq x(0),x(T)
va x(t), doyisanloring nazaron qabariqdirsa, onda maksimum prinsipi optimalliq {igiin

hom zoruri, hom do kafidir. Bu faktin dogrulugu funksionalin (2.2.46) artim

diisturundan alinir. Dogrudan da, f funksiyasi (x,u) doyisenlorine nazoron xatti

oldugundan bu halda funksionalin artim diisturu
T T
AJ(u) = [ A H (L, x,u)dt +o, (JAxO)], Jax(T)|)+ o, (Ax@)[Ht  (2.2.54)
0 0

soklina diisar.

Digor torofdon ¢ vo F funksiyalart x(0),x(T) vo x(t), doyisonlorino nozoron
qabariq oldugundan (2.2.54) beorabarliyinde o, >0, o >0miinasibatlori dogrudur.
Buradan 150 AJ(u)>0 miinasibati alinir.

Bundan sonra forz edacayik ki, f(t,x,u) funksiyasi udayisonins nozoron

diferensiallanandir, U - ¢oxlugu iso qabarigdir. Onda maksimum prinsipindon alinir:

Notico 2. (Xottilosdirilmis maksimum prinsipi). Forz edok ki,
(u®(t),x°(t,u®)), te[0,T] prosesi (2.2.31) - (2.2.34) optimal idaroetmo mosalosindo

optimal prosesdir va y°(t)uygun (2.2.42)-(2.2.43) qosma mosalonin hoallidir. Onda

H Y @), x°®,u’®) o) _ OH (t,y° (1), X" (t),u° (1))
u®(t) ) = max v (2.2.55)
au ' veU ou a
boraborliyi dogrudur.

Qeyd edak ki, (2.2.55) sorti yoxlamagq {i¢iin (2.2.53) sorti ilo miiqayisodo daha
asandir. Lakin, U ¢coxlugunun gabariqliq sorti vo f (t,X,u) funksiyasinin u doyisonino
nozoran diferensiallanmasi sorti (2.2.55) sortinin totbiq olunmasi siniflorini daraldir.

Qeyd etmok lazimdir ki, elo optimal idarsetmo mosalalori mévcuddur ki, onlar
liclin (2.2.55) sorti dogru olur, lakin maksimum prinsipi heg¢ bir informasiya vermir

[21]. Bu fakt xottilosdirilmis maksimum prinsipinin chomiyyastini gostorir.
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Natica 3. (stasionarhq prinsipi). Forz edok ki, (1)-(4) optimal idaroetmo
mosolosindo U c R" - agiq coxlugdur. Onda optimal idaroedici hor bir t€[0,T]

noqtasindo H(t, i, X,u) funksiyasina stasionar qiymot verir, yoni

OH (6, ° (), x°(t),u° (t)) _0
ou .

2.3. Qeyri-lokal sortli inteqro-difernsial tonliklorlo tasvir olunan optimal

idaraetmo masalosindd pontryaginin maksimum prinsipi

2.3.1. Masalanin qoyulusu
Toqdim olunan isds ikindqtali sorhad sorti ilo vo inteqro-diferensial tonliklorlo
tosvir olunan optimal idaroetmo mosalasine baxilmisdir. Ovvalco sarhod masalasinin
hollinin varligi vo yeganoliyi {i¢iin kafi sortlor tapilmisdir. Bundan sonra iso
optimalliq Ucilin birinci tortib zoruri sort olan Pontryaginin maksimum prinsipi
almmisdir.
Forz edok ki, idaraolunan obyektin vaziyyati asagidaki kimi inteqro-diferensial

tonliklorla tosvir olunur:
X(t) = f (t, x(t),u(t))) + jk(t,r, x(7),u(r))dz, t e (t,,t,) (2.3.56)

(1) tonliyi liglin asagidaki kimi iki noqtali sarhad sorti verilmisdir
AX(t) + Bx(t,) =C (2.3.57)
Burada forz edilir ki, f(t,x,u) vo k(t,z,x,u) verilmis n-6l¢ili funksiyalardir vo uygun
olaraq [t,,t,]xR"xR" vo [t,,t,]x[t,,t, ] R" x R" ¢oxluglarinda kesilmozdirlor vo (x,u)
doyisonlorino nozoron ikinci tortibo qodor kosilmoz xiisusi toromolora malikdirlor.
A,BeR™ vo CeR™ olgili verilmis matrislordir, t, vo t, geyd olunmus zaman
anlaridir. u=u(t) r-ol¢iilii hisso-hisso kosilmoz vektor funksiyararidir (sonlu sayda
noqtado I nov kasilmo ndqgtalorine malikdir).
Bu funksiyalar 6z giymotlorinin verilmis bos olmayan mohdud vo kompakt

U < R" ¢oxluqundan alir, yani
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utt)eU cR", telt,t] (2.3.58)
(2.3.58) sortini 6doyan idaraedici funksiyalar miimkiin idaroedici adlanir.

Hor bir geyd olunmus miimkiin idaroedici {igiin (2.3.56), (2.3.57) masalosinin hollori
coxlugunda toyin olunmus funksionalini toyin edok:
J(u) = p(X(t,), x(t)) . (2.3.59)
Burada ¢(x,y) R"xR"g¢oxlugunda toyin edilmis iki dofo diferensiallama skalyar
funksiyadir .
(2.3.56) — (2.3.57) sortlori daxilinds (2.3.59) funksionalina minimal qiymot
veran u =u(t) miimkiin iaroedici optimal idaroedici, (u(t), x(t)) ciitii iso optimal proses

adlanir.

2.3.2. (2.3.56), (2.3.57) sarhad moasalonin hallinin varhgi va yeganoaliyi
Forz edok ki, asagidaki sortlor 6daonir:
). det(A+B) =0

). f:ft, t]xR"xR"—>R" vo k:[t,t, |x[t,,t,Jx R"xR"— R"  funksiyalar

kosilmazdirlor vo elo k>0 vo L >0 sabitlori vardir ki,
|f(t,x,u) = ftyu)|<kx-yteft,t] (x, y)eR™ ueR’
k(t, o, x,u) —k(t, o, y,u)|<L|x—y|
1) 1 =S(k(t, —t,) + L(t, —t,)*)<1, burada
s =max {(A+B) ™ Al|(A+B)*B[}.

Teorem 1. Forz edok ki, I) sorti odonir vo f:[t,,t;[xR"xR" —>R" vo
k:[t,t, [x[t,,t,]x R" x R" — R" funksiyalan kesilmozdirlor. x()eC(ft;;t,}R") funksi-
yasinin (2.3.56) — (2.3.57) mosalosinin miitloq kosilmoz hslli olmasi tigiin zoruri vo

kafi sort onun

x(t)=(A+B)*C +tj|v|(t,s)f (s, x(s),u(s) ds+tj1|v| (t,S)jk(s,f, x(z),u(x)dz ds (2.3.60)

) to to

Inteqral tonliyinin halli olmasidir. Burada,
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(A+B)"A t,<t<s

M(t,s):{_(A_'_ B)—lB,sgtStl

Isbati: Tutag ki, x=x(t) funksiyas: (2.3.56) tonliyinin hallidir. Onda (2.3.56)

tonliyinin har iki torafini t e (t,,t,) araliginda inteqrallasaq

X(t) = x(t,) + j f(s), x(s),u(s)ds + j'{j- K(s, 7, X(z),u(x)d r} ds (2.3.61)

t (b

boraborliyini alariq, burada x(t,) ixtiyari sabit vektordur. (2.3.57) sortindon istifado

edarak x(t,) -1 tapag. Onda

(A+B)x(t,)=C - BT f(t, x(t), u(t)) dt — Btj{jk(t, 7, x(7),u(7)) dr} dt

ty |t
det(A+ B) # 0 oldugundan sonuncu barabarlikdon

X(t,)=(A+B)'C-(A+ B)lstjl f (t, x(t),u(t)) dt —

)

—(A+ B)‘lBij(tlr, X(7), u(r)dr}ds

)

(2.3.62)

X(t,)-in (2.3.62) ilo tapdigimiz ifadosini (2.3.61)-da nozoro alsaq (2.3.60)
borabarliyinin dogrulugu alinar.

Bilavasito yoxlamaqla omin olmaq olar ki, (2.3.60) inteqral tonliyinin halli hom
ds (2.3.56), (2.3.57) sorhad masalasinin hallidir.

Teorem 2.3.1. Forz edok ki, I) — III) sortlori 6donir. Onda istonilon CeR" vo
istonilon miimkiin idaraedici ti¢iin (2.3.56) — (2.3.58) sorhad maosalasinin yegans halli
vardir.

isbati. Asagidaki kimi P:C(ft,,t,]: R")>C(ft,.t, | R") operatoru tayin edok:

(Px)(t)=(A+B)"'C+ ii M (t,s) f (s, x(s),u(s))ds +

t

+tj|v| (t,s)]gk(s,r,x(i),u(r))drds

to 4
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Forz edok ki, ixtiyari CeR" vo ixtiyari miimkiin idareedici qeyd olunmusdur.
Aydindir ki, P operatorunun istonilon torponmoz noqtoesi (5) inteqral tonliyinin
hallidir.

Banaxin sixilmis inikas prinsipinin komayi ilo P operatorunun torponmoz

noqtoyo malik oldugunu gostorak.

w,v e C([t,,t,} R") olsun. Onda ixtiyari t e t,.t,] iigiin
‘(PW)(t) — (PV)(t)‘S Il‘l\/l (tls)H f(s,w(s),u(s))—f (s,v(s),u(s))\ds +

* T\M (t.s)] j\k(s,f,W(r),u(r)) —k(s,7,v(z),u(7))|d 7 ds <

< Skﬂw(s) v(s)|ds +SL [ [jw(s) —v(s)dzds|<

toto
< S(k(t1 —t)+L(t —1) )HW_VHC
Ona gora

|Pw—PV], <S|w-v],.

IIT) sortindon alimir ki, P operatoru sixandir. Ona goro do P operatorunun

torpanmaz noqtasi vardir, yoni (2.3.56) — (2.3.58) masalasinin yegans halli vardir.
2.3.3. Optimalhq iiciin zaruri sort

Asagidaki kimi Hamilton-Pontryagin funksiyasi daxil edok:

HHOUO(0)= (0 EHOUO) + o) Kt xu)r

burada y = w(t) asagidaki kimi qosma tonliyin hallidir:

()= (LX(%;(t),w(t)), 2363)
B(A+B) w(t,)+ A(A+B) w(t)=
=B(A+ B)l%— A(A+B)* ax(i )' (2.3.64)
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Teorem 2.3.2. (Maksimum prinsipi) Forz edok ki, (u°(t),x°(t,u°)) ciitii (2.3.56)-

(2.3.59) optimal idareetmo mosslesinde optimal prosesdir, ° =l//0(t) 1s0 optimal

proses boyunca (2.3.63), (2.3.64) qosma sorhod masalasinin hollidir. Onda istonilon

v eU uclun

max H{t, X°(t),v,y°(t) = H{t, X°(t), u°(t), °(t)).

veU
Isbati. Forz edok ki, {u, X = X(t, u)} Vo {U =U+AU X =X+AX= X(t,U)} iki
miimkiin  prosesdir. Onda  (2.3.56)-(2.3.57) mosoalosi ligiin artimlarla sorhad

maosalosini toyin edo bilorik:

AX(t) =Af (t, x(t), u(t))) +_t[Ak(t,z-, x(r),u(z))dz, te(ty,t,) (2.3.65)

AAX(z, )+ BAx(t,)=0 (2.3.66)
burada Af(x,u,t)zf(?c, ﬁ,t)—f(x,u,t) ilo f(x,u,t) funksiyasinin tam artimi isaro
edilmisdir.

Aydindir ki, (2.3.59) funksionalinin artimini
AJ(u)=3(0)-JI(u)=Ap(x(t, ) x(t,)) (2.3.67)

soklindo gostormak olar. Funksionalin (2.3.67) artimini standart iisullarin komoyi ilo

AJ(U) =—[ A, H (v, %, u,t)dt — }1<Aﬁ oH (‘/’éxx’“’t) ,Ax(t)>dt . (2.3.68)

[
[’}
soklina gotirmok olar, burada 7, :o¢([|x(t0)||,||x(tl)||)— f oy (“Ax(t)||)dt isara edilmisdir.
to
Asagidaki kimi iynoavari variyasiya toyin edok: e (t,,t,] noqtasini, £<(0,7—t,]odadini
vo wvelU vektorunu qeyd edok. Variyasiya olunan araliq tamamilo T parcasina

daxidir. u=u(t) idarsedicisinin iynavari variyasini asagidaki sakilda verak:

veU,¢te(r—¢1]cT,e>0, (2369)

u(t) =u,(1)= {u(t), teT\(r—¢,1]

Gostarak ki, A u(t) miimkiin variyasiyasina uygun A_x(t) hall ¢ tortibdondir. Bunun

tiglin (2.3.65)-(2.3.66) borabarliklorindon
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AX(t) = tlef (s, x(s),u(s)ds + tj M (t, s)jAk(s,r, X(7),u(r)dzds

miinasibaotini almaq olar. Buradan iso
|A,x(t)| < Le, L=const >0 (14)
miinasibatini ala bilorik. (14) barabaorsizliyindon istifado edorak
AJ(U) =-A,H(z,xu,p)e+o(e), veU,relt,,t,]
barabarliyini aliriq. Teorem 3 isbat olundu.
Gostormok olar ki, f funksiyasi (X, u) doyisonlorino nozoron xotti olduqda,
go(x, y) funksiyas1 1s9 (X, y) doyisonlorino nozoron gabariq oldugda maksimum

prinsipi optimalliq {i¢iin hom zoruri, hom do kafi sortdir.

118



NOTICO

Dissertasiya isindo asagidaki miihiim noticolor alinmisdir

1.

Qeyri-lokal sortli vo impuls tosirli qeyri-xotti diferensial tonliklor sistemi
hollin varlig1 vo yeganoliy1 haqqinda teoremlor isbat edilmisdir.

Qeyri-lokal sortli vo impuls tosirli geyri-xatti diferensial tonliklor sisteminin
hallorinin sorhad sortlorindon, diferensial tonliklor sisteminin sag torofindon
vo impuls tosirlordon kosilmoz asililigi liclin kafi sortlor tapilmisdir.
Qeyri-lokal sortli geyri-xotti inteqro-diferensial tonliklor sistemi hollin varligi
vo yeganoliyi hagqinda teoremlor isbat edilmisdir.

Qeyri-lokal sortli vo impuls tesirli geyri-xatti inteqro-diferensial tonliklor
sistemi hallin varlig1 va yeganaliyi haqqinda teoremlar isbat edilmisdir.
Ugnoqtali sorhad sorti ilo verilmis qeyri-xotti inteqro-diferensial tonliklor
sistemi hollin varlig1 vo yeganaliyi haqqinda teoremlor isbat edilmisdir.
Ikindqtoli sarhod sorti ilo verilon inteqro-diferensial tonliklor sistemi iigiin
optimal idaroetmo mosalalorinda optimalliq tiglin variyasional barabarsizlik
va maksimum prinsipi sakinds optimalliq liclin zaruri sartlor tapilmisdir.
Inteqral sorti ilo verilon diferensial tonliklor sistemi tosvir olunan optimal

idaraetmo mosalosinds maksimum prinsipi isbat edilmisdir.
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