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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI 

Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərəcəsi 
Örtüklər nəzəriyyəsi deformasiya olunan bərk cisim mexanika-

sının qalınlıq adlanan bir ölçüsü digər iki ölçüsündən  kiçik olan ci-

simlərin gərginlik-deformasiya vəziyyətini öyrənən sahəsidir. Örtük-

lər nəzəriyyəsi öz təbiətinə nəzərən asimptotik nəzəriyyədir. 

Örtüyün qalınlığının onun digər ölçülərinə nəzərən kiçik olma-

sı örtüklərin hesabatını sadələşdirən müxtəlif tətbiqi nəzəriyyələrin 

yaranmasına səbəb olub. Qeyri-bircins,xüsusi halda çoxlaylı örtüklə-

rin tədqiqi örtüklər nəzəriyyəsində xüsusi əhəmiyyət kəsb edir. Çox-

laylı örtüklər üçün tətbiqi nəzəriyyələrin qurulması uyğun olaraq hər 

bir lay üçün və ya bütün laylar paketi üçün kinematik hipotezlərin 

qəbul edilməsilə ikiölçülü tənliklərin alınmasından ibarət olan iki 

müxtəlif istiqamətdə yerinə yetirilir.Örtüklər üçün mövcud müxtəlif 

tətbiqi nəzəriyyələrin tətbiq olunma oblastlarının təyini, daha dəqiq 

tətbiqi nəzəriyyələrin yaradılması tələbatı və kiçik qalınlıqlı elastiki 

cisimlər üçün bir çox məsələlərin örtüklər nəzəriyyəsinin təqribi tən-

likləri əsasında korrekt həll edə bilməməsi örtüyün gərginlik-defor-

masiya vəziyyətinin elastikiyyət nəzəriyyəsi tənlikləri əsasında tədqi-

qini zəruri edir. 

Klassik elastikiyyət nəzəriyyəsi bütöv mühit mexanikasının 

müstəqil akademik fənninə çevrildiyi vaxtlarda onun əsas hipotezlə-

rindən biri materialın bircinsliyi fərziyyəsi idi. Lakin sonralar məlum 

oldu ki, materialın bircinsliyi fərziyyəsi onun bir sıra real xassələrini 

nəzərə almır. Qeyri-bircins elastiki cisimlərin gərginlik-deformasiya 

vəziyyətinin elastikiyyət nəzəriyyəsinin tənlikləri əsasında öyrənil-

məsi mürəkkəb riyazi məsələlər olsa da, bu yanaşma onların mexani-

ki, həndəsı strukturlarını daha adekvat şəkildə nəzərə alır və yeni 

keyfiyyət effektinin yaranmasına səbəb olur.   

Bir çox hallarda qeyri-bircins materialın xassələrinin öyrənil-

məsi məqsədilə eiastiki materialın elementar funksiyalarla ifadə edi-

lən mexaniki xassələrə malik olması fərz edilir. Bu qeyri-bircinsliyi 

modelləşdirməyə  imkan verir.       

Qeyri-bircins cisimlər üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələləri-

nin həllində asimptotik üsulların tətbiqi xüsusi yer tutur və   iki 



 4  

mühüm istiqamətdə yerinə yetirilir. Birinci istiqamətə aid tədqiqatlar 

elastikiyyət nəzəriyyəsi tənliklərinin üç iterasiya prosesinin superpo-

zisiyasından ibarət asimptotik inteqrallanması metoduna əsaslanır. 

Bu istiqamətin əsası A.L.Qoldenveyzer, M.İ.Hüseyinzadə, A.M.Ko-

los, N.N.Roqaçovanın işlərində yerinə yetirilib. İkinci istiqamət bir-

cins həllər üsuluna əsaslanır və həmin istiqamət İ.İ.Voroviç, Y.A.Us-

tinov, M.F.Mehdiyev, O.S.Malkina, N.N.Bazarenko, M.A.Şlenevin 

işlərində öz həllini tapıb.  

Tədqiqatın obyekti və predmeti. Kiçik qalınlıqlı qeyri-bir-

cins silindrik örtüyün gərginlik-deformasiya vəziyyətinin tədqiqinə 

asimptotik və ədədi üsulların tətbiqi. 

Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri. Elastiki modulları radiusa 

nəzərən xətti qanunla dəyişən radial qeyri-bircins silindrik örtüyün 

yan səthində müxtəlif sərhəd şərtləri verildikdə onun gərginlik-defor-

masiya vəziyyətinin elastikiyyət nəzəriyyəsi tənlikləri əsasında tədqi-

qi; elastiki modulları radiusdan asılı ixtiyari müsbət kəsilməz funksi-

yalar olan silindrik örtüyün burulma məsələsinin tədqiqi; elastiki mo-

dulları radiusa nəzərən xətti qanunla dəyişən radial qeyri-bircins si-

lindrik örtüyün burulma rəqsi məsələsinin tədqiqi; ikilaylı və üçlaylı 

silindirdə elastiki dalğaların yayılması məsələsinin ədədi-analitik 

üsulların  köməyilə öyrənilməsi . 

Tədqiqatın metodları. Tədqiqatın metodikası elastikiyyət  

nəzəriyyəsi tənliklərinin asimptotik inteqrallanması, bircins həllər və 

diskret ortoqonallaşdırma üsullarına əsaslanır. 

Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar.  
- Radial qeyri- bircins kiçik qalınlıqlı silindrik örtük üçün elas-

tikiyyət nəzəriyyəsinin sərhəd məsələlərinin tədqiqi. 

-Radial qeyri-bircins kiçik qalınlıqlı silindrik örtüyün ğərğinlik-

deformasiya vəziyyətini xarakterizə edən asimptotik düsturların təyini. 

- Radial qeyri- bircins kiçik qalınlıqlı silindrik örtüyün burulma 

rəqsi məsələsinin tədqiqi. 

- Radial ikilaylı və üçlaylı silindirdə elastiki dalğaların yayıl-

masının təhlili. 

Tədqiqatın elmi yeniliyi. Dissertasiyada alınan əsas nəticələr 

aşağıdakılardan ibarətdir: 
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- Radial qeyri-bircins silindrik örtüyün gərginlik-deformasiya 

vəziyyəti elastikiyyət nəzəriyyəsi tənlikləri əsasında tədqiq edilmiş, 

qeyri- bircins və bircins həllər qurulmuşdur. Silindrik örtüyün yan 

səthi gərginliklərdən azad olduqda təyin edilmiş həllərin təsnifatı 

aparılmış və birincs həllin yayılan, sadə sərhəd effekti xarakterli, sər-

həd layı xarakterli həllərin cəmindən ibarət olduğu göstərilmişdir. Si-

lindrik örtüyün  gərginlik-deformasiya vəziyyətini hesablamaq üçün 

asimptotik düsturlar alınmışdır. 

- Radial qeyri-bircins silindrik örtüyün yan səthində bircins qa-

rışıq sərhəd şərtləri verildikdə birincs həllin yayılan və sərhəd layı 

xarakterli həllərin cəmindən ibarət olduğu göstərilmişdir. 

- Yan səthi bağlanmış radial qeyri- bircins silindrik örtük üçün 

bircins həllin yalnız sərhəd layı xarakterli həlldən ibarət olduğu mü-

əyyən edilmişdir. 

- Elastiki modulları radiusdan asılı ixtiyari müsbət kəsilməz 

funksiyalar olan silindrik örtüyün burulma məsələsi öyrənilmişdir. 

Silindrik örtüyün yan səthi gərginlikdən azad olduqda burulma məsə-

ləsi üçün bircins həllin yayılan və sərhəd layı xarakterli həllərin cə-

mindən ibarət olduğu göstərilmişdir. Yan səthi bağlanmış silindrik 

örtük üçün burulma məsələsinin yalnız sərhəd layı xarakterli həllə 

malik olduğu alınmışdır.  

-Radial qeyri-bircins silindrik örtüyün yan səthi gərginlikdən 

azad olduqda,yan səth bağlandıqda burulma rəqsi məsələləri öyrənil-

miş, dəqiq və asimptotik həllər qurulmuşdur.     

-Radial ikilaylı və üçlaylı silindirdə oxa nəzərən qeyri-simmet-

rik, oxa nəzərən simmetrik və burulma elastiki dalğalarının yayılması 

məsələləri ədədi-analitik üsulların birgə tətbiqi ilə öyrənilmişdir. Dis-

persiya əyriləri qurulmuş,onların mümkün asimptotikaları təyin edil-

mişdir.    

Tədqiqatın nəzəri və praktiki əhəmiyyəti. Bu iş nəzəri əhə-

miyyət kəsb edir. Örtüklərin tətbiqi nəzəriyyələrinin təsvir edə bilmə-

diyi yeni sinif həllər müəyyən edilmişdir. Alınan asimptotik düsturlar 

vasitəsilə radial qeyri-bircins silindrik örtüyün gərginlik-deformasiya 

vəziyyəti hesablamaq, silindrik örtük üçün mövcud olan müxtəlif tət-

biqi nəzəriyyələrin tətbiq olunma oblastlarını qiymətləndirmək və da-

ha dəqiq tətbiqi nəzəriyyələr qurmaq olar. 
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İşin aprobasiyası və tətbiqi. Dissertasiyanın nəticələri “1
st
 

international science and engineering conference”, Baku Engineering 

University (Baku, 2018) Beynəlxalq konfransında, ХХХIХ Interna-

tional Scientific  Practical conference “Advances in Science and 

Technology (Moskva,2021) Beynəlxalq konfransında, “Riyaziyyatın 

tətbiqi məsələləri və yeni informasiya texnologiyaları” konfransın-

da(Sumqaylt,2021) məruzə edilib. Dissertasiyanın nəticələri elmi jur-

nallarda 6 məqalə və 3 konfrans materialı olmaqla çap olunub. 

Müəllifin şəxsi töhfəsi. İşdə məsələlərin qoyuluşu istisna ol-

maqla tədqiqatın bütün nəticələri  müəllifə məxsusdur. 

Müəllifin nəşrləri. Azərbaycan Respublikasının Prezidenti 

yanında AAK–ın tövsiyə etdiyi nəşrlərdə 6 məqalə, 3 konfrans 

materialı çap edilmişdir. 

Dissertasiya işinin yerinə yetirildiyi təşkilatın adı. 
Dissertasiya işi Gəncə Dövlət Universitetinin “Ümumi texniki 

fənlər və texnologiya” kafedrasında yerinə  yetirilmişdir.  

  Dissertasiyanın struktur bölmələrinin ayrılıqda həcmi 

qeyd olunmaqla dissertasiyanın işarə ilə ümumi həcmi. Disser-

tasiya işi giriş, üç fəsil, nəticə, istifadə olunan ədəbiyyat siyahısı və 

əlavələrdən ibarət olmaqla 129 səhifə həcmindədir. Dissertasiya işi-

nin ümumi həcmi 215871 işarədir (titul səhifəsi 397 işarə, mündəri-

cat 1656 işarə, giriş 23837 , birinci fəsil 82000 işarə, ikinci fəsil 

64000 işarə,üçüncü fəsil 42000 işarə, nəticə 1981 işarə). Dissertasi-

yada 12 sayda şəkil, 90 adda ədəbiyyat mövcuddur. 
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İŞİN ƏSAS MƏZMUNU 

 

     Birinci fəsil “Radial qeyri-bircıns silindrik örtük üçün 

elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən simmetrik məsələsi” adlanır. 

Birinci fəsildə radial qeyri-bircins silindrik örtüyün asimptotik 

nəzəriyyəsi verilir. 

1.1-də zr ,,  silindrik koordinat sistemində 

      0021 ;,2;0,; llzrrr   həcminə malik radial qeyri-

bircins izotrop silindrik örtük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa 

nəzərən simmetrik məsələsinin qoyuluşu verilir. Fərz edilir ki, 

elastiklik modulları radiusa nəzərən     rrrGrG ** ,    xətti 

qanunu ilə dəyişir.Silindrik koordinat sistemində tarazlıq 

tənliklərinin yerdəyişmə vektorunun komponetləri ilə ifadəsi 

aşğıdakı kimidir: 
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Fərz edilir ki, silindrik örtüyün yan səthində  

   .
1110 
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sərhəd şərtləri, onun oturacaqlarında isə örtüyü tarazlıqda saxlayan 

ixtiyari sərhəd şərtləri verilir. 

 (2)-də  ,t   d  funksiyaları  na nəzərən )1(O  

tərtibinə malik  hamar funksiyalardır. 

  parametrinin kiçik olduğunu fərz etməklə asimptotik inteq-

rallama üsulunun birinci iterasiya prosesinə əsasən (1)-in (2) sərhəd 

şərtini ödəyən qeyri-bircins həll adlanan xüsusi həlli qurulur.Qeyri-

bircins silindrik örtük üçün Miçel-Almansi klassik məsələsi tədqiq 

edilir. 

1.2-də (1) tarazlıq tənliklərinin silindrik örtüyün yan səthində    

  0
1110 
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 uEE                                               (3)  

 bircins sərhəd şərtini ödəyən, bircins həllər adlanan bütün həlləri 

qurulur.  

     (1), (3) sərhəd məsələsinin həlli  
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0  olduqda (5), (6) spektral məsələsində elastikiyyət 

nəzəriyyəsi tənliklərinin asimptotik inteqrallanması üsulunun tətbiqi   
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nəticəsində aşağıdakı həllər təyin edilir: 
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(7) həlli (5), (6) spektral məsələsinin 0  ikiqat məxsusi 

ədədinə uyğundur. (7) həlli silindrik örtüyün oxu boyu dartılmasını 

müəyyən edir. 
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 
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bikvadrat tənliyinin kökləridir. 
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tənliyinin kökləridir. 

b)      ....10
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tənliyinin kökləridir. 

 (7), (9)- (14) həllərinin  

       

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
1

)1;3()2(
4

1

1 ;;;
k

kkj

j

j UTUDuu    

 





1

)2;3( ,;
i

iiUF                                               (15) 

       





1

)1;3()2(
4

1

1 ;;;
k

kkj

j

j UTUDuu      

 





1

)2;3( ;
i

iiUF                                        (16) 

cəmi (1), (3) məsələsinin ümumi həllidir. 

1.3-də (7), (9)-(14) bircins həllərinin təsnifatı aparılır. 

Birinci iterasiya prosesilə təyin edilən (7) həlli yayılan həlldir. 

(7) həllinin təyin etdiyi (8) gərginlik vəziyyəti silindrik örtüyün ixti-

yari const  kəsiyində təsir edən qüvvələrin P  baş vektoruna     
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ekvivalentdir: 

 
 

  .3
3

324

00

000 Csh
G

GG
P 








                     (17) 

İkinci və üçüncü iterasiya prosesinə uyğun gərginlik vəziyyəti 

ixtiyari  const  kəsiyində öz-özünə tarazlaşandır. 

İkinci iterasiya prosesi ilə təyin edilən (9), (10) həllinə uyğun 

gərginlik vəziyyəti örtüklərin tətbiqi nəzəriyyəsindəki sərhəd effekti-

ni müəyyən edir. Birinci və ikinci iterasiya prosesinə uyğun (7), 

(9),(10) həlləri silindrik örtüyün daxili gərginlik-deformasiya vəziy-

yətini təyin edir. 

Üçüncü iterasiya prosesi ilə təyin edilən (11)- (14) həlləri sər-

həd layı xarakterinə malikdir. Sərhəd layı xarakterli həllər örtüklərin 

heç bir tətbiqi nəzəriyyəsində təyin edilməyib. Həmin həllərin   pa-

rametrinə nəzərən ayrılışının birinci həddi qeyri-bircins lövhələr 

üçün Sen-Venan sərhəd effektinə ekvivalentdir. 

İkinci və üçüncü iterasiya prosesi ilə təyin edilən həllərə uyğun 

gərginliklər silindrik örtüyün oturacaqlarında lokallaşır və oturacaq-

lardan örtüyün daxilinə doğru eksponensial qanunla sönür. 

(15), (16)-ya əsasən alınır ki, qeyri-bircins silindrik örtüyün 

gərginlik-deformasiya vəziyyəti yayılan, sadə sərhəd effekti və sər-

həd layı xarakterli həllərin cəmindən ibarətdir.  

1.4-də silindrik örtüyün oturacaqlarında sərhəd şərtlərinin ödə-

nilməsi məsələsinə baxılır. Fərz edilir ki, silindrik örtüyün oturacaq-

larında 

                      ,1 
 sl

f


   
 sl

f2


            (18) 

sərhəd şərtləri verilib. 

(18)-ə daxil olan  sf1 ,    2;1,2 sf s   funksiyaları tarazlıq 

şərtlərini ödəyən və   kiçik parametrinə nəzərən  1O  tərtibinə 

malik hamar funksiyalardır. 

(17)-yə əsasən C  sabiti  

 
   



3324

3

000

00

shGG

PG
C




                            (19) 
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bərabərliyi ilə təyin edilir. 

(9)-(14)-ə daxil olan ikj FTD ,,   sabitləri Laqranjın variasiya 

prinsipindən istifadə edilməklə (18) sərhəd şərtlərindən aşağıdakı 
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Burada  10 jjj DDD  ,  10 kkk TTT  , 

 10 iii FFF  -dir.                                        

 ,2,1,, pFTD ipkpjp  sabitlərinin təyini üçün alınan xətti 

cəbri tənliklər sistemlərinin matrisləri uyğun olaraq (20)- (22) sis-

temlərinin matrisləri ilə eynidir. (21), (22) sonsuz xətti cəbri tənliklər 

sistemləri onların sağ tərəfində yerləşən ifadələr müəyyən şərtləri 

ödədikdə həll oluna biləndir. 

1.5-də yan səthi bağlanmış qeyri-bircins silindrik örtük üçün 

elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələsi tədqiq edilir.Fərz edilir ki, silindrik 

örtüyün oturacaqlarında onu tarazlıqda saxlayan sərhəd şərtləri veri-

lir. Göstərilir ki,baxılan məsələ örtüyün oturacaqlarında lokallaşan və 

oblastın daxilinə doğru eksponensial qanunla sönən sərhəd layı xa-

rakterli aşağıdakı həllərə malikdir:    

a)              

   























1

00

00

00
00

)1;3( sincos
3

sin;
k

kkkkk
G

G
Tu 






 

      ,
1

expcoscos 10000 







 


 kkkkk O                 (23) 

         





1

00000

)1;3( cossinsincos;
k

kkkkkk OTu 
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  ,
1

exp 10 







 


kk                                      (24) 

burada k0 lar  

 
0

3

2
2sin 0

00

00
0 




 kk

G

G





                                  

tənliyinin kökləridir. 

b)             

   
























1

0000

00

00)2;3( coscossin
3

;
i

iiiii
G

G
Fu 




  

      ,
1

expsinsin 10000 







 


 iiiii O               

(25) 

         





1

00000

)2;3( sincossincos;
i

iiiiii OFu 
 

  ,
1

exp 10 







 


ii                                      (26) 

burada i0 lər 

 
0

3

2
2sin 0

00

00
0 




 ii

G

G





                                    

tənliyinin kökləridir. 

 (23)-(26) həllərinin   parametrinə nəzərən ayrılışlarının bi-

rinci həddi qeyri-bircins lövhələr nəzəriyyəsindəki Sen-Venan sərhəd 

effektinə ekvivalentdir.(23)-(26)-ya daxil olan naməlum ik FT ,  sabit-

ləri silindrik örtüyün oturacaqlarında verilmiş sərhəd şərtlərindən tə-

yin edilir. 

         1.6-da silindrik örtüyün yan səthində  

,0
1


u  ,0
1


  

bircins qarışıq sərhəd şərtləri, oturacaqlarında isə silindrik örtüyü 
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tarazlıqda saxlayan sərhəd şərtləri verildikdə kiçik qalınlıqlı qeyri-

bircins silindrik örtük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələsinə 

baxılır.            

     Asimptotik inteqrallama üsulunun tətbiqi nəticəsində 0
olduqda aşağıdakı iki qrup həll təyin edilir:  

1)              
 
 

 
 

,21 12
0

)1(















 









ee

tsh

ksh
e

tsh

ksh
Deu

kk
     (27) 

,)1(  Du                                              (28) 

burada    ,
2

)1(
,

2

)1(
21







t
k

t
k


,

2

10

00

00










G

G
t   

 00

0
0

2 






G
e .                                                                             (29) 

2)  

a)                

      

  









 









kk

k

kkkk OTu

10

1

000

)1;3(

1
exp

sincos;

           

(30) 

      





1

000

)1;3( coscos;
k

kkkk OTu   

  ,
1

exp 10 







 


kk                                  (31)  

burada k0 lar  

                                      0sin 0 k                                                 

tənliyinin kökləridir. 

b)           


1

000

)2;3( cossin;
i

iiii OFu   
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  ,
1

exp 10 







 


ii                                                                        

(32)   

       


1

000

)2;3( sinsin;
i

iiii OFu   

  







 


ii 10

1
exp ,                                      (33) 

burada i0  lər 

                       0cos 0 i                                                                

tənliyinin kökləridir. 

(27),(28) həlli yayılan həlldir və həmin həll silindrik örtüyün daxili 

gərginlik-deformasiya vəziyyətini müəyyən edir. Yayılan həll silind-

rik örtüyün ixtiyari const  kəsiyində təsir edən qüvvələrin baş 

vektoruna ekvivalentdir: 

,2 0DdP                                            (34) 

burada  

   
   











 




2

2

1

2
12

100

2

0
0 kshksh

k

t

tshG
d  

   
 
 

 .3
3

22
2

2

1

00

000
21

2








sh

G

GG
kshksh

k

t














  

Üçüncü iterasiya prosesinə uyğun gərginlik vəziyyəti ixtiyari 

const  kəsiyində öz-özünə tarazlaşandır.Üçüncü iterasiya pro-

sesi ilə təyin edilən (30)- (33) həlləri sərhəd layı xarakterinə malik-

dir.  

   Qeyri-bircins silindrik örtüyün gərginlik-deformasiya vəziyyəti 

yayılan və sərhəd layı xarakterli həllərin cəmindən ibarətdir. 

(34)-ə əsasən D  sabiti təyin edilir. (30)-(33)-ə daxil olan na-

məlum ik FT ,  sabitləri silindrik örtüyün oturacaqlarında verilmiş sər-

həd şərtlərindən Laqranjın variasiya prinsipindən istifadə edilməklə 
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təyin edilir. 

Silindrik örtüyün yan səthində  

                                  ,0
1


u  ,0
1


                                                   

bircins qarışıq sərhəd şərtləri,oturacaqlarında isə silindrik örtüyü 

tarazlıqda saxlayan sərhəd şərtləri verildikdə kiçik qalınlıqlı qeyri-

bircins silindrik örtük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələsi tədqiq 

edilir. Göstərilir ki, baxılan məsələ yalnız sərhəd layı xarakterli 

həllərə malikdir.  

1.7-də yan səthi bağlanmış radial qeyri-bircins və bircins silin-

drik örtük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsi məsələsi ədədi həll edilir. 

Alınan nəticələr müqayisə edilməklə qeyri-bircinsliyin gərginlik-de-

formasiya vəziyyətinə təsiri qiymətləndirilir. 

İkinci fəsil “Radial qeyri-bircıns silindrik örtük üçün burulma 

məsələsi” adlanır. İkinci fəsildə radial qeyri-bircins silindrik örtüyün 

yan səthində müxtəlif sərhəd şərtləri verildikdə burulma məsələsinin 

asimptotik nəzəriyyəsi verilir. 

2.1-də elastiki modulları radiusdan asılı ixtiyari kəsilməz funk-

siya olan silindrik örtüyün burulma məsələsinə baxılır. zr ,,  silin-

drik koordinat sistemində silindrik örtüyün burulmasını təsvir edən 

tarazlıq tənliyinin yerdəyişmə vektorunun komponenti ilə ifadəsi aşa-

ğıdakı kimidir: 

 
 

  ,0
2

2

2













































z

u
rG

r

u

r

u

r

rG

r

u

r

u
rG

r

     (35) 

Fərz edilir ki, silindrik örtüyün yan səthi yükdən azaddır  

  ,0














 srr

r
r

u

r

u
rG



                                       (36) 

və örtüyün oturacaqlarında onu tarazlıqda saxlayan  

   ,rf
z

u
rG

lz

z













                                          (37) 

sərhəd şərtləri verilir. 

(37)-də  rf 
 tarazlıq şərtini ödəyən hamar funksiyalardır. 
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(35) tənliyinin həlli  

     ,, zmrvu                                              (38) 

şəklində axtarılır.Burada  zm  funksiyası  

    ,02  zmzm                                              (39) 

şərtini ödəyir. 

(38)-i (35),(36)-da yazdıqda (39)-a əsasən    

   
   

 
 

    ,0

2

2 































rvrG

r

rv
rv

r

rG

r

rv
rvrG



                   (40) 

               
 

,0









 srr
r

rv
rvrG                                                  (41) 

 2;1s  

 sərhəd məsələsi alınır.   

  (40), (41) sərhəd məsələsinin həlli    

    ,,
1

110 







k

z

k

z

kk
kk eBeArvrzAzru



                        (42) 

bərabərliyi ilə təyin edilir. Burada kk BA 11 ,  ixtiyari sabitlərdir.  

constz   kəsiyində təsir edən gərginliklərin .burM  burucu momenti 

üçün     

                       .)(2
2

1

3

0. 

r

r

bur drrrGAM                                    (43) 

bərabərliyi doğrudur.                                 

  rzAzru 00 ,   yayılan həlldir və həmin həll silindrik örtüyün daxili 

gərginlik-deformasiya vəziyyətini təyin edir. (43)-ə əsasən 0A  sabiti 

constz   kəsiyində təsir edən gərginliklərin .burM  burucu momenti 

ilə mütənasibdir: 
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 


2

1

2

.
0

2

r

r

bur

drrrG

M
A



 

Sərhəd layı xarakterinə malik 

                







1

11

k

z

k

z

kk
kk eBeArv


                        (44) 

həlli silindrik örtüyün oturacaqlarında lokallaşır və oblastın daxilinə 

doğru sönür. 

Məsələnin ümumi həlli  yayılan həll və sərhəd layı xarakterli 

həllin cəmindən ibarətdir. 

Silindrik örtüyün oturacaqlarında verilmiş (37) sərhəd şərtlərinin 

ödənilməsi məsələsinə baxılır və kk BA 11 , ixtiyari sabitləri təyin edilir. 

2.2-də elastiki modulları radiusdan asılı ixtiyari kəsilməz funk-

siyalar olan yan səthi bağlanmış, oturacaqlarında isə onu tarazlıqda 

saxlayan gərginliklərin verildiyi radial qeyri-bircins silindrik örtüyün 

burulma məsələsinə baxılır. Həllin sərhəd layı xarakterinə malik ol-

duğu göstərilir.     

  2.3-də bircins həllər üsulu ilə yan səthi yükdən azad və elasti-

ki modulları radiusdan asılı qüvvət funksiyası olan radial qeyri-bir-

cins silindrik örtüyün burulma məsələsi öyrənilir. Baxılan məsələnin 

dəqiq həlli qurulur. Yan səthdə verilmiş bircins sərhəd şərtlərini 

ödətməklə alınan xarakteristik tənliyin köklərinin təsnifatı aparılır və 

həmin köklərə uyğun asimptotik həllər təyin edilir.    

  2.4-də bircins həllər üsulu ilə yan səthi bağlanmış və elastiki 

modulları radiusdan asılı qüvvət funksiyası olan radial qeyri-bircins 

silindrik örtüyün burulma məsələsi öyrənilir. Baxılan məsələnin də-

qiq və asimptotik həlli qurulur.  

2.5-də elastiklik modulu və materialının sıxlığı radiusa nəzərən 

    rmrmrGrG ** ,   

 xətti qanunu ilə dəyişən radial qeyri-bircins silindrik örtüyün 

burulma rəqsi məsələsi tədqiq edilir ( **,mG  müəyyən sabit 

kəmiyyətlərdir).  
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 Silindrik örtüyün burulma rəqsini xarakterizə edən hərəkət tənliyinin 

yerdəyişmə vektorunun komponenti ilə ifadəsi aşağıdakı kimidir:  

         
2

2

0

0

2

2

22

2
22


























 u

G

mu
u

uu
                       (45) 

Burada 
00

,
r

z

r

r
  yeni ölçüsüz dəyişənlər; ,

1

0*
0

m

rm
m 

,
1

0*
0

G

rG
G    

1

1

0 m

G

r

t
 - ölçüsüz kəmiyyətlər; 1m  sıxlıq 

ölçüsünə, 1G  elastiki modul ölçüsünə malik xakarteristik 

kəmiyyətlərdir; 



2

21
0

rr
r orta səthin radiusudur.  

Fərz edilir ki, silindrik örtüyün yan səthi yükdən azaddır:  

,00 














 s

uu
G








                               (46) 

və onun oturacaqlarında  

  ,

0

0







 


 i

l

ef
u

G 







                       (47) 

sərhəd şərtləri verilir (   rəqsin tezliyidir). 

(45) tənliyinin həlli  

      
  ieavu ,,                           (48) 

şəklində axtarılır. 

     Burada  a  funksiyası  

                                                 02   aa .                                               

tənliyinin həllidir.  

(48)-i (45), (46)-da yazdıqda    

      ,0
22

2

2

0
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sərhəd məsələsi alınır. 

(49) tənliyinin  

      .
2
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 YCJCv                        (51) 

həllini (50) sərhəd şərtlərində yazdıqda alınan bircins xətti cəbri 

tənliklər sisteminin qeyri-trivial həllinin varlığından 
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   (52) 

dispersiya tənliyi təyin edilir. 

Burada    
2

3

2

3 , YJ  birinci və ikinci növ Bessel 

funksiyaları; 









2

1

2

0

02 
G

m  dir. 

02   ədədi (52) dispersiya tənliyinin köküdür. 02   

bərabərliyinə əsasən  

                                     

0

0

G

m
i                                    (53) 

Silindrik örtüyün qalınlığını xarakterizə edən  
0

12

2r

rr 
  kiçik 

parametri daxil edilir. 0  olduqda )1(O  şərtini ödəyən 

lar üçün dispersiya tənliyi hesabi sayda   

 



 Ok

k  , 02sin k                                (54) 

köklərinə,   və const  ( 1

0

  , 0 ) olduqda isə 

hesabi sayda      
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köklərinə malıkdir.   

Yerdəyişmə vektorunun və gərginlik tenzorunun komponentlə-

rinin dispersiya tənliyinin (53), (54), (55) köklərinə üyğün asimptotik 

ifadələri təyin edilir.  

2.6-da elastiklik modulu və materialının sıxlığı radiusa nəzərən 

xətti qanunla  dəyişən yan səthi bağlanmış radial qeyri-bircins silind-

rik örtüyün burulma rəqsi məsələsinə baxılır. Məsələnin dəqiq həlli 

qurulur.Dispersiya tənliyinin köklərinin asimptotikası təyin edilir, 

həmin köklərə uyğun yerdəyişmə vektoru və gərginlik tenzoru kom-

ponentləri üçün asimptotik ifadələr alınır.  

Üçüncü fəsil “Radial ikilaylı və üçlaylı silindirdə elastiki dal-

ğaların yayılması” adlanır. Üçüncü fəsildə radial ikilaylı və radial üç-

laylı silindirdə elastiki dalğaların yayiılması ədədi və analitik üsulla-

rın birgə tətbiqi ilə öyrənilir. 

3.1-də yan səthi yükdən azad olan radial üçlaylı silindirdə oxa 

nəzərən qeyri simmetrik elastiki dalğaların yayiılması məsələsi ədədi 

həll edilir. -dalğa ədədinin  -tezliyindən asılılığını göstərən 

  tt   disperiya əyriləri qurulur. 

     “ k ” nömrəli layın gərginlik tenzorunun 
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komponentlərini axtarılan vektorun komponentləri olaraq seçməklə 
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 xüsusi törəməli tənliklər sistemi alınır.  

Burada kG ilə “ k ” nömrəli layın  sürüşmə modulu, kv ilə 

Puasson əmsalı, km  ilə materialın sıxlığı ilə işarə edilib.     

Silindri təşkil edən layların kontaktlıq şərtinə əsasən  
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  silindrin yan səthi yükdən azad olduğuna əsasən 
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bərabərlikləri doğrudur  2,1s . Burada kk 21 ,  uyğun olaraq       

“ k ” nömrəli layın   daxili və xarici radiuslarıdır. 

(56)- (58) məsələsinin həllini 

 ,)(k
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)(ku , )(ku  
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sərhəd məsələsi alınır. 

Burada  Tkkkkkk

k uuuy )(~),(~),(~),(~),(~),(~)( )()()()()()(  

axtarılan vektor funksiyadır; .6,1,;),,,( )(  jianA k

jik 

.2,1;3,2,1  sk    

 (59) məsələsi diskret ortoqonallaşdırma üsulu ilə həll edilərək 

)( tt  dispersiya asılılığı təyin edilir. t  həqiqi məxsusi  ədədləri 

silindrin oxu boyu yayılan və enerji daşıyan bircins elastiki dalğaları,

t  kompleks məxsusi ədədləri isə enerji daşımayan qeyri-bircins 
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elastiki dalğaları təyin edir. ;
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3,0321  vvv ; ;1,011  ;4,021   ;7,013   123   olduqda 

  tt   həqiqi dispersiya əyriləri qurulur. 

3.2-də daxili və xarici layları eyni elastiki xassələrə malik bərk 

materialdan, orta layı isə yumşaq materialdan təşkil edilmiş radial 

üçlaylı sonsuz silindirdə oxa nəzərən sımmetrik elastiki dalğaların 

yayılması məsələsi öyrənilir. Radial üçlaylı silindir üçün disperiya 

əyriləri asimptotik və ədədi üsulların birgə tətbiqi ilə qurulur.

   0;0;   nöqtəsinin ətrafında birinci dispersiya əyrisi üçün  
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                                              

asimptotik ifadəsi təyin edilir.  

      ,   










const


lim  olduqda disperiya əyrilərinin  

mümkün asimptotikaları müəyyən edilir.  

       
1

2

G

G
-nisbəti kiçik parametr olduqda  ,  müstəvisində həqiqi 

  tt   dispersiya əyrilərinin  t,0  başlanğıc nöqtələri tapılır.  

1;6,0;5,02,0;2,0;02,0 23132111

1

2

1

2  
m

m

G

G
olduqda 

dispersiya əyriləri qurulur (şəkil 1).  

 -nın 0-dan 1,68-ə qədər artması ilə (0,0) nöqtəsindən çıxan 

birinci dispersiya əyrisi bucaq əmsalı eninə elastiki dalğanın bərk 

laylarda yayılma sürətinə bərabər olan düz xəttə yaxınlaşır. 68,1

qiymətindən başlayaraq, dispersiya əyrisinin asimptotu bucaq əmsalı 

uzununa elastiki dalğanın yumsaq layda faza sürətinə bərabər olan 

düz xəttdir.  -nın artması ilə birinci dispersiya əyrisi üçün asimptot 

bucaq əmsalı  silindrin sərbəst səthi boyu yaylıan Reley dalğalarının 
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faza sürətinə bərabər olan düz xəttdir.  -nın artması ilə ikinci dis-

persiya əyrisi bucaq əmsalı uzununa elastiki dalğanın bərk laydakı 

faza sürətinə bərabər olan düz xəttə yaxınllaşır. 78,248,1   diapa-

zonunda dispersiya əyrisinin asimptotu bucaq əmsalı eninə elastiki 

dalğanın bərk laydakı faza sürətinə bərabər olan düz xəttdir.  

78,2  olduqda  -nın artması ilə dispersiya əyrisi bucaq əmsalı 

uzununa elastiki dalğanın yumşaq layda sürətinə bərabər olan düz 

xəttə yaxınlaşır. 

 
Şəkil.1 

 

 

3.3-də daxili və xarici layları eyni elastiki xassələrə malik bərk 

materialdan, orta layı isə yumşaq materialdan təşkil edilmiş radial 

üçlaylı sonsuz silindirdə elastiki burulma dalğalarının yayılması mə-

sələsinə baxılır.    0;0;  -ın ətrafında birinci dispersiya əyrisi 

üçün     
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asimptotik ifadəsi təyin edilir.  

    Həqiqi   tt   dispersiya əyrilərinin  t,0  başlanğıc 

nöqtələri təyin edilir və

1;6,0;5,02,0;2,0;02,0 23132111
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olduqda dispersiya əyriləri qurulur (şəkil:2).  

 -nın 0-dan 5,48-ə qədər artması ilə (0,0) nöqtəsindən çıxan 

birinci dispersiya əyrisi   bucaq əmsalı eninə elastiki dalğanın bərk 

layda yayılma sürətinə bərabər olan düz xəttə yaxınlaşır. 48,5  

qiymətindən başlayaraq dispersiya əyrisinin asimptotu bucaq əmsalı 

eninə elastiki dalğanın yumsaq layda faza sürətinə bərabər olan düz 

xətdir. 865,0 olduqda silindirdə iki yayılan dalğa movcuddur. 

-nın artması ilə dispersiya əyrisi bucaq əmsalı eninə elastiki dalğanın 

bərk layda faza sürətinə bərabər olan düz xəttə yaxınlaşır.  , 

   










const


lim       olduqda dispersiya əyrilərinin asimpto-

tu bucaq əmsalı  
1

2

2

1

G

G

m

m
 -ə bərabər olan düz xətdir.  
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3.4-də radial ikilaylı silindirdə oxa nəzərən simmetrik elastiki 

dalğaların  yayılması məsələsi öyrənilir. Daxili layı bərk , xarici layı 

isə yumşaq materialdan təşkil edilmiş silindirdə

03,1,1,99,0;2,0;01,0 221211

1

2

1

2  
m

m

G

G
 olduqda dispersiya 

əyriləri qurulur (şəkil:3). 36,1  qiymətindən başlayaraq silindirdə 

iki dalğa yayılır. Vahid normal hipotezə əsasən qurulmuş tətbiqi nə-

zəriyyə əsasında ikilaylı silindirdə elastiki dalğaların yayılması məsə-

ləsi üçün dispersiya əyriləri qurulur (qırıq xətlərlə göstərilib). Birinci 

modada 2  şərtini ödəyən tezliklər üçün tətbiqi nəzəriyyə əsa-

sında alınan nəticələr üçölçülü məsələnın həllindən alınan nəticələrə 

yaxındır. İkinci modada tezliyin 5  qiymətlərində tətbiqi nəzəriy-

yədən alınan nəticələrin üçölçülü məsələnın  həllindən alınan nəticə-

lərdən fərqi kiçikdir. 
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NƏTİCƏ 

Dissertasiya işi kiçik qalınlıqlı qeyri-bircins silindrik örtüyün 

gərginlik-deformasiya vəziyyətinin elastikiyyət nəzəriyyəsinin tən-

likləri əsasında tədqiqinə həsr edilib. İşdə aşağıdakı nəticələr alınıb: 

1. Elastiki modulları radiusa nəzərən xətti qanunla dəyişən kiçik qa-

lınlıqlı  silindrik örtük üçün elastikiyyət nəzəriyyəsinin oxa nəzərən 

simmetrik məsələləri asimptotik inteqrallama üsulunun tətbiqi ilə 

öyrənilib. Qeyri-bircins və bircins həllər qurulub. Silindrik örtüyün 

gərginlik-deformasiya vəziyyətinin xarakteri müəyyən edilib. Si-

lindrik örtüyün yan səthi gərginliklərdən azad olduqda təyin edil-

miş birincs həllin yayılan, sadə sərhəd effekti xarakterli, sərhəd la-

yı xarakterli həllərin cəmindən ibarət olduğu göstərilib. Mövcud 

tətbiqi nəzəriyyələrin təsvir edə bilmədiyi yeni sinif həllər təyin 

edilib. Silindrik örtüyün  gərginlik-deformasiya vəziyyətini hesab-

lamaq üçün asimptotik düsturlar alınıb. 

2. Elastiki modulları radiusa nəzərən xətti qanunla dəyişən kiçik qa-

lınlıqlı silindrik örtüyün yan səthində bircins qarışıq sərhəd şərtləri 

verildikdə birincs həllin yayılan və sərhəd layı xarakterli həllərin 

cəmindən ibarət olduğu göstərilib. 

3. Elastiki modulları radiusa nəzərən xətti qanunla dəyişən kiçik qa-

lınlıqlı silindrik örtüyün yan səthi bağlandıqda həllin yalnız sərhəd 

layı xarakterli həlldən ibarət olduğu müəyyən edilib. 

4.   Radial qeyri-bircins silindrik örtük üçün burulma məsələsi silind-

rik örtüyün yan səthində müxtəlif sərhəd şərtləri verildikdə tədqiq 

edilib. Silindrik örtüyün yan səthi gərginlikdən azad olduqda bir-

cins həllin yayılan və sərhəd layı xarakterli həllərin cəmindən iba-

rət olduğu, örtüyün yan səthi bağlandıqda isə məsələnin yalnız sər-

həd layı xarakterli həllə malik olduğu gostərilib.         

5. Radial qeyri-bircins silindrik örtüyün yan səthi gərginlikdən azad 

olduqda və yan səthi bağlandıqda örtüyün burulma rəqsi məsələləri 

tədqiq edilib. Tezliyin müxtəlif qiymətlərində gərginlik-deformasi-

ya vəziyyətinin təyini üçün asimptotik ifadələr alınıb. 

6. Radial ikilaylı və üçlaylı silindirdə elastiki dalğaların yayılması 

məsələsi ədədi-analitik üsulların birgə tətbiqi ilə öyrənilib. 
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