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GIRIS

Movzunun aktualhi@i va islonma daracasi: Miasir diferensial handasanin an
cox inkisaf etmis saholorindon biri laylanma fozalari nozoriyyasidir. Diferensial-
hondasi strukturlarin, o climlodon vektor vo tenzor meydanlarinin, afin rabitolorin,
Riman metrikalarinin hamar ¢ozobrazlilar tizarinds vo onlarin laylanma fozalarinda
todqiqi ilo bagli masalo aktualligi ilo segilon masalolordondir. Laylanma fozasinin
bazasinda verilon analoji diferensial-hondoasi strukturlarin liftlori (saquli, tam va
horizontal) kimi toyin olunan diferensial-hondasi strukturlar daha ¢ox maraq kosb
edir. Bu har seydan avval, hamin liftlorin bazada verilon strukturlarin asas xassalarini
tokrarlamalar1 ilo olagodardir. Vektor meydanlarinin toxunan laylanma fazasina
saquli, tam vo horizontal liftlori S.Sasaki, S.isihara, K.Yano, S.Kobayasi torafindon
qurulmusdur (bax, [94], [95], [100], [101], [102], [106]). [103], [104] moqalalarinda
afin rabitalorin toxunan laylanma fozasinda liftlorinin qurulmasi ilo bagl masaloys do
baxilmisdir. Baza Riman ¢oxobrazlisi oldugu halda S.Sasaki toxunan laylanma
fozasinda xiisusi név Riman metrikasint toyin etmisdir ki, sonralar bu metrikani
Sasaki metrikasi vo ya Riman metrikasinin diaqonal lifti adlandirmislar (bax [35],
[36], [61], [62], [63], [71], [73], [94], [95]). Liftlorin qurulmasi toxunan laylanma
fozasinda sanki kompleks vo parakompleks (vo ya sanki hasil) strukturlari todqiq
etmoyo imkan vermisdir (bax [78], [79]). Toxunan laylanma fozasinda dual
strukturun (sanki toxunan strukturun) varligi A.P.Sirokova bu laylanma fozasini dual
odadlor cobri iizerinde qurulan ¢oxobrazli kimi interpretasiya etmoayo imkan
vermisdir. Bunun osasinda toxunan laylanma fazasinda tenzor meydanlarinin vo afin
rabitolorin liftlorinin qurulmasi xeyli asanlasir (bax [31], [32], [33], [34]). Bu ideya

yarimtoxunan laylanma fozalarinin todqiqi zamani inkisaf etdirilmisdir. (bax [3], [4],
[5]. [6])

Kotoxunan laylanma fozalarinin vo  Xotti reperlorin  laylanma fozalarinin

todqiqi zamani da toxunan laylanma fazalarinin todqiqi noticesindo oldo edilon
naticolora analoji naticolor alinmisdir (bax mos. [47], [69], [70], [103], [104]).

Kotoxunan laylanma fozasinda Sasaki metrikast Mok torafindon qurulmus (bax
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[68]), onun ayri-ayr1 xassalori miixtalif alimlor tarafindon todqiq olunmusdur ([37],
[38], [40], [45], [76]). Xatti reperlorin laylanma fozasinda Sasaki metrikasinin
miixtolif modifikasiyalar1 asason O.Kovalski vo M.Sekizava torofindon dyronilmisdir
(bax [48], [64], [68]). [64] mogalosinds toxunan laylanma fozalarinda Riman
metrikalarinin genis bir sinfi-tobii Riman metrikalar1 sinfi toyin olunmusdur. Qeyd
etmok lazimdir ki, Sasaki metrikalari, homginin Ciger-Qromol metrikalar1 (bax [57],
[59], [72], [76], [77]) bu sinifdondirlor. Hamar ¢oxobrazlilar tizorinds miixtalif tipli
tenzor laylanma fozalarinda diferensial-handasi strukturlarin, o climlodon tenzor
meydanlarmin, afin rabitalorin liftlarinin vo miixtalif metrikalarin todqiqi ilo baglh bir
sira maraqli naticolor alinmisdir ([16], [18], [19], [21-30], [54], [66], [87]). [53], [91],
[92] moqalalorinds iso hamar goxobrazlinin xatti koreperlorinin laylanma fozasinin
hondasasi ilo bagli maragli naticolor alinmigdir. Toxunan vo kotoxunan laylanma
fozalarinda tobii Riman metrikalarinin ayri-ayri yeni novlorinin qurulmasi, onlarin
oyrilik xassalorinin, Levi-Civita rabitasinin todqiqi aktualligi ilo segilon masalolordon
olsa da, bu masolo kifayot godor genis sokildo aragdirilmamisdir. Togqdim olunan
dissertasiyanin mdvzusu bu masalonin halli ilo baglidir. Bu monada dissertasiya isinin
movzusu aktualdir.

Tadqiqatin obyekti vo predmeti: Toxunan vo kotoxunan laylanma fozalarinda
tobii Riman metrikalarmin geodezik oyriliklori, onlarin xassalori, Levi-Civita
rabitasinin todqiqi.

Tadgiqatin magsadi va vazifalari: Isin mogsadi toxunan va kotoxunan laylanma
fozalarinda Riman metrikalarinin genis bir sinfi olan tobii Riman metrikalari sinfinin
ayri-ayr1 yeni novlorinin qurulmasi vo onlarin ayrilik xassalorinin yranilmasidir.

Toadgigat metodlari: Baxilan moasSalolorin  todgiginds hamar ¢oxobrazlilar
tizorinda tenzor hesabinin metodlarindan istifads edilmisdir.

Miidafiays c¢ixarillan oasas miiddosalar: Dissertasiya isindo asagidaki elmi
naticalor alinmigdir:

e Ciger-Gromol metrikalarinin  geodezik  oyrilorinin  toxunan laylanma

fozalarinda interpretasiyalar1 verilmisdir;

e Toxunan laylanma fozasinda simplektik metrikanin tam liftinin kanonik
5



simplektik inikasda kotoxunan laylanma fozasinin tobii simplektik metrikasina
cevrildiyi gostorilmisdir;

o Kanonik simplektik inikasda vektor, affinor vo (1,2) tipli tenzor meydanlarinin
tam liftlorinin obrazlarinin yenidan tam liftlor olmasi {i¢iin zaruri va kafi sortlor
tapilmisdir;

e Kotoxunan laylanmalardaki Peterson monasinda genislonmis Riman
metrikalarina goro vektor meydanlarinin  Killing vektoru olmasi sortlori
verilmis, onlarin Norden metrikasi olma soartlori tapilmisdir.

Tadqgiqatin elmi yeniliyi: Dissertasiya isindo alinmig naticolor yenidir vo tam

ishatla tesdiq olunmusdur.

Tadgiqatin nazari vo praktik ahamiyyati: Dissertasiyada arasdirilan masalalor

asason nozori xarakter dasiyir. Dissertasiyada alinan noticolor vo homginin

istifado olunan metodlar ixtisas kurslarmin todrisinda istifado oluna bilor.

Aprobasiyas1 va tatbiqi: Dissertasiyanin naticalori 6lko daxilinds ©mokdar elm
xadimi, akademik ©.1.Hiiseynovun 100 illik yubileyino hosr olunmus Elmi
Konfransda, Gonco Dd&vlat Universitetindo kegirilon “Riyazi nozariyyoslor, onlarin
totbigi vo todrisi sahosindo olan problemlor” adli Beynolxalq Elmi Konfransinda,
Azorbaycanin Umumilli Lideri Heydor Oliyevin 85 illik yubileyino hasr olunmus
Tolobo, Magistrant vo gonc todgiqatcilarin  Respublika Elmi Konfransinda,
Azorbaycan xalqmin Umumilli Lideri Heydor Oliyevin anadan olmasinm 91 illiyino
hosr olunmus Magistr, doktorant vo gonc todgiqat¢ilarin “Riyaziyyat vo Mexanikanin
aktual problemlori” adli Respublika Elmi Konfransinda,Baki Dovlat Universitetinin
95-ci ildoniimiine hasr olunmus “Riyaziyyat vo Mexanikanin aktual problemlori”
movzusunda Elmi Konfransinda, Azorbaycanin gérkomli alimi va ictimai xadimi,
Dovlot miikafati laureati, Omokdar elm xadimi, BDU-nun sabiq rektoru, AMEA-nin
mixbir ilizvii, professor Y.C.Mommodovun anadan olmasmin 85 illik yubileyino
hosr olunmus Beynlxalq Elmi Konfransinda, Azorbaycan xalqinm Umumilli Lideri
Heydor Oliyevin anadan olmasinin 92-ci ildoniimiino hosr olunmus “Riyaziyyat vo

Mexanikanin aktual problemlori” adli Respublika Elmi Konfransinda, o ciimlodan,



olko xaricinda Ozbokistanda kecirilmis “International conference modern problems
of geometry and topology and their applications” adli Elmi Konfransinda moruzs

edilmisdir.

Dissertasiya isinin yerina yetirildiyi taskilatim adi: Baki Dovlot

Universitetinin “Mexanika-riyaziyyat” fakiiltasinin “Cabr va handssa” kafedrasi.

Cap olunmus elmi asarlar. Dissertasiya isinin asas noticolori 7 elmi
moaqaloda nosr edilmisdir [8, 39, 60, 83, 93].. Onlardan 3-ii impakt faktorlu Web of
Science jurnalinda ¢ap edilmisdir [39, 83, 93].

Dissertasiyanin strukturu va hacmi: Dissertasiya isi giris, ti¢ fasildon, natico
(titul sohifasi—424 isaro, miindoricat — 2875 isaro, giris — 24000 isara, | fasil -40000
isara, Il fasil-66000, Il fasil -76000, notico—602 isara) vo 106 adda odobiyyat
siyahisindan ibarotdir. Dissertasiya isinin imumi hocmi—209901 isaradir. Dissertasiya

isinin hacmi 136 sahifadir.

Birinci fasil ii¢ yarimfasildon ibarotdir. Birinci fosildo diferensiallanan
coxobrazlilar {izorindo Riman metrikalari, afinor strukturlar1 vo laylanma fozalar

haqqinda asas anlayislar verilmisdir.

Birinci faslin birinci yarimfaslindo Xorito, atlas, diferensiallanan ¢oxobrazli vo
onun iizorindo afin rabito, afin rabitonin oayrilik vo buruqluq tenzoru anlayislarina

torif verilir. X Hausdorf topoloji fozasinda n-—olgiilii xarito Vo ya n-—olgiilii

koordinat sistemi (U,¢) ciitii soklinds do géstrilir, sonra iss X iizerindo CK
sinifindan olan n—ol¢iilii atlasa tarif verilir:

Torif 0.1. Tutaq ki, X Hausdorf topoloji fozasi, K iso 0 <k <oo sortini ddoyan
tam ododdir. Asagidak: sortlor 6donildikds {U,,@, )}, AU, < X lokal xaritalor

ailosine X iizarinds CX sinifindan olan n —Olciili atlas deyilir:

1. Lokal xaritalorin U, otraflar1 X -i ortiir [X = UUQJ, yoni X n-ol¢ili

acA

topoloji ¢oxobrazlhidir;



2.Va,peAigin U, U g = olarsa, onda
PR (p;1 L@, (Ua ﬂUﬁ)—> P (Ua ﬂUﬂ) inikasi CK sinifindondir. Bu sorto  bazon
U,.0,)Vvo (Uﬂ,(pﬂ) xaritalorinin CX —uzlasmasi da deyilir.

M Hausdorf topoloji fozasi iizorindo CXsinifindon olan atlaslarin ekvivalentlik

sinfino CX — struktur deyilir.

Tarif 0.2. M hesab1 bazaya malik Hausdorf fozasi olsun. 9gor M iizarindo
n—olciilii C* sinifindon olan atlaslarmn C* —strukturu verilmisdirso, onda M

fozasina n—olgilii C™ sinifindon olan diferensiallanan vo ya hamar ¢oxobrazli

deyilir vo M, kimi isars olunur. ([11, 5.104]).

Daha sonra Riman metrikasi toyin olunur vo Riman g¢oxobrazlisinin torifi
verilir.

Torif 0.3. M, — C sinifindon olan diferensiallanan goxobrazli olsun.

9:3 (M)x35(M)—>R

bixatti formas1 (va ya (0,2) tipli tenzoru) simmetrik vo miisbat-miiayyandirss, yani
istonilon X,Y e 3% (M) digiin
1) g(X.Y)=g(Y,X)
2) g(X,X)=0 vo g(X,X)=0< X =0 sortlorini 6dayirss, onda ¢ bixatti
formasma Riman metrikas1 vo ya metrik tenzor deyilir. (M,,,g) ciitii iso Riman

coxobrazlisi adlanir.

M, coxobrazlisi iizerindo afin rabitoys torif verilir vo V' afin rabitasinin
amsallar1 V5,0 =Fi}<8k soklindo toyin olunur. Gostorilir ki, X,Y € 3L(M,,) vektor
meydanlarinin kommutatoru [X,Y}(f)=X(Y(f))=Y(X(f)) soklinds toyin olunur
vo [X,Y] =X™Ma,.Y' —Y™a, X" komponentlorino malikdir. ([7, s. 198]). Homginin
X,Y € 3t(M,) vektor meydanlari iigiin S(X,Y)=V,Y -V, X —[X,Y] soklinda tayin

olunan V afin rabitosinin burugluqg tenzoru verilir va (1,2) tipli tenzor meydani olan
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buruqluq tenzorunun koordinatlarinin Si'j :Fi'j‘ —F}‘i soklindo hesablanir ([11, s.
332)).

V afin rabitesinin oyrilik tenzoru dedikdo VX,Y,Z €&, (M,) vektor
meydanlari iigin R(X,Y,Z)=V,V,Z -V, V,Z —Vixy}Z soklinds tayin olunan (1,3)
tipli tenzor meydani basa diisiiliir vo R oayrilik tenzorunun koordinatlari

Riljk :5ir}k _ajriL +F}’£Fi'm _Firlprj!m
soklinda hesablanir ([2, s. 309]).

Torif 0.4. Tutaq ki, (M,,g) Riman fozasidir vo V bu foza iizorinds toyin
olunmus simmetrik afin rabitodir. Ogor g metrik tenzor meydan1 V afin rabitosindo
kovariant sabitdirss, yani V,g; =0 miinasibati 6danilirss, onda V-ya g Riman
metrikast ilo alagelondirilmis afin rabito vo ya Riman rabitasi, yaxud Levi-Civita
rabitasi deyilir (bax [7, s. 267]) .

(M,,, g) goxobrazli {izarinds toyin olunmus Riman rabitosinin omsallari
1
Fi}( :Egkl(aiglj +0;0; _algij)

diisturu ilo hesablanirlar, burada g* funksiyalari (gij) matrisinin tors matrisinin

elementlori olub, g metrik tenzor meydaninin tors tenzoru adlanan tenzoru omalo
getirirlor.

Birinci foslin ikinci yarimfoslinde C™ sinifindon olan M, diferensiallanan
coxobrazlist M, tlizerinde S —struktur verilir vo [1]-ds asagidaki teoremin isbat

olundugu geyd olunr.

Teorem 0.1. ©Ogor S —struktur {igiin lokal-miistovi, S —rabito vardirsa, onda
bu struktur inteqrallanandir va tarsina.

Ogor M, diferensiallanan ¢oxobrazlisinin ixtiyari ndqtasinin otrafinda on azi
bir buruglugsuz S —rabito vardirsa, onda S —struktura sanki-integrallanan S —
struktur deyilir [81].



Torif 0.5 Ogor S —struktur (11) tipli tenzor meydanlarindan, yani afinor

meydanlarindan ibaratdirss, belo S —struktura poliafinor struktur vo ya sadaco IT—
struktur deyilir. IT —strukturun biitiin afinorlar1 bir-biri ilo kommutasiya olunduqgda

deyirlar ki, TT —struktur kommutativdir [15].
Torif 0.6. VX,Y € 5;(M,,, ) ticiin

g(eX, ¥ )=—g(X.Y),
va ya ekvivalent
g(@X.Y)=g(X,9Y)
miinasibati 6danildikde ¢ metrikasina Norden metrikasi deyilir (bax [84], [88]).
Bu név metrikalar basqa adlar — tomiz, anti-Hermit vo B —metrikalar1 adlan
altinda da todqiq olunmuslar (bax [10], [52], [55], [67], [79], [98], [99]).
Torif 0.7. Ogor (M,,,¢) 9 Norden metrikasina malik sanki kompleks
coxobrazlidirsa, onda deyirik ki, (M2n,go,g) sanki Norden ¢oxobrazlisidir. Ogar ¢

inteqrallanandirsa, onda (M2n , @, g) Norden ¢oxobrazlist adlandirilir.
Torif 0.8. Norden ¢oxobrazlisinda VX,Y,Z € 3L (M., ) iigiin
(@,9)X.Y,Z)=0
miinasibati 6donildikdo deyirlor ki, g Norden metrikasi holomorfdur, burada

?D,9 € 33(My,) Vo (qb(pg)kij komponentlorinin x*,...,x*" lokal koordinat sisteminda

asagidaki ifadoalori vardir:
(@(pg)kij =0 OnTij — @ Ok I +9mj<ai§0|£n _ak€0im)+ Iim0 Pk -

Tarif 0.9. Ogor (MZn,(p,g) g holomorf Norden metrikasina malik Norden
coxobrazlisidirsa, onda onda deyirlor ki, (M,,,@,g) holomorf Norden
coxobrazlisidir.

Boazi cohatlorina gora holomorf Norden ¢oxobrazlilar1 Keler ¢oxobrazlilarina
bonzayirlor. Asagidaki teorem belo bir malum noticonin analoqudur: Sanki Hermit
coxobrazlis1 onda vo yalniz onda Keler ¢oxobrazlisidir ki, sanki kompleks struktur
Levi-Civita rabitasine nazaran paraleldir: Vo =0.
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Teorem 0.2. [59] ¢ Norden metrikasina malik sanki kompleks ¢oxobrazlisi
licin @,g=0 sarti Vo =0 borabarliyina ekvivalentdir, burada V g metrikasinin
Levi-Civita rabitasidir.

Birinci foslin Gi¢iincli  yarimfaslindo diferensiallanan ¢oxobrazlinin laylanma
fozalarina torif verilir,

Tarif 0.10. Asagidaki sartlor 6donildikde X,Y topoloji fozalarindan vo

T X ->Y

kasilmoz inikasindan ibarat olan = (X,?Z',Y) tcliiytine R hoqiqi odadlor meydani
tizorinds n ranqli vektor laylanmasi deyilir (bax [13,s. 101]):
a) Ixtiyari beY noqtesi iiciin
F, =7 (b)

coxlugu R meydani tizorinda Xatti (vektor) fozadir;
b) (lokal trivialliq sorti) Y fozasinda elo {U,, } aiq ortiiyii vo elo

0, U, xR" > X, (X, =7(U,))
homeomorfizmlori vardir ki,

by )ixtiyari b eY noqtasi iigiin ¢, (b, x) e F, daxil olmasi dogrudur (basqa sozlo,

Po
U,xR"s X

N

diagrami1 kommutativdir, burada sol maili ox U, xR" diiz hasilinin birinci U,
vuruguna (b,x)— b tobii proyeksiyasidir, sag maili ox iso 7: X —Y inikasinn Xu,

tizorina mohdudlanmasidir);

b,) hor bir beY noqtasi tigiin

Pop(X) =9, (b,X), xeR"
diisturu ilo tayin olunan
Pup - R">F,

inikasi1 xotti fozalarin izomorfizmidir.
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Y fozas1 u vektor laylanmasinin bazasi, X onun total fozasi, 7 inikasi isa
proyeksiyasi adlanir. F, Xotti fozasina x laylanmasmin (vo ya 7 proyeksiyasinin)

b eY noqtasi lizorinds layi deyilir.
Vektor laylanmalarina dair bozi misallar gostorilir.

Biitin T,M, pe M toxunan fszalarmin dizyunktiv birlosmasi kimi tayin
olunan T(M) hamar coxobrazliss M coxobrazlisinin toxunan vektorlarmin

coxobrazlisi adlanir. Bu ¢oxobrazlinin dlgiisii 2n—o borabardir, burada n=dimM .

u=(T(M) z,M) iiclityiino iso M ¢oxobrazlisin toxunan laylanmasi deyilir [95].
M diferensiallanan ¢oxobrazlisin biitin ndqtolorinda (r,s) tipli tenzorlar

coxluguna baxaq:

T (M)= UTS(p)

peM
burada T, (p)- peM noqtesinda (r,s) tipli tenzorlar fozasidir. 7z:T,(M)— M
proyeksiyasi misal 2-do oldugu kimi daxil edilir, yoni (r,s) tipli hor bir teT (M)
tenzoruna bu tenzorun toyin olundugu noqto garst qoyulur. p€ M noqtasi tizorinds

71 (p) lay1 olarag, P noqtesinda (r,s) tipli tenzorlarn T (p) fozast gotiiriiliir.

r

Asanlhqla yoxlanilir ki, (Ts (M), 7, M) ucluyt vektor laylanmasidir. Bu laylanmaya
M diferensiallanan g¢oxobrazlisi tizarinda (r,s) tipli tenzorlarin laylanmasi deyilir.

Xiisusi halada r =0,s=10larsa, bu halda M diferensiallanan ¢oxobrazlis1 tizorinds

(0,1) tipli tenzorlarin (kotoxunan vektorlarmn) T*(M) laylanmasin1 aliriq. Bu

laylanma fozasini kotoxunan laylanma fozasi adlandirirlar.

Ikinci fasildo toxunan laylanma fozalarinda tobii (natural) metrikalara baxilir,
onlarin diferensial handasi strukturlari1 qurulur.
Ikinci foslin birinci yarimfaslindo Riman goxobrazlisi iizorinds toxunan laylanmada

Sasaki metrikasi haqqinda otrafli malumat verilir.
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Tarif 0.11 [57]. Tutaq ki, (Mn,g) Riman ¢oxobrazlisidir. Onda T(I\/In)

toxunan laylanmasi {izorindo Sasaki metrikasi biitin X,Y eCw(Sf)(Mn)) vektor

meydanlari tigiin

D) Gl X1 Y)=g,(X.Y)
2) g(M)(V X," Y): 0,

) Gl X0 ¥)=5,(.Y)
qaydasi ilo verilon § tobii (natural) metrikasidir.
g Sasaki metrikasina nazaran toxunan laylanmanin Levi-Civita rabitasini tayin
edilir.
Taklif 0.3. [57]. Tutaq ki, V § Sasaki metrikasina malik (T(M,),d) toxunan

laylanmasinin Levi-Civita rabitosidir. Onda biitiin X,Y € C* (S%, (M, )) {liciin,

1) (ﬁHXHY)( ):H(VXY)(p,u)_%V(Rp(X'Y)u)’

p,u

= (V)

p,u) +%H (RD(U’Y)X )’

. HY)(p,u) %“ (R, (u, X)¥)
( 0

Toxunan laylanmada Sasaki metrikasinin Levi-Civita rabitosinin  oayrilik

tenzorunu hesablamagq ii¢lin asagidaki natico geyd olunur:

Natico 0.4. [57]. Tutaq ki, (Mn, g) Riman g¢oxobrazlisidir vo V iso Sasaki
metrikasma malik (T(M,),§) toxunan laylanmas: iizerinde Levi-Civita rabitosidir.
Forz edok ki, F :T(I\/In)—>T(Mn) laylar1 invariant saxlayan vo onlarin har birindo
Xatti olan diferensiallanan inikasdir. Onda hor bir X e 3L(M ) vo 7 e C”(S%) (T(Mm, )))
ucun

Vi, (F())=" (F(X))

13



A

%, " (Fln)=" (FOX))+™ (R X)F ()

Taklif 0.5. [57]. (hemginin, bax [61]). Tutaq ki, (M,g) Riman ¢oxobrazlisidir
VoR iso Sasaki metrikasina malik (T(M,,),§) toxunan laylanmasmin Riman oyrilik
tenzorudur. Onda X,Y,Z eT,(M,) iigiin asagidakilar dogrudur:
D Ry xYVz-0

2) Rpw=l'XVYFZ=R(X,Y)z +% R(u, X)(R(u,Y)Z)—%R(u,Y)H (R(u,X)2),,

N |~

R(Y,Z)X +%R(u,Y)H (R(u,Z)X )j ,

3) IQ(|o,U) :(H X, Y)/Z :_(

R(R(u,Y)Z, X )u +%R(X,Z)Y] %H (VxR)u.Y)Z),,

8 Ruw={"XVYpz= (
p

Nl

5) R ("X, )z = (R(X,Y)Z+%R(R(U,Z)Y,X)u—%R(R(u,Z)X,Y)uj,

p

6) Iﬁ(p,u)(H X" Y)H z :%V (VZRXX,Y ), +" (R(X,Y)Z +% R(u, R(Z,Y)u)jx +

+%R(u, R(X,Z)u)y +%R(u, R(X,Y)u)Z)p.

Ikinci foslin ikinci yarimfaslindo T(Mn) toxunan laylanmasi tizorinds Ciger-

Gromol metrikasma torif verilir vo bu metrikaya malik olan toxunan laylanmanin
Levi-Civita rabitasi tayin olunur.

Tarif 0.12. [58]. Tutaq ki, (M,,g) Riman g¢oxobrazlisidir. Onda g Ciger-
Gromol metrikasi T(Mn) toxunan laylanmasi iizorinds elo natural (tobii) metrikadir

ki, biittin X,Y € Cw(S%,(M n )) vektor meydanlari tiglin
1) g(p,u)(H X" Y): gp(X’Y)’

2) Gl X" Y)=0

14



1
1+r

3) Grpu (" X,V Y)=——(0,(X,Y)+g,(X,u)g,(Y,u))

sortlorini 6dayir, burada r =u|=/g(u,u).

Bundan sonra sadolik xatirine o =1+ r? isara edacayik.

Taklif 0.6. Tutaq ki, % g Ciger-Gromol metrikasina malik T(I\/In) toxunan

laylanmasinin Levi-Civita rabitasidir. Ogar X,Y eC"O(S%)(Mn)) olarsa, onda biitiin

(p,u)eT(I\/In) liclin

200
4) (%XVY):—%(g(V XU)Y+g('y,u)x)+
1+a - 1. ~
Y ("% —;g(VX,U)g( Y.ub,

burada U < C*(35(M,,)) (p,u) ndqtesindo U =(V,.,,...,V,, ) olmagla

n 0
2
=1 Nosi J(p)

soklinds toyin edilon kanonik saquli vektor meydanidir.

Levi-Civita rabitasinin toyin olundugunu nozers alaraq T(M,) toxunan

laylanmasimin Riman tenzorunu hesablaya bilorik. Lakin avvalco agagidaki naticoni

geyd edok:
Natica 0.7. Tutaq ki, (Mn,g) Riman ¢oxobrazlisidir vo v g Ciger—-Gromol
metrikasinin toyin olundugu (T(M,,),§) toxunan laylanmasi iizorindo Levi-Civita

rabitesidir. Tutaq ki, F :T(Mn)—)T(Mn) laylar1 invariant saxlayan vo onlarin hor
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birino nozaron Xatti olan diferensiallanan inikasdir. Onda har bir X e Cw(S%,(Mn)) Vo

hor bir 7 €T(M,)) iigiin
vy (F(m)=' F(x)—é(g(vx,u) (F)+a(" (Fm) x -
~@ra)g(" (Fen)Y x P+ x,u gl x Vgl (FenIU )

Vo

%, M E)=" (OO RUX ()

Taklif 0.8. [97]. Tutaq ki, R § Ciger—Gromol metrikasina malik T(Mn)

toxunan laylanmasinin Riman oyrilik tenzorudur. ©Ogor X,Y,Z e TpMp olarsa, onda

1) R X, Yz =" (R(X,Y)Z)—2

4aH(R(u, R(Y,Z )X —

—R(u,R(X,Z W)Y —2R(u,R(X,Y W)Z)+= (( SRYX,Y ),

2) R(" X Hy)z = (Fz(x,\()z)JriH (VRYu,Z)Y =(V,R)u,Z)X )~

4t{V(R(X R(u,Z )Y u—R(Y,R(u,2)X u)-4g("Z,u) (R(X.Y )+

L RX Y)Y 2,

a

) R(MXYy)'z= i(“ (v, R)(u,Y)Z)+%V(R(X,Z)Y)—%(V(R(X, R(U,Y)Z)u)-

~2g(Y ) R(x ZW)+ 25 ( (ROX.ZW) YD,

(04

4 RMMx YY)z :—iH (R(Y,Z)X)+Tiz(g(Y,u)H (R(u,Z)X)-

g(Z.u) (R(u.Y )X ))_4%[2“ (RUY)RW.Z)X)

5) R(V XYY )'z _i“(R(x,Y)z)+i“(R(u,x)R(u,Y)z—R(u,Y)R(u,x)z)+

2
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+ 2 (a0, (R X)2)- o(X 0 (REuY 2).

6) RV XYY ) 2 =2*2(5(" x ¥ 2)a(v.ul —§("v.¥ Z)g(x,u) )+

o
+w(g(vv,v z) x -g("x. z)VY)+
(04
a+2

2 (Q(X,U)Q(Z,U)VY -~ g(Y,u)g(Z,u)VX)

a

Ikinci foslin iigiincii yarimfoslinds Riman g¢oxobrazlis1 iizorinds toxunan

laylanmada adapto olunmus reperdo Ciger—Gromol metrikasinin bazi xassalori

oyranilir. T(Mn) toxunan laylanmasi iizorinde “g Ciger-Gromol metrikasmi biitiin

X,Y e 35(M,,) vektor meydanlari iigiin asagidaki kimi do toyin eds bilorik:

("X, Y)=" (9(x.Y)) 1)
CGg(H XV Y):O, (0.2)
(' X1 ¥)= [ 00X YD)+ i)+ ey )] 03)

burada
V(g(X,Y))=(a(X,Y))o .

Askardir ki, “®g Ciger-Gromol metrikasi tobii (natural) metrikalar sinfino

daxildir (Qeyd edok ki, toxunan laylanma {izarinds tobii metrika dedikds biz (0.1) vo

(0.2) sartlori ila tayin edilon metrikani nazards tuturuq [57 ]).

(0.1) — (0.3) —don gormak olur ki, “®g Ciger-Gromol metrikasmnin {e ﬁ} adapto

olunmus reperina Nozaran

. 0
(CGﬁ )2 CngI Cngr = o 1 s f
Br CGy CGg; 0 m(gjl +gjsgltx X )

komponentlori vardir.
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Ikinci foslin dérdiincii yarimfoslinds adapto olunmus (segilmis) reperdo Ciger-
Gromol metrikasiin Levi-Civita rabitosi haqqinda teorem verilir.

Teorem 0.9. Tutaq ki, (Mn,g) Riman c¢oxobrazlisidir vo onun T(Mn) toxunan

laylanma fozasinda “Cg Ciger-Gromol metrikasi toyin olunmusdur.

Onda uygun G v Levi-Civita rabitesi VX,Y € 35(M ) tigiin asagidaki sortlori
odoyir:

1
VY=Y (RO Y )y)

1
Vi Y = RO )X) (YY)
1
“vy, Y ZZH (R(y, X)Y), (0.4)

CGVVXVY :_l(ceg(V x,yg)VY + CGg(VY,Vé)V X)+
a

+1+7a (" X,VY)V5‘é ol x.58) ('Y 0 ).

Burada R vo y0, uygun olaraq, V rabitesinin oyrilik tenzorunun vo T(M,)

0 0 _ s i
7O= isi |T| i |7 X0 =Xy

komponentlarina malik kanonik saquli vektor meydaninin isaraloridir.

uzorinda

T(M,, ) toxunan laylanma fozasmm {g,, } adapto olunmus reperine nozaron,

CG CG
Vv €a eﬁ - Fl;/ﬂ e7/

ayrilisini yazaq, burada cG Fgﬂ CCg Ciger-Gromol metrikas: {i¢iin qurulmus
Kristoffel simvollarinin isarasidir. (0.4) barabarliklorini nozora almaqgla gdstarmok
olur ki, <€ Fgﬁ Kristoffel simvollarinin adapto olunmus repers nozoron miixtolif

indekslor {igiin ayri-ayr1 qiymatlori asagidaki kimidir:
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copn_ph, corh __1gh K

CGthI 1 R.hj.kiXR’ cerjr: Fjr}’

cc;l—]hi 1 R.hiij 3 CGF;_O’

“ri =0,

crh ——(xj5,h+x;5}‘)+ ag“xﬁ— X% X",

burada x; =g jin, Rl =9"g Ry, isaro olunmusdur.
Ikinci faslin besinci yarimfaslindo toxunan laylanma fozalarida Ciger-Gromol
metrikalarinin geodezik ayrilori aragdirilir.

Teorem 0.10. Tutaq ki, € T(M,,) toxunan laylanma fozas iizarindo oyridir vo

7z U)cT(M,) otrafinda (xh , xﬁ) dogrulmus koordinatlarina nozoran lokal olaraq

xh:xh(t),xﬁ:yh(t) soklindo ifado olunmusdur. Onda C oyrisi o halda “Cg

metrikasinin geodezik oyrisidir ki, asagidaki tonliklor 6donmis olsun.

S L X

a +—RYy — =0,
(@) a2 o kY gt Tt
52" { 1 A N lva o, 1 h}éy‘ﬁy‘
b T R (VI VS PRV VLN R VYAV s A A
() dt2 a(yj i yl ]) a gl]y ayly'y dt dt
burada y' = x'.

Tutaq Ki, C=rxoCH M, tzorindo V rabitesinin geodezik oyrisidir. Onda

2,,h j h
§dt); =0. Bu sorti vo %:éz(—tzo sortini nazoro alsaq, asagidaki noticoyo
galarik.

Teorem 0.11. M, iizorindoki geodezik xattin horizontal lifti hom do “®g

metrikasina malik T(Mn) toxunan laylanma fozasi tizorinds geodezik ayridir.
indi iso forz edok ki, C=70C" M, iizerinde V rabitssinin geodezik oayrisidir,

yani
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52" s (dx"
=212 |=o.
dt?  dt| dt

Digar torafdan, ayrinin horizontal liftinin torifindon miiayyan edirik ki,

§" s dx"
_— = — —_— :O_ 0-5
dt? dt[ dt 05)

Onda (0.3) va (0.5) tonliklorindo asanliqla gora bilorik ki, M, iizerinds
x" =x"(t) tonliklori ilo toyin olunan oyrinin natural (tebii) lifti “®g Ciger-Gromol
metrikasina malik T(I\/In) toxunan laylanma fozasinda geodezik oyridir. Belaliklo,

asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 0.12 M, iizorindo hor bir geodezik oyrinin C™ natural (tobii) lifti “Cg

Ciger-Gromol metrikasina malik T(I\/In) toxunan laylanma fazasi tizarinds geodezik
ayridir.
Ikinci faslin altinci yarimfoslindo toxunan laylanma fozasinda Riman metrikasinin
deformasiya olunmus tam lifti aragdirilir.
Liftlorlo bagl anlayis diferensial hondaSonin miihiim anlayislarindan biridir.
Miixtalif laylanan fozalarda liftlorin tadqigins dair adobiyyatlarin genis siyahis1 vardir
(masalon, bax [41], [42], [43], [51], [78], [79], [106]). Dual-holomorf Xp(R(¢))

coxobrazlisi lizarindoki dual-holomorf obyektlors toxunan laylanma fozasi tizarindoki
diferensial-hondasi obyektlorin dyranilmasi toxunan laylanma fozasinda liftlorin yeni
sinfini (deformasiya olunmus tam liftlor) toyin etmoayo imkan verir.

Owvalca toxunan laylanma fozasinda funksiyalarin deformasiya olunmus tam
liftlorini todqiq edok. Aydindir ki,

F='f +g(C f 4+ g),
burada g M, {izorindo hor hansi funksiyadir, Vi=for,Yg=goxr f,g
funksiyalarinin saquli liftloridir vo © f =x""*0,f f funksiyasiin My —dan onun

T(Mn) toxunan laylanma fozasina, tam liftidir (bax [106]). Biz © f +” g comini f

funksiyasmnm T(Mp) toxunan laylanma fozasma deformasiya olunmus tam lifti
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adlandirir vo Pf =© f + g isaro edirik. indi tutaq ki, dual-holomorf X,(R(g))
coxobrazlisinin hoqiqi realizasiyas1 olan T(Mn), M| coxobrazlisinin toxunan

laylanma fozasidir. Onda X, (R(g)) iizorindeki uygun dual-holomorf (0,2) tipli

tenzor meydaninin hogiqi realizasiyast °% g=° g+’ h soklindo deformasiya

olunmus tam liftdir, burada “g vo Vh g= (g jk) Vo h=(h jk) tenzor meydanlariin

Mp —dan T(Mn)-s, uygun olaraq, tam vo saquli liftloridir. Beloaliklo, asagidaki
teorem dogrudur:
Teorem 0.13. Forz edok ki, g M, iizorindo Riemann metrikasidir, h iso

(0,2) tipli hor hansi simmetrik tenzor meydanidir. Askardir ki, bu halda

P g=“g+'h tenzoru T(M,) toxunan laylanma fozasi iizorindo Riman
metrikasidir.

Ikinci foslin altinci yarmmfaslinda simplektik hondosads liftlorlo bagh bozi
mosalalora baxilir.

Riman hondssasinds kanonik izomorfizm Riman ¢oxobrazlisinin toxunan vo
kotoxunan laylanmalar1 arasinda onlarin  metrikalarimin - komoyi ilo  qurulan

izomorfizmdir. Simplektik coxobrazlilar arasinda da analoji izomorfizmlor vardir.

Baza c¢oxobrazlisinda toxunan vo kotoxunan laylanmalara tenzor
meydanlarmin davamlar (liftlori) nozoriyyssi Yano vo Isihara [106] (hamginin, bax
mosalon, [41], [42], [45], [51]) terofindon inkisaf etdirilmisdir. Bu yarimfosildo asas
mogsadimiz simplektik kanonik izomorfizmlorin kémoayi ilo liftlorin g¢evrilmasini

oyranmokdan ibaratdir.
Teorem 0.14. Tutaq ki, (M ,a)) simplektik ¢oxobrazlidir, “X; va CXT* vektor

meydaninin uygun olaraq, T(M) toxunan laylanmasina va T*(M) kotoxunan

laylanmasina tam liftloridir. Ogor X simplektik vektor meydanidirsa, onda CXT Vo

°X_. @ —slagolidirlor, yoni (). X;=°X ..
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Istonilon X, Hamilton vektor meydani (ixH ®=dH ) simplektik vektor
meydant oldugundan (LXH w=doiy o+ diXH odw=d?H = 0). Teorem 0.14-don

birbasa asagidaki natico alinir.

Natica 0.15. ©gor X,, Hamilton vektor meydanidirsa, onda C(XH)T Vo

“(Xy )+ @ —alagolidirlor.

iki simplektik goxobrazlmmn f :(M,w)—(N,’) difeomorfizmi o halda
simplektomorfizm adlanir ki, f @' = olsun, burada f - f difeomorfizminin
geriyo ¢okimidir.

Notico 0.6 o :(T"(M),dp)>(T(M)Sw;) kanonik  izomorfizmi

simplektomorfizmdir.

Tutag ki, M iizarinds integrallanan ¢ sanki kompleks strukturu verilmisdir. )(r(C)

iizorindo verilmis (0,2) tipli kompleks @ tenzor meydaninin C holomorf tenzor

meydani olmasi ti¢lin zaruri va kafi sort @, =0 olmasidir (bax [90, s. 57]). Indi iso

forz edok ki, M integrallanmayan sanki kompleks ¢ strukturuna malik

coxobrazlidir. Bu halda ®,0=0 sorti 6donildikds @ sanki holomorf tenzor
meydamidir. Ogor (M, ®,9) ¢ — ¢oxobrazlismin simplektik @ 2-formast D,0=0

sanki holomorfluq sortini 6doyarss, onda @ sanki holomorf simplektik 2-forma
adlanir. Belo 2-formaya malik olan ¢ —coxobrazliya sanki holomorf ¢ —g¢oxobrazli

deyacayik.

Teorem 0.17. Tutag ki, (M,®,p) simplektik —coxobrazlidir vo

" :T"(M)—>T(M) kotoxunan laylanma ilo toxunan laylanma arasmdaki kononik

ifomorfizmdir. ©gor simplektik ¢ —coxobrazlisi sanki holomorfdursa (CD(pw:O),

C cpy- .- . \*
onda~¢ .~ tam lifti @ —Ya cevrilir, yoni (a)#) © P =* Por
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@ —nin integrallanan oldugu halda ¢y, —VgC(oT*M tam liftlori, uygun olaragq,
toxunan vo kotoxunan laylanmalarinda kompleks strukturlardir. Buradan aydin olur
ki, ®* :T"(M)—T(M) inikas1 holomorfdur

Belaliklo, asagidaki naticoni aliriq.

Natica 0.18. Tutaq ki, (M, ®,¢) holomorf simplektik ¢ — oxobrazlisidir. Ogor

¢ integrallanan sanki kompleks strukturdursa, onda " (vo ya @°) kononik

ifomorfizmi holomorf inikasdir.

Teorem 0.19. (M,®,p) simplektik @— coxobrazhsi yalmz vo yalmz
Q = wo ¢ 2-formasi gapal oldugda holomorfdur.

Teorem 0.17-don vo Teorem 0.19-don asagidaki naticoni alinir.

Natica 0.20. Ogor Q=wogp (I\/I,a),(p) § —coxobrazlist tizorinds qapali okiz
2-formadirsa, onda ‘g~ @":T"(M)—>T(M) kononik ifomorfizmi noticasindo

€@y —nin gevrilmosidir.

Yaxs1 molumdur ki, kotoxunan laylanmaya (1,2) tipli ¢op-simmetrik tenzor

meydanmm “S_. tam liftinin (bax [106, s. 245])

cg Tj_:_pm(aj i’;;'+8i8r'3+8h8??)

komponentlori vardir. Buradan da almir ki, ager (@sw). . =0 olarsa, onda

jihs
(a)#) “Siu :CST*M . Belalikls, asagidaki teorem dogrudur.
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Teorem 0.21. Tutaq ki, @ (M,®) simplektik coxobrazlisi iizarinda (1,2)tipli

cop-simmetrik S tenzor meydanina nazaran tomiz simplektik 2-formadir va tutaq Ki,
°S.y Vo CST*M S tenzor meydanmin , uygun olaraq, toxunan va kotoxunan
laylanmalara tam liftloridir. ©gar @ simplektik 2-formasi

Sjr?ama)hs _(aj f:?)wms _Sr:?ajwms _(ai JT])wms -

_S;?]aia)ms +Ce)m55hS;? +a)hm8585? :O

Yano-Ako tonliyini 6doyirss, onda CST*M tam lifti »":T"(M)—T(M) kanonik
izomorfizm naticasindos ©S;,, tam liftinin gevrilmosidir.
Uciincii fosildo kotoxunan laylanma fozalarinda metrikalara baxilir.

Ugiincii foslin birinci yarimfaslinda kotoxunan laylanma fozalarmda Peterson

monada Riman genislonmoasine baxilir, adapto olunmus (se¢ilmis) reperdo onun Levi-

Civita rabitasinin ifadasi qurulur.

Tutaq ki, M, C* sinfindon olan n—olgiilii diferensiallanan goxobrazhdir,
T'(Mp) onun kotoxunan laylanma fozasi, 7 iso T (M;)— M, soklindo tobii
proyeksiyasidir. 7 *(U) oblastinda tabii repera nozarsn

_thl—‘.h 5'

R R i i
v=("v, )= | 0.6
. (0.6)

komponentlorine malik olan ®V Sg(T*(Mn)) tenzor meydanina baxag, burada 5}

Kroneker deltasidir. 1,J,K,=1,...,2n indekslori {ilil} tobii (natural) reperina
oX' OX

uygundurlar. RV metrikasma simmetrik V afin rabitosinin Riman genislonmasi

deyilir (bax [80], [106]). Riman genislonmasinin tatbiglori ilo bagl ¢oxsayli naticalor
[49], [50] meoqalslarinds verilmisdir.
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Owvalca T*(Mn) kotoxunan laylanma fozasinda adapto olunmus repers torif verok.
Tutaq ki, V' M, tizerinds buruglugsuz afin rabitadir. U < M, oblastinda

Xiy=—2-, 6W =di i=1...n
(1 o
X
meydanlarina baxaq.

HX(i) va ¥V 0 liftlorinin, uygun olaragq,

H 0 a 0
Xiy=—<+2Palpi—= 0.7
8X| i Iaxn ( )
Vo
i 0
\% 0(') -

soklindo lokal ifadalori vardir.
Hy Vol _fz 5 [z
X 00 1= 88 )= B}
coxlugu V afin rabitesino adapte olunmus reper adlanir. Asagr «,f,7,...=1,...,2n
indekslori adapto olunmus repers uygundurlar.

Teorem 0.22. we3; (I\/In) kovektor meydaninin RV metrikasina malik

T*(I\/In) kotoxunan laylanma fozasina saquli liflinin paralel olmasi iiglin zaruri va
kafi sort verilmis @ kovektor meydaninin V rabitesina nozaron paralel olmasidir.

CVHX vo “VYw kovariant téromalorinin adapto olunmus {55} reperino nazaran,

uygun olaraq

( ) vV, X' 0
CV Hia =1 . (09)
’ > Pa (Rkjia - Rjika + Rikja)xl 0

Vo

°v, %)= (Vfw g] (0.10)

1
komponentlori vardir.

[sbat edirik ki,
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vV, X' 0

= 1 . - (0.12)
— PV Vi X " +E pa(Rkjia - Rjika + Rikja)x '-ViX ‘

(0.10) miinasibatindon asagidaki teoremin dogrulugu alinir.

Teorem 0.23 we 3 (M) kovektor meydammin RV  metrikasina malik

T*(I\/In) kotoxunan laylanma fazasina saquli liflinin paralel olmasi iigiin zaruri vo

kafi sart verilmis @ kovektor meydaninin V rabitasina nazaron paralel olmasidir.

Ogor M, ¢oxobrazlis1 g psevdo-Riman metrikasia malikdirso, onda
paRkjiaX = P, X j(Rkjisgsa): P, X j(Riskjgsa):
= P X[ Rge0%)= paX [ Ry'04 0% )=~ Py 0=V VX'

barabarliyina asason (0.9) va (0.11) miinasibatlorindan asagidaki teorem alinir:

(0.12)

Teorem 0.24. ©Ogor M, psevdo-Riman g metrikasina vo bu metrikanin V

- . . . - * . -
Levi-Civita rabitosine, T (M) kotoxunan laylanma fozas: iso metrika olarag Ry
Riman genislonmosino malikdirlorss, onda X € 35(M,) vektor meydaninin

(T*(Mn),RV) kotoxunan laylanma fozasina horizontal vo tam liftlorinin paralel

olmalar1 ti¢lin zoruri vo kafi sort verilmis X vektor meydanmin V Levi-Civita

rabitosine nozoron paralel olmasidir.

Ucgiincii faslin ikinci yarimfoslindo Kotoxunan laylanma fozalarida Levi-Civita

olmayan metrik rabitalor vo onlarin oyrilik tenzorlarin xassalori aragdirilir.

Ugiincii faslin birinci yarimfaslinds biz T*(I\/I o) kotoxunan laylanma fozasinda

RV Riman geniglonmoasini daxil etdik vo RV metrikasimin °V Levi-Civita

rabitosine baxmis olduqg. Bu, CV(RV)z 0 barabarliyini 6doyan yegans buruglugsuz

afin rabitadir. Lakin §(RV):O barabarliyini 6dayan va trivial olmayan burugluq

26



tenzoruna malik basqa rabitods vardir. Bu rabitoni RV metrikasinin metrik rabitasi

adlandirirlar.
Burugsuzlug V afin rabitesinin T*(Mn) kotoxunan laylanma fozasma "V

horizontal lifti istonilon X,Y € 35(M,) vo ®,60 € 37 (M) iiciin belo toyin olunur

([104]):
"V, ‘=0, " vvg“v =0,

HVHXVCO:V (Vxw), HVHX Y =T(ViY),

Forz edok ki, "R "V metrik rabitesinin oyrilik tenzorudur. HR ayrilik

tenzorunun adapto olunmus repers Nozaron asagidaki komponentlori vardir:

~

H a_x~ Hra = HpFa
Rsp =€0o) Lyp—€p) Lap+

HaHEe HTaHFe eHTa (013)
TR A AL A S O T o

komponentlri vardir.
"'V metrik rabitasine malik T*(M n) kotoxunan laylanma fozasimin skalyar ayriliyi
ucun

> _ Ry Hy  _
R="V R%B—O

SON

minasibatini aliriq, burada
5l 0

Belaliklo, biz agsagidaki teoremin dogrulugunu isbat etmis oldug.

Teorem 0.25. ™'V metrik rabitosine malik olan T*(M o) kotoxunan laylanma

fozasinin RV metrikasina nazaron sifir skalyar ayriliyi vardir.
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Ugiincii faslin iigiincii yarimfaslindo Kotoxunan laylanma fozalarida Riman
geniglonmasina nazoran vektor meydanlarmin Killinglik sortlori vo bu metrikanin

Norden metrikasi olmasi sartlorina baxilir.
g psevdo-Riman metrikasma malik M, coxobrazlisi iizorinds X € J3(M,,)

vektor meydani o halda Killing vektor meydani (vo ya infinitezimal izometriya)

adlanir ki, L,g=0 miinasiboti O6donilmis olsun, burada L, Li tdromasinin
isarosidir. L, g =0 sortini istonilon Y, Z e 35(M,,) iiciin

(LegXY.Z)=g(V, X.Z)+ gV, X.Y)=0 ©0.14)
soklinds do yazmaq olar, burada V¢ metrikasinin Levi-Civita rabitosidir.
RV Riman genislonmasina malik T*(Mn) kotoxunan laylanma fozasina saquli,
horizontal vo tam liflorin assosiasiya olunmus kovektor meydanlari {é(a)} adapto
olunmus reperino Naozaron, uygun olaraq, asagldakl kimi verilirlor:

('%,)=("V,,'a" )= (c.0)
("X, )=(9,, "X7)=(0.x,)

(C Xy):(vaC)“('a):(_ pthXh, Xk)

Bels bir naticaya golirik ki, RV Riman genislonmasinin ¥ @— ya nozaron Li toramasi

{é(a)} adapto olunmus reperindos asagidaki komponentloro malikdir:

R ¢ o +V, 0, 0
(Lva, V),;y Vg @, 4V, ( 0 0} (0.15)

Istonilon X € 35(M, ) iigiin @ = ginj isaro edok. Beloliklo, (0.15) miinasibotindon
asagidaki teoremin dogrulugu alinir:

Teorem 0.26. RV metrikasma malik kotoxunan laylanma fozasinda @ vektor

meydaninin Killing vektor meydan1 olmasi ii¢lin zoruri vo kafi sort assosiasiya

olunmus X' =g" a) vektor meydaninin Killing vektor meydani olmasidir.
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Teorem 0.27. M|, coxobrazlisindan vektor meydanlariin RV metrikasina

malik T~ (M) kotoxunan laylanma fozasina horizontal v tam liftlori o halda Killing

vektor meydanlandir ki, verilon X eS%,(Mn) vektor meydam1 M, —do ¢

metrikasinin V Levi-Civita rabitaSina nozaron paralel vektor meydani olsun .

Forz edok ki, t X, (C) tizorinds kompleks tenzor meydanidir. Bu nv tenzor
meydanmin hoqiqi modeli onun vektor vo kovektor arqumentlorinin ¢ afinor
strukturunun tesirina moruz galmalarindan asili olmayaraq Moy, tizorinds eyni tortibli

tenzor meydanidir. Belo tenzor meydanlar1 ¢oxsayli mioalliflor torafindon todqiq
olunmuslar (mas. bax [5], [10], [81], [82], [99]).

Xiisusi halda (0,q) tipli @ tenzor meydanina totbiq olunan tomizlik anlayisi
onu ifads edir ki, istonilon X,..., X, € T5(M,,, ) tigiin asagidaki sortlor 5denilmolidir:
l@X1, X5, X )= (X y, X5,y X ) == Xy, X, X)),

® tenzor meydanina tasiri
(@,0)X1. Yy, Yg )= (@X NlYy, s Yy ) - X(@l@YL, s, Yo )+
+al(Lg )X, Yo, Yo )4+ oYy, s, (L )X
diisturu ils ifads olunan (bax [55])
2, 133(“/' 2n) > 33+1(M 2n)

operatorunu tayin edak, burada L, Y boyunca Li diferensiallanmasinin isarasidir.

Ogar ¢ My iizorinds kompleks strukturdursa vo @, tenzor meydani sifra

barabardirss, onda X, (C) tizorinds ® holomorf kompleks tenzor meydani adlanir

(bax [10], [105]). Beloliklo, X,(c) tizorinds holomorf ® tenzor meydant Moy,
tizorindo elo tomiz @ tenzor meydani soklinds realizo olunur ki, ixtiyari
X,Y,...,Yq € 36(My, ) iigiin

(@,0)X. Y. Y,,..0Y

q):O
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sorti 6donilmis olsun. Ona goro do Moy, tizorindo geyd olunan @ tenzor meydanina
da holomorf tenzor meydani deyilir. ©gor My, iizorinds ¢ sanki kompleks
strukturdursa, onda @, =0 barabarliyini ddayan @ tenzor meydani sanki holomorf
tenzor meydan1 adlanir.

Norden goxobrazlisinda istenilon X,Y,Z e 34(M,,,) iigiin

(@,9)X.Y,Z)=0

sorti 6donildikdos deyirlor ki, g Norden metrikasi holomorfdur.

ogor (I\/I 21 P g) g Norden metrikasina malik Norden ¢coxobrazlisidirsa, onda
deyirik ki, (M 21 P g) holomorf Norden ¢coxobrazlisidir.

Boazi cohatlorina goro holomorf Norden ¢oxobrazlilari Keler ¢oxobrazlilarina
bonzordirlor. Asagida ifado edocoyimiz teorem 0.28 belo bir moalum naticanin
analoqudur. Sanki Hermit ¢oxobrazlis1 onda va yalniz onda Keler ¢oxobrazlisidir ki,
sanki kompleks struktur Levi-Civita rabitasina nazaran paraleldir.

Teorem 0.28. [59] (parakompleks hali ii¢iin, bax [86]) g Norden metrikasina
malik sanki kompleks ¢oxobrazlisi iigin @,g=0 sorti V ¢=0 olmasma
ekvivalentdir, burada Vg metrikasinin Levi-Civita rabitasidir.

Keler-Norden ¢oxobrazlisi sanki kompleks ¢ strukturu vo V ¢ =0 soartini
o0doyon g psevdo-Riman metrikasi ilo tochiz edilmis Mo, ¢oxobrazlist ilo
formalagan (I\/I on @, 9) tclityii soklinda toyin oluna bilor, burada V' g metrikasinin
Levi-Civita rabitasidir vo nazords tutulur ki, g Norden metrikasidir. Belaliklo Keler-

Norden ¢oxobrazlilar ilo holomorf metrikaya malik Norden ¢oxobrazlilari arasinda
qarsiligh birqiymatli uygunluq (biyeksiya) vardir. Qeyd edak ki, bu ¢oxobrazlilarda
Riman oyrilik tenzoru tomiz vo holomorfdur, bundan basqa skalyar oyrilik lokal
holomorf funksiyadir (bax, [59], [86])
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Qeyd 0.1. Malumdur ki, sanki kompleks ¢ strukturunun inteqrallanmasi elo
buruglugsuz afin rabitonin varligina ekvivalentdir ki, hamin rabitoys nozoron V ¢ =0

tonliyi dogrudur.

g metrikasinin V Levi-Civita rabitasi buruglugsuz afin rabito olduguna gors

alariq: Ogor @,9 =0 olarsa, onda ¢ inteqrallanandir. Belslikls, @,9=0 vo N, #0

sortlorini 6doyan sanki Norden goxobrazlisi, yani sanki holomorf Norden ¢oxobrazlisi
yoxdur.

Qeyd 0.2. Keler-Norden g metrikasinin Levi-Civita rabitasi G =go¢ ikigat

metrikasinin Levi-Civita rabitosi ilo iist-listo diisiir (Keler-Norden ¢oxobrazlilarinda

Levi-Civita rabitasi tiglin metrikanin geyri-yeganaliyi).

Teorem 0.29. T*(M on) kotoxunan laylanma fozasi o halda RV metrikasina
Vo ng sanki kompleks strukturuna nozoron Keler-Norden ¢oxobrazlisidir ki,
buruglugsuz V rabitssi ¢ strukturuna nazaran holomorf rabito olsun.

Digor torofdon, yaxsi moalumdur ki, Keler-Norden ¢oxobrazlisinda Norden

metrikasi tomizdir [59]. Demali, agar Mo, coxobrazlisi g Keler-Norden metrikasina
Vo g metrikasmin V Levi-Civita rabitasin, T*(M on) kotoxunan laylanma fozasi iso

metrika olaraq RV Riman genislonmoasine malikdirsa, onda asagidaki teorem

dogrudur:

Teorem 0.30. My, psevdo-Riman ¢oxobrazlisinin T*(M 2n) kotoxunan

laylasan fozasi, o halda RV o "o —a nozoron Keler-Norden coxobrazlisidir ki,

(M2, 9, 9) Keler-Norden ¢oxobrazlisi olsun.

Ucgiincii foslin dordiincii yarimfaslinda kotoxunan laylanma fazasi iizorinda

yeni metrika tayin olunur, onun Levi-Civita rabitasine baxilir.
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n ..
RV Riman genislonmasindon va > g J'5pj5pi kvadratik diferensial formasindan
i, j=1

istifado edorok T~ (M) kotoxunan laylanma fozast iizorinds yeni
_ . noo
G =2dxIep; + X g''%pjop; (0.16)
i j=1
metrikasini toyin edok.

(0.16)-don miiayyan edirik ki, G metrikasinmn T*(Mn) kotoxunan laylanma

fozasindaki {5(0[)} adapto olunmus reperino Nazaran

Gii Gi) [0 &t
= J n ]
G=| . - |=| . . (0.17)
[G ji Gji] 5iJ gl
: 0 O . : :
komponentlori vo {—,——= ¢ tobii (natural) reperino nazaran iso
ox' ox'

_ _ ] . hi
Gji G ji g > Pm parjn;ri?] -2 pmrlni] 5} -9 | pmrjn;\

5ij —gjhpmrih gji

komponentlori vardir, burada ' g metrikasinin kontravariant komponentloridir.

Teorem 0.31. Ogor X,Y,M, iizerindo paralel vektor meydanlaridirsa, onda
T*(M o) kotoxunan laylanma fozasi iizarinde X,Y vektor meydanlarinin tam liftlori
G metrikasina nazaren ortoqonaldirlar.

Li moétarizasi omali My, hamar ¢oxobrazlisinin T*(I\/In) kotoxunan laylanma
fozasi tizarinda horizontal va saquli vektor meydanlari ligiin asagidaki sartlori 6dayir:
iy [ HX, Y =X, Y ]+ 7 ROXY) = HX, Y]+ (pR(X,Y))

i) [V .Y 0]=0,

iii) | "X 0|=Y (Vo)
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burada X,Y €3(M,), @,60e32(M,) vo R V rabitosinin oyrilik tenzorunun

isarasidir (daha genis molumat tigiin bax [106, s. 238 va . 277].

Teorem 0.32. Tutaq ki, (I\/In,g) n—olgilii diferensiallanan ¢oxobrazlidir vo

v (T*(Mn),é) kotoxunan laylanma fozasmnn Levi-Civita robitosidir. V Levi-Civita

rabitosi ixtiyari X,Y € 33(M,), @,0 € 3Y(M, ) iiciin asagidaki sortlori ddoyir:
- IH( ~ ~
i) ¥,y =" (VXY)+E”(g Lo pR(X, Y1 (YR(X, B))

i) ¥ Vo= (Vyo)+ H(g‘lovxa))+%v (XR(@, )

iii) V HY:% (VR(@, 7))

iv) vV, Y6=0,

burada hor bir X,Y e3t(M,), ®,0e3I/(M,) igin @=gtoweIH(M,)
X =goX eI (M,), YR(X,p)e3(M,), R iso V rabitesinin oyrilik tenzorunu
isara edir.

Natico 0.33. Tutag ki, (M},,g) n—élgiilii ¢oxobrazhdir vo V (T*(Mn),é)

kotoxunan laylanma fozasmin Levi-Civita rabitosidir. Onda fgﬁ Kristoffel

simvollarinin {g(a)} adapto olunmus reperins nazoron komponentlori

a tk
Flj _Flj + pa ijt 9

~

K
L = paRkjiav
k ti
F paRkjtag !

~k
F,J FJ +5 paRkltaglt,

=k J tk
Fij |t g
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soklinds tapilirlar.

Asagidaki teoremlorin dogrulugu gostorilir.

Teorem 0.34. we3; (M n) kovektor meydanimin G metrikasma malik
T*(M n) kotoxunan laylanma fozasina saquli lifti heg bir halda paralel deyildir.

Teorem 0.35. X € J3(M,,) vektor meydaninin G metrikasma malik T*(M n)

kotoxunan laylanma fozasina tam vo horizontal liftlori onda vo yalniz onda paralel

olurlar ki, M, iizerinde X V —ya nozaran paralel olsun.

Teorem 0.36. Tutaq ki, (I\/In, g) n—¢oxolgili diferensiallanan ¢oxobrazlidir
') T*(I\/In) onun G metrikasma malik kotoxunan laylanma fozasidir. Onda

(T*(Mn),é) onda Vo yalniz onda miistovi g¢oxobrazlisidir ki, Mp mistovi

coxobrazlisi olsun.
Ugiincii faslin besinci yarimfaslinds Kotoxunan laylanma fazasi iizerinda yeni

metrikaya nozoron metrik rabito vo geodezik oyrilor aragdirilir.

T*(Mn) kotoxunan laylanma fazasi iizerinds G metrikasinin V Levi-Civita
rabito teorem 0.32-do verilmisdir. Bu rabito VG =0 sortini odoyon yegano
buruglugsuz rabitadir. Lakin biz VG =0 sortini édoyan Vo geyri-trivial buruglug
tenzoruna malik olan digar rabitoni ds tapacagiq. Homin rabitsys G metrikasinin
metrik rabitasi deyilir.

Teorem 0.37. Tutag ki, V (M;,g) coxobrazlisi iizerinde Levi-Civita
rabitosidir. Onda ™ vV horizontal lifti G metrikasmin metrik rabitosidir.

Teorem 0.38. ™'V metrik rabitosino malik olan (T (Mn),é) kotoxunan

H

laylanma fozasinin metrik rabitoys nazoron "'r skalyar oyriliyi onda sifra barabor

olur ki, Mn iizorindo V4, —nin r skalyar ayriliyi sifir olsun.
Teorem 0.39. Tutag ki, C T*(Mn) kotoxunan laylanma fozasinda

(XI’XI ): (X',piJ dogrulmus koordinatlarma nozoron lokal olaraq XhZXh(t),
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Ph =% (t) soklindo ifado olunmusdur. Onda C oyrisi asagidaki tonliklorini

5dodikde G metrikasinin geodezik oyrisidir.

52" X P

a) g2 T dt dt

]

2 h i il
0P bRy My Ry gl T
b) a2 PmRhji dt dt PmRhit 9 qt dt

Teorem 0.40. (Mn,g) coxobrazlis1 tizarindoki geodezik ayrinin horizontal

liftinin T™(M,,) kotoxunan laylanma fozast iizorinds V rabitosine nazoren geodezik

oyri olmasi machuri deyildir.

Ucgiincii  faslin  altinc1  yarimfaslinds (0,2) tipli tenzor laylanmasinda Sasaki

metrikasinin Levi-Civita rabitosina baxilir.

Tutag ki, M C* sinfindon olan n-— o6l¢iilii differensiallanan g¢oxobrazlidir.

Onda TOZ(M): UTZO(M ), torifo géra, M goxobrazlist iizarinds (0,2) tipli tenzor
peM

laylanmasidir, burada U biitin PeM néqtalori iigiin TZO(P) tenzor fozalarinin
dizyunktiv birlosmosini isaro edir. T, (M) C* sinifindon olan (n+n?%)— &liilii

differensiallanan ¢oxobrazlidir.

TZO(M) laylanmasinda ~ Sasaki metrikas1 ixtiyari  X,Y € 35(M)  vo

A,B e 35(M) iigiin
‘9(" A’ B)=" (6(AB))
9(" A MY)=0, (0.20)
‘g( "X, "*Y)=" (g(X.Y))

barabarliklori ilo toyin olunur.
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Teorem 0.41 Tutaq ki, (M,g) Riman g¢oxobrazhsidir vo *V— °g Sasaki
metrikasina malik T, (M) laylasmasinin Levi-Civita rabitosidir. Onda miixtolif

indekslor @igiin  °I'S  komponentlorinin  giymotlori  asagidaki disturlar: ilo

hesablanirlar.
T =T, T =°Tf = °1f =0,

¢ 1
T = g(Rirjrllltmkz t+ Rirothlm)'

sk 11 gl 2 51
L3 __Fik115k22 _Fik§5k11, (0.21)
°T = 5 (0 R + g

°Ty :E(g PR+ Jl'[bsRi-st)

burada RY* =g"“g""R;,"
Bildiyimiz kimi, g Riman metrikasinin V Levi-Civita rabitosi biitiin
X,Y,Z e 35(M ) vektor meydanlart tigiin asagidaki Koszul diisturu ilo verilir:

20(V,Y,Z2)=Xg(Y,Z)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y) +

0.22
+g(x.¥}2)-g(Y.z} X)+9((z X]Y). (0:22)
Belaliklo asagidaki naticaya golirik:

Teorem 0.42. Tutaq ki, (M,g) Riman ¢oxobrazlisidir vo *V— °g Sasaki
metrikasina malik T, (M) laylanmasinin Levi-Civita rabitoesidir. Onda °V Levi-
Civita rabitesi biitin X,Y,Z € 35(M ), vo A B € 35(M ) iigiin asagidaki miinasibatlori
odayir.

: Hy, H 1 _
|) SV HX Y: (VXY)+§(7/+7/)R(X;Y)’
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iv) °v, "B=0,
burada A =g"'g2" A, = (A" Je 32(M),

R(,Y)AeT2(M), g*oR(,Y)Ae I3 (M)
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| FOSIL

DIFERENSIALLANAN COXOBRAZLILAR VO ONLARIN
LAYLANMA FOZALARI

1.1. Diferensiallanan ¢coxobrazh iizarindo Riman metrikalari

1.1.1. Diferensiallanan coxobrazh anlayisi

Malumdur ki,

R"={(&,....&,):—0 <& <, & €R, i=1,...,n}

R hoqiqi adadlor meydani iizorindo n —olgiilii vektorlar fazasidir. Bu fozada

n

ply)=( 6 -n )

2
i=1
qaydast ilo toyin olunan standart Evklid metrikasinin verildiyini qobul edirik. Bu
metrikanin R" —do topologiya dogurmasi askardir vo R" —nin standart topologiyast
dedikde mohz bu topologiya basa diisiiliir. Standart topologiyaya nozoron U < R"
aciq coxlugunu gotiirok. f :U — RP inikas1 hor bir
x=(x1,...,x”)eU
noqtasini miiayyon
f(x)= y:(yl,...,yp)e RP
noqtasine ¢evirir. Yoni f inikasi p sayda
y = y‘(xl,...,x”), i=1...,p
funksiyalari ilo tayin olunur. yl,..., yP funksiyalar1 f inikasinin kecid funksiyalar:
adlanir.

Ogor yi funksiyalarinin hor biri U ¢oxlugunda K —c1 tortibo godor kosilmoaz

xiisusi toromoaloro malikdirss, onda deyirlor ki, f inikast CK sinifindondir vo
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f eCk(U,Rp) yaxud f eck soklindo yazilr. yi funksiyalar1 ixtiyari tortibdon
kasilmaz xiisusi tdromalora malik olduqda iss f inikast C* sinifindondir deyilir vo
fe COO(U R p) soklinda gostoarilir. yi funksiyalar1 analitik olduqda f inikasmin C¢

sinifindon oldugu qobul edilir vo f € C®(U,RP ) yazilir.
Forz edok ki, X Hausdorf topoloji fozasidir. Hor hansi U < X agiq

coxlugunun V R" otrafina

p:U->V
homeomorfizmino X —do n—0lgiili xorito vo ya n—0ol¢iilii koordinat sistemi, U
aci1q ¢oxluguna iso @ Xaritosinin koordinat otrafi deyilir. Bozon Xaritoni (U ,(p) clitii

soklindo do gostarirlor.

Ogor x €U olarsa, onda go(x):(xl,...,x”)e R, xL,....x" haqigi adalorine ¢
Xaritasinds X noqtesinin koordinatlar1 deyilir.

Ogor X Hausdorf topoloji fozasinin n—olgiilii ¢, Xoritalorinin U, otraflar1 bu

fozan1 Ortorso, yoni

x = Ju,

acA
olarsa, onda X —o n—0olgili topoloji ¢oxobrazli vo ya sadaco n—0l¢iilii ¢oxobrazli
deyilir, burada A - indekslor ¢oxlugudur.
Torif 1.1.1. Tutaq ki, X Hausdorf topoloji fozasi, k iso 0<k <oo sortini
ddoyan tam ododdir. Asagidaka sortlor édonildikds {(U ¢, ),a e AU, = X lokal

xaritolor ailasing X iizarinds CK sinifindan olan n —ol¢iilii atlas deyilir:

1. Lokal xaritalorin U, atraflart X -i értiir (X = UUa], yoni X n—olgiilii

acA
topoloji ¢oxobrazlidir;

2. Va,peAiigin U, U gz #O olarsa, onda
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@g° . o, (Ua ﬂUﬂ)—> Ps (Ua ﬂUﬁ) inikas:  C¥ sinifindondir. Bu sorta bazan
U,.0,)vo (Uﬂ,gpﬁ) xoritalorinin CK —uzlasmasi da deyilir.

Pp ° (p&l inikas1 189 koordinatlarin kecid inikas1 adlanir
(u‘ﬂ :u‘ﬂ(uj), i, j =1,...,u), burada uiﬂ - xeU,NU, néqtesinin (U, ;)
Xoritasindoki, uojl iso homin néqtenin (U, ¢, ) Xaritesindaki koordinatlaridir.

U, ﬂUﬁ = olduqda ¢4 ogo;1 inikas1 tayin olunmur. Bu halda ¢z ogp&l
inikasinm CX sinifindon olmas qobul edilir. 2-ci sort @z ° go&l kecid inikaslarinin
ck sinifindon difeomorfizmlor olmasma ekvivalentdir. Bu iso Pp ° go;1 kecid

inikasinin Yakobi matrisinin geyri-moxsusi olmasi demakdir.

Toarif 1.1.2. Tutaq ki, {(Ua,goa)} \Z) {(Uﬂ,goﬂ)} Ck sinifindan olan har hans:
iki atlasdir. Bu atlaslarn ixtivari (U, @, ) Vo (U ﬁ,(pﬂ) Xaritalori CX —uzlasandrsa,

yani {(Ua,qoa )} Vo {(Uﬂ,goﬁ )} atlaslarmin birlosmasi da Ck sinifindandirsa, onda
verilon atlaslara ekvivalent atlaslar deyilir.

Tarif 1.1.3. M Hausdorf topoloji fazas: iizarinda CXsinifindan olan atlaslarin
ekvivalentlik sinfino CK — struktur deyilir.

CX —struktur CX sinifindon olan biitiin atlaslarm birlosmosi oldugundan, ona

ck sinifindon olan maksimal atlas da deyilir. CX —struktur onun CX sinifinden olan

ixtiyari atlas1 vasitasilo verilo bilar.

C° —strukturuna topoloji struktur, C* (1<k <) strukturuna ise diizgiin

struktur deyilir. Bundan sonra biz yalniz C* —strukturlarma baxacagq.

Tarif 1.1.4. M hesabt bazaya malik Hausdorf fazast olsun. Ogar M iizarinda

n—olciilii C* sinifindon olan atlaslarm C® —strukturu verilmisdirsa, onda M
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fozasina n—algiilii C* sinifindan olan diferensiallanan vo ya hamar ¢oxobrazi

deyilir va M, kimi igsara olunur ([11, 5.104]).

M, diferensiallanan goxobrazlisi iizorinds toyin edilon (p,q) tipli tenzor
meydanlar1 ¢goxlugunu SS(M) simvolu ils isars edirlor. p=1,g=0 oldugda S(l)(M)
vektor meydanlart ¢oxlugu, p=0,q=1 olduqda iso kovektor meydanlari ¢oxlugu
aliir.

Torif 1.1.5. M, — C* sinifindan olan diferensiallanan ¢oxobrazli olsun.

9:3(M)x3L(M)—>R
bixatti formast (va ya (0,2) tipli tenzoru) simmetrik va miisbat-miiayyandirsa, yani
istonilon X,Y e 3t (M) digiin
1) g(X.Y)=g(¥,X),
2) 9(X,X)=0 vo g(X,X)=0<> X =0 sortlorini édayirsa, onda ¢ bixatti
formasina Riman metrikast vo ya metrik tenzor deyilir. (M,,,g) ciitii iso Riman

coxobrazlist adlanir.

g metrik tenzorunu lokal koordinatlarla ifado etmok olur. Tutaq ki, M

diferensiallanan goxobrazlist iizorinds (U, @)= (U X X“) lokal xaritosi verilmisdir

0 0

vo XY eSﬁ(Mn) vektor meydanlari ticlin X = Xigz Xiﬁi, Y :Yjﬁijﬁj,
ayrilislart dogrudur.
Onda
a(X,Y)=g(x'a;.Y 10} )= g(e;,0; )XY I = g x V]
barabarliyini yaza bilarik, burada
9ij = 9(0i.05)
isars olunmugdur vo g; — ¢ Riman metrikasinin komponentlaridir. Ogor {dxi }— nin

{0; } tobii bazisino qosma bazis oldugu nazars alinarsa, onda g Riman metrikasinin
g = gij .dx! ® dx]
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ayrilisin1 yazmagq olar.

M, diferensiallanan g¢oxobrazlisi iizerinde toyin olunmus diferensiallanan

funksiya (0,0) tipli tenzor meydamidir. Ona goro do M, coxobrazlisi iizorinde
diferensiallanan funksiyalar coxlugu 3°(M ) kimi isaro edilir.

Torif 1.1.6. Tutag ki, M,—- C% sinifindon olan diferensiallanan
coxobrazlidir. M, c¢oxobrazlisi iizorinda afin rabits dedikds asagidaki sartlori
odayan

Vi3 (M, )xS3(M,)— 35 (M)
inikast basa diigtiltir (bax [2, s. 303]):
1) VXY € F5(M,), V(X,Y)=V,Y e 3(M,)
2) Vi e3I(M,), vX,Y €T(M,), VixY =1 -VxY;

3) ¥ge3(M,), ¥X,Y € 5i(M,), Vi (9-Y)=g-V, Y +X(g)-Y.
Qeyd edok ki, agor (U,(o)z(U,Xl,...,Xn) lokal xaritesinds X = X'8; olarsa,
onda X(g) asagidaki ifadoys malikdir (bax [2, s. 281]):

i 09 _ 109 n 09
X X =X foq X .
(9)= ox' ot ox"

(M,,, V) ciitii afin rabitali foza adlanir.

Torif 1.1.7. Tutaq ki, M, diferensiallanan ¢oxobrazlisi iizorindo V afin
rabitasi va (U ,go): (U K Xn) lokal xoritasi verilmisdir.
50 =Tj 8k
soklinda tayin olunan n® sayda Filj( ‘U — R diferensiallanan funksiyalarma V" afin

rabitosinin amsallar: deyilir.

X,Y €3:(M,) vektor meydanlarmi gotirok vo forz  edok ki,
(U,9)=(U,%,...,x") lokal xeritesinds X = X'g;, Y =Y 13, . Onda

VY =V, (vig;)= XY  + T i,
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AL =8iYk+Fi'j‘Yj ifadesi Y vektor meydanmin V afin rabitssinae nazaran

kovariant toromosi adlanir. Qeyd edok Ki, ViYk—(l,l) tipli tenzor olan VY
tenzorunun koordinatlaridir.
l“i'f rabito omsallar1 tenzorun koordinatlar: deyildirlor vo lokal koordinatlarin
x" :xi'(xl,...,x”)

cevrilmasi zamani

e o axd o ax %!

T o ok 1 o adad)
qaydasi {izra doyisirlor (bax [2, s. 304]).

M, diferensiallanan goxobrazlisi iizorinde verilmis a € 3)(M,), & = aidxi,

kovektor meydanmin V afin rabitosinds kovariant tdromosi
Viai =00 —T}fiak
soklinda, te3f(M,), t Ztiil.::i:pﬁjl ®---®0; ®dxt ®---®dx tenzor meydanmin
kovariant toramasi iSa
VitE e sa e o Y e S il
a=1 B=1

soklindo hesablanir (bax [2, s. 307]). Beloliklo, ogor te Sg(Mn) olarsa, onda
Vte 3P, (M,)

Torif 1.1.8. X,Ye3,(M,) vektor meydanlarimn  kommutatoru elo
[X Y ] e 3t (M) vektor meydanina deyilir ki, ¥f € 32(M ) funksiyast tigiin

[X.YKf)=X (Y (£))-Y(X(f))
baraboarliyi danilsin ([7, s. 198]).

Ogor (U,(p):(U,xl,...,x”) lokal xaritosindo X = X'8;va Y =Y 13; olarsa, onda

[X, Y] =x"a, Y -YM5 X'
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Torif 1.1.9. Tutaq ki, (M, V) afin rabitali fazadir. V afin rabitasinin buruglug

tenzoru dedikda VX,Y € 35 (M ,) vektor meydanlart iiciin
S(X,Y)=V,Y -V, X —[X,Y] (1.1.1)
soklinda toyin olunan (1,2) tipli tenzor meydani basa diigiiliir ([11, s. 332]).
(1.1.1) borabarliyinds X =0; va Y =0 avazlomalorini aparsaq, alariq:
Kk
S(ﬁi’aj)zsijék =V5,0j=Va,0i —[Giﬁj]:
[0, ~T%0, —(6M0,6% 570,65 Py = (T =T o, .
Belolikls, S buruglug tenzorunun
Sij =T —Tji

koordinatlar1 vardir.

Torif 1.1.10. Tutaq ki, (M, V) afin rabitoli fozadir. V afin rabitosinin oyrilik

tenzoru dedikdo VX,Y,Z €8} (M,) vektor meydanlari iigiin
R(X,Y,Z)=V,V,Z -V, V,Z -V [Z (1.1.2)

saklinda toyin olunan (1,3) tipli tenzor meydani basa diigiiliir ([2, s. 309]).
(1.1.2) boarabarliyinds X =0;,Y =0, Z=0, oavazlomalorini aparag. Onda

asagidakilar1 yaza bilorik:
R(ai’aj’ak): Ri|jk3| =V Va0 =V, Va0 = Vs 0,0k =
=V, (CRom )~ Vo, [ORoy )= 0T ko + TRV ;8 -
~0iTi0n ~TiV Oy = 0T g0 + Tk Tin0; -
_ajri? m _Fiwr}mal :(8irj!k _ajrilk +Fjrln<rilm _Firknrj!m )al'
Buradan aliriq ki, R ayrilik tenzorunun
Rin|< :airj!k _8jrilk +F}Eﬂ'm _ri?r}m

koordinatlar1 vardir.
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Torif 1.1.11. Tutaq Ki, (Mn,V) afin rabitali  faozadwr. Ogor istanilon

(U,(o):(U,Xl,...,X”) lokal xoritasinda T =T sorti ddonilirss, onda V simmetrik

afin rabito adlanwr ([7, s. 261]) .

Torif 1.1.12. Tutaq ki, (M,,,g) Riman fozasidir vo V bu faza iizarinda toyin
olunmug simmetrik afin rabitadir. Ogar Q metrik tenzor meydam V afin rabitasinda
kovariant sabitdirsa, yani V,g; =0 miinasibati édanilirsa, onda V-ya g Riman
metrikast ilo alaQalondirilmis afin rabito vo ya Riman rabitosi, yaxud Levi-Civita
rabitosi deyilir (bax [7, s. 267]) .

Asagidaki teorem dogrudur (bax [7, S. 268]) .

Teorem 1.1.1. Tutaq ki, (M,,,g) Riman ¢oxobrazlisidir. Onda bu ¢oxobrazli

tizarinda tayin olunmus yegana Riman rabitosi vardwr. Bu rabitonin amsallart
1
k X
L :Eg (aiglj +0;0; _algij)

diisturu il> hesablamirlar, burada g% funksiyalart (gij) matrisinin tors matrisinin

elementlori olub, g metrik tenzor meydanimin tars tenzoru adlanan tenzoru amola

gatirirlor.

1.2. Diferensiallanan ¢coxobrazh iizarinds afinor strukturlari

Tutaq ki, C” sinifinden olan M, diferensiallanan goxobrazlis1 verilmisdir.
M, tizerindo tenzor S —strukturu dedikds eyni tipli vo ya miixtalif tipli tenzor
meydanlarmin S = {S} yigimi basa diisiiliir ([81], homg¢inin bax [1, s. 62]). Tenzor

S — strukturu xiisusi halda yegano S tenzor meydanindan da ibarat ola bilor. s€S
tenzor meydanlarma S —strukturun osas tenzor meydanlar1 deyili. U <M,
koordinat otrafinda elo V afin rabitesini daxil edok ki (ager miimkiindiirsa), bu

rabitodo VseSicin VS=0 miinasibati odonilsin. Belo afin rabitolorini S —
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rabitalor adlandirirlar [10]. Tutaq ki, Vp e M, ndqtasinin elo U, = M, koordinat

otraft vardir ki, bu otrafda elo X,,..., X, bazisi (imumiyyastlo, holonom olmayan)

vardir ki, hamin bazisds istonilon asas se€S tenzorunun sabit komponentlori vardir.
Bu halda S —struktura mohkem S —struktur deyilir vo belo xassaya malik bazis iso
S —struktura adaptiro olunmus bazis adlanir [81].

M, c¢oxobrazlisi iizerinde miimkiin oldugu qodor lokal xaritolorin elo atlasini

segok ki, bu atlasin hor bir Xxoritosindo VSeS oasas tenzor meydaninin sabit
komponentlori vardir. Belo S —struktura inteqrallanan S —struktur deyilir [81].
Askardir ki, integrallanan S —struktur méhkam S —strukturdur vo onunla xarakterizo

olunur ki, bu struktur t¢iin Vp e M, ndqtesinin U, otrafinda adaptirs olunmus

(uygunlasdirilmis) bazislordon he¢ olmazsa biri holonom bazisdir. [1]-do asagidaki
teorem isbat olunmusdur.

Teorem 1.2.1. ©gar S —struktur ti¢iin lokal-miistavi, S —rabita vardirsa, onda
bu struktur inteqrallanandwr va torsina.

Ogor M, diferensiallanan ¢oxobrazlisinin ixtiyari ndqtesinin otrafinda on azi
bir buruglugsuz S —rabito vardirsa, onda S —struktura sanki-integrallanan S —
struktur deyilir [81].

Teorem 1.2.1-don alinir ki, agor S —struktur inteqrallanandirsa, onda o, hom do
sanki-inteqrallanandir. Lakin bu hokmiin tarsi homiso dogru deyildir.

Toarif 1.2.1. Ogar S —struktur (1,1) tipli tenzor meydanlarindan, yani afinor
meydanlarindan ibaratdirsa, belo S —struktura poliafinor struktur va ya sadaco IT—
struktur deyilir. 1 —strukturun biitiin afinorlar: bir-biri ilo kommutasiya olunduqda
deyirlor ki, IT —struktur kommutativdir [ 15].

Qeyd edok ki, M, diferensiallanan g¢oxobrazlist iizarinds S —strukturun
movcudlugu miioyyan hondasonin mozmununu toyin etmis olur. Bu mozmun se€S
asas tenzor meydanlarinin xassalori vasitasilo otiiriilo bilor. Oyanilikdon 6trii misallar

gostarak.
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1. M,, diferensiallanan ¢oxobrazlisi tizorinds iki dafa kovariant, simmetrik, geyri-
maxsusi yegano g tenzor meydanindan ibarot g — strukturun mévcudlugu Mg -o
Riman handasasini gatirmis olur.

2. M, diferensiallanan ¢oxobrazlisi {izorinds F2 =—1 miinasibatini odayon F

afinor strukturunun mévcudlugu onu sanki kompleks ¢oxobrazlisina ¢evrimis olur
(bax [9, s. 116]), burada | —vahid afinordur. Sanki kompleks goxobrazlisi ciit 6lgiilii
coxobrazlidir, yoni n=2K. Ogor sanki kompleks struktur inteqrallanandirsa, onda
kompleks ¢oxobrazlinin handasasini almis olurugq.

Qeyd edok ki, sanki kompleks F strukturunun inteqrallanan olmasi bu strukturun
Nijenhuis tenzoru adlanan N € 35(M,, ) tenzorunun sifira borabor olmasina
ekvivalentdir ([106, s. ]).

Ng Nijenhuis tenzoru VX,Y e S:(M,) vektor meydanlar iigiin asagidaki kimi
toyin olunan tenzordur:

Ne(X,Y)=[FX,FY ]+ F2[X,Y]- F[X,FY]-F[FX,Y]

Tutaq ki, M,, neytral metrikaya, yani signaturasi (n,n) olan g psevdo —
Riman metrikasina malik Riman goxobrazlisidir. Nozards tuturug ki, (M,,,@) sanki
kompleks ¢coxobrazlisidir.

Torif 1.2.2. VX,Y € 5;(M,,) iiciin

g(pX, Y )=-g(X,Y)

va ya ekvivalent
g(@X,Y)=9(X,¢Y)
miinasibati 6donildikdo g metrikasina Norden metrikast deyilir (bax [84], [88]).

Bu név metrikalar basqa adlar — tomiz, anti-Hermit vo B —metrikalar1 adlar
altinda da todqiq olunmuslar (bax [10 ], [ 52], [ 55], [67], [79], [98], [99]).
Torif 1.2.3. Ogar (M,,.¢) 9 Norden metrikasina malik sanki kompleks

coxobrazlidirsa, onda deyirik ki, (MZn,go,g) sanki Norden ¢oxobrazlisidir. Ogar ¢

inteqrallanandirsa, onda (M., @, Q) Norden coxobrazlisi adlandwrilir.
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Torif 1.2.4. Norden coxobrazlisinda ¥YX,Y,Z € J3(M,,) iigiin
(@,9)X.Y,Z)=0
miinasibati o6donildikda deyirlor ki, g Norden metrikast holomorfdur, burada

®D,9 € 33(My,) vo (qb(pg)kij komponentlorinin x,...,x*" lokal koordinat sisteminda

asagidak ifadalari vardur:
((D(pg)kij :qolinamgij _(Dimakgmj +gmj(ai¢l?1 _5k@|m)+ gimaj¢lin'
Torif 1.2.5. Ogar (M,,,,@,9) 9 holomorf Norden metrikasina malik Norden

coxobrazlisidirsa, onda onda deyirlor ki, (MZn,(p,g) holomorf Norden

coxobrazlisidir.

Bazi cohatlorina gora holomorf Norden ¢oxobrazlilar1 Keler ¢oxobrazlilarina
bonzayirlor. Asagidaki teorem belo bir malum naticonin analoqudur: Sanki Hermit
coxobrazlist onda vo yalniz onda Keler ¢oxobrazlisidir ki, sanki kompleks struktur

Levi-Civita rabitasine nozaran paraleldir: Vo =0.
Teorem 1.2.2. [59] g Norden metrikasina malik sanki kompleks ¢oxobrazlist
tigiin @,9 =0 sarti Vo =0 boraborliyina ekvivalentdir, burada V g metrikasinin

Levi-Civita rabitasidir.

1.3 Diferensiallanan ¢oxobrazhnin laylanma fazalar

Torif 1.3.1. Asagidak: sortlor édonildikda X,Y topoloji fozalarindan va
. X->Y
kasilmaz inikasindan ibarat olan u =(X,7r,Y) ticliiyiino R haqiqi adadlor meydani
tizarinda n rangli vektor laylanmasi deyilir (bax [13, s. 101]):
¢) Ixtivari beY néqtasi iiciin

Fy =77 (b)
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coxlugu R meydant iizarinda xotti (vektor) fozadur;
d) (lokal trivialliq sarti) Y fozasinda elo {U,,} aciq értiiyii va ela
¢, U, xR" > Xu, (XUa =7Z'_1(Ua))
homeomorfizmlaori vardwr ki,
b))ixtiyari beY noqtasi iiciin ¢, (b, X) e R, daxil olmasi dogrudur (basqa

sozlo,

Pa
U, xR"3 Xy,
N o
diagrami kommutativdir, burada sol maili ox Uaan diiz hasilinin birinci U,
vuruguna (0,X) = b tobii proyeksiyasidir, sag maili ox iso 77: X =Y inikasinin Xu,

tizarina Mahdudlanmasidir);

b,) har bir beY nogtasi iigiin

Pup(¥) =9,(b,x), xR
diisturu il tayin olunan
Pup R">F
inikasi xatti fazalarin izomorfizmidir.
Y fozasi p vektor laylasmasimin bazasi, X onun total fozasi, 7 inikasi isa
proyeksiyas1 adlanir. F, Xotti fozasina 4 laylanmasinin (vo ya 7z proyeksiyasinin)

beY noqtasi lizarinds lay: deyilir.

¢, homeomorfizmi x laylasmasmin U, a¢iq c¢oxlugu iizerindo

trivializasiyasi, U_ ac¢iq c¢oxlugu iso triviallagsdiran otraf adlanir. Triviallasdiran

straflardan toskil olunmus {U,} 6rtilylino triviallagdiran &rtiik deyilir. (U,,¢,)
ciitiine do bazon trivializasiya deyilir. (U,,¢, ) trivializasiyalarmm {U_,¢,)} ailosi

triviallagdiran atlas adlanir.

49



oS =1ld sortini 6dayan S:Y — X kasilmoz inikasina u vektor laylasmasinin
kasiyi deyilir. s:Y — X inikasinin x vektor laylanmasinin kasiyi olmasi iiglin zaruri
vo kafi sort ixtiyari b €Y noqtosi tigiin S(b) € F(b) olmasidir.

Vektor laylanmalarina dair misallar gostorok.
1.  Ixtiyari Y topoloji fozasi vo ixtiyari V xXotti fozasi iigiin (Y xV,7z,Y) tgliyii
vektor laylasmasidir, burada 7:YxV —Y -diiz hasilin birinci vuruga
proyeksiyasidir. Triviallagdiran {U_} ortiiyiin bu laylasma iigiin bir U =Y
elementindan ibarotdir,

@Y xR" =Y xV

trivializasiyas1 iso V Xotti fozasinda e, e,,...,e, bazisinin se¢ilmasi ilo toyin olunur
Vo

o(0,%) = b, }(x))} beY,xeR"
diisturu ilo verilir, burada a:V — R" —¢e,,...,e, bazisino uygun olan koordinat
izomorfizmidir. Bu vektor laylasmasina n ranqli trivial vektor laylagsmasi deyilir.

2. Forz edok ki, M —C” sinfindon olan n-olgili diferensiallanan

n

coxobrazlidir. Biitin T,M, pe M toxunan fozalarinin dizyunktiv birlosmasi Kimi

toyin olunan T(M ) ¢oxluguna baxagq:

T(M)= UT,M.

Goriindiiyit  kimi  T(M) ¢oxlugunun noqtolori M diferensiallanan
goxobrazlismm biitiin miimkiin toxunan vektorlaridir. Hor bir v e T(M ) vektoru iigiin

veT,M sortini 6doyan p e M ndqtesini 7(v) simvolu ilo isaro edok. Naticodo hor
bir peM ndqtasi tigiin 7~*(p) =T,M xassasine malik olan

7:T(M)—>M
inikas1 toyin olunur. Ixtiyari UM agq coxlugu iigin 7 *(U) cT,M alt
¢oxlugunu T(U) coxlugu ilo eynilogdirok. U ¢oxlugu (U,(o)z(U,Xl,...,Xn)

Xoritosinin dastyicist oldugu halda ixtiyari veT(U) vektorunu
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Tp(v):(xl,xz,...,x”, vl,vz,...,v”)e R?"

n

vektoruna geviron T, :T(U) — R®" inikas1 toyin olunur, burada x',...,x p=7(v)

noqtesinin - (U, )  xeritosindo  koordinatlanidir, v',...,v" iso v vektorunun

(ilj ,,(ij bazisinds koordinatlaridir, demali,
X" Jp 0

ox"
(o), v oe)
V=V — |+ 4V — .
OX b OX o

Qeyd edok ki, v',...,v" ododlori v vektorunun verilmasi ilo birgiymotli toyin

olunurlar. Aydindir ki, T, biyektiv inikasdir vo ona gora do (T (U),Tw) ciitii T(M )-do
xaritodir. Tutaq ki, (U,p) vo (U',¢') M ¢oxobrazlisinin (miioyyanlik tigiin kosison)
xaritaloridir vo

x" :xi'(xl,xz,...,x“), i=12,...,n, (1.3.1)
uygun lokal koordinatlarin U MU' kasigmasinds kegid diisturlaridir. Torifo gora, har

bir peUNU’" ndqtesi ligiin ixtiyari veT,M vektorunun U,p) vo U'¢)

xaritolorindaki Vl,...,vn \V) Vl,,...,vn' koordinatlar1 arasinda
., Xi’ .
v = 8_I V' (1.3.2)
OX
p
i/

miinasibati vardir, burada (%J — (1.3.2) disturlarmin sag toraflorindoki kegid
p

XI

funksiyalarinin xiisusi téromalorinin p noéqtasindaki qiymatloridir. Digor torafdan,
aydindir ki, Te vo T¢' inikaslar

TUNU)=TU)NTU)
coxlugunu R?" =R xR fozasmimn, uygun olaraq, U NU)xR" vo o' (UNU')xR"
aciq alt ¢oxluglarina gevirirlar, demali, (1.3.1) va (1.3.2) diisturlar1 birlikds birinci

coxlugun ikinci coxluga T¢'oTe ™' inikasmi toyin edirlor. Biitin peU NU’
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i/
noqtalori tigiin det (ZX_'J #0 oldugundan, aliriq ki, bu inikas difeomorfizmdir.
X
p

Belalikls, (T(U),Te) vo (T(U'),T¢') xaritalori bir-biri ilo razilasdirilmisdir.
Aydmdir ki, bu noatico UNU'= oldugda da dogrudur (U NU’'=< oldugda
TU)NTU’) = olur). Buradan bilavasits alinir ki, (T (U),Te) soklinds olan lokal
xaritolor T(M ) tizorindo atlas vo miioyyon hamar struktur toyin edirlor.

Qurulmus T(I\/I ) hamar ¢oxobrazlist M ¢oxobrazlisinin toxunan vektorlarinin

coxobrazlisi adlanir. Bu ¢oxobrazlinin dlgiisii 2n—o borabardir, burada n=dimM .

U= (T(M ),7[, M) ticliiylino iss M ¢oxobrazlisinin toxunan laylanmasi deyilir [95].

T(M ) 4 toxunan laylanmasinin total fozasi, 7 — proyeksiyasi, M iso bazasi adlanir.

7 (p) coxluguna pe M noqtesi lizorindo lay deyilir. Bir sira hallarda M

diferensiallanan ¢oxobrazlisinin toxunan laylanmasi olaraq, T (M ) total fozasinin 6zi
gotiiriilir. Qeyd edok ki, (1.3.2) disturlarinda xiisusi téromoalorin varligina asason

T(M) coxobazlisinin hamarliq tortibi M ¢oxobrazlisinin hamarhq tartibindon bir
vahid azdir.

Torifo osason, (T(U),Te) lokal xoritesine uygun olan lokal koordinatlar
Xl,X2,...,Xn,V1,V2,...,Vn adadlaridir. Belaliklo, x', x%,....x" simvollar1 hom U
otrafindaki lokal koordinatlar, hom do T(U) otrafinda lokal koordinatlarin bir

hissasini ifado edirlor. (1.3.1) ¢evirmasinag T(I\/I) toxinan laylanmasinda lokal

koorldinatlarin
X' :xi'(xl,xz, ,x”)
o - %j /i (1.3.3)
ox' )

cevirmolori uygundur.
x =vli=n+1...,2n gabul etmakls, (1.3.3) gevirmaloarini
x"=x"(x') 1=12,....2n

soklina gatirmok olar.
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(1.3.3) g¢evirmolorinin Yakobi matrisi asagidaki struktura malikdir:
ox" ox"
Y | At At L
[ax_l]_ ool || A0 (1.3.4)
o) o o | \von A
x' ox!

MU

i ox
burada A’ :F isara olunmusdur.
X
mos=1d sortini 6doyan kasilmoz s: M —)T(M) inikasina T(I\/I) toxunan
laylanmasinin kosiyi deyilir. Qedy edok Ki, T(I\/I) toxunan laylanmasinin kosiklori
M diferensiallanan ¢oxobrazlisi tizarinds vektor meydanlaridir.
3. M diferensiallanan ¢oxobrazlisin biitin ndqtolorinda (r,s) tipli tenzorlar

coxluguna baxagq:

T (M)= UTS(p),

peM
burada T, (p)- peM négqtesinda (r,s) tipli tenzorlar fozasidir. 7z:T/(M)— M
proyeksiyasi misal 2-do oldugu kimi daxil edilir, yoni (r,s) tipli hor bir te TS (M)
tenzoruna bu tenzorun toyin olundugu noqto qarsi qoyulur. p € M noqtesi tizorinda

71 (p) lay1 olaraq, p ndqtesinda (r,s) tipli tenzorlarin T (p) fozast gotiiriiliir,

r

Asanligla yoxlanilir ki, (TS (M), 7, I\/I) tcliiyli vektor laylanmasidir. Bu laylanmaya
M diferensiallanan ¢oxobrazlisi tizorinds (r, S) tipli tenzorlarin laylanmasi deyilir.
Xiisusi hala baxaq. Tutaq ki, r=0,s=1. Bu halda M diferensiallanan
coxobrazlis1 iizorinds (01) tipli tenzorlarin (kotoxunan vektorlarin) T*(M)
laylanmasinm1 aliriq. Bu laylanma fozasini kotoxunan laylanma fozasi adlandirirlar.
T*(M) kotoxunan laylanma fozamm noqtesi pe M noqgtasinds (0,1) tipli tenzor

(kotoxunan vektor) oldugundan, T*(M ) kotoxunan laylanmasinda lokal koordinatlar

asagidaki kimi tayin olunurlar:

(x' ): (xi , xi): (xi ,pi), (1.3.5)
burada
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| =12n, i=1n, i=n+12n, x' =p,.

Qeyd edok ki, pi,i=1n hogigi ododlori peM noqtesinds peT(p)
kotoxunan vektorunun Kkoordinatlaridir, yoni p= ,oidxi - (1.3.5) koordinatlar
asagidaki qayda ilo gevrilirlor:

X' =x (xl,xz,...,x”),

R (1.3.6)
G S
Vo ya
x'/:x'/(x'), (1.3.7)

burada I =1,2,...,2n.
(1.3.6) va ya (1.3.7) ¢evirmasinin Yakobi matrisinin strukturu asadaki kimidir:

EEafl s e
ox x' x| (oA A

ox' ox!
i

burada A = SL' isaro olunmusdur. (1.3.8)-don goriindiiyli kimi
X

det[%','j:det(g')det(;\a)io.

Bu iso onu gostarir ki, T “(M) —2n —lgiilii diferensiallanan coxobrazlidur.
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II FOSIL

TOXUNAN LAYLANMA FOZALARIDA NATURAL
(TOBIi) METRIKALAR

2.1. Sasaki metrikasi

Laylanma fozalarinda xarici diferensial-hondasi strukturlarin  qurulmasi
(masalon, tenzor meydanlarinin vo afin rabitolorinin tam vo horizontal liftlori)
laylanma fozalar1 nazariyyasinin asas mosalolorindsn biridir (bax mas. [100]-[104]).
[96] mogalosinda toxunan laylanmada bazada verilon Riman metrikasinin tam lifti ilo
Ust-listo  diigmoyon xarici Riman metrikas1 toyin olunmusdur. Bu metrikanin
qurulmast bir ¢ox riyaziyyatgilarin digqetini 6ziino coalb etmisdir. (maSalon, bax
Kovalski [61], Musso va Tricerri [71]). Kotoxunan laylanmasi halinda analoji Riman
metrikast [96] mogalesindo qurulmusdur (hamginin, bax [75], [89]). Sasaki va
Satonun xarici Riman metrikalar1 toxunan vo kotoxunan laylanmalarin izometrik
uygunlugunu miiayyan etmoys imkan vermisdir (bax [96]). Bu uygunluqg Hamilton
mexanikasinda miithiim ohamiyyat kasb edir. Bu yarim fasildo Riman g¢oxobrazlisi
izorinds toxunan laylanmada Sasaki metrikas1 hagqqinda otrafli molumat nozors

catdirilacaqdir.
Tutag ki, (I\/In,g) Riman ¢oxobrazlisidir vo X € 33(M,) M, iizerinds lokal

koordinatlarla yegans gaydada

X =xi 9
Ox!

soklindo tosvir olunan diferensiallanan (C*sinifindon olan) vektor meydanidir.
X vektor meydaninin T(Mn) toxunan laylanmasma ' X saquli lifti vo " X

horizontal lifli agagidaki kimi toyin edilon vektor meydanlaridir (bax [10], [102]):
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"X =x‘i—r}kxjvki
ox' OX

Burada V', i =1,n toxunan laylanmanin lay koordinatlaridir, F}k 1S9 (I\/In, g) tizorinds

V Levi-Civita rabitasinin omsallaridir (Kristoffel simvollaridir).

Torif 2.1.1. [57]. Tutaq ki, (M,,g) Riman ¢oxobrazhsidir. Onda T(M,)

toxunan laylanmas: iizarinda Sasaki metrikas1 biitiin X ,Y eCOO(S%,(I\/In)) vektor

meydanlart ti¢tin

) 4ou("X,"Y)=g,(X,Y)
5) goul’ X.HY)=0,

6) Gl X V)= 0,(x.¥)
gaydast ilo verilon § tbii (natural) metrikasidir.

§ Sasaki metrikasina nazaran toxunan laylanmanin Levi-Civita rabitasini tayin

edok.
Toklif 2.1.1. [57]. Tutaq ki, V § Sasaki metrikasina malik (T(I\/In),@)

toxunan laylanmasmin Levi-Civita rabitasidir. Onda biitiin XY € Cw(S}J(M 0 )) ligtin,

5) (@H X HY)(p’u):H (VXY)(p,u) _%V (Rp(x ,Y)U),

Toxunan laylanmada Sasaki metrikasinin Levi-Civita rabitosinin  ayrilik

tenzorunu hesablamagq ti¢ilin asagidaki naticoni qeyd edok:
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Natico 2.1.2. [57]. Tutaq ki, (Mn,g) Riman ¢oxobrazlisidir vo V iso Sasaki
metrikasima malik (T(I\/In),@) toxunan laylanmast tizarinda Levi-Civita rabitosidir.

Forz edok ki, F:T(M,)—T(M,) laylart invariant saxlayan va onlarin har birinda
Xotti olan diferensiallanan  inikasdir. Onda hor bir X eJL(M,) va
n e C*(35(T(M,)))igiin
Vy, (F@)=" (F(X))
Oy, " (Fln)=" (FOX))+™ (R X)F ()
Toklif 2.1.3. [57]. (homginin, bax [61]). Tutag ki, (M,g) Riman

coxobrazlisidir va R isa Sasaki metrikasina malik (T(I\/In), Q) toxunan laylanmasinin

Riman ayrilik tenzorudur. Onda X,Y,Z eTp(Mn) lictin asagidakilar dogrudur:
7) FA{(DM) :(VX’VYyZ =0,
8) Ry =" X YFZ=R(X,Y)z +% R(u, X)(R(u,Y)Z)—% R(uY )" (R, X)2),,

9 Rpu={"X"Y)Z :—(% R(Y,Z)X +%R(U,Y)H (R(u,2)X )j ,

10) ﬁ(p’u):(HX,VY)HZ:V( R(R(u,Y)Z,X)u+%R(X,Z)Yj +%H((VXR)(U,Y)Z)|O,

p

M|

11) Fi(pyu)(“x,”vyz = (R(X,Y)Z +%R(R(U,Z)Y,X)u—%R(R(u,Z)X,Y)uj ,

12) Fi(p,u)(H X, Y)” z %V (VZRXX,Y ), +" (R(X,Y)Z +%R(u, R(Z,Y)u))x +

+%R(u, R(X,Z)u)Y +%R(u, R(X ,Y)u)sz.
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2.2. Ciger-Gromol metrikasi

T(Mn) toxunan laylanmasi tizorindo Ciger-Gromol metrikast da on illor

arzindos riyaziyyatcilarin boyiik maragina sobob olmusdur. Bu metrika 1972-ci ildo

J.Ciger vo D.Gromol torofindon [46] moqalosinds daxil edilmis, lakin onun agkar

ifadasi ilk dofo E.Musso vo E.Tricerri torofindon 1988-ci ildo [71] mogqalesinda

verilmisdir.

Torif 2.2.1. [58]. Tutaq ki, (M,,Q) Riman ¢oxobrazlisidir. Onda Q Ciger-

Gromol metrikast T(Mn) toxunan laylanmast tizarinda elo natural (tobii) metrikadir

ki, biitiin X,Y € Cw(ﬁé(l\/l n )) vektor meydanlart iigiin

1) g(|o,u)(H X," Y): gp(X’Y)’
2) g(p,u)(H X’VY):O’

1
1+r

3) g(p,u)(v X.’ Y)

sartlarini 6dayir, burada r =|u/=./g(u,u).

Bundan sonra sadolik xatirine o =1+ r? isara edocayik.

(9,(X,Y)+g,(X,u)g,(Y,u))

Toaklif 2.2.1. Tutaq Kki, v g Ciger-Gromol metrikasina malik T(I\/In)

toxunan laylanmasinin Levi-Civita rabitasidir. Ogar X,Y € Cw(S%(Mn)) olarsa, onda

biitiin (p,u)eT(M,) digiin

) (70, ¥)=- RWY X (7,),
3) (¥, ”Y):%H (R, X)),
4) (~V VY): i xuyy alv.u)x)s
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- glx v gl x gy

burada U  C*(35(M,)) (p,u) négtasindo u :(vn+1,...,v2n) olmagla

n
E 8Vn+' (p)

saklinda tayin edilon kanonik saquli vektor meydanidir.

Levi-Civita rabitasinin toyin olundugunu nozere alaraq T(M,) toxunan

laylanmasinin Riman tenzorunu hesablaya bilarik. Lakin avvolco asagidaki naticoni

geyd edok:
Natica 2.2.2. Tutaq ki, (I\/In,g) Riman ¢oxobrazlisidir va % g Ciger—Gromol
metrikasinin tayin olundugu (T(I\/In), g) toxunan laylanmast tizarinda Levi-Civita

rabitosidir. Tutaq ki, F ZT(I\/In)—>T(|\/|n) laylari invariant saxlayan va onlarin har

birina nazaran Xatti olan diferensiallanan inikasdir. Onda har bir X € Cw(S%)(M n)) Vo

har bir 7€ T(M,) iigiin
%, (Fm)= Fx)- 2 (5 .0 ) (Fen)al (Femu) x -
—+a)§(" (F@m)Y X +g(“ x,ulg(* x.u (" (FemNU D)

% F@)= FOO - RUX FED)

Taklif 2.2.3. [97]. Tutaq ki, R g Ciger—-Gromol metrikasina malik T(I\/In)

toxunan laylanmasinin Riman ayrilik tenzorudur. 9gar X,Y,Z e ToMy, olarsa, onda

1) RV 2 = (RO )Z)-

™ (R(u,R(Y,Z )X —

—R(U,R(X,Z )Y —2R(u,R(X,Y u)Z )+ ;V((v RYX,Y u),

2) R(M X Hy)z = (R(x,\()z)+2iH (Vi RXu,Z)Y =(V,R)u,Z)X )-

(04
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~ YR RW,Z)Y U -R(Y,RW,Z)X ) -45("Z,u) (R(X.Y )+

da

2 RO 2D

3) R(MXYy)'z= i(“ (v, R)(u,Y)Z)+%V(R(X,Z)Y)—%(V(R(X, R(u,Y)Z)u)-

~2g(v.u)' (R(x, 2 )+ 2 25(* (R(x, 2 )) Yo,

4) FE(H X,VY)VZ :—iH (R(Y,Z)X)+Tiz(g(Y,u)H (R(u,Z)X)-

1 H

-2 REYPO) s (REYRW.Z)X)

5) R(V XYY )'z %“ (R(X ,Y)Z)+4%2H (R(u, X R(U,Y)Z —R(u,Y)R(u, X )2 )+

+ L o0 R, X)2)- g(X ) (R(u.Y)2)).

a

6) R(“x.VY) z= “atz(g(v XY Z)g(v,u —g(“y.Y Z)g(x,up )+

+1+0‘2+0‘2 (g(VY,V z) x —g(“xY z)VY)+
[04

; ao;z(g(x,u)g(z,U)VY ~g(v.u)g(z,u)'x)

2.3. Adapts olunmus (secilmis) reperda Ciger — Gromol metrikasi

Bu bonddo Riman g¢oxobrazlisi lizorindo toxunan laylanmada adapto olunmus

reperde Ciger — Gromol metrikasiin bazi xassalorini dyranacayik. Tutaq ki, M, ¢

metrikasina malik Riman goxobrazlisidir. 3§ (M,) ilo M, iizorindo biitiin (p,q)tipli
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tenzor meydanlar1 ¢oxlugunu isara edirik. Nozords tuturuq ki, tenzor meydanlar1 va
rabitalor diferensiallanan olub C* sinifindondirlor.

Tutag Ki, T(Mn) M, Riman c¢oxobrazlisinin toxunan laylanmasidir vo
7:T(M,)— M, tobii proyeksiyadir. Forz edok ki, M, (U,xi) soklindo koordinat
otraflar1 sistemi ilo Ortiilmiisdiir, burada (Xi), 1=12,...,n U otrafinda toyin edilmis
lokal koordinat sistemidir.

72'_1(U )c M, aciq ¢oxlugunda biz (Xi : yi) lokal koordinatlarini1 daxil edirik.

Bu koordinatlari 7 *(U) coxlugunda (U,Xi) vasitosilo dogrulmus koordinatlar

adlandiririq. 7z proyeksiyasi koordinatlarla

(Xi’yi)_)(xi)
soklinda tosvir olunur. Biz x' =(Xi,Xf)V9 x' =y isarslomalorini gsbul edirik, belo
ki, 1,J,... indekslorini 1-don 2n—2o godor, i, j,... indeksloriiso (N +1) —don 2n—2o
godor doyisirlar.

Tutag ki, X € 35(M, ) vo X meydaninin lokal ifadosi

X =X'0,

soklindadir, burada 0, =ai Onda X vektor meydanmm ' X saquli vo " X

horizontal liftlori

VX =X'e;, (ai =iij (2.3.1)
OX
\')
"X =X'9, -} XX ; (2.3.2)

soklindo toyin olunmuslar (bax [106]), burada F}k V Levi-Civita rabitasinin
omsallaridir.

Forz edok ki, M, tizerinds S e Sé’(Mn), q>1 tenzor meydan: verilmisdir. Onda

7 U) ¢oxlugunda (Xi : Xr) dogrulmus koordinatlarina nazaran
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ys=(xsi . ®-®8; ®dX? ®--@dx"

liy...ig
qaydast ilo S :Sé’fl(T(Mn)) tenzor meydanin1 toyin edos bilorik (bax [106, s. 12]).
yS tenzor meydani hoar bir 72'_1(U) coxlugunda toyin olundugundan, T(Mn)

lizorindo qlobal tenzor meydamdir. Asanhqla gormok olur ki, istonilon @ € J;(M )

liciin y @ (Xi : Xr) dogrulmus koordinatlaria nazaron (y ¢) :( j komponentlorina

X' ¢}
malikdir vo (ygo)(vf):O, fe30(M,), yoni yo T(M,) iizorindo saquli vektor
meydanidir.

Tutag ki, U <M, otrafinda X = X '8, vektor meydam vo dy :ginidxj
kovektor meydam verilmisdir. Onda 7 *(U)cT(M,) coxlugunda (Xi , Xf)
dogrulmus koordinatlarmma nozoron y gy :xjgini qaydast ilo ygy € 33(M,)

funksiyasini toyin edo bilorik. ©gor 1 ilo y:(yi)z(xr) vektorunun normasini isara

etsok, yonir?=g;x'x’ oldugunu gobul etsok, onda T(M,) toxunan laylanmas:

iizorindo  “®g Ciger-Gromol metrikasini biitin  X,Y € 35(M, ) vektor meydanlari

ticlin asagidaki kimi do toyin edo bilarik:

("X, Y )= (g(X,Y) (2:33)
g x.v)=0, (2.3.4)
' x .YV )= [ X, Y)+ 6.+ s, )] (2:35)

burada
"(g(X,Y)=(g(X,Y))e .

Askardir ki, “®g Ciger-Gromol metrikasi tobii (natural) metrikalar sinfina

daxildir (Qeyd edok ki, toxunan laylanma iizorinds tobii metrika dedikds biz (2.3.3)

Vo (2.3.4 ) sortlori ilo tayin edilon metrikani nazards tuturuq [57]).
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Hor bir U < M,, lokal xeritasinda X :%, j=1,....n gobul edok. Onda
X

(2.3.1) va (2.3.2)-don biz miiayyan edirik ki, hamin vektor meydanlarinin {8h,8ﬁ}

tobii reperina nazoran uygun olaragq,
H h h
Xy =670, +-T %oy, (2.3.6)
v h
lokal ifadalori vardir, burada 5}‘ —Kroneker deltasidir. Umumilikda saylar1 2n olan

bu vektor meydanlari xatti asilt deyildirlor vo uygun olaraq, V rabitasinin horizontal

paylanmasini vo T(Mn) laylanmasinin saquli paylanmasini amolo gotirirlor. Biz
{H X(j),VX(J—)} ¢oxlugun 7 '(U)cT(M,) coxlugunda V afin rabitosino adapto
olunmus reper vo ya secilmis reper adlandiracagiq. e J-)=HX( i &) =V Xy gebul
etmoklo adapto olunmus reperi {eﬂ}z {e(j),e(j)} soklindo isaro edirik. «,p,...

indekslori {1,...,2n} diapazonunda doyisirlor vo adapto olunmus repera nozoran

indekslori gostorirlar. (2.3.1), (2.3.2), (2.3.6) vo (2.3.7) — ni istifado edorok, alariq:

i oh h
"X = X-5|i ¢ [=X 531 s |= X e,
_XJ];_‘SJXS _FSJ'XS J

= =l vi<h|™ h | = A TEG)
X" ) X1s; 5, :

yani " X vo Y X liftlerinin {e ﬂ} adapto olunmus reperina Nazaran, uygun olaraq,

() (5
b EHG

(2.3.3) — (2.3.5) —don gormok olur Kki, Cq Ciger-Gromol metrikasinin {eﬂ}

komponentlori vardir.

adapto olunmus reperino nNazaran
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- 0
G M T N R
gj 9 0 m(gjl + 09X X )

komponentlori vardir.

2.4. Adapts olunmus (secilmis) reperda Ciger-Gromol metrikasinin Levi-

Civita rabitasi

Hor seydon avval onu geyd edok ki, toxunan laylanma fozasinda Ciger-Gromol
metrikasinin Levi-Civita rabitesinin ayrilik tenzoru ilo baglh mossloys [83] — da
baxilmisdir. Bu moagalods asagidaki teorem isbat olunmusdur.

Teorem 2.4.1. Tutaq ki, (M,,,9) Riman ¢oxobrazlisidur va onun T(M,) toxunan
laylanma fozasinda g Ciger-Gromol metrikasi tayin olunmusdur.

Onda uygun CCy Levi-Civita rabitasi VX,Y eS%(Mn) lictin asagidaky sartlori
odayir:

1
OT 0, Y= (9,0) -2 (ROX, V),

Vi, Y =R Y)X)+ (ViY),

1
©vy, Y ZZH (R(y, X)Y), (2.4.1)

A =‘§(CGQ(V Xuro) Y+ SV 0 X

o ol b= ol x ) it vobo

Burada R vo y0, uygun olaraq, V rabitesinin oyrilik tenzorunun vo T(M,)

0 0 is _yi
yo= 51| xi = X0 =X¢),

uzorinds
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komponentlorina malik kanonik saquli vektor meydaninin isaraloridir.

T(Mn) toxunan laylanma fozasimin {ea} adapto olunmus reperina nozaran,
CG _CG
Ve, €5 = r’ 2
ayrilisin1  yazaq, burada CGrr ap CGg Ciger-Gromol metrikas: t¢lin qurulmus
Kristoffel simvollarmin isarasidir. (2.4.1) barabarliklorini nazars almagqla gostarmok
olur ki, “°T” op Kristoffel simvollarmin adapts olunmus repera nozoron miixtalif

indekslor {igiin ayri-ayr1 qiymatlori asagidaki kimidir:

CG Fh FJI‘:’ CGFﬁ — ;R“kx
l _
CG rJf‘: R.Jk| ’ CG 1—~h th“
2a
1 _ _
h h
“r; = o —RIx<, T} =0, (2.4.2)
h
“rji =0,
n 1 1+ o o1 h
“ri = ——(xjéih + xiféjh)+—gjixh — = X",
(04 (04 o

) e
burada x; = gjix', R

oikj = g'“g stfik 1sara olunmusdur.

2.5. Toxunan laylanma fazalanda Ciger-Gromol metrikalarinin geodezik

ayrilari

Tutaq ki, C:[01]—>T(M,) T(Mp) toxunan laylanma fozas: iizorindo oyridir
vo forz edok ki, C ayrisi 77 '(U)cT(M,) otrafinda dogrulmus (Xh : Xﬁ)
koordinatlarina nozoran lokal olaraq yoni x" = x"(t), X" = Xﬁ(t) =y"(t) soklindo

ifado olunmusdur, burada t parametrdir. Bu halda M, iizarindo C =7oC ayrisini C

oyrisinin proyeksiyasi adlandirir vo 7 C kimi isara edirlor. Qeyd edok ki, 7 C ayrisi
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lokal olarag X =xh(t) soklindo ifads olunur. Tutaq ki, Xh(t) C oayrisi boyunca

vektor meydamdir. Onda biz T(M,,) toxunan laylanma fozast tizerindo

K =x'0), (2.5.1)
x" = x ") -

qaydasi iizro C oayrisini toyin edo bilarik.

(2.5.1) ayrisi biitiin noqtalordo

h h i
X7 _dX +r}}dix':o
dt dt dt

~

miinasibotini 6dadikde C ayrisi C syrisinin horizontal lifti adlanir ve "C kimi isare

olunur [106, s. 172].

Oger X" C ayrisine toxunan vektor meydanidirsa, yani

o
dt

& ,h=1n

olarsa, onda (2.5.1) barabarliklari ilo tayin olunan C ayrisino C oyrisinin natural vo
ya tobii lifti deyilir vo C” kimi isara olunur.
GV rabitasinin geodezik ayrilari (Xh : x" ) dogrulmus koordinatlarina nazaran

52xA:d2xA+CGF dx® dx®
dt? dt? B dt dt

diferensial tonliklori ilo verilirlor, burada t T(M,) iizorindoki oyrinin gévsiiniin

C B
p I AT, (2.5.2)

uzunlugudur.
(2.5.2) tonliklarinin {ea} adapto olunmus reperdo arasdirilmasi daha

alveriglidir.

(2.3.6) va (2.3.7)-don miiayyan edirik ki, reperlarin
H
e;=A; 0y

cevrilmasinin matrisinin
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soklinds elementlori vardir.

A matrisinin torsi

soklinda verilir.
A tors matrisini istifado edorak,
6% = AZdx",
vo ya a =h figiin
O" = AN .dx” = 5"dx' = dx",
a= ﬁﬁgﬁn
o" = Aldx” =T"x%dx’ + s"dx’ =dy" + [Mysdx' = "
oldugunu geyd edok vo T(Mn) iizorindo x”* = x(t) oyrisi boyunca
dt A dt dt’
AN
dt dt dt
oldugunu gobul edak.

Ogor asagida adapto olunmus repera nozoron (2.5.2) tonliklorino ekvivalent

tonliklori, daha dogrusu,

a r pb
LELAN S DL lan
dt| dt 7 dt dt

tonliklorini yazib, (2.4.2) barabarliklorini nazars alsaq, onda miioyyan edarik Ki,

5 L 00

a. +— i - ¥

( ) dt2 a ley dt dt (253)
5’y [ 1 h h), 1+a ho 1 h}@’j@’i -

A A BT (VP LS ) P LR VUNE SYRVAVLY L L )

R B U R o Rt A T Al R

burada y' = x'. Belolikla, asagidaki teorem dogrudur.
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Teorem 2.5.1. Tutaq ki, € T(M,,) toxunan laylanma fazas: iizarinda syridir va

7Y U)<=T(M,) atrafinda (Xh : Xﬁ) dogrulmus koordinatlarina nazaran lokal olaraq

x" =Xh(t),xﬁ = y"(t) soklindo ifads olunmusdur. Onda € ayrisi o halda “®g

metrikasinin geodezik ayrisidir ki, (2.5.3) tanliklorini 6donmis olsun.

Ogar (2.5.3) tonliklorini ddayan € oyrisi x" = const soklinda verilon lay

h h h i h
tizorinda yerlosirss, onda o _ 0 vo Y- _dy. + Fi? O iy miinasibatlorinin
dt dt  dt dt dt

komoayi ilo (2.5.3) tanliklori
+a

y 1( .on h), 1 h 1 n dy! dy'
2 ‘{_;(yjéi + Y6 )+79ﬁy —YiYiY }EW‘O (2:54)

tonliyina gatirilirlor.

Belolikla, asagidaki yekun naticoni almis oldugq.

Teorem 2.5.2. Ogar geodezik ayri C9 metrikasina malik T(I\/In) toxunan
laylanma fozasinin layr tizarinda yerlogirsa, onda bu geodezik ayri (2.5.4) tanliyini
odayir.

Tutaq ki, C=rxoCH M, tizerinds V rabitssinin geodezik ayrisidir. Onda

2,h j h

5d); =0. Bu sorti vo %:%:o sortini nozoro alsaq, asagidaki noticoya
t

galarik.

Teorem 2.5.3. M, iizorindoki geodezik xottin horizontal lifti hom do “©g

metrikasina malik T(M,,) toxunan laylanma fazas: iizarinds geodezik ayridir.

indi iso forz edok ki, C=7oC" M,, tizerindo V rabitssinin geodezik oyrisidir,

52" s (dx"
S [ A )
dt?  dt| dt

Digar torafdan, ayrinin horizontal liftinin torifindon miiayyan edirik ki,

yani
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h h
¥ _oldx|_g (2.5.5)
dt> dt dt

Onda (2.5.3) vo (2.5.5) tonliklorindo asanliqla goéroe bilorik ki, M, iizerinds

h

X' = xh(t) tonliklori ilo toyin olunan ayrinin natural (tobii) lifti ©

g Ciger-Gromol
metrikasma malik T(M,,) toxunan laylanma fozasinda geodezik oyridir. Beloliklo,
asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.5.4. M, iizarinda har bir geodezik ayrinin C” natural (tobii) lifti

“Cq Ciger-Gromol metrikasina malik T(Mn) toxunan laylanma fazas: dizarinda

geodezik ayridir.

2.6. Toxunan laylanma fazasinda Riman metrikasinin deformasiya

olunmus tam lifti

Standart bazisi {g.e,}={l&}, £*=0 vo struktur sabitlori Cgﬂ;
€y s =C£ﬂ e,, a B.y=12 olan 2-olgilii R(¢) dual cobrino baxaq, burada &
nilpotentdir, Cf; =C% =C% =1,CH, =C3;=C3, =Ci=C% =0 (12) tipli
C:R(¢e)xR(g) — R(¢) tenzorunun koordinatlaridir.

Tutag ki, z=x%, R(e)- da doyisondir, burada x%*(ax=12) hogigi
doyisonlordir. Hoaqiqi qgiymatli f'B(X) = f'B(Xl, Xz)ﬂ =12 C% —funksiyalarm1
istifado edorok Z € R(¢) doyisoninin F = i/ (x)eﬂ dual funksiyasini daxil edok.

Tutaq ki, dZ=dx%e, veo dF =df%e,, uygun olaraq Z-in vo F(Z)-in
diferensiallaridir. Ogor dF =F'(Z)dZ boraberliyini 6doyon yeni F'(Z) dual
funksiyas1 vardirsa, onda deyirik ki, F =F(Z) funksiyasi dual-holomorf
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funksiyasidir. F'(Z )funksiyasi F(Z) funksiyasinn téromesi adlanir. Yaxst melumdur
ki, F= F(Z) dual funksiyasiin holomorf olmasi tigiin zoruri vo kafi sort asagidaki

Scheffers sortinin 6danilmasidir [5], [90] :

C,D=DC,, (2.6.1)
of” : : o 00
burada, D = o f“(x) funksiyalarmin Jacobi matrisidir, C, :(C27 ﬂ): Lol y
X

vo B isa Cy matrisinin uygun olaraq, sotir vo siitun indeksloridir. (2.6.1) sorti
asagidaki tonliklora gotirilir:
oft ot oft
20 T
OX oX<  OX
Buradan almuir ki, dual-holomorf F =F(Z) dual-holomorf funksiyasinin

asagidaki askar sokli vardir:

burada f(xl):fl(xl), f'(xl)z— Vo g:g(xl) iso ixtiyari hoagigi C”
funksiyasidir.
Analoji miihakimolora osasen, biz gormiis oluruq ki, dual-holomorf
goxdayisonli F =F(z%,...,2") Z' =x"+&x™ i=1,...,n funksiyas:
F= F(Zl,...,Z”)z f(xl,...,x“)+g(x”+sasf + g(xl,...x”)), (2.6.2)
askar soklina malikdir, burada gzg(xl,...,xn) ixtiyari ¢oxdayisonli C*

funksiyasidir, o4 f = i

dx®

Tutaq ki, M n— Olciili diferensiallanan ¢oxobrazlidir, T(Mn) ISo onun

toxunan laylanma fozasidir. Malumdur ki, ﬂ_l(U)CT(Mn) oblastinda dogrulmus

lokal koordinatlar

o (2.6.3)
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qaydasi tizro gevrilirlar.

(2.6.3) ¢evrilmoasinin Jacobi matrisi asagidaki

8xi'
o) | a
S= —Ol = ., ., ,0{=l,...,2n
OX 5 a2x! "
oax'oxs ox!

matrisidir.
Buradan almnir ki, (p2 =0 Vo Sp=¢S Xxassolorino malik olan (1,1) tipli
o, @j| (00 | o o
€0=(¢2’)={ g .J]=( J (1 =(5}) n —tortibli vahid matrisdir) (2.6.4)

o) WO

xassalorino malik olan (1,1) tipli tenzor meydan1 vardir, yoni ¢ tenzor meydanini
doyismayan (invariant saxlayan) S:{&a}%{ﬁa'} cevrilmosi miimkiin dual

gevrilmadir. Beloliklo, M|, coxobrazlismmn T(M,) toxunan laylanma fozasinda

integrallanan olan (6kgo%):0 tobii ¢ dual strukturu yaranmis olur. Demali,

ﬂ_l(U)CT(Mn) oblastindaki1 (xi,x'r) dogrulmus koordinatlarinin har biri ilo biz

X =x +5Xf, £2=0 lokal dual koordinatlarim alagalondiririk.  (2.6.3)
cevrilmosindan istifads etsok, gdrmiis olariq ki, X' =X’ +ex' lokal dual koordinatlari
XV = xi'(xi)+ gxgas (xi'(xi )) (2.6.5)
qaydasi ilo gevrilirlar.
(2.6.5) tonliyi gostorir ki, X' komiyyatlori X' =x' + &' doyisenlorinin dual-
holomorf funksiyalaridir. (g(xl,..., Xn): 0 sorti daxilinds bax (2.6.2)).
Beloliklo, integrallanan tobii ¢ -strukturla birgo gétiiriilmiis T(M,,) toxunan
laylanma fozasi dual-holomorf Xn(R(g)) coxobrazlisinin  hoqigi  modelidir
(realizasiyasidir) (dim Xn(R(g)):n). Bu realizasiya zamani Xn(R(g)) tizarindaki

dual tenzor meydanlar1 ilo T(M,,) iizorindoki ¢ -struktura nozeron tomiz tenzor
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meydanlar1 arasinda biyektiv uygunluq yaranmis olur (bax [5]). T(Mn) tizarindaki

(L q) tiplit voya (O,q)tipli @ C* —tenzor meydani

Pt(X 1, Xgo, X )=tloX g, X, X )= X X g, X )= =X, X 0K )
Vo ya
ol@X1, Xq,o0, X )= 0 X, 0K 5, X )= = 00l Xy, X )
sortlori 6donildikda ¢ -struktura nozoron tomiz tenzor meydani adlanir. Xiisusi halda,

vektor va kovektor meydanlari tomiz hesab olunurlar.

Ohomiyyatlidir ki, tamiz C* —tenzor meydanma X, (R(¢)) iizerinds uygun
olan dual tenzor meydaninin dual-holomorf olmasi mocburi deyildir. Bu tenzor

meydani X,,(R(¢)) iizorindo onda ve yalniz onda dual-holomorfdur ki, ¢ -strukturu
ilo alagolondirilmis vo tomiz (1,q) tipli t tenzor meydanina, yaxud (O,q) tipli @

tenzor meydanina totbiq edilmis @ — operator asagidaki sortlori 6domis olsun (bax
[85], [98], [105]):
g
(chtXY,Xl,...,Xq):—(Lt(xllxzw.’xq)go){ +/§1t(X1,X2,...,<Lxﬂ(p)Y,...,Xq)=0
Vo ya
(@ oY, Xy, X )= (oY Nl Xy, Xssnons X )= Y (@lXp, Xy X))+

g
Y oXy, Xpre oLy X, ) X )=0,

a1
burada L, Y vektor meydani boyunca Li téromesidir.

Liftlorlo bagh anlayis diferensial hondosonin miithiim anlayislarindan biridir.

Miixtolif laylanan fozalarda liftlorin tadgigine dair odobiyyatlarin genis siyahisi vardir
(masalon, bax [41], [42], [43], [51], [78], [79], [106]). Dual-holomorf X, (R(s))

coxobrazlisi lizarindoki dual-holomorf obyektlors toxunan laylanma fozasi tizarindoki
diferensial-hondasi obyektlorin 6yranilmasi toxunan laylanma fazasinda liftlarin yeni
sinfini (deformasiya olunmus tam liftlar) toyin etmoays imkan verir.

Owvalca toxunan laylanma fozasinda funksiyalarin deformasiya olunmus tam

liftlorini todqiq edak. (2.6.2) —don dorhal alinir ki,
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F=' f+£°f+ g)
burada g M, {izerinds hor hanst funksiyadir, Vi=for,'g=goxr f,g
funksiyalarmm saquli liftloridir vo © f =x""0,f f funksiyasmin M, —don onun

T(Mn) toxunan laylanma fozasina, tam liftidir (bax [106]). Biz © f +' g comini f

funksiyastin T(Mp,) toxunan laylanma fozasina deformasiya olunmus tam lifti

adlandirir vo Pf =© f +' g isaro edirik. Indi tutaq ki, dual-holomorf X, (R(s))
coxobrazlisinin hoqiqi realizasiyasi olan T(Mn), My, ¢oxobrazlisinin toxunan

laylanma fozasidir. Onda X (R(g)) iizorindoki uygun dual-holomorf (0,2) tipli

Def

tenzor meydaninin hoqiqi realizasiyasi g="g+'h soklindo deformasiya

olunmus tam liftdir, burada “g vo Vh ¢ = (g jk) Vo h= (h jk) tenzor meydanlarinin

Mp —dan T(Mn)-e, uygun olaraq, tam vo saquli liftloridir. Beloaliklo, asagidaki
teorem dogrudur:

Teorem 2.6.1. Forz edok ki, 9 M, iizarinda Riemann metrikasidir, h isa
(0,2) tipli hor hansi simmetrik tenzor meydamdir. Askardir ki, bu halda

P g="g+'h tenzoru T(Mp) toxunan laylanma fozas: iizorind> Riemann

metrikasidir.

Bu nov liftlor hamginin I+II metrikas1 ([90]-do g =h olduqda), sinektik lift
([5], [106]-do) adlar1 altinda da dyronilmisdir.

2.7. Simplektik handasada liftlarla bagh masalalor

Tutag ki, M n-6lgili ¢oxobrazlidir, T,(M) (TP*(M)) iso PeM
noqtasinda toxunan (kotoxunan) vektor fozadir. Onda

TM)= U To(M) (T*(M)= UTP*<M>}

PeM PeM
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torifo  gora, M —coxobrazlis1 iizorindo toxunan (kotoxunan) laylanmadir.

~

T.(M) (T, (M))—don olan istonilon P ndqtesi iigin P — P uygunlugu
7:T(M)—>M (ﬂ:T*(M) — M) tobii tenzor laylanmasi proyeksiyasini toyin edir,
yani 7z(|5)= P olur. Forz edok ki, M bazasi (U,Xi) koordinat otraflar1 sistemi ilo
ortillmiisdiir, burada x',i=1..n U otrafinda lokal koordinatlardir. Aciq
7 U)cT(M) (ﬁ_l(U)CT*(M)) coxlugu UxR" diiz hasilino ona goro tobii
difeomorfdur ki, PeTo(M) (PeT,(M)) noqtssi PeM  noqtosi il
veR"(peR") vektorundan ( kovektorundan) ibarat (P,v)((P,p)) citii soklinda
tosvir olunur, belo ki, T,(M)—do (T, (M) —do) P noqtasinds 0; (dxi) repering
(koreperina) nozersn onlarin koordinatlart V' (pi) soklinda verilmisdir. P:ﬂ(ls)

noqtasinin U atrafindaki koordinatlarini (Xi) ilo isaro edib,
(xi ,vi)—> Pext(U) ((xi, P, )—) Per(U ))

uygunlugunu mioyyan etsok, 7z {(U)cT(M)(z(U)=T"(M)) agiq goxlugunda
(X', x7)=(x' v )(x", %" )=(x', p; )} i =n+1....2n lokal koordinat sistemini daxil etmis
olarig. (X', x")=(x*)J =1...2n ((x",%")=(%*))J =1...2n koordinat sistemini
ﬂ_l(U)CT(M)(ﬂ'_l(U)CT*(M )) goxlugunda dogrulmus koordinat  sistemi
adlandiririg.

Ogor N=2m olgiilii M ¢oxobrazlisi tizorinds cirlasmayan vo gapali @ 2-

formasi verilmisdirsa (yoni dew=0 olarsa), onda, M simplektik ¢oxobrazli adlanir.

[stonilon M coxobrazlis1 {iciin, T*(I\/I) kotoxunan laylanmasi @ =—dp = dx' Adp;

simplektik 2-formasina nozoron 2n—olgiilii ¢oxobrazhidir, burada p = pidxi T*(M)

tizorinds Liouville formasidir (bazis 1-formasidir).
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Riman hoandasasinds kanonik izomorfizm Riman ¢oxobrazlisinin toxunan vo
kotoxunan laylanmalar1 arasinda onlarin  metrikalarinin  komoyi ilo qurulan
1izomorfizmdir. Simplektik coxobrazlilar arasinda da analoji izomorfizmlor vardir.
Tutag ki, (M,®) simplektik g¢oxobrazhdir. Onda @":T(M)—>T" (M) wvo

0" :T"(M)— T(M) kanonik izomorfizmlori

=

@ x' :(xi,x'r):(xi,vi)—> X< :(xk,i ):(x|< =5x', p, :a)kivi)

Vo
of K=l X )= b x! =X )= =X v =0y )

b

soklinda verilmisloar, burada a)ika)kj=§},5} Kroneker simvoludur. @° vo "

inikaslarinin Yakobi matrisilori, uygun olaraq

N (v [(ACOAS) (&x<) (s 0
h=A=@ (X NS ] @7

AN
(wb),:/K:(K,K):[f‘k k}:(%}:[ 2 OJ (2.7.2)

Ar Vsaiwks a)ks

=~

strukturuna malikdirlor.

Baza c¢oxobrazlisinda toxunan vo kotoxunan laylanmalara tenzor
meydanlarmin davamlar1 (liftlari) nozoriyyasi Yano vo isihara [106] (homginin, bax
mosalon, [41], [42], [45], [51]) terofindon inkisaf etdirilmisdir. Bu yarimfosildo asas
moqgsadimiz simplektik kanonik izomorfizmlorin kémayi ilo liftlorin gevrilmasini

oyranmokdan ibaratdir.
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Tutaq ki, f (M ,a)) simplektik ¢oxobrazlist iizorindo har hansi funksiyadir.

Ogor “X; X vektor meydaninin M goxobrazlisindan T (M) toxunan laylanmasina
CX CF=C(Xf), ©f=vo,f

soklinds toyin olunan tam liftidirss, onda CXT (Xi,Xi):(Xi,Vi) koordinatlarina

nazaran

Xi
“Xe=| o, (2.7.3)
Veo X

komponentlarina malikdir (bax [106, s. 15]).

(2.7.1) va (2.7.3)-don istifado etmoklo, alariq:

ko, =)< 0] X

s S i
V0w @i \V O X

X k
- X'Ve8. @, + @, V°0 XiJ_
i ““ks ki S (2.7.4)

Xk
- VS(X '0.0 + 0,0, X' + @ ;0 X )—Vsa)is(?k X ‘J -

x K
) V'Ly @y = POy X ij’
burada L, Li diferensallanmasinin isarosidir.

Digor torofdon, X vektor meydanmm M goxobrazlisindan T~ (M) kotoxunan

laylanmasina CXT* tam lifti

“X_.(Z)=7(Lx2)
soklindo toyin olunur, burada yZ vo (L, Z) T (M) laylanmasinda

VL = pizi’ V(sz): pi[X,Z]i,
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lokal ifadolorine malik funksiyalardir vo CXT* tam liftinin (xi,x'r):(xi,pi)

koordinatlarina nazaran

komponentlori vardir (bax [106, s. 236]).

(2.7.4)-don alingq:

(@)X =5X . + (VSLO ]

yani, agar Ly, =0 olarsa, onda (a)b),CXTzch*. X o halda (M,®) iizorinds

simplektik vektor meydani adlanir ki, simplektik formani saxlamis olsun, yani

Ly @ =0 miinasibati 6danilsin. Belslikls, asagidiki teorem dogrudur.
Teorem 2.7.1. Tutaq ki, (M ,a)) simplektik ¢oxobrazhdir, “X;va © X vektor

meydanimin uygun olaragq, T(M) toxunan laylanmasina va T*(l\/l) kotoxunan

laylanmasina tam liftloridir. Ogar X simplektik vektor meydanidirsa, onda C)(T Z)

°X_. o —alagalidirlar, yoni (@°.SX:=°X_..

Istonilon X, Hamilton vektor meydani (iXH W= dH) simplektik vektor
meydant oldugundan (LXH w=doly, o+ dixH odw=d’H = O). Teorem 2.7.1-don

birbasa asagidaki natico alinir.

Notica 2.7.1. ©gor X, Hamilton vektor meydamdirsa, onda C(XH)T Vo

“(Xy )+ &° —olagplidirlor.
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Indi iso forz edok ki, (M ,a)) n=2m olgili simplektik ¢oxobrazlidir. Qeyd

etdiyimiz kimi, T~ (M) kotoxunan laylanmasinda
@ =dp =dp; Adx’
qapali 2-formasi vardir, burada p= p,dx', yeni T*(M ) Am—olgiili simplektik

~ 1_ .
coxobrazhdir. Ogor o= EwKL dx* Adx" isaro etsok, onda alariq:

&3:(@):[ 0 54].

_5|k 0

w-nin T(M) toxunan laylanmasinda“@r tam lifti 2-formadir vo (Xi,xf):(xi,vi)

cwrz(vsasa’uj a)lj]
o 0 (2.7.5)

komponentlarina malikdir (bax [106, s. 38]).

koordinatlarina nazaran

Indiiso @":T"(M)—T(M) kanonik izomorfizmins baxag.

1
(da))skl = g(aswkl + 0, g +ala)sk): 0,

oy =~wj, 0" =-0" 0F oy =5, (2.7.6)

miinasibotlorini istifade edorok (2.7.2) vo (2.7.5)-don goriiriik ki, " inikasi

naticasinds @ —nin geriya ¢okimi T"(M) iizorindo (a)#)*ca) 2-formasi vardir vo
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((w#)*ch )d =AA (Ca)T )IJ =
= AA(Co ) + AN (G )+ AT (G ) =
= 5160V°0,m; + (00" e, + 51 p, (B,00% oo, =
:vsﬁsa)ij + ps((ﬁka)is )a)i, —(8,ij )wkj)z
= p,0" 0,0, — ps(a)Siaka)” —a)Sj6|a)jk):
= " (0,0 — D0y — 0,04 )=

=3p,0° (aa))skl =0,

((w#)*ca)r )d = AlLAIJ(Ca’T)H :5lia)jla’ij :5;5}' :54,
((a)#)*ca)T)d = Ati:Aij (CwT)fj :a’ik5|ja)ij :_5}(5|j :—5|k’

((w#)*ch )KI =0

yaxud

komponentlarino malikdir.

Buradan almir ki, (a)# )*Ca)T geriys cokimi @ =dp=dp; A dx simpleketik formasi ilo
uist-listo diistir. Beloliklo, asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 2.7.2. Tutaq ki, (M,®) simplektik ¢oxobrazhidir. T"(M) kotoxunan

laylanmast dizorinds dp =dp;, Adx' tobii simplektik strukturu o inikas: vasitasila

T(M) toxunan laylanmasina @-nin tam liftinin geriya  ¢akimidir, yani
(a)#)*ca)T =dp.
iki simplektik ¢oxobrazhnin f:(M,w)—(N,’) difeomorfizmi o halda

simplektomorfizm adlanir ki, f @ = olsun, burada f — f difeomorfizminin

geriys cokimidir. d“w; =¢ (dw); =0 (bax [106, s. 25]) oldugundan, Teorem 2.7.2-

don asagidaki toklif alinir.
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Notica 27.2. & :(T"(M),dp)>(T(M)Ce ) kanonik izomorfizmi

simplektomorfizmdir.

Forz edok ki, (M,») ¢ sanki kompleks strukturuna ((ozz—l) malik

simplektik coxobrazlidir. gar 2-formast
o(pX,Y)=o(X,¢Y)
tomizlik sortini 6dayirss, yani
(@o@)X,Y)=~(wop)Y,X)

olarsa, onda (M,a),(p) tcliyli [12]-do gobul edilon terminalogiya monasinda ¢ —

coxobrazli adlanir (hamginin bax [5, s. 31]).

Q(X,Y)=wop(X,Y)=aw(pY,X)
2-formasii @ ilo assosiasiya olunmus oKiz 2-forma adlandiririq.

Tutaq ki, C kompleks cobrdir vo a)*Z(G)*vlvz ) VvV, =1,..,7 ,(C) holomorf
(analitik) kompleks ¢oxobrazlisi iizorinds(0,2) tipli kompleks tenzor meydanlaridir.
Onda @ —un hogigi modeli M iizorinde el w=(w,;, )} 1, =1....2r tenzor

meydanidir ki, istonilon X, X, vektor meydanlart iigiin

a)(goxl,XZ):a)(Xl,gon).

Belo tenzor meydant @ —Yya noazoron tomiz tenzor meydani adlanir. Tomiz tenzor

meydanlar1 bir ¢ox alimlar torafindon todqiq olunmuslar (bax [52, 78, 19, 88]).

o tomiz tenzor meydanina totbiq olunan @, —operatoru (bax [85, 98])

(%w)(x Y1,z )= (X Ny, Y, ) - X (@(9Ys, Y, )+
+ “’(('—Yl o)XY, )+ olY, (LYz o)X)
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soklinds tayin olunur va
(®(pa))kij = (kaama)u - ak (a)o (D)ij + a)mj(?m(m + a)lmaj(ka (277)

lokal ifadasino malikdir, burada @, (0,3) tipli tenzor meydanidir, L, — X vektor

meydani boyunca Li toromasi Vo
m
(wo gp)ij =@ O

Tutaq ki, M iizerinds integrallanan ¢ sanki kompleks strukturu verilmisdir. y, (C)

iizorindo verilmis (0,2) tipli kompleks @ tenzor meydaninin C holomorf tenzor

meydani olmasi liglin zaruri va kafi sort @, =0 olmasidir (bax [90, s. 57]). Indi iso

forz edok ki, M integrallanmayan sanki kompleks ¢ strukturuna malik

coxobrazlidir. Bu halda @,w=0 sorti ddonildikds @ sanki holomorf tenzor
meydanidir. Ogar (M,a), go) ¢ —c¢oxobrazlisinin simplektik @ 2-formasi @, =0

sanki holomorfluq sortini 6doyarss, onda @ sanki holomorf simplektik 2-forma
adlanir. Belo 2-formaya malik olan @ —coxobrazliya sanki holomorf (@ —¢oxobrazli
deyacayik.

Tutaq Ki, (oz(pgai ®dx! UcM otrafinda (11) tipli tenzor meydamdir. @ —
nin toxunan laylanmaya g, tam lifti gy, (CX):C(go(X))TM boraborliyi ilo tam

toyin olunur. Analoji sokildo ¢ —nin kotoxunan laylanmaya C(pT*M tam lifti

C("T*M (C X ):C (@(X D +{Lxo)

borabarliyi ilo tam tayin olunur, burada 7(Ly@) T (M) iizerinde

n

V(Lx §0): > ps(l—x (P)isai’

i=1

81



komponentlorina malik saquli vektor meydanidir. ¢ —nin toxunan vo kotoxunan
laylanmalara tam liftlori (xj,x]):(xj,vj) Vo (xj,x]):(xj,pj) dogrulmus
koordinatlarinda (bax [106] )

“Pru =((C¢TM )'J){V v i O]

Sas¢j §0j

Vo

el ot at) o)

komponentlarino malikdirlar.

(2.7.1), (2.7.2), (2.7.6) Vo @] oy =@, ®;, borabarliklorindsn istifads etsak,

" :T"(M)—T(M) kononik ifomorfizmi vasitesilo “¢r,, —nin gevrilmasi iigiin yaza

bilarik:

(0] e = (7, )= (B A< oy )

Vo ya
(&T*M )|j :¢'j’ (aT* )lj =0,
(&T*M ),I = a)jia)kl¢|i< =9,

(5T*M )|j :Vs(aisz)‘ﬂli + o0 + o ps(éla’ks )(A'( =

= VS((CD(/)C‘))US +0, (a) ° (D)js - a)isaj¢|i )+ ;i Ps (alwks )@I(
:VS(CD(pa)), - pop +V56|((p;“a)ms)+ w; ps(éla)

ljs

&
Aol
Il
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0),,— 02,01 +V: (0,07 Jope + V07 (0,0, )+ @y, (0,0 o =

(@,0), -
(%w).,s 0,010} + Pr01] +V* (0,00, )] + 0y P (0,0 o] =
=V (@,0), +p,(0,0] 0,07 )+ v (0,0, )] -0 p. (0,0, )] =
(@,0)
(@,0)

(pw

'JS+ ( '(DJ =0, iP ) (ala)ms)(pgn_vk(ala)mk )(P;n =

w S+pm( |(DJ 5@ )

|

Belolikls agor @, =0 olarsa, onda € pry —NiN (a)#) @ cevrilmosi CgoT*M ilo tst-

listo diigor. Ona gora do asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.7.3. Tutaq ki, (M,w,p) simplektik ¢ —coxobraziidir vo

" :T(M)—>T(M) kotoxunan laylanma ila toxunan laylanma arasindaki kononik

ifomorfizmdir. Ogar simplektik @ —coxobraziisi sanki holomorfdursa (Q>¢a) = O),
ondacgoT*M tam lifti “gy,, —ya cevrilir, yani (a)#)*C(DTM :C(DT*M.

@ —nin inteqrallanan oldugu halda gy, —VsC(DT*M tam liftlori, uygun olaraq,
toxunan vo kotoxunan laylanmalarinda kompleks strukturlardir (bax [106, s. 37; s.
256]), yeni (T*I\/l ’C(DT*M ) Vo (TM S o ) kompleks ¢oxobrazlilardir. Al=A (bax
(2.7.1), (2.7.2)) oldugu iigiin, Teorem 2.7.3-dokKi

(a)# )*C(PTM = ('Z‘lJ AE (C(PTM )L ): ((@T*M )i):c 2
sorti bu sokilds yazila bilor:
" © (a)#). = (m#)'OC(DT*M ’
burada (w#l = (AJ' ) Buradan aydi olur ki, ®” :T"(M)—T(M) inikas1 holomorfdur

Belaliklo, asagidaki noticoni aliriq.

Natica 2.7.3. Tutaq ki, (M, ®,¢) holomorf simplektik ¢ — coxobraziisidir. Ogar

¢ integrallanan sanki kompleks strukturdursa, onda " (vo ya @°) kononik

ifomorfizmi holomorf inikasdir.

Digor torafdan, (2.7.7)-don miiayyan edirik Ki,
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(@(ﬂ ) —(0k8 CO a (C!) ¢)Ij+a)m]al¢k +a)|m81(0k -

= (8ma)|j a a) ] Im) ( i mj% +
( j |m)(p +a)mj |¢k +a)lm81 _ak((oi a)mj):
=@, (8 w; — 0,0, —0;® )

m “7ij j < mi

+ai(¢k @n )+8j (‘Pk a)im)—ﬁk(goima)mj ):

= 3p!" (o), +0,Qy +0, (Pl o )-8, =
=3¢{ (do),; +0,.Q +0,Q, +0,Q; =
=3[ (do),; +(dQ),,),

simplektik g —goxobrazlis: (de = 0) halinda iso

(@,0)X,Y,,Y;)=3(dQ)Y;, X,Y,)

d

olur, burada Q=wo¢ okiz 2-formadir. Beloliklo, asagidaki teoremi isbat etmis
oldug.

Teorem 2.7.4. (I\/I,a),go) simplektik ¢ — c¢oxobrazlist yalmiz vo yalniz
Q= wo @ 2-formasi qapali oldugda holomorfdur.

Teorem 2.7.3-don vo Teorem 2.7.4-don asagidaki naticoni alinir.

Natica 2.7.4. Ogor Q=wop (M,0,0) @ —coxobrazlisi iizorinda gapali okiz

2-formadirsa, onda CgDT*M " :T"(M)—>T(M) kononik ifomorfizmi naticasinda

pry —nin ¢cevrilmasidir.

Tutag ki, S =S i Ok ®dx' ®@dx! (M, ) simplektik goxobrazlisi iizorinds vektor

giymatli 2-formadir.
o(S(X,Z2)Y)=a(X,S(Y,Z)), SI'=S{a, (2.7.8)
barabarliyi 6donildikds deyirlor ki, @ simplektik formasi S —o nozaran tomizdir.
S(X,Y)=-s(Y,X)

oldugundan, buradan alinir ki,
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(S(Z,X)Y)=-a(S(X,Z2)Y)=-w(X,S(Y,Z))=a(X,S(Z,Y))
Vo ya
SHE o (2.7.9)
Tomiz tenzor meydanlarina totbig olunan Yano —Ako operatoru (bax [85, 105])

(@sa’)(xr X2’Y1’Y2):
= (LS(Xl,Xz)a)XYl’YZ)_ Lxl(a)o S)(Yl’ Xz’Yz)—
— Ly, (@0 S)X., Yy, Y,)+ (o S)([Xv XZ]’Yl’YZ)

soklinda tayin olunur va

(d)sw)jihs = S?;ama)hs - (ajsrr:;)wms - Smaja)ms -
(018 T s — ST, ns + DpsPy ST + Dy DS
lokal ifadasina malikdir.
((Dsa))

jins ObYektlori yalmz va yalmz @ S—o nozaren tomiz olduqda (0,4) tipli

tenzor meydaninin komponentlori olurlar.

S—in toxunan laylanmaya ©S;,, tam lifti (bax [106]) M iizerinda istanilen

X,Y vektor meydanlari {i¢iin

CSTM = (CX ’CY):C (S(X ’Y))TM

qaydasi ilo toyin olunur vo dogrulmus (Xj,xi):(xj,vj) koordinatlarina nazaran

sifirdan forgli
(CSTM )T. = (CSTM )T. = (CSTM )T. = S?i | (CSTM )T. = Vmams?i
komponentlori vardir.
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indiiso @":T"(M)—T(M) inikasi ilo “S;,, —in gevrilmoasina, yoni

(0 5y =(8.1,, )1 = Bt A AT (5 J )

cevrilmasing baxag. (2.7.6), (2.7.8) vo (2.7.9) borabarliklorini istifads etsok,alariq:

(§T*M )I;l = SJhl’

(C§ * )T, = (C§ * ):ll = (C§T*|\/| )T = (Cg‘r*M )T, = O’
(C ) AmAkAip( )m ")hm5k pISkp

= W@ pISkI = a)mkshl =0y Sm S}h’
(58 ) = B AP (B, J = 0078 =

_ 9 m_ pi m jgm j
= W@ S w a)mpSJh 5mth Shis

5. ) = A AW( Sout oy + AR ASAP (S, o+
+ ALASAP(Csp, Jo + ARARAP(Cs , o = (2.7.10)
=V*(0n @4 )5 5P S + 005 5PV O Sp +
+ WS ps(aia)ps)sg + Oy ps(aja)kS)éipSQ; =
= VS(SE?Gma)hS + Oy 0 Si )+ @4 Ps (8@“ )Sj}: +
+a)mkps(aja)"s)S{]'i1 =
v (ST0p + @0,ST ) - P (Bi0 5T -
- 0= p,(0,0, 1 =
V5 (ST0p + 0,57 ) -V o1 5T V(0.0 S =
VS<S Oops + 00 ST )~ (010 5T — (0,000 )5 =
(@) s + V(0,51 Joms +V (ais;‘;)wms —v*(0,8 T Jos =
(

D) s — P(0;S0 + 3,80 + 3,51,

U’I

S

\'

VS
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Digor torafdon, yaxs1 melumdur ki, kotoxunan laylanmaya (1,2) tipli cop-simmetrik

tenzor meydaninin CST*M tam liftinin (bax [106, s. 245])

Ji
=S, (s* )JI—ShJ,,

0, (0,50 +,80 +0,ST )

vy =9

S ) = ( oSy = s S = s, =0
ey
ey =

komponentlori vardir. Buradan v (2.7.10)-dan almir ki, ogor (@sw).. =0 olarsa,

jihs

onda (a)#)*CSTM :CST*M . Beloliklos, asagidak: teorem dogrudur.

Teorem 2.7.5. Tutaq ki, @ (M, ) simplektik coxobrazlisi iizarinda (1,2)tipli

¢op-simmetrik S ftenzor meydanina nazaran tamiz simplektik 2-formadu va tutaq Ki,
“Sy Vo CST*M S tenzor meydanmimin , uygun olaraq, toxunan va kotoxunan

laylanmalara tam liftloridir. Ogar w simplektik 2-formasi

S 5 C()hs (ajsm)a)ms_smaa) (a| Jh%
_Sihaia)ms'i'a)msahslni1 +a)hm8 Sji =0

s ji

Yano-Ako tonliyini édayirsa, onda °S_. —tam lifti o":T"(M)—>T(M) kanonik

izomorfizm naticasinda ©Sy, tam liftinin ¢evrilmasidir.
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111 FOSIL
KOTOXUNAN LAYLANMA FOZALARINDA METRIKALAR

3.1. Kotoxunan laylanma fazalarinda Peterson manada Riman
genislonmasi, adapto olunmus (sec¢ilmis) reperdo onun Levi-Civita rabitasinin

ifadasi

Tutaq ki, M, C* sinfindon olan n—olgiilii diferensiallanan goxobrazhdir,
T"(M,,) onun kotoxunan laylanma fozasi, 7 iss T (My)—> M, soklinde tobii
proyeksiyasidir. M, —doki (U,x'), i=1...,n lokal koordinat sistemi T (M)
tizorindo (ﬁ_l(U),Xi,Xf = pi), i=1...,n, i=n+i=n+1...,.2n lokal koordinat
sistemini dogurur, burada X = p; har bir T, (Mn), xeU kotoxunan fozasinda p
kotoxunan vektorlarinin {dxi }tgbii koreperina nazaron koordinatlaridir.

F(My) (FT*(Myp) ile M, (T(M,))) iizorinds C* sinfindon olan hogigi
giymotli funksiyalar halgalarmi, J{(M ) (SQ(T*(MH)) ilo iss F(M},) F(T*(Mn)»

tizarindo (r,s) tipli C™ sinfinden olan tenzor meydanlarmin modullarini isaro edok.

Tutaq ki, X = X! i =X iai Vo w=wdx' Uc M, oblastinda, uygun olaraq
ox'

X €37 (M,) vektor meydaminin vo @e 3)(M,) 1-formasmin lokal ifadsloridir.

Onda X vektor meydanmnmn "X eS(l)(T*(Mn)) horizontal lifti vo @ 1-formasinin

Voe3; (T*(M 0 )) saquli lifli {i,i} tobii reperina nazoran, uygun olaraq,

ox' ox!

.0 .0
Hx =x' 2 & rhxi =
X ZI: Prlij ox! (3.1.1)
V3
0

\/

0= 00— d.
; " (3.1.2)
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disturlart ilo toyin olunurlar (bax [103], [104]), burada FiE‘ M,, tizorinds simmetrik

(buruglugsuz) afin rabitasinin amsallaridir.
77(U) oblastinda tabii repero nazoran
-2 phl—‘_h 5'
Rv_(RVJl)_{ s ! OJ] (3.1.3)
i

komponentlorino malik olan "V Sg(T*(Mn)) tenzor meydanina baxaq, burada 5}

Kroneker deltasidir. 1,J,K,=1,...,2n indekslori {ilil} tobii (natural) reperina
oX' OX

uygundurlar. Arasdirilan (3.1.3) tenzor meydani T*(M o) kotoxunan laylanma fozast
tizorinds psevdo-Riman metrikas1 toyin edir Vo bu metrikani xatti elementi

ds? = 2dxi5pi
diisturu ilo verilir, burada

& pi =dp; — pal"fhdx'.

RV metrikasina simmetrik V afin rabitosinin Riman genislonmasi deyilir (bax [80],
[106]). Riman genislonmasinin totbiglori ilo bagli goxsayli naticalor [49], [50]

moqalalorinds verilmisdir.

X €35(M,) vektor meydanimin T*(M n) kotoxunan laylanma fozasina,
°X e 35(T*(M,)) tam lifti

i O 0
“X=X""- X" —
ox! ZI: PhOi ox' (314)

soklinda tayin olunur ([103],[106]).
(3.1.3) va (3.1.4) miinasibatlorinin komayi ilo asanligla miiayyan edirik Ki,
RV(EX.CY)= (VY +V, X), (3.1.5)
burada
YV Y +V, X)=p, (X VY " +Y'V,X")
isara olunmusdur.
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RV e3) (T*(M N )) tenzor meydan1 ©X vo “Y soklinde vektor meydanlarina

tosiri ilo tamamilo toyin olundugundan (bax toklif 4.2, [106, s. 237]) biz Ry

metrikasinin agsagdiaki alternativ tariflorini yaza bilarik.

RV tenzor meydani (3.1.5) sorti ilo tamamils tayin olunur.

Digor tarafdan HX vo V@ vektor meydanlar1 3, (T*(M 0 )) modulunu ortiirlar.
Demoali, RV tenzor meydan1 homginin bu tenzor meydaninin X vo Ve vektor
meydanlarina tasiri ilo toyin olunur. (3.1.1)-(3.1.3) miinasibatlorindon X,Y € S%(M n)

Vo ,0 € 37 (M) iiciin asagidakilar alinur:

V(Yo 0)=0, (3.1.6)
V(Yo" X )= (@(X)= (X))o 7, (3.1.7)
Ry( Hx, Hy =0, (3.1.8)

Beloliklo, yuxarida sorh olunan miihakimalorin nozars alsaq, onda RV Riman
geniglonmasi  (3.1.6)-(3.1.8) sortlori ilo tamamilo toyin edilir. (3.1.6)-(3.1.8)
sortlorinin adapto olunmus repera gatirilmasi daha slverislidir.

ovvalco T*(Mn) kotoxunan laylanma fozasinda adapto olunmus repers torif
verak. Tutag ki, V. M, tizerinds buruglugsuz afin rabitedir. U — M,, oblastinda

X(i) =i., H(i) =dXi, i=1,...,n

ox'
meydanlarma baxaq. (3.1.1) va (3.1.2) miinasibatlorindon alinir ki, HX(i) vo VoW

liftlorinin, uygun olaragq,

H 0 a 0
X(i)y=—7+2Palhy —r 3.1.9
(i) ox! i athi ox ( )
Va
N0
Yov = (3.1.10)

soklinda lokal ifadalari vardir.
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XY 00 )= 80y = B
coxlugu V afin rabitasine adapto olunmus reper adlanir. Asagr «,f,7,...=1,...,2n
indekslori adapto olunmus repers uygundurlar.
(3.1.1), (3.1.2) va (3.1.9), (3.1.10) tonliklori indi onu ifads edirlor ki, Hx o

Y @ liftlorinin adapto olunmus {§) f reperina nazaran, uygun olarag,

. i
X =x'gg, "X =[§ ] (3.1.10)
Vo
V = \% 0
a)zzi:a)ie(i), o= o (3.1.12)

komponentlori vardir, burada X € 35(M,), @e3)(M,) X' vo @; 1S9, uygun

olarag, X vektor meydanmin vo @ 1-formasimin lokal komponentlaridir. Homginin,

(3.1.6)-(3.1.8) sortlorindon alinir ki,
RV(V 60(') ,V 0(1)): RV(g(l’) ) é(]) ): RVH = 01

"y "Xy HY(J)): V(8.8 )=V =0,
RV(VQ’(D’ HX(J))= RV(E(T)’é(i)): Vi ="V; Z(dxi)(i-j=5}’
RV( Xy o'P)= V(&) &p)="Vi; =5 :(dxj )(%):5_1

yani RV Riman genislonmasinin {é(a)} adapto olunmus reperino nozoron asagidaki
RS RS i
- V. "v.) (o0 &
RV=(R%)=[R o ”H . ’] (3.1.13)
Vi Vi) 0
komponentlori vardir.

(3.1.9) vo (3.1.10)-dan istifads etmaklo 7 *(U) otrafinda

~

~y A o N\
eﬂ=Aﬂ aA Vo W =A BdXB
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diisturlar ilo toyin olunan lokal € 3 vektor meydanlarina vo @® 1-formalarina baxagq,

burada

AlOA st 0
J

A=(a")= T T :( g j} (3.1.14)
A A PLyj i
A AT St 0

Alz(K“B):{__J _.‘]:[ : J (3.1.15)
A Ay = paIyj &/

~—

Asanligla miioyyan etmok olar Ki, ~“} coxlugu adapto olunmus {5 } reperino
qarsiliglt (dual) olan koreperdir, yani
&€, =A% A, ° =57
Adapto olunmus {gﬂ} reperi geyri-holonom oldugundan biz asagidaki ayrilis
miayyoan edirik:
£.8]=0,%,.
Buradan
a = A = Alpa
Q"= A" -5A "JA",
olmas1 alinir.
(3.1.9), (3.1.10), (3.1.14) vo (3.1.15)-0 asason Q ,* qeyri-holonomluq
obyektinin komponentlori
Q

|jI :_Qﬂl :_rlij;

Q' =p,R; (3.1.16)
formasina malikdirlor va biitiin digar komponentlari iss sifra barabardirlor, R,jkh 1S9
V rabitasinin R ayrilik tenzorunun lokal komponentlridir.

Forz edok ki, °V RV Riman genislonmoasi ilo toyin olunan Levi-Civita

rabitosidir. ©V rabitosini simmetrik V afin rabitosinin T*(Mn) kotoxunan laylanma
fozasina tam lifti adlandiraq. Asagidak: ayrilisa baxaq:
C ~ _Cra xm
ngeﬂ =" L€,
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VXY € 35(T"(M,)) ticiin
VLY SV, X =[XY]
tonliyi indi onu nozardas tutur ki,
Cra Cya«a a
w— L= (3.1.17)
Cw R . ~ .
( v, V)(Y,Z):O tonliyi adapto olunmus {4 | reperino nozaran

& Vs~ L5V, T3V, =0 (3.1.18)
soklini alir.

(3.1.17) vo (3.1.18) miinasibatlorindon alinir ki,

1R _ - - 1

Cra _ ae|x R R R a a a

ryﬁ_i v (e;/ Veﬁ +€s Vys_es Vyﬁ)"'E(Qyﬂ +Q7ﬂ+Qﬂ7)’
a R_oasR S R (o &

burada €2, 3=V Vo Vo (Ryeas) = (c%in ” j

(3.1.9), (3.1.10), (3.1.13) vo (3.1.16)-dan istifado etmoklo aliriq:

Cri _Cyri _Cypi _Cyi _C i
mL=CT=CT =S =°T1i =0,

Crlij :rlijic r&, =T}, (3.1.19)

1
Crﬁj =5 Pa(Rkjia — Ry’ + Rikja).

Tutaq ki, X e Sé(T*(Mn)) Vo
X = X“€, = X'8; + X'&,.
Onda ®VX kovariant tdromasinin
vaia =€, X +C T2 X7
komponentlori vardir.
Ogor X=X wvo X="o olarsa, onda (3.1.9)-(3.1.12) vo (3.1.19)
miinasibatlorine asasen biz belo bir naticoys galirik ki, V"X vo *VV® kovariant

toromalarinin adapts olunmus {5 ﬁ} reperina nazaran, uygun olaraq
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(3.1.20)

Vo

(vava’“){vfwl 8) (3.1.21)

komponentlori vardir.

(3.1.4), (3.1.9) vo (3.1.10) miinasibatlorini nazars alsaq, miiayyan etmis olariq
ki, istonilon X e 33(M,) iigiin
“X = Xi‘—ls(i) +Zi:(_ PV X h)g(i’) (3.1.22)
Analoji gayda ilo (3.1.12) voa (3.1.22)-ni istifads etmokls isbat edirik Ki,
vV, X! 0
|- AN +% pa(Rkjia — Ry’ + Rikja)x v Xk 3.1.23)
(3.1.21) miinasibatindon asagidaki teoremin dogrulugu alinir.

Teorem 3.1.1. we3Y(M,) kovektor meydammn "V metrikasina malik

T*(Mn) kotoxunan laylanma fazasina saquli liflinin paralel olmasi iigiin zaruri Vo

kafi sart verilmis @ kovektor meydanimin 'V rabitasina nazaran paralel olmasidir.

Ogor M|, ¢oxobrazlist g psevdo-Riman metrikasina malikdirso, onda
paRkjiaX h= P, X j(Rkjisgsa): P, X j(Riskjgsa):
= X (- Rig 0= p X (- Rig' 94,0 )=~ 02V Vo X'

barabarliyino asasan (3.1.20) vo (3.1.23) miinasibatlorindon asagidaki teorem alinir:

(3.1.24)

Teorem 3.1.2. 9gar M, psevdo-Riman § metrikasina vo bu metrikanin V
Levi-Civita rabitasina, T*(Mn) kotoxunan laylanma fazas: isa metrika olaraq Ry
Riman genislanmoasina malikdirlorss, onda X e 35(M,) vektor meydaninin

(T*(Mn),RV) kotoxunan laylanma fazasina horizontal va tam liftlorinin paralel
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olmalart iticiin zaruri Vo kafi sort verilmis X vektor meydamimin V Levi-Civita

rabitasing nazaran paralel olmasidir.

3.2. Kotoxunan laylanma fazalarida Levi-Civita olmayan metrik

rabitalor va onlarin ayrilik tenzorlarimin xassalori

Bu foslin 3.1 yarimfaslinde biz T~(M,) kotoxunan laylanma fozasinda RV
Riman genislonmasini daxil etdik va RV metrikasnin €V Levi-Civita rabitasine
baxmis olduq. Bu, CV(RV):O borabarliyini 6doyan yegano buruglugsuz afin
rabitodir. Lakin §(RV):O borabarliyini 6doyan va trivial olmayan buruglug

tenzoruna malik basqa rabitodo vardir. Bu rabitoni RV metrikasinin metrik rabitasi

adlandirirlar.
Burugsuzlug V afin rabitosinin T~ (M,,) kotoxunan laylanma fozasma "'V

horizontal lifti istonilon X,Y € 35(M,) vo @,6 € 3Y(M,) iiciin belo toyin olunur

([102]):

"v,, ' 0=0, HV\,QHY =0,
"V, 0= (Vio) "V, Y ="(V,Y) (3.2.1)
Asagidaki isaralomoni daxil edok:
H H
Va =" Veg)

burada
€)= &) &)

adapto olunmus reperdir.
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Onda °V &, = "T7,E,, borabarliyino osason biz miixtelif indekslor iigiin
Hfg B omsallarini yaza bilarik. Belalikls, (3.2.1)-don alinir ki,

HE}‘:F'.‘

Hrk j
i Lij =Tic

~ ~ ~

Tutaq ki, T 7'V horizontal liftinin buruglug tenzorudur. Onda T— T*(M,)
kotoxunan  laylanma  fozasmda  T(Y @' 0)=0,  T("X\Y0)=0 e
T(H x,H Y)z —yR(X,Y) diisturlar1 ilo toyin olunan ( [106, s. 287]) gop-simmetrik

(1,2) tipli tenzor meydanidir, burada R V afin rabitasinin oyrilik tenzorudur vs

7R(X’Y):Z Pr R X Y %
1

Beloliklo 7'V rabitosinin hatta g metrikasinin V Levi-Civita rabitasi tigiin do bu
metrika lokal miistovi oldugu halda qgeyri-trivial buruqluq tenzoru vardir.

(3.1.6)-(3.1.8) vo (3.2.1) borabarliklorino ssason, istonilon X,Y,Z € 35(M )
Vo @,0,& € 37 (M) iigiin miioyyan edirik:
("v, "v]Ve,ve)=0,
(" v, V) (1 6,V s)=-Rgl (v,0)  &)=0,
("vy, *v)( 6,"2)= o' (62))=0,
(F v, *v) (" 6,"2)="x" (@2))}-Rg(¥ (F v, 0) " Z)-
~*g("6,"(v,2))=" (x6(2)- (vV40)z -6V, Z)=0
(fvy *) (1Y, Ve)=Ye" (s(Y))=0,
(v, ") (Y. &)= XY (60r))- Ral (v, ¥ &)-
— fg (MY Y (V)= (Xe(V) —£(V Y )= (Vi)Y )=0,
(fvy, *v) (Y, Hz)=0,
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(v, *v)("y,"z)=0.

Hx
indi iso forz edok ki, "R ™V metrik rabitssinin ayrilik tenzorudur. HR

ayrilik tenzorunun adapts olunmus repera nazaran asagidaki komponentlori vardir:

~

H a_ 5 Hra z HpRa
Rsp =€) Lp—8€p Lyt

H=aHTe HTaHfFe eHTa (323)

komponentlri vardir.

(3.1.9), (3.1.10), (3.1.16), (3.2.2), (3.2.3) boraborliklorini istifado etmoklo vo

H a

boliinmiis Hﬁyﬁ = "R,y Oyrilik tenzor meydaninin (Riggi tenzor meydant)

komponentlorini hesablamagla tapariq:

~

HS _HB o _HBp i, HS T _p i_
R¢= "Ry = Rij + Ry =Ryy =Ry,

~

"R¢; =0, "R,;=0, "R, =0, (3.2.4)

burada Ryj M, —do V rabitosinin Riggi tenzor meydanidir.

MV metrik rabitosine malik T“(M,) kotoxunan laylanma fozasinin skalyar
ayriliyi tiglin (3.2.4)-0 asasan

s _ Ry Hy  _
R="V R%B—O

SONE

5] 0

minasibatini aliriq, burada

Belaliklo, biz agsagidaki teoremin dogrulugunu isbat etmis oldug.

Teorem 3.2.1. 1V metrik rabitssino malik olan T (M,) kotoxunan

laylanma fazasinin RV metrikasina nazoron stfir skalyar ayriliyi vardir.

3.3. Kotoxunan laylanma fazalarida Riman genislonmasina nazaran vektor
meydanlariin Killinglik sortlori vo bu metrikanin Norden metrikas1 olmasi

sartlari
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g psevdo-Riman metrikasina malik M,, goxobrazlisi iizorinde X € J3(M,,)

vektor meydani o halda Killing vektor meydani (vo ya infinitezimal izometriya)
adlanir ki, L,g=0 minasiboti O6donilmis olsun, burada L, Li tdromasinin
isarasidir.
L, g =0 sortini istonilon Y,Z e 3;5(M,, ) iigiin
(LxgXY.Z)=0(VyX,Z)+g(V,X,Y)=0 (3.3.1)
soklindo do yazmag olar, burada V' g metrikasinin Levi-Civita rabitasidir.
RV Riman genislonmasinin Li téromisini hesablayag. {5(0{)} adapto olunmus
reper olduguna gors (3.3.1) miinasibati onu ifads edir Ki,
Ry((C [ O o~ R C [ O N
VOV, X7 B8 4R VIV, X By B )= 0
Vo ya
°v X, +°V X, =0
BNy y BT (3.3.2)

burada ()2' y) ()Z 0) vektor meydaninin
v RS wo
(X ¥ ) :( Ve X )
diisturu ilo verilon assosiasiya olunmus kovektor meydanidir.

RV Riman genislonmasino malik T (M) kotoxunan laylanma fozasina

saquli, horizontal vo tam liflorin assosiasiya olunmus kovektor meydanlart (3.1.11),

(3.1.12), (3.1.13) vo (3.1.22) boraborliklorinin nozero alinmast ilo {§(,) adapto
olunmus reperina nNazaron, uygun olaraq, asagidaki kimi verilirlor:
("%, )=(*v,,'3" )= (,.0),
("X,)=("v,,"X7)=(0.x,)
(°X,)=(7v,°X7)=( pv, X", X¥)
(3.1.21) voa (3.3.2) miinasibatlorini nazara almagla biz belo bir naticoys golirik
ki, RV Riman genislonmasinin ¥ @— yo nozeron Li tdromasi {g(a)} adapto olunmus

reperinds asagidaki komponentlora malikdir:
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(3.3.3)

Vio,+Vio; 0
0 0

R CyV~ CuyV~
(LVw V)IB}/ =" Vp @, +"V, @ :(
istonilon X € 35(M,) iigiin @ = ginj isara edok. Belslikls, (3.3.3) miinasibatindon

asagidaki teoremin dogrulugu alinir:

Teorem 3.3.1. RV metrikasina malik kotoxunan laylanma fazasinda o vektor

meydanmin Killing vektor meydani olmast iti¢iin zoruri Vo kafi sort assosiasiya

olunmus X' =g w; vektor meydammin Killing vektor meydant olmasidir.
Olavo olarag, (3.1.20), (3.1.23) vo (3.3.2) miinasibatlorini nozoro almaqgla
miioyyon edirik ki, LHXRV vo Lgy RV Li tsromesinin adapto olunmus {§(,) |

reperina nozaran, uygun olaraq asagidaki komponentlori vardir:

(LH Rv) :[pa(Rija+stka)xs kai+ijk}
X Br 0 0
(LCXRV)IB -
(~2p, (Vv X" 4V v XD )+ paRe® +R*X® v XT 4V X"
- ~V X1 4V, X" 0

Bu barabarliklordon va (3.1.24) boraboarliyindon asagidaki teoremin dogrulugu

alnir:
Teorem 3.3.2. M, ¢oxobrazlisindan vektor meydanlarinin RV metrikasina
malik T*(Mn) kotoxunan laylanma fazasina horizontal va tam liftlori o halda Killing

vektor meydanlaridir ki, verilon X eS%,(Mn) vektor meydami M —do

metrikasinin 'V Levi-Civita rabitasina nazaran paralel vektor meydani olsun .

Indi iso forz edok ki, (Mo, ) @ kompleks strukturuna malik sanki kompleks
coxobrazlidir. Bildiyimiz kimi (bax I fasil, 1.2 yarimfasli), g € Sg(M 2n) metrikasi o
halda Norden metrikasidir ki, istonilon X,Y € J5(M,, ) iigiin

g9(eX.Y)=g(X,9Y)
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miinasibati 6donilmis olsun. Bu ndév metrikalar hamginin tomiz, anti-Hermit vo B-
metrikalar adlar altinda todqig olunmuslar (masalon, bax [55], [84], [86], [88], [99],).
(M2, @) g Norden metrikasma malik sanki kompleks goxobrazli olduqda deyirlor

ki, (Moq,9,g) sanki Norden goxobrazlisidir. Ogor ¢ inteqrallanandirsa, onda
(Msop,@,9) Norden ¢oxobrazlist adlamr. Molumdur ki, ¢  strukturunun
inteqrallanmast N, € 3,(M,,) Nijenhuis tenzorunun sifra borabar olmasina
ckvivalentdir. ©gar ¢ inteqrallanandirsa, onda ¢ kompleks strukturdur vo bundan

basqa, Mo, kecid funksiyalar1 holomorf inikaslar olan c— holomorf X, (c)

coxobrazlisidir.

Forz edok ki, t X (c) lizerindo kompleks tenzor meydanidir. Bu ndv tenzor
meydanmin hoqiqi modeli onun vektor vo kovektor arqumentlorinin ¢ afinor
strukturunun tasirine maruz qalmalarindan asili olmayaraq M, tizarinds eyni tartibli

tenzor meydanidir. Belo tenzor meydanlar1 ¢oxsayli mislliflor torafindon todqiq
olunmuslar (mas. bax [5], [10], [81], [82], [99]).

Xisusi halda (0,q) tipli @ tenzor meydanina totbiq olunan tomizlik anlayisi
onu ifads edir ki, istonilon X,..., X, € 35(M,,, ) tiglin asagidaki sortlor danilmolidir:
ol@X 1, X g, Xg )= (X, 0X 5,0, X )= o= 00Xy, X X)),

® tenzor meydanina tasiri
(@,0) X1, Yy, Y )= (@X NlY,, Y., Yy ) - X (0lYy, Y. Y )+
+olLy )XY Yo )+t oYy, Yo Ly o)X )
diisturu ils ifads olunan (bax [55])
D, 333 (M) — 33+1(M on)

operatorunu toyin edok, burada L, Y boyunca Li diferensiallanmasinin isarasidir.

Ogar ¢ My, lizarinds kompleks strukturdursa vo @, tenzor meydani sifra

barabordirse, onda X, (c) iizerinde @ holomorf kompleks tenzor meydani adlanir
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(bax [10], [105]). Belsliklo, X, (c) {iizerinde holomorf @ tenzor meydani Mon
lizorindo elo tomiz @ tenzor meydan1 soklindo realizo olunur ki, ixtiyari
X,Yy,...,Yq € 3g(My, ) iigiin
(@,0)X .Y Y,,....Yy)=0

sorti 6donilmis olsun. Ona goéro do M, tlizorinds geyd olunan @ tenzor meydanina
da holomorf tenzor meydan: deyilir. Ogor My, tzorindo ¢ sanki kompleks
strukturdursa, onda @, =0 barabarliyini ddoyan @ tenzor meydani sanki holomorf
tenzor meydani adlanir.

Norden ¢oxobrazlisinda istonilon X,Y,Z € 35(M,,,) iigiin

(@,9)X.Y,Z)=0

sorti 6donildikda deyirlor ki, g Norden metrikasi holomorfdur.

Ogar (Mo,,9,9) g Norden metrikasina malik Norden goxobrazlisidirsa, onda
deyirik ki, (M5, ¢, g) holomorf Norden goxobrazlisidir.

Boazi cohatlorina gora holomorf Norden ¢oxobrazlilari Keler ¢oxobrazlilarina
bonzordirlor. Asagida ifado edocoyimiz teorem 3.3.3 belo bir molum naticanin
analoqudur. Sanki Hermit ¢oxobrazlis1 onda vo yalniz onda Keler ¢oxobrazlisidir ki,
sanki kompleks struktur Levi-Civita rabitasine nazaran paraleldir.

Teorem 3.3.3. [59] (parakompleks hali {igiin, bax [86]) g Norden metrikasina
malik sanki kompleks ¢oxobrazlisi iigiin  @,9=0 sorti Vo =0 olmasina
ekvivalentdir, burada V  Q metrikasinin Levi-Civita rabitasidir.

Keler-Norden ¢oxobrazlisi sanki kompleks ¢ strukturu vo V ¢ =0 sortini
odayan g psevdo-Riman metrikast ilo tochiz edilmis My, ¢oxobrazlisi ilo
formalasan (M on: @, g) tcliiyli soklinds toyin oluna bilar, burada V ¢ metrikasinin
Levi-Civita rabitasidir Vo nazardos tutulur ki, g Norden metrikasidir. Belaliklo Keler-

Norden ¢oxobrazlilari ilo holomorf metrikaya malik Norden goxobrazlilar1 arasinda

qarsiligh birqiymatli uygunluq (biyeksiya) vardir. Qeyd edak ki, bu ¢oxobrazlilarda
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Riman oyrilik tenzoru tomiz va holomorfdur, bundan basqa skalyar oyrilik lokal
holomorf funksiyadir (bax, [59], [86])

Qeyd 3.3.1. Moalumdur ki, sanki kompleks ¢ strukturunun inteqrallanmasi elo
buruglugsuz afin rabitonin varligina ekvivalentdir ki, hamin rabitoys nozaron V ¢ =0

tonliyi dogrudur.

g metrikasinin V Levi-Civita rabitasi buruglugsuz afin rabito olduguna gora
alariq: ©gor @,9 =0 olarsa, onda ¢ inteqrallanandir. Belolikls, @,g=0 vo N, =0

sortlorini 6doyan sanki Norden ¢oxobrazlisi, yani sanki holomorf Norden ¢oxobrazlisi
yoxdur.

Qeyd 3.3.2. Keler-Norden g metrikasinin Levi-Civita rabitasi G =g o¢ ikigat

metrikasinin Levi-Civita rabitasi ilo iist-lista diisiir (Keler-Norden ¢oxobrazlilarinda
Levi-Civita rabitasi liglin metrikanin geyri-yeganaliyi).
Hp e si(T*(M 2n)) horizontal lifti istoniln X € 35(M,,,) vo @€ 37 (M, ) iiciin
H(DVCOIV (COO¢),
H Hy _H
@ X =" (pX), (3.3.4)
soklinda toyin olunur [106, s. 281]. (3.1.9), (3.1.10) vo (3.3.4) miinasibatlorindon
alimir ki, "¢ horizontal liflinin {§,) | adapto olunmus reperino nozoran
i
~.\ |?; O
"o=(pg)=| "’ (3.3.5)
0 ¢
komponentlori vardir, burada (pij ¢ afinorunun lokal komponentlridir.
Yaxst molumdur Ki, ager ¢ buruglugsuz V afin rabitesine malik My,

coxobrazlisinda sanki kompleks strukturdursa, onda Hgo T*(M on) kotoxunan

laylasan fazasinda sanki kompleks strukturdur [106, s.283].
(3.1.6), (3.1.7), (3.1.8) vo (3.3.4) borabarliklorindoki istifado edoarok asanligla

gostara bilarik ki, istonilon X =X vo va'ove Y = "y va ya v @ iigiin
Ry(Hp X,V )=Rv(X,H oY)
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borabarliyi dogrudur, yani (T(M ) Ry, H (p) sanki Norden ¢oxobrazlisidir.

HE sanki kompleks strukturunun RV Riman genislonmosinin ©V  Levi-
Civita rabitaSina nozaron kovariant téromasine baxaq (3.1.19) va (3.3.5)-0 asason

{§(a)} adapto olunmus reperina nazaran, alariq ki,

H~ H~k i
CVi (D}(:vi(Dl;’ Cvi D5 =V.p/,

Cvi H@F :% Pa [(Rimka —Ryi + Rkima)‘ﬂgn - (Rijma - ijia + Rmija)‘ﬂkm] (3.3.6)

Vo biitiin digar komponentlor boarabardirlor.

Ogor ¢ strukturunu kovariant sabit saxlayan (V¢ =0) buruglugsuz V afin
rabitosi VX,Y € 35(M,,,) ticiin

Voy Y =0(VxY)

sortini 6dayirse, V holomorf rabito adlanir [55, s. 185]. V afin rabitasi ayrilik tenzor
meydanmi  tomizliyi (ijksgalm = Rimks(pﬁn = Rijmsgolzn = Rijkmgprsn) onun
holomorflugu Tt¢iin zoruri vo kafi sortdir [5], [10]. Belalikls, (3.3.6)
barabarliklorindon asagidaki teoremin dogrulugu alinir:

Teorem 3.3.4. T~ (M) kotoxunan laylanma fozas: o halda RV metrikasina

2 H(p sanki kompleks strukturuna nazaron Keler-Norden c¢oxobrazhisidr ki,
buruglugsuz V rabitasi ¢ strukturuna nazaran holomorf rabito olsun.
Digar torofdon, yaxsi moalumdur ki, Keler-Norden g¢oxobrazlisinda Norden

metrikas1 tomizdir [59]. Demali, agoer M5, ¢oxobrazlist g Keler-Norden metrikasina
vo g metrikasinin V Levi-Civita rabitosing, T*(M on ) kotoxunan laylanma fozast iso

metrika olaraq RV Riman genislonmoasino malikdirsa, onda asagidaki teorem

dogrudur:

Teorem 3.3.5. My, psevdo-Riman ¢oxobrazlisinin T*(I\/IZn) kotoxunan

laylasan fazasi, o halda RV Vo "9 —a nazaran Keler-Norden c¢oxobrazlisidir ki,

(M 2 @ g) Keler-Norden ¢oxobrazlist olsun.
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3.4. Kotoxunan laylanma faza iizarinda yeni metrika, onun Levi-Civita

rabitasi
Qeyd etdiyimiz  Kimi RVESQ(T*(I\/In)) Riman genislonmasi T*(Mn)

kotoxunan laylanma fozasinda psevdo-Riman metrikas: toyin edir. RV Riman

genislonmoasinin Xatti elementi
ds? = 2dx'
diisturu ilo verilir, burada &p; =dp;j — phl“Jhidxi (daha otrafli molumat iigiin, bax [80],
[106])
7 1(x) =Ty (Mp,) kotoxunan fozas: iizorindo skalyar hasil hor bir x e M, tigiin
07(0,0)=g" 0,0

diisturu ilo toyin olunur, burada ,80 € 3)(M,) .

n ..
RV Riman genislonmasindan va >.91'% 0 kvadratik diferensial
i j=1

formasindan istifado edorok T*(M n) kotoxunan laylanma fazasi iizarinds yeni
~ . n i
G=2dx)pj + 29", (3.4.1)
i, j=1
metrikasini toyin edok.
(3.1.14) Vo (3.4.1)-don miioyyon edirik ki, G metrikasinin T~ (M) kotoxunan

laylanma fazasindaki {E(a)} adapto olunmus reperino nNazaran

(&1 G¢) (o0 &
G=| ' Vi T (3.4.2)

komponentlari va {ii} tobii (natural) reperina nazaran iso
ox' ox!
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_ _ A : hi
Gji ij g > Pm parjn;ri?] -2 pmrlni] 5} —9 | pmr?;]
_ (3.4.3)

5ij —gjhpmrirr? gji
komponentlori vardir, burada g Ji g metrikasinin kontravariant komponentlaridir.
(3.1.1), (3.1.2) vo (3.4.3)-don ixtiyari X,Y € 35(M,) vo w,0e 37 (M,) iiciin
asagidaki sortlor alinir:
&( Hx, Hy)=o,
G("X.Y o) (w(X)=a(X)ox (3.4.4)
GV 0)=" (97(e.0)=9 " (@.0)or
(3.4.4) sortlori G metrikasmin torifidir. Dogrudan da, T*(Mn) toxunan

laylanma fozasi tlizorinds (0,2) tipli tenzor meydani X vo Vo soklinda vektor
meydanlarina tasiri ilo tamamils tayin olunur (bax [106, s. 280]).
(3.1.1) Vo (3.1.4)-0 gbro X € J3(M ) vektor meydanmnin ©X tam lifti
“X = "X ~(p(VX)) (3.4.5)
miinasibati ilo tayin olunur, burada
p(VX)= pk(ViX k)dX'-
(3.4.4) va (3.4.5) barabarliklarini nazars alsaq, yaza bilarik:
B(* X )=~ [(@X Y 1+ (VXY (g (p(9X) vY))} (a6
burada
g (p(VX), p(VY))= g* (Vi X P VY ™).
G e 3y (T*(I\/In)) tenzor meydani1 vektor meydanlarinin tam lifli ilo tamailo
toyin olunduguna goro (bax [106, s. 237]), deys bilorik ki, (3.4.6) tonliyi G

metrikasinin alternativ xarakterizasiyasidir.

(3.4.6)-dan hamginin asadaki teorem alinir:
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Teorem 3.4.1. ©gar X,Y,M,, iizarinda paralel vektor meydanlaridirsa, onda

T*(Mn) kotoxunan laylanma fazas: dizorindo X,Y vektor meydanlarmmin tam liftlori
G metrikasina nazaron ortogonaldirlar.

Li motorizosi omoli M|, hamar ¢oxobrazlismin T*(Mn) kotoxunan laylanma
fozas1 lizorinda horizontal va saquli vektor meydanlari ligiin asagidaki sartlori 6dayir:
iy | MX, Y = HIX,Y T+ R(XLY )= XY ]+ (PR(X,Y)),

i) [V ¥ 0]=0,
iii) | XY 0]=" (V4. 0),
burada X,Y e 3;(M,), ®,0e€32(M,) vo R V rabitesinin oyrilik tenzorunun

isarasidir (daha genis malumat tigiin bax [106, s. 238 va s. 277].
Teorem 3.4.2. Tutaq ki, (M,,,g) n—élgiilii diferensiallanan ¢oxobrazhdur va

~

\% (T*(Mn),é) kotoxunan laylanma faozasinin Levi-Civita rabitasidir. \Y Levi-Civita

rabitosi ixtiyari X,Y € 53(M,), @,0 € 3)(M,) diciin asagidaki sartlori 6dayir:
- IH( ~ ~

i) 7, Hy =" (VXY)+EH(g Lo pRIX, Y (VR(X, B))

i) Vy o= (Vio)+ H(g‘lovxa))+%v ()ZR((B ﬁ))

iii) V. MY :%V (VR(@, ))

iv) V, Y9=0,

~

burada hor bir X,Ye3{(M,), @,0e37(M,) iicin &o=9 cweIHM,)

X=goXe3I'M,) YR(X,p)e3I°(M,) R iso V rabitssinin ayrilik tenzorunu
isara edir.
isbatr. Molumdur ki, V Levi-Civita rabitosi ticiin Koszul diisturu istonilon
UV.We3g(M,) vai,jke{H,V]} igin asagidaki sokildadir:
2g(V,, V. 'w U G(V “w )l v (G(w U ) w(G(u, v ))-
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~G(u, [V w )+ GV, ['w, U )+ G('w, [V iw )
1) Kozsul diisturunu va (3.4.7) sartlorini nazars alsaq, yaza bilorik:
2G(V,, "V @)= "X(G("Y. @)+ *Y(G(Y @, "X ))-
= oG(H X, Y )+ G( X, [MY Y @)+ G(F Y[V e, FX )+
+6(" o[ %" Y)=2" (VY )+ (070, pRIX. V)=

=2G(Y," (v ¥))+G(" (g7 pR(X, Y)Y o),

burada
" (97w, PR(X,Y))= g, (PR(X,Y)); =
=ay(g7 o pRIX,Y)) =G(" (g pR(X.Y))Y o)
V3
2G(V,,, MY, Z)=—2p,Ry Y 'ZIX* = —2p, g™ Ry - Y'ZIX K =
= 2pagatRktiniZij :zﬁtgisttstiZij = ZﬁtRktst:ijk =
=2 (YR(X,p)z)=26(" (/R(x, D))" Z)
Onda biz aliriq

~

Vi Y = H(VXY)+% "(0 o pR(X,Y))+ (YR(X, P))
i) 26(V,,, Vo' Z)= "X(G(Ye, "2 olG( 2 X))-
~HZ(G("X Y ) -G( "X, [V, "z )+ GV @[ Mz, " X )+
+6(12,("x Y 0))=2" (vx0)2)+" (97(@. pR(Z, X)))=
=26(" (Vx0," 2)+G(' (XR(@, ) 2))
2G(v,,, Vo 6)=2"(01(V,0,0))=26(" (g7 (V) »)
ona gora do
Vi Yo" (Vy0)+ H(g_l Oan))"'%v (XR(E)’ 5))

(1) vo (ii)-doki hesablamalara analoji hesablamalarin komoyi ilo (iii) vo (iv)

sortlorin dogrulugu asanligla gostarilir.
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G metrikasina malik olan T*(M n) kotoxunan laylasan fazasinin {g(a)} adapto
olunmus reperino  Nazaron r gﬁ Kristoffel simvollarinin  komponentlarini

Ve( )e(ﬂ) I8 8(5) ayrilisinin komayi ilo hesablasaq, asagidaki noticoni almis

olariq:

Natica 3.4.1. Tutaq ki, (M,,g) n—dl¢iilii ¢oxobrazhdr va Y (T*(Mn),é)
kotoxunan laylanma fazasimin Levi-Civita rabitosidir. Onda fgﬂ Kristoffel

simvollarinin {g(a)} adapto olunmusg reperina nazaran komponentlori

=K k a tk
Lij =Tjj + pa ijt 9

Fk = Pa kjla’
1“,k _= paRthagt',
flk )+ paRk,tag't, (3.4.8)
1ﬂk _ I%gtk

ij
fy =T =T =0
soklinda tapiliriar.
(3.1.9), (3.1.10), (3.1.11), (3.1.12) vo (3.4.8)-don tapiriq ki, Vo, V |_|X,V9

VEX kovariant tdromalori, uygun olaraq asagidaki sokildadirlor:

- _Flimgima)t 0
vkva)a = 1 ] (349)
e +E PaRik ‘2 o, 0
VX' +Ip.R X! 0
k = PaRy -
Hy o 2
Vi, ' X%= 1 k ) (3.4.10)
paRitkaXt ) paRti'aXt
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1 : :
5 Vi X'+ 2 PR X =T g™ PV X 0
Cva 2
Vk X = 1 y
p VXK= Ry o X

(3.4.11)
burada f=—ppVViX™ + paRitkaXt —% Pa PmRik a ViX™ isara olunmusdur.
Ogor M|, ¢oxobrazlisinda psevdo-Riman g metrikasi vardirsa, onda
PaRit X" = Pag®RitesX ' = —Pag®RijksX ' =—Pag®RystiX " =

= —Pag®°0if Ryst Txt=-2 Pag*°gif VKV X f (3.4.12)

olur.
(3.4.9), (3.4.10), (3.4.11) vo (3.4.12)-don asagidaki teoremlorin dogrulugu

alinir.

Teorem 3.4.3. we3)(M,) kovektor meydaninin G metrikasina malik
T*(M n) kotoxunan laylanma fazasina saquli lifti heg bir halda paralel deyildir.

Teorem 3.4.4. X € 3;3(M,, ) vektor meydaninin G metrikasina malik T*(Mn)
kotoxunan laylanma fazasina tam va horizontal liftlori onda va yalniz onda paralel
olurlar ki, M, iizarinda X V —ya nazaran paralel olsun.

G metrikasinin ayrilik xassalorini dyranok. V rabitesinin R ayrilik tenzorunu

R (B & By = ViV 580 =V Vo) sV
diisturu ilo hesablayiriq, burada V,, :§e(a) vo R oyrilik tenzorunun adapto

olunmusg {5(0()} reperino nazaran

ﬁa

=~ 1o _ = o ~0C 1€ _~O'~8 _ ET~C
oy =805, —8 00 +ToTs ~ToT: —Q T

peay af ~ ey
komponentlori vardir.

(3.1.16) vo (3.4.8) borabarlikloring asasan alariq:

R =Ry +Z PaPm (Rkt‘ mRij - Ri:. mRkj_ta )+
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1
+§ paglt (kaijta _viRkjta)_ pagml(RtjkaFitm - Rtjiarlzm )’

T S | K
Rlzij ZERij- +§ parig‘ Ry. agﬂ,

o j i i 1 la__: la_
Rki]I =R, -Tig" + ik g" +§ pa(R.ﬁ. r)-R T} )+

1 mife -
+§ P.9 I(Rtk~JaFitrn - Rti~1arlzm)'

~ 1 . . . .
Rii = Ria L+ > Pa (g "V, R|ima - gtjvi leta)_ P9 mt(Rnkarirjn —Ry arkJm )+
1 . .
+ 2 Pa P (Rik-tm Ry - Rn-tm Rtk-Ja)v (3.4.13)
S50 1
Rij = Pn (Vk Rij "V, lekm )+ > PaPm (Ru(-tm Rtjia - Rli~tm Rtjka )+

1 1
+ > Pa Pm (Rij-tm Ruc” — Rkj~tm Rii- )— > Pa PRt le-tm ;

S0 K 1 1 K k
Rei = R D) pagtkvileta +Z Pa pm(Rn- mRij-ta - Rli~tmRtj~ a)’
=~ ik
Rej = Ru.I ’
=~ | 1 ik 1 ;

Rei :ERH-J +§ PRI T,

S T 51 _ 351 _51_51
Rm :Rlzﬁ :Rkﬁ :ij :RIij =0.

Onda asagidaki teorem dogrudur:

Teorem 3.4.5. Tutaq ki, (Mn,g) N —¢oxolciilii diferensiallanan ¢oxobrazlidir

Vo T*(Mn) onun G metrikasina malik kotoxunan laylanma fazasidir. Onda

(T*(Mn),é) onda Vo yalmz onda miistavi g¢oxobrazlisidir ki, My miistovi

coxobrazlist olsun.

Isbati. ©vvalco forz edok ki, R=0. Onda (3.4.13) torkiblarino asasen bu o

demokdir ki, R=0 . Torsine, forz edirik ki, (xI, p')=(x,0)eT*(My) noqtosinds

R =0. Onda biz aliriq ki, R =0 {igiin
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o | lj j fl i fl
Ry /(x‘,O) = (Rik-J ~Talr 9" +ITeg " +

LRI -RI) 0 0.

3.5. Kotoxunan laylanma fazasi iizarinds yeni metrikaya nazaran metrik

rabita va geodezik ayrilar

T (My) kotoxunan laylanma fozast iizorinde G metrikasmimn \Y Levi-Civita
rabito teorem 3.4.2-do verilmisdir. Bu rabito VG =0 sortini  6doyan Yyegano
buruglugsuz rabitadir. Lakin biz VG =0 sortini doysn Vo geyri-trivial buruglug
tenzoruna malik olan digoar rabitoni do tapacagiq. Homin rabitoyo G metrikasinin

metrik rabitosi deyilir.

Qeyd etdiyimiz kimi. hor hanst V rabitonin T*(Mn) kotoxunan laylanma
fozasinda 1V horizontal lifti (3.2.1) boraborliklori ilo toyin olunur va v
horizontal liftinin {€(a)} adapto olunmus repering nazoran (3.2.2) omsallar1 vardir.

Digor torafdan, agar T "V horizontal liftinin buruglug tenzoru olarsa, onda T
T~ (Mp) kotoxunan laylanma fazasi tizorinda

T(Vo¥ 0)=0, T("X.Y 0)=0, T(*X," Y )=—R(X,Y)
soklinds toyin olunan ¢op-simmetrik (1.2) tipli tenzor meydanidir, [106 s. 287]

burada X,Y € 35(M,,) @,6 € 37(M,) R V rabitasinin syrilik tenzorudur va

0
7’R(X,Y):Z PaRai X Y o

Belaliklo, oagor 9 lokal miistovi metrikasidirsa, onda Hy rabitosinin hotta 9

metrikasi ils tayin olunan V, Levi-Civita rabitasi l¢iin do qgeyri-trivial buruglug

tenzoru vardir.
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(3.2.1) vo (3.2.2)-don istifado edorok, istonilon  X,Y,Ze35(M,) vo
0,0, e Sf(M n) liclin yaza bilorik:
(H vaé‘)(v 0,Y g)zH Vy é(v 0, 8)—6(H Vy V@,V 5)—

-GV 6, v, V&)= v, V(g6 6) @’ (g0, ))=0,

(Fv,, G oY )= v, 6o &)-G(Hv,, oY &)
Gl v, Ye)=" v, Y(aH6.8)-G (v,6) &)-
_G(V 6, (ng)): Hxv(g_l(e’g))_v (g_l(vxe’g))_v (9_1(‘9’Vx5)):

= (xg7(6,9))~" (g7(vx0.2))-" (g7(0.V2)F (Vxa7No.2))=0

(v, &)or 2)-" v, &orz)-a[", Vo z)-

~G(Verv, "z)="v, Y(6,(2) @ (6(z))=0

(v, &)or 2)=" v, &6/ 2)-G("v, Vo 7)-

~G(V oM v, "Z)=" (v46)2)- (V46)Z)=0,

yani V, rabitasinin "'V horizontal lifti G metrikasma nozeren metrik rabitadir.

Belaliklo, asagidaki teoremi isbat etmis oldugq:
Teorem 3.5.1. Tutag ki, V (Mn,g) coxobrazlisi iizorinda Levi-Civita

rabitosidir. Onda Hy horizontal lifti G metrikasinin metrik rabitssidir.
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Tutaq ki, MR "'V horizontal liftinin oyrilik tenzor meydamdir. Onda HR

tenzor meydaninin {e(a)} adapto olunmus reperino nazaran komponentlori

H
H a o = Hra H +~«a & .
%W'J&Wlhﬂ+ wglhé)gw
diisturu 1lo verilmisdirlor.
(3.1.9). (3.1.10), (3.1.16), (3.2.2) borabarliklorini istifado etsok wvo
Hp . _HRp o | .
W~ Tayf  Rigei tenzor meydaninin komponentlorini hesablasaq alariq:

Hp  _ H HRo 4+ HRo i = Ry
Rej= Rakj” = Rij + Rikj =Rikj =Rij, (3.5.1)

_ _Hp_  _ Hp._
Rig = "Rej = "Ry =0,
burada Ryj M, tizerinds Vg4 rabitasinin Rig¢i tenzor meydamdir [106].

_~

G metrikasma nozeran 'V horizontal liftinin Hy skalyar oyriliyi ti¢iin
(3.5.1) barabarliklarini va

Sji & i _gll sl
@ﬁ_@w%FG } gl' o]
Sji /i '
Gl G! 5 0
oldugunu nozors alaraq yaza bilorik:

~.5 H ~kiH. =~ H_ =g H
Tr=G” "Ry =G Ryj+GY "R +GM Ry +

burada r Vg rabitssinin skalyar oyriliyidir. beloliklo, asagidaki teoremin dogrulugu

isbat olundu.

Teorem 3.5.2. 7'V metrik rabitosino malik olan (T (Mn)’G) kotoxunan

H

laylanma fazasinin metrik rabitaya nazaran "' v skalyar ayriliyi onda sifra barabar

olur ki, Mp dizorinda V4 —nin r skalyar ayriliyi sifir olsun.
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~

Indi iso (T (Mn),G) kotoxunan laylanma fozasinin geodezik oyrilorini

aragsdiraq. Tutaq Ki, C3Xh:Xh(t) Mp iizerinds oyridir vo 4. (t) C boyunca

kovektor meydamdir, C iso T*(M o) lizarinds lokal ifadasi

h h h def
XU =x"(t), X' = ph=5h(t) (3.5.2)
soklindadir.
Ogoar C oyrisi biitiin noqtalords
: J
%:d_'gh_r'.hdigi =0
dt  dt N dt
miinasibotini 6doyirse, onda deyirlor ki, C M, —daki C oayrisinin horizontal liftidir.

Belolikla, verilmis

% =9
t=tp

baslangic sorti daxilindo (3.5.2) lokal ifadasine malik olan yegana horizontal lifti

vardir.
. * A _ A i
Tutag ki, t T (Mp) kotoxunan laylasan fozasinda X =X"'(t),A=(i,1)

oyrisinin qovs uzunlugudur. Geodezik oyrinin dogrulmus (XI,XI ): (XI’ pi)
koordinatlarina nazaran tonliklori

53" d?xA =, dx© dxB
e de e dt (353)

. . A = c ) . i
soklindodirlor, burada ICB V rabitosinin (3.4.8) diisturlar1 ilo toyin edilon

omsallaridir.

Indi iso (3.5.3) tonliklorini {é(a)} adapto olunmus reperino nazoron Yazad.
(3.1.15)-1 nozaros alsaq yaza bilorik:
6% = A% adx*,
yani o =h olduqgda

oM = AN pdx” = 5ihdxi = dx"
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Vo o =h oldugda

_ ~

0" = A" adx” =—p,I5dx! +57dx! =py,.

Homginin biz qobul edirik ki, T"(M,,) kotoxunan laylanma fozasmda X =x"(t)

ayrisi boyunca
0" _znaxh o
dt A dt  dt’
o" = ﬁ D
dt

dt dt

> =

dt

Ona gora do biz aliriq ki, {e(a )} adapto olunmus reperino nazaran

a - v P
d)0” +T¢ 0" 0" =0
dt| dt af dt dt

miinasibati dogrudur va (3.4.8) barabarliklorine asason miioyyan edirik ki,

2.h i i i
sexM 1 m_th dx' dx j th dx' Dj
= DR 22 _rlgh 22
a) g2 2rmhit 9 g it g
5%p dx' dx’ dx' P
b) _h+ mdr 22 sqi 22 _ o
gz Pmhi g g P 97 g

m
Rajt =0 oldugu ti¢tin aliriq ki,

U gt dt
Ona gora do
3" g P
a) dt2 It dt dt ’
—52ph_|_p R md_)(I£_+_p R Sgtjd_XI&—O
b) g2 MNP ge ge TNt S g g

Belaliklo, asagidaki teoremi isbat etmis oldugq.

(3.5.4)

(3.5.5)

Teorem 3.53. Tutag ki, C T (M) kotoxunan laylanma fozasinda

- : h h
(XI,XI ): (Xl,pi) dogrulmus koordinatlarma nazoron lokal olarag X =X (1),
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Ph = () soklinda ifads olunmusdur. Onda C ayrisi (3.5.5) tanliklorini édadikda

G metrikasinin geodezik ayrisidir.

h

Ogor (3.5.5) tonliklorini 6doyan oyri X' =const qaydasi ilo verilon lay

tizorinda yerloasirsa, onda (5.3.5, b)
5°pn _ 0
o=
dt
soklino gotirilir, ona gora do x"=ch, Ph =ant+bp, burada @h.bh.Ch sabitlordir.
belaliklo, asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3.5.4. Ogar G metrikasina nazoran X" =x" (©), p, =p,(t) geodezik

ayrisi T"(Mp,) kotoxunan laylanma fazasimn lay: iizarinds yerlasirsa, onda bu

geodezik ayri

Ph =ant +bp
Xotti tonliklori ilo verilmisdir, burada @h,Pn:Ch sabitlordir.
. &..,h_.h paet - Y
Indi iso forz edok ki, C:x =x"(t) X' = pp —9h(t)9yr|3| Mp-do "9
2.h
rabitasinin C:X" =x"(t) georezik ayrisinin \ dt horizontal liftidir. Onda

(3.5.5) tonliklorina asasan aliriq.

Teorem 3.5.5. (M.9) coxobrazlist tizarindaki geodezik ayrinin horizontal

liftinin T~ (M) kotoxunan laylanma fazas: iizarinda V rabitasina nazoran geodezik

ayri olmast macburi deyildir.

116



3.6. (0,2) tipli tenzor laylanmasinda Sasaki metrikasinin Levi-

Civita rabitosi

Tutaq ki, M C* sinfindon olan n-— olgiilii differensiallanan ¢oxobrazlidir.

Onda TZ(M)= UTZO(M ), torifo gora, M goxobrazhsi iizarindo (0,2) tipli tenzor
peM

laylanmasidir, burada U biitin P €M néqtolori iigin T, (P) tenzor fozalarinmn

0

dizyunktiv birlosmesini isaro edir. T)(M) C* sinifindon olan (n+n?)— &lgiilii

differensiallanan ¢oxobrazlidir. M — doki {(U;Xj,j:l,...,n)} lokal koordinat

sistemini {7z‘1(U);xj,xj:tili2,j:1,2,...,n},j=n+1,...,n+n2 dogurur, burada

xj:tiliz— hor bir T, (P) ~ peU tenzor fozasmm (0,2) tipli t tenzorunun

natural(tobii) repers nozeren koordinatlaridir, 7:T,(M)— M iss laylanmanin tobii

proyeksiyasidir.

~

S3I(M) ilo M iizerindo biitiin (r,s) tipli differensiallanan tenzor meydanlari
¢oxlugunu isaro edok. Tutaq ki, @ € 32(M) onda i ilo T)(M) iizorindo funksiya

kimi baxilan biikiilmoni isaro edocoyik. Ogor o U(xj)c M koordinat otrafinda

o =q 12 i ® 6_ ayrilisma malikdirss, onda ia=a(t)-nin 7*(U)
aX h aX 12
coxlugunda (Xj , X j) koordinatlarma nozaren ia = a 12t ivj, lokal tosviri vardur.

Forz edok ki, Ae 35(M ). Onda elo yegano ¥ Ae 3} (TZO(I\/I )) vektor meydani
vardir ki, (bax [71]),

VAlia)=a(A)or =" (a(A)), (3.6.1)

burada “(ex(A))— a(A)e 33(M )funksiyasinm T, (M) laylanmasina saquli liftidir.
[71].
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Asagidaki isaralomoani daxil edok:

VA=Y Ao, +V Ao,

burada 0; =—, a‘:a_izati’
X ..

1112

\ A[ _V Aﬁliz .
Onda (3.6.1)-don aliriq:

VAi:0 VAi:AI

1ip

Beloliklo YA saquli liftinin T)(M) laylanmasinda (Xi,xr) tobii

\Y, Ai 0
VA= = 3.6.2
A [V Ai] (AiliZJ ( )

Forz edok ki, Ly — X € 35(M) vektor meydani boyunca Li téremosidir. X

koordinatlarina nazaran

koordinatlar1 vardir [66].

vektor meydannin T, (M) laylanmasma © X tam lifti ixtiyari « € 32(M ) iigiin
“X(ia)=i(Lya) (3.6.3)
soklindo toyin olunur. (bax [66]). Tutaq ki,
©Xx =¢ x's,+° X'o..

Onda (3.6.3) borabarliyindon alinir ki, © X tam liftinin T°(M) laylasmasinda

(X' X! ) koordinatlarina nazaran

Cyi [
X X
“X=| = |= . . (3.6.4)
c X ! _tmizail X _tilmaiz X

komponentlori vardir.
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Forz edok ki, V— M {izarinds simmetrik xotti rabitadir. X vektor meydaninin

T)(M) laylanmasma "X e 35 (TZO(M )) horizontal lifti
X(ia)=i(Vya) acTi(M)
soklinda toyin olunur. (bax [66]).

X horizontal liftinin T2(M) laylanmasinda (Xi : XT) koordinatlarina nozaran

Hxi Xi
HX = = (3.6.5)
) X0t T )

komponentlori vardir, burada Fi'j‘ — V xatti rabitasinin lokal komponentlaridir.
U < M koordinat otrafinda

X =0, =59, € 35(M),

AD (A0 )=5. ®0, =645%20, ®0, eT2(M
1 2 ip iz Tk k2 2

gobul edok, burada 5ik — Kroneker simvoludur.

(3.6.4) vo (3.6.5) barabarliklorindan istifado edarok asanliqla miiayyan olunur
ki, HX(i)Ve Y AD vektor meydanlarmm T2(M)  laylanmasinda (Xi,xf) lokal

koordinatlarina nozoron, uygun olaraq

s"
"X = (3.6.6)
(W = 6.
ri{?ltmhz + Tiny tym

Vo

, 0
Voa) _
A _[5,‘35,‘3} (3.6.7)
i§
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komponentlori vardir. {HX(i),V Am} coxlugunu V rabitosino adapto olunmus reper

adlandiririq.

H

=/ AW jsaro etmokls adapto olmus reperi {D,}={D,,D;}
soklindo yazaq, burada 1=12,...,n+n?. (3.6.1)-(3.6.7) boraborliklorindon almir ki,

HX vo v A vektor meydanlarmin adapts olunmus {D, } reperina nazaran

% = "X'D,, *k:[())(i] (3.6.8)
Va
VA=A D, VA:[ 0 j (3.6.9)
re Ailiz

komponentlori vardir, burada X' vo A, uygun olarag, X e 35(M) vektor

meydaninin vo Ae 35(M ) tenzor meydaninin kompenentloridir.

Forz edok ki, M metrik tenzor meydam1 @ olan n—élgiili Riman

coxobrazlisidir. § meydaninin kovariant vo kontravariant komponentlorini uygun
olarag, g; Ve gjk ilo isaro edok. Hor bir XxeM noqtasi ti¢iin 72'_1(X)=T20(X)

tenzor fozasinda
G(AB)=glg2l2A; B, | (3.6.10)
borabarliyi ilo G skalyar hasilini toyin edok. G hasilini g skalyar hasilinin

genislonmosi adlandiraq, burada A,B e 35(M ).

T)(M) laylanmasinda Sasaki metrikas1 ixtiyari X,Y e 35(M)  vo

A,B e 3)(M) ticiin

g(“A¥ B)=" (G(A.B))
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g A "Y)=0, (3.6.11)

‘g( "X, "Y )= (g(x.Y))
borabarliklori ilo toyin olunur. (3.6.10) vo (3.6.11) boraborliklorindan istifads edarok

asanlgla gdstorilir ki, °g metrikasimin {D, } adopto olunmus reperina nozaron

(Sg ): Sgij sgij _ i 0 2612
) o Sgﬁ 0 giljlgizjz (3.6.12)

komponentlori vardir. Beloliklo, T,(M) laylanmasi iizorinds °g metrikasini
asagidaki ayrilsla toyin etmok miimkiindiir:
*g="g;dx' ®@dx! +°g;;0x' ®5x] =

=g;dX ®dx! +ghg st ®6t, (3.6.13)

iip hi2?

burada

k
X' =y, =dtyy, _(rlgi?l_tmiZ + T tym )d X

Asanligla yoxlanilir ki, {dxj,ﬁx]}— {Di,Di—} adapto olunmus reperina nozaron

gosma reperdir.

Molumdur ki, Riman metrikasinin kontravariant komponentlori asagidaki

barabarlikls tayin olunurlar
°0,; 97 =5/ (3.6.14)

(3.6.12) u (3.6.14) barabarlikloriundan istifads edoarok asanliqla miiayyan edilir
ki, (°g*) tors matrisi

(ngK):(go"k 0 J 5615

9 ke 9 Joka
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soklinda struktura malikdir.

Asagidaki ¢evrilmoya baxaq
Dy =A’0,. (3.6.16)

AKJ matrisi (3.6.16) ¢evrilmasinin matrisi olub

(AKJ)—( % ° J (3.6.17)
- Ky ok .6.
FjT(ltm ko + Fﬂlztklm 5]115122

strukturuna malikdir. (3.6.17) matrisinin (,K'J)— tors matrisinin isa

- St 0
(A'J)—[ J ) (3.6.18)

- FiTjtmiz - Firznjtilm 5415.;2

strukturu vardir.

{DK} adapto olunmus reperinin geyri-holonomluguna dair fakti nozars alaraq
[D,,D,]=0,,“Dy,
isara edok, buradan da alariq ki,
Q, =(D,A" - DA AL
(3.6.8), (3.6.9), (3.6.17) vo (3.6.18) barabarliklorindon istifads edorok asanligla

miiayyan olunur Ki, Q,JK geyri-holonomlug obyektinin

k _ k _ _rhgsi j2 sh
Qij __le __rk1i§k2 _szié‘ll !

k

Q" =tg, Rijk, * tigsRik, (3.6.19)

soklinda sifirdan forgli komponentlori vardir, burada Riljk — 0 metrikasinin V

Levi- Civita rabitasinin ayilik tenzorunun komponentloridir.
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Tutag ki, 5V T2(M) laylasmast iizorinds g metrikasi ilo toyin olunan Levi-
Civita rabitesidir. °V 5 D; =°Ij Dy gobul edok.
VY =V X =[X, Y] VXY eS(TA(M))
miinasibatindon aliriq:
T —°Ty :QlJK- (3.6.20)
(vasg)(Y’Z): 0
miinasibati {Dy } adopto olunmus reperina nazaran
D, °gyy — T/ °gws =TS Qi =0 (3.6.21)
formasinda yazilir. (3.6.19) vo (3.6.20) barabarliklorindan istifado etmoklo aliriq:

1 1
Ty = 5 g (D| "9, +D; 9, - D9, )+§(QIJ “+af; +Qf )’ (3.6.22)

burada QX = Sg** §,,Q,,".

(3.6.6), (3.6.7), (3.6.12). (3.6.15), (3.6.19), (3.6.21) boraborliklorini nozors alaraq,

(3.6.22) —don {D, } adapto olunmus reperina nozaron yaza bilarik:

Sl“i}( =T}, SF% = Sri’ljT =°T}; =0,

1
T =§( kg, + Rirfllztklm)

: -
T =T o2 —Ti2 8¢, (3.6.23)

T =2 0"t RY + 9"h4,,RY™ )

Srilj( — E(g ajztsaR-i-Jls +g JltbsR-i-JZS)v

123



burada R!*=g"g"R, °
Beloliklo, asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3.6.1. Tutaq ki, (M,g) Riman ¢oxobrazlisidir vo °V — °g Sasaki
metrikasma malik T)(M) laylasmasimin Levi-Civita rabitasidir. Onda miixtalif

indekslor iiciin ~ °T'S  komponentlorinin — qiymatlori  (3.6.23)  diisturlart  ilo

hesablaniriar.
Bildiyimiz kimi, g Riman metrikasinin V Levi-Civita rabitosi biitiin

X,Y,Z € 33(M ) vektor meydanlari tigiin asagidaki Koszul diisturu ilo verilir:

29(VyY,Z)=Xg(Y,Z)+Yg(Z, X) - Zg(X,Y) +
+9([X.Y}2)~a(ly.z] x)+g(z,X]Y)

(3.6.6), (3.6.7), (3.6.8), (3.6.9), (3.6.23) vo (3.6.24) disturlarindan istifada
edorok asagidaki naticaya golirik.

(3.6.24)

Teorem 3.6.2. Tutaq ki, (M,g) Riman coxobrazlisidir vo °V — °g Sasaki
metrikasina malik T, (M) laylanmasinin Levi-Civita rabitosidir. Onda °V  Levi-
Civita rabitasi  biitiin ~ X,Y,Ze3g(M), voa ABeI5 (M) iiciin asagidak

miinasibatlori odayir.

) SVHXHY:H(VXY)+%(7/+7)R(X,Y),

i) v, MY = “ltgt o R(,Y)A+Eg o R(,Y)A)

N |~

i) *V ., 'B=" (V, B)+%(tg‘l oR(,X)-B+fgtoR(,X)B)

iv) °V, AV B=0,

burada A=g"g?"A, = (A‘li2 )e 32(M),
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R(,Y)AeT2(M), g*oR( ,Y)AeI3(M)

Qeyd edok ki, Teorem 3.6.2 —nin analoqu afinor laylanmasi hallarinda [87]

mogalosindos isbat olmusdur.
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Natica

. Ciger-Gromol metrikalarinin ~ geodezik  ayrilorinin  toxunan laylanma
fozalarinda interpretasiyalar1 verilmisdir;

Toxunan laylanma fozasinda simplektik metrikanin tam liftinin kanonik
simplektik inikasda kotoxunan laylanma fozasmin tobii simplektik metrikasina
cevrildiyi gostorilmisdir;

Kanonik simplektik inikasda vektor, affinor va (1,2) tipli tenzor meydanlarinin
tam liftlorinin obrazlarinin yenidon tam liftlor olmasi {i¢iin zaruri va kafi sortlor
tapilmisdir;

. Kotoxunan laylanmalardaki Peterson monasinda genislonmis Riman
metrikalarina goro vektor meydanlarinin Killing vektoru olmasi sortlori

verilmis, onlarin Norden metrikasi olma sortlori tapilmisdir.
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