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GİRİŞ 

Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərəcəsi: Müasir diferensial həndəsənin ən 

çox inkişaf etmiş sahələrindən biri laylanma fəzaları nəzəriyyəsidir. Diferensial- 

həndəsi strukturların, o cümlədən vektor və tenzor meydanlarının, afin rabitələrin, 

Riman metrikalarının hamar çozobrazlılar üzərində və onların laylanma fəzalarında 

tədqiqi ilə bağlı məsələ aktuallığı  ilə seçilən məsələlərdəndir. Laylanma fəzasının 

bazasında verilən analoji diferensial-həndəsi strukturların liftləri (şaquli, tam və  

horizontal) kimi təyin olunan diferensial-həndəsi strukturlar daha çox maraq kəsb 

edir. Bu hər şeydən əvvəl, həmin liftlərin bazada verilən strukturların əsas xassələrini 

təkrarlamaları ilə əlaqədardır. Vektor meydanlarının toxunan laylanma fəzasına 

şaquli, tam və horizontal liftləri S.Sasaki, S.İşihara, K.Yano, Ş.Kobayaşi tərəfindən 

qurulmuşdur (bax, [94], [95], [100], [101], [102], [106]). [103], [104] məqalələrində 

afin rabitələrin toxunan laylanma fəzasında liftlərinin qurulması ilə bağlı məsələyə də 

baxılmışdır. Baza Riman çoxobrazlısı olduğu halda S.Sasaki toxunan laylanma 

fəzasında xüsusi növ Riman metrikasını təyin etmişdir ki, sonralar bu metrikanı 

Sasaki metrikası və ya Riman metrikasının diaqonal lifti adlandırmışlar (bax [35], 

[36], [61], [62], [63], [71], [73], [94], [95]). Liftlərin qurulması toxunan laylanma 

fəzasında sanki kompleks və parakompleks (və ya sanki hasil) strukturları tədqiq 

etməyə imkan vermişdir (bax [78], [79]). Toxunan laylanma fəzasında dual 

strukturun (sanki toxunan strukturun) varlığı  A.P.Şirokova bu laylanma fəzasını dual 

ədədlər cəbri üzərində qurulan çoxobrazlı kimi interpretasiya etməyə imkan 

vermişdir. Bunun əsasında toxunan laylanma fəzasında tenzor meydanlarının və afin 

rabitələrin lıftlərinin qurulması xeyli asanlaşır  (bax [31], [32], [33], [34]). Bu ideya 

yarımtoxunan laylanma fəzalarının tədqiqi zamanı inkişaf etdirilmişdir. (bax [3], [4], 

[5], [6])  

Kotoxunan laylanma fəzalarının  və  xətti reperlərin  laylanma fəzalarının 

tədqiqi zamanı da toxunan laylanma fəzalarının tədqiqi nəticəsində əldə edilən 

nəticələrə analoji nəticələr alınmışdır (bax məs. [47], [69], [70], [103], [104]). 

Kotoxunan laylanma fəzasında Sasaki metrikası Mok tərəfindən qurulmuş  (bax 
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[68]), onun ayrı-ayrı xassələri  müxtəlif alimlər tərəfindən tədqiq olunmuşdur ([37], 

[38],  [40],  [45], [76]). Xətti reperlərin laylanma fəzasında Sasaki metrikasının 

müxtəlif modifikasiyaları əsasən O.Kovalski və M.Sekizava tərəfindən öyrənilmişdir 

(bax [48], [64], [68]). [64] məqaləsində  toxunan laylanma fəzalarında Riman 

metrikalarının geniş bir sinfi-təbii Riman metrikaları sinfi təyin olunmuşdur. Qeyd 

etmək lazımdır ki, Sasaki metrikaları, həmçinin Çiger-Qromol metrikaları  (bax [57], 

[59], [72], [76], [77]) bu sinifdəndirlər. Hamar çoxobrazlılar üzərində müxtəlif tipli 

tenzor laylanma fəzalarında diferensial-həndəsi strukturların, o cümlədən tenzor 

meydanlarının, afin rabitələrin liftlərinin və müxtəlif metrikaların tədqiqi ilə bağlı bir 

sıra maraqlı nəticələr alınmışdır ([16], [18], [19], [21-30], [54], [66], [87]). [53], [91], 

[92] məqalələrində isə hamar çoxobrazlının xətti koreperlərinin laylanma fəzasının 

həndəsəsi ilə bağlı maraqlı nəticələr alınmışdır. Toxunan və kotoxunan laylanma 

fəzalarında təbii Riman metrikalarının ayrı-ayrı yeni növlərinin qurulması, onların 

əyrilik xassələrinin, Levi-Çivita rabitəsinin tədqiqi aktuallığı ilə seçilən məsələlərdən 

olsa da, bu məsələ kifayət qədər geniş şəkildə araşdırılmamışdır. Təqdim olunan 

dissertasiyanın mövzusu bu məsələnin həlli ilə bağlıdır. Bu mənada dissertasiya işinin 

mövzusu aktualdır. 

Tədqiqatın obyekti və predmeti: Toxunan və kotoxunan laylanma fəzalarında 

təbii Riman metrikalarının geodezik əyrilikləri, onların xassələri, Levi-Çivita 

rabitəsinin tədqiqi. 

Tədqiqatın məqsədi və vəzifələri: İşin məqsədi toxunan və kotoxunan laylanma 

fəzalarında Riman metrikalarının geniş bir sinfi olan təbii Riman metrikaları sinfinin 

ayrı-ayrı yeni növlərinin qurulması və onların əyrilik xassələrinin öyrənilməsidir.  

Tədqiqat metodları: Baxılan məsələlərin tədqiqində hamar çoxobrazlılar 

üzərində tenzor hesabının metodlarından istifadə edilmişdir.  

Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar: Dissertasiya işində aşağıdakı elmi 

nəticələr alınmışdır: 

 Çiger-Gromol metrikalarının geodezik əyrilərinin toxunan laylanma 

fəzalarında interpretasiyaları verilmişdir;   

  Toxunan laylanma fəzasında simplektik metrikanın tam liftinin kanonik 
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simplektik inikasda kotoxunan laylanma fəzasının təbii simplektik metrikasına 

çevrildiyi göstərilmişdir; 

  Kanonik simplektik inikasda vektor, affinor və (1,2) tipli tenzor meydanlarının 

tam liftlərinin obrazlarının yenidən tam liftlər olması üçün zəruri və kafi şərtlər 

tapılmışdır; 

 Kotoxunan laylanmalardakı Peterson mənasında genişlənmiş Riman 

metrikalarına görə vektor meydanlarının Killinq vektoru olması şərtləri 

verilmiş, onların Norden metrikası olma şərtləri tapılmışdır. 

Tədqiqatın elmi yeniliyi: Dissertasiya işində alınmış nəticələr yenidir və tam 

isbatla təsdiq olunmuşdur. 

Tədqiqatın nəzəri və praktik əhəmiyyəti: Dissertasiyada araşdırılan məsələlər 

əsasən nəzəri xarakter daşıyır. Dissertasiyada alınan nəticələr və həmçinin 

istifadə olunan metodlar ixtisas kurslarının tədrisində istifadə oluna bilər. 

Aprobasiyası və tətbiqi: Dissertasiyanın nəticələri ölkə daxilində Əməkdar  elm 

xadimi, akademik Ə.İ.Hüseynovun 100 illik  yubileyinə  həsr  olunmuş Elmi 

Konfransda, Gəncə Dövlət Universitetində keçirilən “Riyazi nəzəriyyələr, onların 

tətbiqi və tədrisi sahəsində olan problemlər” adlı Beynəlxalq Elmi Konfransında, 

Azərbaycanın Ümumilli Lideri Heydər Əliyevin 85 illik yubileyinə həsr olunmuş 

Tələbə, Magistrant və gənc tədqiqatçıların Respublika Elmi Konfransında, 

Azərbaycan xalqının Ümumilli Lideri Heydər Əliyevin anadan olmasının 91 illiyinə 

həsr olunmuş Magistr, doktorant və gənc tədqiqatçıların “Riyaziyyat və Mexanikanın 

aktual problemləri” adlı Respublika Elmi Konfransında,Bakı Dövlət Universitetinin 

95-ci ildönümünə həsr olunmuş “Riyaziyyat və Mexanikanın aktual problemləri” 

mövzusunda Elmi Konfransında, Azərbaycanın görkəmli alimi və ictimai xadimi, 

Dövlət mükafatı laureatı, Əməkdar  elm xadimi, BDU-nun sabiq rektoru, AMEA-nın 

müxbir üzvü, professor Y.C.Məmmədovun anadan olmasının 85 illik  yubileyinə  

həsr  olunmuş  Beynlxalq Elmi Konfransında, Azərbaycan xalqının Ümumilli Lideri 

Heydər Əliyevin anadan olmasının 92-ci  ildönümünə həsr olunmuş “Riyaziyyat və 

Mexanikanın aktual problemləri” adlı Respublika Elmi Konfransında, o cümlədən, 
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ölkə xaricində Özbəkistanda keçirilmiş “İnternational conference modern problems 

of geometry and topology and their applications” adlı Elmi Konfransında məruzə 

edilmişdir. 

Dissertasiya işinin yerinə yetirildiyi təşkilatın adı: Bakı Dövlət 

Universitetinin “Mexanika-riyaziyyat” fakültəsinin “Cəbr və həndəsə” kafedrası. 

Çap olunmuş elmi əsərlər. Dissertasiya işinin əsas nəticələri 7 elmi 

məqalədə nəşr edilmişdir [8, 39, 60, 83, 93].. Onlardan 3-ü impakt faktorlu Web of 

Science jurnalında çap edilmişdir [39, 83, 93]. 

Dissertasiyanın strukturu və həcmi: Dissertasiya işi giriş, üç fəsildən, nəticə 

(titul səhifəsi–424 işarə, mündəricat – 2875  işarə, giriş – 24000 işarə, I fəsil -40000 

işarə, II fəsil–66000, III fəsil -76000, nəticə–602 işarə) və 106 adda ədəbiyyat 

siyahısından ibarətdir. Dissertasiya işinin ümumi həcmi–209901 işarədir. Dissertasiya 

işinin həcmi  136 səhifədir. 

 Birinci fəsil üç yarımfəsildən ibarətdir. Birinci fəsildə diferensiallanan 

çoxobrazlılar üzərində Riman metrikaları, afinor strukturları və laylanma fəzaları 

haqqında əsas anlayışlar verilmişdir. 

Birinci fəslin birinci yarımfəslində xəritə, atlas, diferensiallanan çoxobrazlı və 

onun üzərində afin rabitə, afin rabitənin əyrilik və buruqluq tenzoru anlayışlarına  

tərif verilir. X  Hausdorf topoloji fəzasında  n ölçülü xəritə və ya n ölçülü 

koordinat sistemi  ,U  cütü şəklində də göstərilir,  sonra isə X  üzərində kC

sinifindən olan n ölçülü atlasa tərif verilir: 

Tərif 0.1. Tutaq ki, X  Hausdorf topoloji fəzası, k  isə  k0  şərtini ödəyən 

tam ədəddir. Aşağıdakı şərtlər ödənildikdə    XUAU    ,,,
 
lokal xəritələr 

ailəsinə X  üzərində kC sinifindən olan n ölçülü atlas deyilir: 

 1. Lokal xəritələrin U  ətrafları X -i örtür 


















A

UX


 , yəni X  n ölçülü 

topoloji çoxobrazlıdır; 
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 2. A  ,  üçün  UU 
 
olarsa, onda 

     UUUU   :1

 
inikası kC sinifindəndir. Bu şərtə bəzən 

  ,U və   ,U
  
xəritələrinin kC uzlaşması da deyilir. 

M  Hausdorf topoloji fəzası üzərində kC sinifindən olan atlasların ekvivalentlik 

sinfinə kC struktur deyilir.  

Tərif 0.2. M  hesabı bazaya malik Hausdorf fəzası olsun. Əgər M  üzərində 

n ölçülü C  sinifindən olan atlasların C strukturu verilmişdirsə, onda M   

fəzasına n ölçülü C  sinifindən olan diferensiallanan və ya hamar çoxobrazlı 

deyilir və nM  kimi işarə olunur. ([11, s.104]). 

Daha sonra Riman metrikası təyin olunur və Riman çoxobrazlısının tərifi 

verilir. 

Tərif 0.3. nM  
C  sinifindən olan diferensiallanan çoxobrazlı olsun. 

    RMMg oo  11:  

bixətti forması (və ya (0,2) tipli tenzoru) simmetrik və müsbət-müəyyəndirsə, yəni 

istənilən  MYX o
1,   üçün  

1)    ,,, XYgYXg   

2)   0, XXg  və   00,  XXXg  şərtlərini ödəyirsə, onda g  bixətti 

formasına Riman metrikası və ya metrik tenzor deyilir.  gMn ,  cütü isə Riman 

çoxobrazlısı adlanır.  

nM  çoxobrazlısı üzərində afin rabitəyə tərif verilir və ij  afin rabitəsinin 

əmsalları k
k
ijji
  şəklində təyin olunur. Gostərilir ki,  no MYX 1,   vektor 

meydanlarının kommutatoru      ))(()(, fXYfYXfYX   şəklində təyin olunur 

və   i
m

mi
m

mi
XYYXYX ,  komponentlərinə malikdir. ([7, s. 198]).  Həmçinin 

 no MYX 1,   vektor meydanları üçün    YXXYYXS YX ,, 
 
şəklində təyin 

olunan    afin rabitəsinin buruqluq tenzoru verilir və  2,1  tipli tenzor meydanı olan 
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buruqluq tenzorunun koordinatlarının  k
ji

k
ij

k
ijS 

 
şəklində hesablanır ([11, s. 

332]). 

  afin rabitəsinin əyrilik tenzoru dedikdə  no MZYX 1,, T  vektor 

meydanları üçün    ZZZZYXR YXXYYX .,,   şəklində təyin olunan (1,3) 

tipli tenzor meydanı başa düşülür və R  əyrilik tenzorunun koordinatları  

l
jm

m
ik

l
im

m
jk

l
ikj

l
jki

l
ijkR   

şəklində hesablanır ([2, s. 309]). 

Tərif 0.4. Tutaq ki,  gMn ,  Riman fəzasıdır və   bu fəza üzərində təyin 

olunmuş simmetrik afin rabitədir. Əgər g  metrik tenzor meydanı   afin rabitəsində 

kovariant sabitdirsə, yəni 0 ijk g
 
münasibəti ödənilirsə, onda  -ya g  Riman 

metrikası ilə əlaqələndirilmiş afin rabitə və ya Riman rabitəsi, yaxud Levi-Çivita 

rabitəsi deyilir (bax [7, s. 267]) . 

 gMn ,  çoxobrazlı üzərində təyin olunmuş Riman rabitəsinin əmsalları  

 ijliljlji
klk

ij gggg 
2

1
 

düsturu ilə hesablanırlar, burada 
klg  funksiyaları  ijg

 
matrisinin tərs matrisinin 

elementləri olub, g  metrik tenzor meydanının tərs tenzoru adlanan tenzoru əmələ 

gətirirlər. 

Birinci fəslin ikinci yarımfəslində  C  sinifindən olan nM  diferensiallanan 

çoxobrazlısı nM  üzərində S struktur verilir və [1]–də aşağıdakı teoremin isbat 

olunduğu qeyd olunr. 

Teorem 0.1. Əgər S struktur üçün lokal-müstəvi, S rabitə vardırsa, onda 

bu struktur inteqrallanandır və tərsinə. 

Əgər nM  diferensiallanan çoxobrazlısının ixtiyari nöqtəsinin ətrafında ən azı 

bir buruqluqsuz S rabitə vardırsa, onda S struktura sanki-inteqrallanan S  

struktur deyilir [81]. 
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Tərif 0.5 Əgər S struktur  1,1  tipli tenzor meydanlarından, yəni afinor 

meydanlarından ibarətdirsə, belə S struktura poliafinor struktur və ya sadəcə 

struktur deyilir.  strukturun bütün afinorları bir-biri ilə kommutasiya olunduqda 

deyirlər ki,  struktur kommutativdir [15]. 

Tərif 0.6.  no MYX 2
1, 

 
üçün 

   ,,, YXgYXg   

və ya ekvivalent 

   YXgYXg  ,,   

münasibəti ödənildikdə g  metrikasına Norden metrikası deyilir (bax [84], [88]). 

 Bu növ metrikalar başqa adlar – təmiz, anti-Hermit və B metrikaları adları 

altında da tədqiq olunmuşlar (bax [10], [52], [55], [67], [79], [98], [99]). 

Tərif 0.7. Əgər  ,2nM
 

g
 

Norden metrikasına malik sanki kompleks 

çoxobrazlıdırsa, onda deyirik ki,  gM n ,,2   sanki Norden çoxobrazlısıdır. Əgər   

inteqrallanandırsa, onda  gM n ,,2 
 
Norden çoxobrazlısı adlandırılır.  

Tərif 0.8. Norden çoxobrazlısında  no MZYX 2
1,,   üçün  

   0,, ZYXgФ  

münasibəti ödənildikdə deyirlər ki, g  Norden metrikası holomorfdur, burada 

 nMgФ 2
0
3  və  

kij
gФ

 
komponentlərinin nxx 21 ,,  lokal koordinat sistemində 

aşağıdakı ifadələri vardır:  

    .m
kjim

m
ik

m
kimjmjk

m
iijm

m
kkij

gggggФ    

Tərif 0.9. Əgər  gM n ,,2 
 

g
 
holomorf Norden metrikasına malik Norden 

çoxobrazlısıdırsa, onda onda deyirlər ki,  gM n ,,2   holomorf Norden 

çoxobrazlısıdır.  

Bəzi cəhətlərinə görə holomorf Norden çoxobrazlıları Keler çoxobrazlılarına 

bənzəyirlər. Aşağıdakı teorem belə bir məlum nəticənin analoqudur: Sanki Hermit 

çoxobrazlısı onda və yalnız onda Keler çoxobrazlısıdır ki, sanki kompleks struktur 

Levi-Çivita rabitəsinə nəzərən paraleldir: .0  
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Teorem 0.2. [59]  g  Norden metrikasına malik sanki kompleks çoxobrazlısı 

üçün 0gФ  şərti 0  bərabərliyinə ekvivalentdir, burada   g  metrikasının 

Levi-Çivita rabitəsidir.   

Birinci fəslin üçüncü  yarımfəslində diferensiallanan çoxobrazlının laylanma 

fəzalarına tərif verilir. 

Tərif 0.10. Aşağıdakı şərtlər ödənildikdə YX ,  topoloji fəzalarından və  

YX :  

kəsilməz inikasından ibarət olan  YX ,,   üçlüyünə R  həqiqi ədədlər meydanı 

üzərində n  ranqlı vektor laylanması deyilir (bax  [13, s. 101]):  

a) İxtiyari Yb  nöqtəsi üçün  

)(1 bFb
   

çoxluğu R  meydanı üzərində xətti (vektor) fəzadır;  

b) (lokal triviallıq şərti) Y  fəzasında elə  U  açıq örtüyü və elə 

   


UXXRU UU
n 1:   

homeomorfizmləri vardır ki,  

 )1b ixtiyari Yb  nöqtəsi üçün   bFxb ,  daxil olması doğrudur (başqa sözlə,  





 



U

XRU U
n

 

diaqramı kommutativdir, burada sol maili ox 
nRU   düz hasilinin birinci U  

vuruğuna   bxb ,  təbii proyeksiyasıdır, sağ maili ox isə YX :  inikasının 
UX  

üzərinə məhdudlanmasıdır); 

)2b  hər bir Yb  nöqtəsi üçün  

  n
b Rxxbx  ,,)(,    

düsturu ilə təyin olunan  

b
n

b FR :,  

inikası xətti fəzaların izomorfizmidir.  
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 Y  fəzası   vektor laylanmasının bazası, X  onun total fəzası,   inikası isə 

proyeksiyası adlanır. bF  xətti fəzasına   laylanmasının (və ya   proyeksiyasının) 

Yb  nöqtəsi üzərində layı deyilir.  

Vektor laylanmalarına dair bəzi misallar göstərilir. 

Bütün MpMTp ,  toxunan fəzalarının dizyunktiv birləşməsi kimi təyin 

olunan  MT   hamar çoxobrazlısı M  çoxobrazlısının toxunan vektorlarının 

çoxobrazlısı adlanır. Bu çoxobrazlının ölçüsü n2 ə bərabərdir, burada Mn dim . 

  MMT ,,   üçlüyünə isə M  çoxobrazlısının toxunan laylanması deyilir [95]. 

M  diferensiallanan çoxobrazlısının bütün nöqtələrində  sr,  tipli tenzorlar 

çoxluğuna baxaq:  

   ,
Mp

r
s

r
s pTMT



  

burada   MppT r
s   nöqtəsində  sr,  tipli tenzorlar fəzasıdır.   MMT r

s :  

proyeksiyası misal 2-də olduğu kimi daxil edilir, yəni  sr,  tipli hər bir  MTt r
s  

tenzoruna bu tenzorun təyin olunduğu nöqtə qarşı qoyulur. Mp  nöqtəsi  üzərində 

)(1 p  layı olaraq, p  nöqtəsində  sr,  tipli tenzorların  pT r
s  fəzası  götürülür. 

Asanlıqla yoxlanılır ki,   MMT r
s ,,  üçlüyü vektor laylanmasıdır. Bu laylanmaya 

M  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində  sr,  tipli tenzorların laylanması deyilir. 

Xüsusi halada  1,0  sr olarsa, bu halda M  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində 

)1,0(  tipli tenzorların (kotoxunan vektorların)  MT *  laylanmasını alırıq. Bu 

laylanma fəzasını kotoxunan laylanma fəzası adlandırırlar. 

İkinci fəsildə toxunan laylanma fəzalarında təbii (natural) metrikalara baxılır, 

onların diferensial həndəsi strukturları qurulur. 

İkinci fəslin birinci yarımfəslində Riman çoxobrazlısı üzərində toxunan laylanmada 

Sasaki metrikası haqqında ətraflı məlumat verilir. 
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Tərif 0.11 [57]. Tutaq ki,  gMn ,
 

Riman çoxobrazlısıdır. Onda  nMT
 

toxunan laylanması üzərində Sasaki metrikası bütün   no MCYX 1,  

 
vektor 

meydanları üçün  

1)     ,,,ˆ , YXgYXg p
HH

up   

2)    ,0,ˆ , YXg HV
up  

3)     YXgYXg p
VV

up ,,ˆ ,   

qaydası ilə verilən ĝ
 
təbii (natural) metrikasıdır. 

ĝ
 
Sasaki metrikasına nəzərən toxunan laylanmanın Levi-Çivita rabitəsini təyin 

edilir. 

Təklif 0.3. [57]. Tutaq ki, ̂  ĝ
 
Sasaki metrikasına malik   gMT n ˆ,

 
toxunan 

laylanmasının Levi-Çivita rabitəsidir. Onda bütün   no MCYX 1,  

 
üçün,  

1)  
 

     ,,
2

1ˆ
,,

uYXRYY p

V

upX

H

up

H

XH   

2)  
 

     ,,
2

1ˆ
,,

XYuRYY p

H

upX
V

up

V

XH   

3)  
 

  ,,
2

1ˆ
,

YXuRY p

H

up

H

XV   

4)  
 

.0ˆ
,


up

V

X
YV  

Toxunan laylanmada Sasaki metrikasının Levi-Çivita rabitəsinin əyrilik 

tenzorunu hesablamaq üçün aşağıdakı nəticə qeyd olunur: 

Nəticə 0.4. [57]. Tutaq ki,  gMn ,  Riman çoxobrazlısıdır və ̂  isə Sasaki 

metrikasına malik   gMT n ˆ,
 
toxunan laylanması üzərində Levi-Çivita rabitəsidir. 

Fərz edək ki,    nn MTMTF :
 
layları invariant saxlayan və onların hər birində 

xətti olan diferensiallanan inikasdır. Onda hər bir  no MX 1
 
və    no MTC 1 

üçün  

     ,ˆ XFF VV

VX
   
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        .)(,
2

1ˆ  FXuRXFF
HHH

VX
  

Təklif 0.5. [57]. (həmçinin, bax [61]). Tutaq ki,  gM ,
 
Riman çoxobrazlısıdır 

və R̂  isə Sasaki metrikasına malik   gMT n ˆ,
 
toxunan laylanmasının Riman əyrilik 

tenzorudur. Onda  np MTZYX ,,
 
üçün aşağıdakılar doğrudur: 

1)     ,0,ˆ
,  ZYXR VVV
up  

2)                 ,,,
4

1
,,

4

1
,,ˆ

, p

HHVV
up ZXuRYuRZYuRXuRZYXRZYXR   

3)            ,,,
4

1
,

2

1
,ˆ

,

p

HVVH
up XZuRYuRXZYRZYXR 








  

4)              ,,
2

1
,

2

1
,,

4

1
,ˆ

, pX

H

p

VHVH
up ZYuRYZXRuXZYuRRZYXR 










 

5)            ,,,
4

1
,,

4

1
,,ˆ

,

p

VVHH
up uYXZuRRuXYZuRRZYXRZYXR 








  

6)             







 XuYZRuRZYXRuYXRzYXR H

pZ

VHHH
up ,,

4

1
,,

2

1
,ˆ

,
 

      .,,
2

1
,,

4

1

p

ZuYXRuRYuZXRuR 



  

İkinci fəslin ikinci yarımfəslində  nMT  toxunan laylanması üzərində Çiger-

Gromol metrikasına tərif verilir və bu metrikaya malik olan toxunan laylanmanın 

Levi-Çivita rabitəsi təyin olunur. 

Tərif 0.12. [58]. Tutaq ki, ),( gMn  Riman çoxobrazlısıdır. Onda g~  Çiger-

Gromol metrikası  nMT  toxunan laylanması üzərində elə natural (təbii) metrikadır 

ki, bütün   nMCYX 1
0,    vektor meydanları üçün 

1)     ,,,~
),( YXgYXg p

HH
up   

2)   ,0,~
),( YXg VH

up  
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3)         uYguXgYXg
r

YXg ppp
VV

up ,,,
1

1
,~

2),( 


   

şərtlərini ödəyir, burada ),( uugur  . 

 Bundan sonra sadəlik xatirinə 21 r  işarə edəcəyik. 

 Təklif 0.6. Tutaq ki, 
~

 g~
 Çiger-Gromol metrikasına malik  nMT  toxunan 

laylanmasının Levi-Çivita rabitəsidir. Əgər   nMCYX 1
0,    olarsa, onda bütün 

   nMTup ,  üçün  

1)       ,,
2

1~
uYXRYY

V

X
HH

HX
  

2)       ,,
2

1~
YXYuRY x

VVV

HX



 

3)     ,,
2

1~
YXuRY

HH
VX 

  

4)        XUYgYUXgY VVVVV

X
V ,~,~1~


  

         ,,~,~1
,~1

UUYgUXgUYXg VVVV







  

burada   no MCU 1    up,
 
nöqtəsində  nn vvu 21 ,,  olmaqla  

 


 

 













n

i upin

in
v

vu
1 ,

 

şəklində təyin edilən kanonik şaquli vektor meydanıdır. 

Levi-Çivita rabitəsinin təyin olunduğunu nəzərə alaraq  nMT  toxunan 

laylanmasının Riman tenzorunu hesablaya bilərik. Lakin əvvəlcə aşağıdakı nəticəni 

qeyd edək: 

 Nəticə 0.7. Tutaq ki,  gMn ,  Riman çoxobrazlısıdır və 
~

 g~  Çiger–Gromol 

metrikasının təyin olunduğu   gMT n
~,  toxunan laylanması üzərində Levi-Çivita 

rabitəsidir. Tutaq ki,    nn MTMTF :  layları invariant saxlayan və onların hər 
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birinə nəzərən xətti olan diferensiallanan inikasdır. Onda hər bir   nMCX 1
0   və 

hər bir  nMT  üçün  

            XUFgFUXgXFF
VVVVVV

X
V ,)(~)(,~1

)(
~




  

            UUFgUXgUXgUXFg VVVVV ,)(~,~,~,)(~1    

və 

         )(,
2

1
)(

~



 FXURXFF

HHH

X
V  . 

 Təklif 0.8. [97]. Tutaq ki, R
~

 g~
 Çiger–Gromol metrikasına malik  nMT  

toxunan laylanmasının Riman əyrilik tenzorudur. Əgər npMTZYX ,,  olarsa, onda 

1)          XuZYRuRZYXRZYXR
HhHHH ,,

4

1
,,

~


 

            ,,
2

1
,,2,, uYXRZuYXRuRYuZXRuR Z

V
  

2)             XZuRYZuRZYXRZYXR YX

HVVHH ,,
2

1
,,

~


 

            uYXRuZguXZuRYRuYZuRXR
VVV

,,~4,,,,
4

1


 

    ,,,~1
UZuYXRg VV




  

3)               uZYuRXRYZXRZYuRZYXR VV

X
HHVH ,,

4

1
,

2

1
,

2

1
,

~


 

         ,,,~

2

1
,,2 UYuZXRguZXRuYg VVV




  

4)            XZuRuYgXZYRZYXR
H

H
VVH ,,

2

1
,

2

1
,

~
2

 

         ,,,
4

1
,,

2
XZuRYuRXYuRuZg

H
H


  

5)               ZXuRYuRZYuRXuRZYXRZYXR
HHHVV ,,,,

4

1
,

1
,

~
2
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          ZYuRuXgZXuRuYg
HH

,,,,
1

2



, 

6)           


 UuXgZYgUuYgZXgZYXR VVVVVVV ,,~,,~2
,

~
2


 

    


 YZXgXZYg
VVVVVV ,~,~1

2

2




 

        .,,,,
2

2
XuZguYgYuZguXg VV








 

İkinci fəslin üçüncü yarımfəslində Riman çoxobrazlısı üzərində toxunan 

laylanmada adaptə olunmuş reperdə Çiger–Gromol metrikasının bəzi xassələri 

öyrənilir.
 
 nMT  toxunan laylanması üzərində gCG

 
Çiger-Gromol metrikasını bütün 

 nMYX 1
0, 

 
vektor meydanları üçün aşağıdakı kimi də təyin edə bilərik: 

    ,,, YXgYXg VHHCG                                           (0.1) 

  ,0, YXg VHCG                                                      (0.2) 

         ,,
1

1
,

2 YX
VVVCG ggYXg

r
YXg  


                         (0.3) 

burada 

      .,, YXgYXgV   

 

Aşkardır ki, gCG

 
Çiger-Gromol metrikası təbii (natural) metrikalar sinfinə 

daxildir (Qeyd edək ki, toxunan laylanma üzərində təbii metrika dedikdə biz (0.1 ) və 

(0.2 ) şərtləri ilə təyin edilən metrikanı nəzərdə tuturuq [57 ]). 

(0.1) – (0.3) –dən görmək olur ki, gCG

 
Çiger-Gromol metrikasının  e

 
 adaptə 

olunmuş reperinə nəzərən 

   






























 ts

ltjsjl

jl

lj

CG
lj

CG

lj

CG
jl

CG

CG

xxggg
r

g

gg

gg
g

21

1
0

0
~

  

komponentləri vardır. 
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İkinci fəslin dördüncü yarımfəslində adaptə olunmuş (seçilmiş) reperdə Çiger-

Gromol metrikasının Levi-Çivita rabitəsi haqqında teorem verilir. 

Teorem 0.9. Tutaq ki,  gMn ,
 
Riman çoxobrazlısıdır və onun  nMT

 
toxunan 

laylanma fəzasında gCG

 
Çiger-Gromol metrikası təyin olunmuşdur.  

Onda uyğun CG
 Levi-Çivita rabitəsi  nMYX 1

0, 
 
üçün aşağıdakı şərtləri 

ödəyir: 

 

    

    

  

    

     
































,,,
1

,
1

,,
1

,,
2

1

,,
2

1

,,
2

1
















YgXgYXg

XYgYXgY

YXyRY

YXYyRY

yYXRYY

VCGV
CG

VV
CG

VVCGVVCGV

V
CG

HH

V
CG

X
VHV

H
CG

V

X

HH

H
CG

X

X

X

X

                             

(0.4) 

Burada R  və ,  uyğun olaraq,    rabitəsinin əyrilik tenzorunun və  nMT
 

üzərində 

 ,
00

j
j

j
j

jj
i

i
exx

xx
































  

komponentlərinə malik kanonik şaquli vektor meydanının işarələridir. 

 nMT
 
toxunan laylanma fəzasının  e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən, 





ee CG
e

CG   

ayrılışını yazaq, burada 

CG

 
gCG

 
Çiger-Gromol metrikası üçün qurulmuş 

Kristoffel simvollarının işarəsidir. (0.4) bərabərliklərini nəzərə almaqla göstərmək 

olur ki, 

CG

 
Kristoffel simvollarının adaptə olunmuş reperə nəzərən müxtəlif 

indekslər üçün ayrı-ayrı qiymətləri aşağıdakı kimidir: 
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h
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xxxxgxx
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
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





                                  

burada 
s
tikjs

hth
ikj

i
jij RggRxgx  

,
  
işarə olunmuşdur. 

İkinci fəslin beşinci yarımfəslində toxunan laylanma fəzalarıda Çiger-Gromol 

metrikalarının geodezik əyriləri araşdırılır. 

Teorem 0.10. Tutaq ki, c~   nMT
 
toxunan laylanma fəzası üzərində əyridir və  

   nMTU 1
 
ətrafında  hh xx ,  doğrulmuş koordinatlarına nəzərən lokal olaraq 

)(),( tyxtxx hhhh 
 
şəklində ifadə olunmuşdur. Onda c~  əyrisi o halda gCG  

metrikasının geodezik əyrisidir ki, aşağıdakı tənliklər ödənmiş olsun. 
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
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







           

burada ii xy  .   

Tutaq ki, 
HCC   nM

 
üzərində   rabitəsinin geodezik əyrisidir. Onda 

0
2

2


dt

xh
. Bu şərti və 0

dt

X

dt

y hj 

 
 şərtini nəzərə alsaq, aşağıdakı nəticəyə 

gələrik. 

Teorem 0.11. nM
 
üzərindəki geodezik xəttin horizontal lifti həm də gCG

metrikasına malik  nMT
 
toxunan laylanma fəzası üzərində geodezik əyridir. 

İndi isə fərz edək ki, 
*CC   nM

 
üzərində   rabitəsinin geodezik əyrisidir, 

yəni 
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.0
2

2

















dt

dx

dtdt

x hh 
 

Digər tərəfdən, əyrinin horizontal liftinin tərifindən müəyyən edirik ki, 

.0
2

















dt

dx

dtdt

y hh 

                                          

(0.5) 

Onda (0.3) və (0.5) tənliklərində asanlıqla görə bilərik ki, nM
 

üzərində

)(txx hh   tənlikləri ilə təyin olunan əyrinin natural (təbii) lifti gCG

 
Çiger-Gromol 

metrikasına malik  nMT
 
toxunan laylanma fəzasında geodezik əyridir. Beləliklə, 

aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 0.12 nM  üzərində hər bir geodezik əyrinin 
*C  natural (təbii) lifti gCG

 

Çiger-Gromol metrikasına malik  nMT  toxunan laylanma fəzası üzərində geodezik 

əyridir. 

İkinci fəslin altınci yarımfəslində toxunan laylanma fəzasında Riman metrikasının 

deformasiya olunmuş tam lifti araşdırılır. 

 Liftlərlə bağlı anlayış diferensial həndəsənin mühüm anlayışlarından biridir. 

Müxtəlif laylanan fəzalarda liftlərin tədqiqinə dair ədəbiyyatların geniş siyahısı vardır 

(məsələn, bax [41], [42], [43], [51], [78], [79], [106]). Dual-holomorf  )(RXn  

çoxobrazlısı üzərindəki dual-holomorf obyektlərə toxunan laylanma fəzası üzərindəki 

diferensial-həndəsi obyektlərin öyrənilməsi toxunan laylanma fəzasında liftlərin yeni 

sinfini (deformasiya olunmuş tam liftlər) təyin etməyə imkan verir. 

Əvvəlcə toxunan laylanma fəzasında funksiyaların deformasiya olunmuş tam 

liftlərini tədqiq edək. Aydındır  ki, 

 ,gffF VCV    

burada g  nM
 

üzərində hər hansı funksiyadır,   ggff VV  ,  gf ,

funksiyalarının şaquli liftləridir və fxf s
snC  

  f  funksiyasının nM dən onun 

 nMT  toxunan laylanma fəzasına, tam liftidir (bax [106]). Biz gf VC    cəmini f

funksiyasının  nMT  toxunan laylanma fəzasına deformasiya olunmuş tam lifti 
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adlandırır və gff VCDef    işarə edirik. İndi tutaq ki, dual-holomorf  )(RXn  

çoxobrazlısının həqiqi realizasiyası olan  nMT , nM  çoxobrazlısının toxunan 

laylanma fəzasıdır. Onda  )(RXn  üzərindəki uyğun dual-holomorf )2,0(
 

tipli 

tenzor meydanının həqiqi realizasiyası hgg VCDef    şəklində deformasiya 

olunmuş tam liftdir, burada gC
 və hV

  jkgg   və  jkhh   tenzor meydanlarının 

nM dən  nMT -ə, uyğun olaraq, tam və şaquli liftləridir. Beləliklə, aşağıdakı 

teorem doğrudur:  

 Teorem 0.13.  Fərz edək ki, g nM
 
üzərində Riemann metrikasıdır, h isə 

)2,0(
 

tipli hər hansı simmetrik tenzor meydanıdır. Aşkardır ki, bu halda  

hgg VCDef 
 

tenzoru  nMT  toxunan laylanma fəzası üzərində Riman 

metrikasıdır.  

İkinci fəslin altınci yarımfəslində simplektik həndəsədə liftlərlə bağlı bəzi 

məsələlərə baxılır. 

Riman həndəsəsində kanonik izomorfizm Riman çoxobrazlısının toxunan və 

kotoxunan laylanmaları arasında onların metrikalarının köməyi ilə qurulan 

izomorfizmdir. Simplektik çoxobrazlılar arasında da analoji izomorfizmlər vardır. 

Baza çoxobrazlısında toxunan və kotoxunan laylanmalara tenzor 

meydanlarının davamları (liftləri) nəzəriyyəsi Yano və İşihara [106] (həmçinin, bax 

məsələn, [41], [42], [45], [51]) tərəfindən inkişaf etdirilmişdir. Bu yarımfəsildə əsas 

məqsədimiz simplektik kanonik izomorfizmlərin köməyi ilə liftlərin çevrilməsini 

öyrənməkdən ibarətdir. 

Teorem 0.14. Tutaq ki,  ,M
 
simplektik çoxobrazlıdır, TXC

və *T
XC vektor 

meydanının uyğun olaraq,
 

 MT  toxunan laylanmasına və  MT *

 
kotoxunan 

laylanmasına tam liftləridir. Əgər X  simplektik vektor meydanıdırsa, onda TXC

 
və 

*T
XC

 
 b əlaqəlidirlər, yəni   .** T

C
T

Cb XX   
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İstənilən  HX  Hamilton vektor meydanı  dHi
HX 

 
simplektik vektor 

meydanı olduğundan  .02  HdddidL
HXHH iXX  

 
Teorem 0.14-dən 

birbaşa aşağıdakı nəticə alınır. 

Nəticə 0.15. Əgər HX
 

Hamilton vektor meydanıdırsa, onda  
TH

C
X

 
və  

  *TH

C
X

  
b əlaqəlidirlər. 

İki simplektik çoxobrazlının      ,,: NMf  
difeomorfizmi o halda 

simplektomorfizm adlanır ki,  *f
 
olsun, burada *f   f  difeomorfizminin 

geriyə çəkimidir.  

Nəticə 0.16      T
CMTdpMT  ,,: *#   kanonik izomorfizmi 

simplektomorfizmdir. 

Tutaq ki, M  üzərində inteqrallanan   sanki kompleks strukturu verilmişdir.
 

 Cr  

üzərində verilmiş  2,0  tipli kompleks 
*  tenzor meydanının C  holomorf tenzor 

meydanı olması üçün zəruri və kafi şərt 0Ф  
olmasıdır (bax [90, s. 57]). İndi isə 

fərz edək ki, M  inteqrallanmayan sanki kompleks   strukturuna malik 

çoxobrazlıdır. Bu halda 0Ф  şərti ödənildikdə   sanki holomorf tenzor 

meydanıdır. Əgər  ,,M
 

 çoxobrazlısının simplektik   2-forması 0Ф  

sanki holomorfluq şərtini ödəyərsə, onda   sanki holomorf simplektik 2-forma 

adlanır. Belə 2-formaya malik olan  çoxobrazlıya sanki holomorf  çoxobrazlı 

deyəcəyik. 

Teorem 0.17. Tutaq ki,  ,,M  simplektik  çoxobrazlıdır və 

   MTMT *# :
 
kotoxunan laylanma ilə toxunan laylanma arasındakı kononik 

ifomorfizmdir. Əgər simplektik  çoxobrazlısı sanki holomorfdursa  ,0Ф   

onda
MT

C
*  tam lifti TM

C yə çevrilir, yəni   .*

*#

MT

C
TM

C    



23 
 

 nin inteqrallanan olduğu halda TM
C və

MT

C
*  tam liftləri, uygun olaraq, 

toxunan və kotoxunan laylanmalarında kompleks strukturlardır. Buradan aydın olur 

ki,    MTMT *# :  
inikası holomorfdur 

Beləliklə, aşağıdakı nəticəni alırıq. 

Nəticə 0.18. Tutaq ki,  ,,M  holomorf simplektik  çoxobrazlısıdır. Əgər


 inteqrallanan sanki kompleks strukturdursa, onda #  

(və ya 
b ) kononik 

ifomorfizmi holomorf inikasdır. 

Teorem 0.19.  ,,M  simplektik   çoxobrazlısı yalnız və yalnız 

   2-forması qapalı olduqda holomorfdur. 

Teorem 0.17-dən və  Teorem 0.19-dən aşağıdakı nəticəni alınır. 

Nəticə 0.20.  Əgər     ,,M   çoxobrazlısı üzərində qapalı  əkiz 

2-formadırsa, onda 
MT

C
*     MTMT *# :

 
kononik ifomorfizmi nəticəsində 

TM
C nin çevrilməsidir.  

Yaxşı məlumdur ki, kotoxunan laylanmaya  2,1  tipli çəp-simmetrik tenzor 

meydanının 
MT

CS * tam liftinin (bax [106, s. 245]) 

 

       

   
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h
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SSSpS
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SS




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

 

 komponentləri vardır. Buradan da alınır ki, əgər   0
jihsSФ   olarsa, onda 

  .*

*#

MT

C
TM

C SS   Beləliklə, aşağıdakı teorem doğrudur. 
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Teorem 0.21. Tutaq ki,    ,M  simplektik çoxobrazlısı üzərində  2,1 tipli 

çəp-simmetrik S  tenzor meydanına nəzərən təmiz simplektik 2-formadır və tutaq ki,  

TM
CS  və 

MT

CS *  S  tenzor meydanının , uyğun olaraq, toxunan və kotoxunan 

laylanmalara tam liftləridir. Əgər   simplektik 2-forması 

   
0



m
jishm

m
jihmsmsi

m
jh

ms
m
jhimsj

m
hims

m
hijhsm

m
ji

SSS

SSSS




 

 Yano-Ako tənliyini ödəyirsə, onda 
MT

CS *  tam lifti    MTMT *# :
 
kanonik 

izomorfizm nəticəsində TM
CS  tam liftinin çevrilməsidir.  

Üçüncü fəsildə kotoxunan laylanma  fəzalarında metrikalara baxılır. 

Üçüncü fəslin birinci yarımfəslində kotoxunan laylanma fəzalarında Peterson 

mənada Riman genişlənməsinə baxılır, adaptə olunmuş (seçilmiş) reperdə onun Levi-

Çivita rabitəsinin ifadəsi qurulur. 

Tutaq ki, nM  C  sinfindən olan n ölçülü diferensiallanan çoxobrazlıdır, 

 nMT*
 onun kotoxunan laylanma fəzası,   isə   nn MMT *

 şəklində təbii 

proyeksiyasıdır. )(1 U  oblastında təbii reperə nəzərən  

 












 


0

2

j
i

i
j

h
jih

JI
RR

p




                                   (0.6) 

komponentlərinə malik olan   n
R MT *0

2  tenzor meydanına baxaq, burada i
j  

Kroneker deltasıdır. nKJI 2,,1,,,   indeksləri 
















ii xx
,  təbii (natural) reperinə 

uyğundurlar. R
 metrikasına simmetrik   afin rabitəsinin Riman genişlənməsi 

deyilir (bax [80], [106]). Riman genişlənməsinin tətbiqləri ilə bağlı çoxsaylı nəticələr 

[49], [50]  məqalələrində verilmişdir. 
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Əvvəlcə  nMT*
 kotoxunan laylanma fəzasında adaptə olunmuş reperə tərif verək. 

Tutaq ki,   nM  üzərində buruqluqsuz afin rabitədir. nMU   oblastında  

nidx
x

X ii

ii ,,1,, )(
)( 




   

meydanlarına baxaq.  

)(i
HX  və )(iV  liftlərinin, uyğun olaraq,  












i
n

a
hiaii

H

x
p

x
X )(                                       (0.7) 

və 

i

iV

x


)(                                                          (0.8) 

şəklində lokal ifadələri vardır. 

     )()()(
)(

)(
~~,~,  eeeX ii

iV
i

H   

çoxluğu   afin rabitəsinə adaptə olunmuş reper adlanır. Aşağı n2,,1,,,   

indeksləri adaptə olunmuş reperə uyğundurlar. 

Teorem 0.22.   nM0
1  kovektor meydanının R  metrikasına malik 

 nMT*
 kotoxunan laylanma fəzasına şaquli liflinin paralel olması üçün zəruri və 

kafi şərt verilmiş   kovektor meydanının   rabitəsinə nəzərən paralel olmasıdır.  

XHC  və VC  kovariant törəmələrinin adaptə olunmuş  e~  reperinə nəzərən, 

uyğun olaraq  

 
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


0

00~
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
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                                              (0.10) 

komponentləri vardır. 

İsbat edirik ki,  
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           (0.11) 

(0.10)  münasibətindən aşağıdakı teoremin doğruluğu alınır.  

 Teorem 0.23   nM0
1  kovektor meydanının R  metrikasına malik 

 nMT*
 kotoxunan laylanma fəzasına şaquli liflinin paralel olması üçün zəruri və 

kafi şərt verilmiş   kovektor meydanının   rabitəsinə nəzərən paralel olmasıdır.  

 

 Əgər nM  çoxobrazlısı g  psevdo-Riman metrikasına malikdirsə, onda  

   
    t

si
sa

tka
sa

tk

t

isj
j

a
sa

isjk
j
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sa
iskj

j
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sa
kjis

j
a

ja
kjia

XggpggRXpgRXp

gRXpgRXpXRp

][ 



     (0.12) 

bərabərliyinə əsasən (0.9) və (0.11) münasibətlərindən aşağıdakı teorem alınır:  

 Teorem 0.24. Əgər nM  psevdo-Riman g  metrikasına və bu metrikanın   

Levi-Çivita rabitəsinə,  nMT*
 kotoxunan laylanma fəzası isə metrika olaraq R  

Riman genişlənməsinə malikdirlərsə, onda  nMX 1
0  vektor meydanının 

  R
nMT ,*

 kotoxunan laylanma fəzasına horizontal və tam liftlərinin paralel 

olmaları üçün zəruri və kafi şərt verilmiş X  vektor meydanının   Levi-Çivita 

rabitəsinə nəzərən paralel olmasıdır. 

 

Üçüncü fəslin ikinci yarımfəslində Kotoxunan laylanma fəzalarıda Levi-Çivita 

olmayan metrik rabitələr və onların əyrilik tenzorlarının xassələri araşdırılır. 

 Üçüncü fəslin birinci yarımfəslində biz  nMT*
 kotoxunan laylanma fəzasında 

R
 Riman genişlənməsini daxil etdik və R

 metrikasının C  Levi-Çivita 

rabitəsinə baxmış olduq. Bu,   0 RC
 bərabərliyini ödəyən yeganə buruqluqsuz 

afin rabitədir. Lakin   0
~

 R
 bərabərliyini ödəyən və trivial olmayan buruqluq 
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tenzoruna malik başqa rabitədə vardır. Bu rabitəni R  metrikasının metrik rabitəsi 

adlandırırlar. 

Buruqsuzluq   afin rabitəsinin  nMT*
 kotoxunan laylanma fəzasına H  

horizontal lifti istənilən  nMYX 1
0,   və  nM0

1,   üçün belə təyin olunur 

([104]): 

,0 


VH
V     ,0 Y

HH
V   

   YY X
HH

H
H

X
VV

H
H

XX
 , .                 

Fərz edək ki, RH
 H

 metrik rabitəsinin əyrilik tenzorudur. RH
 əyrilik 

tenzorunun adaptə olunmuş reperə nəzərən aşağıdakı komponentləri vardır:  


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~~~~~

~~~~~
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HHHHH

HHH eeR

                         (0.13) 

komponentlri vardır. 

H  metrik rabitəsinə malik  nMT*
 kotoxunan laylanma fəzasının skalyar əyriliyi 

üçün  

0
~~~

 
 RR HR

 

münasibətini alırıq, burada  
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

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Beləliklə, biz aşağıdakı teoremin doğruluğunu isbat etmiş olduq. 

 Teorem 0.25.  H
 metrik rabitəsinə malik olan  nMT*

 kotoxunan laylanma 

fəzasının R
 metrikasına nəzərən sıfır skalyar əyriliyi vardır. 
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Üçüncü fəslin üçüncü yarımfəslində Kotoxunan laylanma fəzalarıda Riman 

genişlənməsinə nəzərən vektor meydanlarının Killinqlik şərtləri və bu metrikanın 

Norden metrikası olması şərtlərinə baxılır.   

g  psevdo-Riman metrikasına malik nM  çoxobrazlısı üzərində  nMX 1
0  

vektor meydanı o halda Killinq vektor meydanı (və ya infinitezimal izometriya) 

adlanır ki, 0gLX  münasibəti ödənilmiş olsun, burada XL  Li törəməsinin 

işarəsidir. 0gLX  şərtini istənilən  nMZY 1
0,   üçün  

       0,,,  YXgZXgZYgL ZYX                        (0.14) 

şəklində də yazmaq olar, burada   g  metrikasının Levi-Çivita rabitəsidir. 

R  Riman genişlənməsinə malik  nMT*
 kotoxunan laylanma fəzasına şaquli, 

horizontal və tam liflərin assosiasiya olunmuş kovektor meydanları  )(
~
e  adaptə 

olunmuş reperinə nəzərən, uyğun olaraq, aşağıdakı kimi verilirlər:  

     ,0,~~
k

vRvX 
   

     ,,0
~~

k

HRH XXX  
  

     .,
~~ kh

kh

CRC XXpXX  
  

Belə bir nəticəyə gəlirik ki,  Riman genişlənməsinin  yə nəzərən Li törəməsi 

 adaptə olunmuş reperində aşağıdakı komponentlərə malikdir:  

               (0.15) 

İstənilən  üçün  işarə edək. Beləliklə, (0.15) münasibətindən 

aşağıdakı teoremin doğruluğu alınır:  

Teorem 0.26.  metrikasına malik kotoxunan laylanma fəzasında  vektor 

meydanının Killinq vektor meydanı olması üçün zəruri və kafi şərt assosiasiya 

olunmuş  vektor meydanının Killinq vektor meydanı olmasıdır. 
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Teorem 0.27.  çoxobrazlısından vektor meydanlarının  metrikasına 

malik  kotoxunan laylanma fəzasına horizontal və tam liftləri o halda Killinq 

vektor meydanlarıdır ki, verilən  vektor meydanı də  

metrikasının  Levi-Çivita rabitəsinə nəzərən paralel vektor meydanı olsun . 

Fərz edək ki,   üzərində kompleks tenzor meydanıdır. Bu növ tenzor 

meydanının həqiqi modeli onun vektor və kovektor arqumentlərinin  afinor 

strukturunun təsirinə məruz qalmalarından asılı olmayaraq  üzərində eyni tərtibli 

tenzor meydanıdır. Belə tenzor meydanları çoxsaylı müəlliflər tərəfindən tədqiq 

olunmuşlar (məs. bax [5], [10], [81], [82], [99]). 

 Xüsusi halda  tipli  tenzor meydanına tətbiq olunan təmizlik anlayışı 

onu ifadə edir ki, istənilən  üçün aşağıdakı şərtlər ödənilməlidir:  

. 

  tenzor meydanına təsiri  

 

 

düsturu ilə ifadə olunan (bax [55]) 

 

operatorunu təyin edək, burada   boyunca Li diferensiallanmasının işarəsidir. 

Əgər   üzərində kompleks strukturdursa və  tenzor meydanı sıfra 

bərabərdirsə, onda  üzərində  holomorf kompleks tenzor meydanı adlanır 

(bax [10], [105]). Beləliklə,  üzərində holomorf  tenzor meydanı  

üzərində elə təmiz  tenzor meydanı şəklində realizə olunur ki, ixtiyari 

 üçün  
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     nnq XXXXXXXXX  ,,,,,,,,, 212121  

           qqq YYYXYYYXYYXФ ,,,,,,,,, 212111  

     XLYYYYXL
qYqY  ,,,,,, 2121

 

   nqnq MMФ 2
0

12
0: 

YL Y

 nM2 Ф

)(cXn

*


)(cXn
*
 nM2



 nq MYYX 2
1
01 ,,, 

   0,,,, 21 qYYYXФ 
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şərti ödənilmiş olsun. Ona görə də  üzərində qeyd olunan  tenzor meydanına 

da holomorf tenzor meydanı deyilir. Əgər  üzərində  sanki kompleks 

strukturdursa, onda  bərabərliyini ödəyən  tenzor meydanı sanki holomorf 

tenzor meydanı adlanır. 

 Norden çoxobrazlısında istənilən  üçün  

 

şərti ödənildikdə deyirlər ki,  Norden metrikası holomorfdur.  

 Əgər   Norden metrikasına malik Norden çoxobrazlısıdırsa, onda 

deyirik ki,  holomorf Norden çoxobrazlısıdır.  

Bəzi cəhətlərinə görə holomorf Norden çoxobrazlıları Keler çoxobrazlılarına 

bənzərdirlər. Aşağıda ifadə edəcəyimiz teorem 0.28 belə bir məlum nəticənin 

analoqudur. Sanki Hermit çoxobrazlısı onda və yalnız onda Keler çoxobrazlısıdır ki, 

sanki kompleks struktur Levi-Çivita rabitəsinə nəzərən paraleldir. 

Teorem 0.28.  [59] (parakompleks halı üçün, bax [86])  Norden metrikasına 

malik sanki kompleks çoxobrazlısı üçün  şərti  olmasına 

ekvivalentdir, burada   metrikasının Levi-Çivita rabitəsidir. 

Keler-Norden çoxobrazlısı sanki kompleks  strukturu və  şərtini 

ödəyən  psevdo-Riman metrikası ilə təchiz edilmiş  çoxobrazlısı ilə 

formalaşan  üçlüyü şəklində təyin oluna bilər, burada    metrikasının 

Levi-Çivita rabitəsidir və nəzərdə tutulur ki,  Norden metrikasıdır. Beləliklə Keler-

Norden çoxobrazlıları ilə holomorf metrikaya malik Norden çoxobrazlıları arasında 

qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq (biyeksiya) vardır. Qeyd edək ki, bu çoxobrazlılarda 

Riman əyrilik tenzoru təmiz və holomorfdur, bundan başqa skalyar əyrilik lokal 

holomorf funksiyadır (bax, [59], [86])  
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Qeyd 0.1. Məlumdur ki, sanki kompleks  strukturunun inteqrallanması elə 

buruqluqsuz afin rabitənin varlığına ekvivalentdir ki, həmin rabitəyə nəzərən  

tənliyi doğrudur.  

  metrikasının  Levi-Çivita rabitəsi buruqluqsuz afin rabitə olduğuna görə 

alarıq: Əgər  olarsa, onda  inteqrallanandır. Beləliklə,  və 

şərtlərini ödəyən sanki Norden çoxobrazlısı, yəni sanki holomorf Norden çoxobrazlısı 

yoxdur. 

 Qeyd 0.2. Keler-Norden  metrikasının Levi-Çivita rabitəsi  ikiqat 

metrikasının Levi-Çivita rabitəsi ilə üst-üstə düşür (Keler-Norden çoxobrazlılarında 

Levi-Çivita rabitəsi üçün metrikanın qeyri-yeganəliyi).  

Teorem 0.29.  kotoxunan laylanma fəzası o halda  metrikasına 

və  sanki kompleks strukturuna nəzərən Keler-Norden çoxobrazlısıdır ki, 

buruqluqsuz  rabitəsi  strukturuna nəzərən holomorf rabitə olsun.  

Digər tərəfdən, yaxşı məlumdur ki, Keler-Norden çoxobrazlısında Norden 

metrikası təmizdir [59]. Deməli, əgər  çoxobrazlısı  Keler-Norden metrikasına 

və  metrikasının  Levi-Çivita rabitəsinə,  kotoxunan laylanma fəzası isə 

metrika olaraq  Riman genişlənməsinə malikdirsə, onda aşağıdakı teorem 

doğrudur:  

 Teorem 0.30.  psevdo-Riman çoxobrazlısının  kotoxunan 

laylaşan fəzası, o halda  və a nəzərən Keler-Norden çoxobrazlısıdır ki, 

 Keler-Norden çoxobrazlısı olsun. 

 

Üçüncü fəslin dördüncü yarımfəslində kotoxunan laylanma fəzası üzərində 

yeni metrika təyin olunur, onun Levi-Çivita rabitəsinə baxılır. 


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* R

H

 

nM2 g

g   nMT 2
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 Riman genişlənməsindən və  kvadratik diferensial formasından 

istifadə edərək  kotoxunan laylanma fəzası üzərində yeni  

                                 (0.16) 

metrikasını təyin edək.  

  (0.16)-dən müəyyən edirik ki,  metrikasının  kotoxunan laylanma 

fəzasındakı  adaptə olunmuş reperinə nəzərən  

                               (0.17) 

komponentləri və  təbii (natural) reperinə nəzərən isə  

     (0.18) 

komponentləri vardır, burada   metrikasının kontravariant komponentləridir. 

 

Teorem 0.31. Əgər  üzərində paralel vektor meydanlarıdırsa, onda 

 kotoxunan laylanma fəzası üzərində  vektor meydanlarının tam liftləri 

 metrikasına nəzərən ortoqonaldırlar. 

Li mötərizəsi əməli  hamar çoxobrazlısının  kotoxunan laylanma 

fəzası üzərində horizontal və şaquli vektor meydanları üçün aşağıdakı şərtləri ödəyir:  
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burada    və   rabitəsinin əyrilik tenzorunun 

işarəsidir (daha geniş məlumat üçün bax [106, s. 238 və s. 277]. 

 Teorem 0.32. Tutaq ki,  ölçülü diferensiallanan çoxobrazlıdır və 

  kotoxunan laylanma fəzasının Levi-Çivita rəbitəsidir.  Levi-Çivita 

rabitəsi ixtiyari   üçün aşağıdakı şərtləri ödəyir:  

  

  

  

  

burada hər bir   üçün ,  

   isə  rabitəsinin əyrilik tenzorunu 

işarə edir.  

Nəticə 0.33. Tutaq ki,  ölçülü çoxobrazlıdır və  

kotoxunan laylanma fəzasının Levi-Çivita rabitəsidir. Onda  Kristoffel 

simvollarının  adaptə olunmuş reperinə nəzərən komponentləri  
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şəklində tapılırlar. 

Aşağıdakı teoremlərin doğruluğu göstərilir.  

Teorem 0.34.  kovektor meydanının  metrikasına malik 

  kotoxunan laylanma fəzasına şaquli lifti heç bir halda paralel deyildir.  

 Teorem 0.35.  vektor meydanının  metrikasına malik  

kotoxunan laylanma fəzasına tam və horizontal liftləri onda və yalnız onda paralel 

olurlar ki,  üzərində  ya nəzərən paralel olsun. 

Teorem 0.36. Tutaq ki,  çöxölçülü diferensiallanan çoxobrazlıdır 

və  onun  metrikasına malik kotoxunan laylanma fəzasıdır. Onda 

 onda və yalnız onda müstəvi çoxobrazlısıdır ki,  müstəvi 

çoxobrazlısı olsun.  

Üçüncü fəslin beşinci yarımfəslində Kotoxunan laylanma fəzası üzərində yeni 

metrikaya nəzərən metrik rabitə və geodezik əyrilər araşdırılır. 

 kotoxunan laylanma fəzası üzərində  metrikasının  Levi-Çivita 

rabitə teorem 0.32-də verilmişdir. Bu rabitə  şərtini ödəyən yeganə 

buruqluqsuz rabitədir. Lakin biz  şərtini ödəyən və qeyri-trivial buruqluq 

tenzoruna malik olan digər rabitəni də tapacağıq. Həmin rabitəyə  metrikasının 

metrik rabitəsi deyilir. 

Teorem 0.37. Tutaq ki,   çoxobrazlısı üzərində Levi-Çivita 

rabitəsidir. Onda  horizontal lifti  metrikasının metrik rabitəsidir.  

Teorem 0.38.  metrik rabitəsinə malik olan  kotoxunan 

laylanma fəzasının metrik rabitəyə nəzərən  skalyar əyriliyi onda sıfra bərabər 

olur ki,  üzərində nin  skalyar əyriliyi sıfır olsun. 

Teorem 0.39. Tutaq ki,   kotoxunan laylanma fəzasında 

 doğrulmuş koordinatlarına nəzərən lokal olaraq  
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 şəklində ifadə olunmuşdur. Onda  əyrisi aşağıdakı tənliklərini 

ödədikdə  metrikasının geodezik əyrisidir.  

                                                                          

       

 

Teorem 0.40.  çoxobrazlısı üzərindəki geodezik əyrinin horizontal 

liftinin  kotoxunan laylanma fəzası üzərində  rabitəsinə nəzərən geodezik 

əyri olması məcburi deyildir.      

Üçüncü fəslin altıncı yarımfəslində  tipli tenzor laylanmasında Sasaki 

metrikasının  Levi-Çivita rabitəsinə baxılır. 

Tutaq ki,   sinfindən olan   ölçülü differensiallanan çoxobrazlıdır. 

Onda   tərifə görə,  çoxobrazlısı üzərində  tipli tenzor 

laylanmasıdır, burada  bütün  nöqtələri üçün  tenzor fəzalarının 

dizyunktiv birləşməsini işarə edir.    sinifindən olan   ölçülü 

differensiallanan çoxobrazlıdır. 

 laylanmasında Sasaki metrikası ixtiyari  və 

 üçün  

 

                                                        (0.20) 

 

bərabərlikləri ilə təyin olunur. 
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Teorem 0.41 Tutaq ki,  Riman çoxobrazlısıdır və   Sasaki 

metrikasına malik  laylaşmasının Levi-Çivita rabitəsidir. Onda müxtəlif 

indekslər üçün  komponentlərinin qiymətləri aşağıdakı düsturları ilə 

hesablanırlar. 

 

 

,                                          (0.21) 

 

 

burada  . 

Bildiyimiz kimi,   Riman metrikasının  Levi-Çivita rabitəsi bütün

 vektor meydanları üçün aşağıdakı Koszul düsturu ilə verilir:  

                   (0.22) 

Beləliklə aşağıdakı nəticəyə gəlirik: 

Teorem 0.42. Tutaq ki,  Riman çoxobrazlısıdır və   Sasaki 

metrikasına malik  laylanmasının Levi-Çivita rabitəsidir. Onda  Levi-

Çivita rabitəsi bütün , və  üçün aşağıdakı münasibətləri 

ödəyir.  
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I FƏSIL 

 

DİFERENSİALLANAN ÇOXOBRAZLILAR VƏ ONLARIN  

LAYLANMA FƏZALARI 

 

1.1. Diferensiallanan çoxobrazlı üzərində Riman metrikaları 

 

 1.1.1. Diferensiallanan çoxobrazlı anlayışı 

 

 Məlumdur ki,  

  niRR iin
n ,,1,,:,,1     

R  həqiqi ədədlər meydanı üzərində n ölçülü vektorlar fəzasıdır. Bu fəzada  

   
2

1

1

2
, 








 



n

i
iiyx   

qaydası ilə təyin olunan standart Evklid metrikasının verildiyini qəbul edirik. Bu 

metrikanın nR də topologiya doğurması aşkardır və nR nin standart topologiyası 

dedikdə məhz bu topologiya başa düşülür. Standart topologiyaya nəzərən nRU   

açıq çoxluğunu götürək. 
pRUf :  inikası hər bir  

  Uxxx n  ,,1   

nöqtəsini müəyyən 

  pp Ryyyxf  ,,)( 1   

nöqtəsinə çevirir. Yəni f
 inikası p  sayda  

  pixxyy nii ,,1,,,1    

funksiyaları ilə təyin olunur. 
pyy ,,1   funksiyaları f

 inikasının keçid funksiyaları 

adlanır. 

 Əgər iy
 
funksiyalarının hər biri U  çoxluğunda k cı tərtibə qədər kəsilməz 

xüsusi törəmələrə malikdirsə, onda deyirlər ki, f
 

inikası 
kC  sinifindəndir və
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 pk RUCf ,
 
yaxud  kCf 

 
şəklində yazılır. iy

 
funksiyaları ixtiyari tərtibdən 

kəsilməz xüsusi törəmələrə malik olduqda isə f
 
inikası C  sinifindəndir deyilir və

 pRUCf ,
 
şəklində göstərilir. iy

 
funksiyaları analitik olduqda f

 
inikasının C  

sinifindən olduğu qəbul edilir və  pRUCf ,  yazılır.  

 Fərz edək ki, X  Hausdorf topoloji fəzasıdır. Hər hansı XU   açıq 

çoxluğunun nRV   ətrafına  

VU :  

homeomorfizminə X də n ölçülü xəritə və ya n ölçülü koordinat sistemi, U  

açıq çoxluğuna isə   xəritəsinin koordinat ətrafı deyilir. Bəzən xəritəni  ,U  cütü 

şəklində də göstərirlər.  

 Əgər Ux  olarsa, onda     ,,,1 nn Rxxx    
nxx ,,1   həqiqi ədələrinə   

xəritəsində x  nöqtəsinin koordinatları deyilir. 

 Əgər X  Hausdorf topoloji fəzasının n ölçülü   
xəritələrinin U  ətrafları bu 

fəzanı örtərsə, yəni 


A

UX






  

olarsa, onda X ə n ölçülü topoloji çoxobrazlı və ya sadəcə n ölçülü çoxobrazlı 

deyilir, burada A  indekslər çoxluğudur. 

 Tərif 1.1.1. Tutaq ki, X  Hausdorf topoloji fəzası, k  isə  k0  şərtini 

ödəyən tam ədəddir. Aşağıdakı şərtlər ödənildikdə    XUAU    ,,,
 
lokal 

xəritələr ailəsinə X  üzərində kC sinifindən olan n ölçülü atlas deyilir: 

 1. Lokal xəritələrin U  ətrafları X -i örtür 


















A

UX


 , yəni X  n ölçülü 

topoloji çoxobrazlıdır; 

 2. A  ,
 üçün  UU 

 
olarsa, onda 
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     UUUU   :1

 
inikası kC sinifindəndir. Bu şərtə bəzən 

  ,U və   ,U
  
xəritələrinin kC uzlaşması da deyilir. 

 
1

  
 

inikası isə koordinatların keçid inikası adlanır

  ,,,1,, ujiuuu jii  
 

burada iu  
 UUx 

 
nöqtəsinin   ,U

xəritəsindəki, ju  
isə həmin nöqtənin   ,U

 
xəritəsindəki koordinatlarıdır. 

  UU 
 
olduqda 

1
  

 
inikası təyin olunmur. Bu halda 

1
  

inikasının kC  sinifindən olması qəbul edilir. 2-ci şərt 
1

  
 
keçid inikaslarının 

kC  sinifindən difeomorfizmlər olmasına ekvivalentdir. Bu isə 
1

    keçid 

inikasının Yakobi matrisinin qeyri-məxsusi olması deməkdir.  

 Tərif 1.1.2. Tutaq ki,    ,U  və    ,U
  

kC  sinifindən olan hər hansı 

iki atlasdır. Bu atlasların ixtiyari   ,U  və   ,U
 
xəritələri kC uzlaşandırsa, 

yəni    ,U  və    ,U
 
atlaslarının birləşməsi də kC  sinifindəndirsə, onda 

verilən atlaslara ekvivalent atlaslar deyilir.  

 Tərif 1.1.3. M  Hausdorf topoloji fəzası üzərində kC sinifindən olan atlasların 

ekvivalentlik sinfinə kC struktur deyilir.  

 kC struktur kC  sinifindən olan bütün atlasların birləşməsi olduğundan, ona 

kC  sinifindən olan maksimal atlas da deyilir. kC struktur onun kC  sinifindən olan 

ixtiyari atlası vasitəsilə verilə bilər. 

 C strukturuna topoloji struktur,   kC k 1  strukturuna isə düzgün 

struktur deyilir. Bundan sonra biz yalnız C strukturlarına baxacağıq. 

 Tərif 1.1.4. M  hesabı bazaya malik Hausdorf fəzası olsun. Əgər M  üzərində 

n ölçülü 
C  sinifindən olan atlasların C strukturu verilmişdirsə, onda M   
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fəzasına n ölçülü C  sinifindən olan diferensiallanan və ya hamar çoxobrazlı 

deyilir və nM  kimi işarə olunur ([11, s.104]). 

 nM  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində təyin edilən  qp,  tipli tenzor 

meydanları çoxluğunu  Mp
q  simvolu ilə işarə edirlər. 0,1  qp  olduqda  Mo

1

vektor meydanları çoxluğu, 1,0  qp  olduqda isə kovektor meydanları çoxluğu 

alınır. 

 Tərif 1.1.5. nM  
C  sinifindən olan diferensiallanan çoxobrazlı olsun. 

    RMMg oo  11:  

bixətti forması (və ya (0,2) tipli tenzoru) simmetrik və müsbət-müəyyəndirsə, yəni 

istənilən  MYX o
1,   üçün  

1)    ,,, XYgYXg   

2)   0, XXg  və   00,  XXXg  şərtlərini ödəyirsə, onda g  bixətti 

formasına Riman metrikası və ya metrik tenzor deyilir.  gMn ,  cütü isə Riman 

çoxobrazlısı adlanır.  

g  metrik tenzorunu lokal koordinatlarla ifadə etmək olur. Tutaq ki, nM

diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində    nxxUU ,,,, 1   lokal xəritəsi verilmişdir 

və  no MYX 1,   vektor meydanları üçün ,, j
j

j

jii

i

i Y
x

YYX
x

XX 










ayrılışları doğrudur. 

 Onda 

      ji
ij

ji
jij

j
i

i YXgYXgYXgYXg  ,,,  

bərabərliyini yaza bilərik, burada 

 jiij gg  ,  

işarə olunmuşdur və ijg
 
g  Riman metrikasının komponentləridir. Əgər  idx nin 

 i  təbii bazisinə qoşma bazis olduğu nəzərə alınarsa, onda g  Riman metrikasının  

ji
ij dxdxgg   
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ayrılışını yazmaq olar. 

 nM  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində təyin olunmuş diferensiallanan 

funksiya  0,0  tipli tenzor meydanıdır. Ona görə də nM  çoxobrazlısı üzərində 

diferensiallanan funksiyalar çoxluğu  n
o
o M  kimi işarə edilir.  

 Tərif 1.1.6. Tutaq ki, nM  
C  sinifindən olan diferensiallanan 

çoxobrazlıdır. nM  çoxobrazlısı üzərində afin rabitə dedikdə aşağıdakı şərtləri 

ödəyən  

     nonono MMM 111:   

inikası başa düşülür (bax [2, s. 303]): 

1)      ;,,, 11
noXno MYYXMYX   

2)    ,,, 1
non

o
o MYXMf  ;YfY XXf    

3)    ,,, 1
non

o
o MYXMg    .)( YgXYgYg XX   

 Qeyd edək ki, əgər    nxxUU ,,,, 1   lokal xəritəsində i
iXX   olarsa, 

onda )(gX  aşağıdakı ifadəyə malikdir (bax [2, s. 281]): 

.)(
1

1

n

n

i

i

x

g
X

x

g
X

x

g
XgX














   

 ,nM  cütü afin rabitəli fəza adlanır. 

 Tərif 1.1.7. Tutaq ki, nM  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində   afin 

rabitəsi və    nxxUU ,,,, 1   lokal xəritəsi verilmişdir. 

k
k
ijji
  

şəklində təyin olunan 3n  sayda RUk
ij  :

 
diferensiallanan funksiyalarına ij  afin 

rabitəsinin əmsalları deyilir. 

 no MYX 1,   vektor meydanlarını götürək və fərz edək ki, 

   nxxUU ,,,, 1   lokal xəritəsində j
j

i
i YYXX  , . Onda 

    .k
jk

ij
k

i
i

j
j

XX YYXYY
i

i 

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jk
ij

k
i

k
i YYY   ifadəsi Y  vektor meydanının   afin rabitəsinə nəzərən 

kovariant törəməsi adlanır. Qeyd edək ki, )1,1( k
iY  tipli tenzor olan Y  

tenzorunun koordinatlarıdır. 

k
ij  rabitə əmsalları tenzorun koordinatları deyildirlər və lokal koordinatların 

 nii xxxx ,,1 
  

çevrilməsi zamanı  

ji

j

j

k
k
ijk

k

j

j

i

i
k
ji

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x































2

 

qaydası üzrə dəyişirlər (bax [2, s. 304]). 

 nM  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində verilmiş  ,0
1 nM ,i

idx 

kovektor meydanının   afin rabitəsində kovariant törəməsi 

k
k
jiijij    

şəklində,   q

p

p

q

ii
jj

jj

iin
p
q dxdxttMt  




1

1

1

1
,

 
tenzor meydanının 

kovariant törəməsi isə  

p

q

p

q

p

q

p

q

jj

imi

q
m
ki

jmj

ii

p
j

km

jj

iik

jj

iik tttt















1

1

1

1

1

1

1

1
11









  

şəklində hesablanır (bax [2, s. 307]). Beləliklə, əgər  n
p
q Mt 

 
olarsa, onda 

 .1 n
p
q Mt   

Tərif 1.1.8.  no MYX 1,   vektor meydanlarının kommutatoru elə 

   no MYX 1,   vektor meydanına deyilir ki,  n
o
o Mf   funksiyası üçün  

     ))(()(, fXYfYXfYX   

bərabərliyi ödənilsin ([7, s. 198]). 

Əgər    nxxUU ,,,, 1   lokal xəritəsində i
iXX  və j

jYY 
 
olarsa, onda 

  i
m

mi
m

mi
XYYXYX , . 
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Tərif 1.1.9. Tutaq ki,  ,nM  afin rabitəli fəzadır.   afin rabitəsinin buruqluq 

tenzoru dedikdə  no MYX 1,   vektor meydanları üçün  

 
   YXXYYXS YX ,, 

    
( 1.1.1 ) 

şəklində təyin olunan (1,2) tipli tenzor meydanı başa düşülür ([11, s. 332]). 

(1.1.1) bərabərliyində iX   və jY 
 
əvəzləmələrini aparsaq, alarıq: 

     jiijjik
k
ijji SS ,,  

    .k
k
ji

k
ijk

k
im

m
j

k
jm

m
ik

k
jik

k
ij    

Beləliklə, S  buruqluq tenzorunun  

k
ji

k
ij

k
ijS   

koordinatları vardır. 

Tərif 1.1.10. Tutaq ki,  ,nM  afin rabitəli fəzadır.   afin rabitəsinin əyrilik 

tenzoru dedikdə  no MZYX 1,, T  vektor meydanları üçün 

   ZZZZYXR YXXYYX .,,                    ( 1.1.2 ) 

 

şəklində təyin olunan (1,3) tipli tenzor meydanı başa düşülür ([2, s. 309]). 

(1.1.2) bərabərliyində kji ZYX  ,,
 

əvəzləmələrini aparaq. Onda 

aşağıdakıları yaza bilərik: 

      kkkl
l
ijkkji jiijji

RR ,,,  

      mi

m
jkm

m
jkim

m
ikjm

m
jki

 

  l
l
im

m
jkm

m
jkim

m
ikm

m
ikj j

 

  .l
l
jm

m
ik

l
im

m
jk

l
ikj

l
jkil

l
jm

m
ikm

m
ikj   

Buradan alırıq ki, R  əyrilik tenzorunun  

l
jm

m
ik

l
im

m
jk

l
ikj

l
jki

l
ijkR   

koordinatları vardır. 
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Tərif 1.1.11. Tutaq ki,  ,nM  afin rabitəli fəzadır. Əgər istənilən 

   nxxUU ,,,, 1   lokal xəritəsində k
ji

k
ij   şərti ödənilirsə, onda   simmetrik 

afin rabitə adlanır ([7, s. 261]) . 

Tərif 1.1.12. Tutaq ki,  gMn ,  Riman fəzasıdır və   bu fəza üzərində təyin 

olunmuş simmetrik afin rabitədir. Əgər g  metrik tenzor meydanı   afin rabitəsində 

kovariant sabitdirsə, yəni 0 ijk g
 
münasibəti ödənilirsə, onda -ya g  Riman 

metrikası ilə əlaqələndirilmiş afin rabitə və ya Riman rabitəsi, yaxud Levi-Çivita 

rabitəsi deyilir (bax [7, s. 267]) . 

Aşağıdakı teorem doğrudur (bax [7, s. 268]) . 

Teorem 1.1.1. Tutaq ki,  gMn ,  Riman çoxobrazlısıdır. Onda bu çoxobrazlı 

üzərində təyin olunmuş yeganə Riman rabitəsi vardır. Bu rabitənin əmsalları  

 ijliljlji
klk

ij gggg 
2

1
 

düsturu ilə hesablanırlar, burada 
klg  funksiyaları  ijg

 
matrisinin tərs matrisinin 

elementləri olub, g  metrik tenzor meydanının tərs tenzoru adlanan tenzoru əmələ 

gətirirlər. 

 

 

1.2. Diferensiallanan çoxobrazlı üzərində afinor strukturları 

 

 

Tutaq ki, C  sinifindən olan nM  diferensiallanan çoxobrazlısı verilmişdir. 

nM  üzərində tenzor S strukturu dedikdə eyni tipli və ya müxtəlif tipli tenzor 

meydanlarının  sS   yığımı başa düşülür ([81], həmçinin bax [1, s.  62]). Tenzor 

S  strukturu xüsusi halda yeganə S  tenzor meydanından da ibarət ola bilər. Ss  

tenzor meydanlarına S strukturun əsas tenzor meydanları deyilir. nMU   

koordinat ətrafında elə   afin rabitəsini daxil edək ki (əgər mümkündürsə), bu 

rabitədə Ss üçün 0s  münasibəti ödənilsin. Belə afin rabitələrini S  
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rabitələr adlandırırlar [10]. Tutaq ki, nMp  nöqtəsinin elə np MU 
 
koordinat 

ətrafı vardır ki, bu ətrafda elə nXX ,,1   bazisi (ümumiyyətlə, holonom olmayan) 

vardır ki, həmin bazisdə istənilən əsas Ss  tenzorunun sabit komponentləri vardır. 

Bu halda S struktura möhkəm S struktur deyilir və belə xassəyə malik bazis isə 

S struktura adaptirə olunmuş bazis adlanır [81]. 

nM  çoxobrazlısı üzərində mümkün olduğu qədər lokal xəritələrin elə atlasını 

seçək ki, bu atlasın hər bir xəritəsində Ss  əsas tenzor meydanının sabit 

komponentləri vardır. Belə S struktura inteqrallanan S struktur deyilir [81]. 

Aşkardır ki, inteqrallanan S struktur möhkəm S strukturdur və onunla xarakterizə 

olunur ki, bu struktur üçün nMp  nöqtəsinin pU
 

ətrafında adaptirə olunmuş 

(uyğunlaşdırılmış) bazislərdən heç olmazsa biri holonom bazisdir. [1]–də aşağıdakı 

teorem isbat olunmuşdur. 

Teorem 1.2.1. Əgər S struktur üçün lokal-müstəvi, S rabitə vardırsa, onda 

bu struktur inteqrallanandır və tərsinə. 

Əgər nM  diferensiallanan çoxobrazlısının ixtiyari nöqtəsinin ətrafında ən azı 

bir buruqluqsuz S rabitə vardırsa, onda S struktura sanki-inteqrallanan S  

struktur deyilir [81]. 

Teorem 1.2.1-dən alınır ki, əgər S struktur inteqrallanandırsa, onda o, həm də 

sanki-inteqrallanandır. Lakin bu hökmün tərsi həmişə doğru deyildir. 

Tərif 1.2.1. Əgər S struktur  1,1  tipli tenzor meydanlarından, yəni afinor 

meydanlarından ibarətdirsə, belə S struktura poliafinor struktur və ya sadəcə 

struktur deyilir.  strukturun bütün afinorları bir-biri ilə kommutasiya olunduqda 

deyirlər ki,  struktur kommutativdir [ 15]. 

Qeyd edək ki, nM  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində S strukturun 

mövcudluğu müəyyən həndəsənin məzmununu təyin etmiş olur. Bu məzmun Ss

əsas tenzor meydanlarının xassələri vasitəsilə ötürülə bilər. Əyanilikdən ötrü misallar 

göstərək. 
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1. nM  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində iki dəfə kovariant, simmetrik, qeyri-

məxsusi yeganə g tenzor meydanından ibarət g – strukturun mövcudluğu nM -ə 

Riman həndəsəsini gətirmiş olur. 

2. nM  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində IF 2
 münasibətini ödəyən F

afinor strukturunun mövcudluğu onu sanki kompleks çoxobrazlısına çevrimiş olur 

(bax [9, s. 116]), burada I vahid afinordur. Sanki kompleks çoxobrazlısı cüt ölçülü 

çoxobrazlıdır, yəni kn 2 . Əgər sanki kompleks struktur inteqrallanandırsa, onda 

kompleks çoxobrazlının həndəsəsini almış oluruq.  

Qeyd edək ki, sanki kompleks F  strukturunun inteqrallanan olması bu strukturun 

Nijenhuis tenzoru adlanan  kF MN 2
1
2

 
tenzorunun sıfıra bərabər olmasına 

ekvivalentdir ([106, s. ]). 

FN  Nijenhuis tenzoru  no MYX 1,   vektor meydanları üçün aşağıdakı kimi 

təyin olunan tenzordur: 

         .,,,,, 2 YFXFFYXFYXFFYFXYXNF   

Tutaq ki, nM 2  
neytral metrikaya, yəni siqnaturası  nn,  olan g

 
psevdo – 

Riman metrikasına malik Riman çoxobrazlısıdır. Nəzərdə tuturuq ki,  ,2nM  sanki 

kompleks çoxobrazlısıdır. 

Tərif 1.2.2.  no MYX 2
1, 

 
üçün 

   ,,, YXgYXg   

və ya ekvivalent 

   YXgYXg  ,,   

münasibəti ödənildikdə g  metrikasına Norden metrikası deyilir (bax [84], [88]). 

 Bu növ metrikalar başqa adlar – təmiz, anti-Hermit və B metrikaları adları 

altında da tədqiq olunmuşlar (bax [10 ], [ 52], [ 55], [67], [79], [98], [99]). 

Tərif 1.2.3. Əgər  ,2nM
 

g
 

Norden metrikasına malik sanki kompleks 

çoxobrazlıdırsa, onda deyirik ki,  gM n ,,2   sanki Norden çoxobrazlısıdır. Əgər   

inteqrallanandırsa, onda  gM n ,,2 
 
Norden çoxobrazlısı adlandırılır.  
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Tərif 1.2.4. Norden çoxobrazlısında  no MZYX 2
1,,   üçün  

   0,, ZYXgФ  

münasibəti ödənildikdə deyirlər ki, g  Norden metrikası holomorfdur, burada 

 nMgФ 2
0
3  və  

kij
gФ

 
komponentlərinin nxx 21 ,,  lokal koordinat sistemində 

aşağıdakı ifadələri vardır:  

    .m
kjim

m
ik

m
kimjmjk

m
iijm

m
kkij

gggggФ    

Tərif 1.2.5. Əgər  gM n ,,2 
 
g

 
holomorf Norden metrikasına malik Norden 

çoxobrazlısıdırsa, onda onda deyirlər ki,  gM n ,,2   holomorf Norden 

çoxobrazlısıdır.  

Bəzi cəhətlərinə görə holomorf Norden çoxobrazlıları Keler çoxobrazlılarına 

bənzəyirlər. Aşağıdakı teorem belə bir məlum nəticənin analoqudur: Sanki Hermit 

çoxobrazlısı onda və yalnız onda Keler çoxobrazlısıdır ki, sanki kompleks struktur 

Levi-Çivita rabitəsinə nəzərən paraleldir: .0  

Teorem 1.2.2. [59]  g  Norden metrikasına malik sanki kompleks çoxobrazlısı 

üçün 0gФ  şərti 0  bərabərliyinə ekvivalentdir, burada   g  metrikasının 

Levi-Çivita rabitəsidir.   

 

 

 1.3 Diferensiallanan çoxobrazlının laylanma fəzaları 

 

 

Tərif 1.3.1. Aşağıdakı şərtlər ödənildikdə YX ,  topoloji fəzalarından və  

YX :  

kəsilməz inikasından ibarət olan  YX ,,   üçlüyünə R  həqiqi ədədlər meydanı 

üzərində n  ranqlı vektor laylanması deyilir (bax  [13, s. 101]):  

c) İxtiyari Yb  nöqtəsi üçün  

)(1 bFb
   
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çoxluğu R  meydanı üzərində xətti (vektor) fəzadır;  

d) (lokal triviallıq şərti) Y  fəzasında elə  U  açıq örtüyü və elə 

   


UXXRU UU
n 1:   

homeomorfizmləri vardır ki,  

 )1b ixtiyari Yb  nöqtəsi üçün   bFxb ,  daxil olması doğrudur (başqa 

sözlə,  





 



U

XRU U
n

 

diaqramı kommutativdir, burada sol maili ox 
nRU   düz hasilinin birinci U  

vuruğuna   bxb ,  təbii proyeksiyasıdır, sağ maili ox isə YX :  inikasının 
UX  

üzərinə məhdudlanmasıdır); 

)2b  hər bir Yb  nöqtəsi üçün  

  n
b Rxxbx  ,,)(,    

düsturu ilə təyin olunan  

b
n

b FR :,  

inikası xətti fəzaların izomorfizmidir.  

 Y  fəzası   vektor laylaşmasının bazası, X  onun total fəzası,   inikası isə 

proyeksiyası adlanır. bF  xətti fəzasına   laylanmasının (və ya   proyeksiyasının) 

Yb  nöqtəsi üzərində layı deyilir.  

   homeomorfizmi   laylaşmasının U  açıq çoxluğu üzərində 

trivializasiyası, U  açıq çoxluğu isə triviallaşdıran ətraf adlanır. Triviallaşdıran 

ətraflardan təşkil olunmuş  U  örtüyünə triviallaşdıran örtük deyilir.   ,U  

cütünə də bəzən trivializasiya deyilir.   ,U  trivializasiyalarının    ,U  ailəsi 

triviallaşdıran atlas adlanır.  
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 Ids   şərtini ödəyən XYs :  kəsilməz inikasına   vektor laylaşmasının 

kəsiyi deyilir. XYs :  inikasının   vektor laylanmasının kəsiyi olması üçün zəruri 

və kafi şərt ixtiyari Yb  nöqtəsi üçün )()( bFbs   olmasıdır.  

 Vektor  laylanmalarına dair misallar göstərək. 

1. İxtiyari Y  topoloji fəzası və ixtiyari V  xətti fəzası üçün  YVY ,,  üçlüyü 

vektor laylaşmasıdır, burada YVY :  -düz hasilin birinci vuruğa 

proyeksiyasıdır. Triviallaşdıran  U  örtüyün bu laylaşma üçün bir YU   

elementindən ibarətdir,  

VYRY n :  

trivializasiyası isə V  xətti fəzasında neee ,,, 21   bazisinin seçilməsi ilə təyin olunur 

və  

  nRxYbxbxb   ,,)(,),( 1  

düsturu ilə verilir, burada n
n eeeRV ,,,: 21   bazisinə uyğun olan koordinat 

izomorfizmidir. Bu vektor laylaşmasına n  ranqlı trivial vektor laylaşması deyilir. 

2. Fərz edək ki, nM  
C  sinfindən olan n ölçülü diferensiallanan 

çoxobrazlıdır. Bütün MpMTp ,  toxunan fəzalarının dizyunktiv birləşməsi kimi 

təyin olunan  MT  çoxluğuna baxaq:  

  .MTMT
Mp

p


  

Göründüyü kimi  MT  çoxluğunun nöqtələri M  diferensiallanan 

çoxobrazlısının bütün mümkün toxunan vektorlarıdır. Hər bir  MTv  vektoru üçün 

MTv p  şərtini ödəyən Mp  nöqtəsini  v  simvolu ilə işarə edək. Nəticədə hər 

bir Mp  nöqtəsi üçün MTp p )(1  xassəsinə malik olan  

  MMT :  

inikası təyin olunur. İxtiyari MU   açıq çoxluğu üçün MTU p )(1  alt 

çoxluğunu )(UT  çoxluğu ilə eyniləşdirək. U  çoxluğu    nxxUU ,,,, 1   

xəritəsinin daşıyıcısı olduğu halda ixtiyari  UTv  vektorunu  
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    nnn
p RvvvxxxvT 22121 ,,,,,,,    

vektoruna çevirən n
p RUTT 2)(:   inikası təyin olunur, burada nxx ,,1     vp   

nöqtəsinin  ,U  xəritəsində koordinatlarıdır, nvv ,,1   isə v  vektorunun  

p
n

p xx
























,,

1
  bazisində koordinatlarıdır, deməli,  

p
n

n

p x
v

x
vv 

























 

1

1 . 

Qeyd edək ki, nvv ,,1   ədədləri v  vektorunun verilməsi ilə birqiymətli təyin 

olunurlar. Aydındır ki, T  biyektiv inikasdır və ona görə də  TUT ),(  cütü  MT -də 

xəritədir. Tutaq ki,  ,U  və  ,U  M  çoxobrazlısının (müəyyənlik üçün kəsişən) 

xəritələridir və  

  ,,,2,1,,,, 21 nixxxxx nii  


                         (1.3.1) 

uyğun lokal koordinatların UU   kəsişməsində keçid düsturlarıdır. Tərifə görə, hər 

bir UUp    nöqtəsi üçün ixtiyari MTv p  vektorunun  ,U  və  ,U  

xəritələrindəki nvv ,,1   və nvv


,,1   koordinatları arasında  

i

p

i

i
i v

x

x
v 






















                                                (1.3.2) 

münasibəti vardır, burada 















p

i

i

x

x
 (1.3.2) düsturlarının sağ tərəflərindəki keçid 

funksiyalarının xüsusi törəmələrinin p  nöqtəsindəki qiymətləridir. Digər tərəfdən, 

aydındır ki, T  və T  inikasları  

     UTUTUUT    

çoxluğunu RRR n 2
 fəzasının, uyğun olaraq,   nRUU   və   nRUU    

açıq alt çoxluqlarına çevirirlər, deməli, (1.3.1) və (1.3.2) düsturları birlikdə birinci 

çoxluğun ikinci çoxluğa 
1  TT   inikasını təyin edirlər. Bütün UUp    
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nöqtələri üçün 0det 



















p

i

i

x

x
 olduğundan, alırıq ki, bu inikas difeomorfizmdir. 

Beləliklə,  TUT ),(  və   TUT ),(  xəritələri bir-biri ilə razılaşdırılmışdır. 

Aydındır ki, bu nəticə UU   olduqda da doğrudur ( UU   olduqda 

)()( UTUT   olur). Buradan bilavasitə alınır ki,  TUT ),(  şəklində olan lokal 

xəritələr  MT  üzərində atlas və müəyyən hamar struktur təyin edirlər. 

Qurulmuş  MT  hamar çoxobrazlısı M  çoxobrazlısının toxunan vektorlarının 

çoxobrazlısı adlanır. Bu çoxobrazlının ölçüsü n2 ə bərabərdir, burada Mn dim . 

  MMT ,,   üçlüyünə isə M  çoxobrazlısının toxunan laylanması deyilir [95].

 MT    toxunan laylanmasının total fəzası,   proyeksiyası, M  isə bazası adlanır. 

)(1 p  çoxluğuna Mp  nöqtəsi üzərində lay deyilir. Bir sıra hallarda M  

diferensiallanan çoxobrazlısının toxunan laylanması olaraq,  MT  total fəzasının özü 

götürülür. Qeyd edək ki, (1.3.2) düsturlarında xüsusi törəmələrin varlığına əsasən 

 MT  çoxobazlısının hamarlıq tərtibi M  çoxobrazlısının hamarlıq tərtibindən bir 

vahid azdır.  

Tərifə əsasən,  TUT ),(  lokal xəritəsinə uyğun olan lokal koordinatlar 

nxxx ,,, 21  , nvvv ,,, 21   ədədləridir. Beləliklə, nxxx ,,, 21   simvolları həm U  

ətrafındakı lokal koordinatları, həm də )(UT  ətrafında lokal koordinatların bir 

hissəsini ifadə edirlər. (1.3.1) çevirməsinə  MT  toxinan laylanmasında lokal 

koor1dinatların  

 




































i

p

i

i
i

nii

v
x

x
v

xxxxx ,,,, 21 

                                         (1.3.3) 

çevirmələri uyğundur.  

nnivx ii 2,,1,   qəbul etməklə, (1.3.3) çevirmələrini  

  nIxxx III 2,,2,1, 


 

şəklinə gətirmək olar.  
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(1.3.3) çevirmələrinin Yakobi matrisi aşağıdakı struktura malikdir:  

,
0




















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
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






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






































i
i

i
ki

k

i
i

i

i

i

i

i

i

i

i

I

I

AAv

A

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
                          (1.3.4) 

burada 
i

i
i
i

x

x
A









 işarə olunmuşdur.  

Ids   şərtini ödəyən kəsilməz  MTMs :  inikasına  MT  toxunan 

laylanmasının kəsiyi deyilir. Qedy edək ki,  MT  toxunan laylanmasının kəsikləri 

M  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində vektor meydanlarıdır.  

3. M  diferensiallanan çoxobrazlısının bütün nöqtələrində  sr,  tipli tenzorlar 

çoxluğuna baxaq:  

   ,
Mp

r
s

r
s pTMT



  

burada   MppT r
s   nöqtəsində  sr,  tipli tenzorlar fəzasıdır.   MMT r

s :  

proyeksiyası misal 2-də olduğu kimi daxil edilir, yəni  sr,  tipli hər bir  MTt r
s  

tenzoruna bu tenzorun təyin olunduğu nöqtə qarşı qoyulur. Mp  nöqtəsi  üzərində 

)(1 p  layı olaraq, p  nöqtəsində  sr,  tipli tenzorların  pT r
s  fəzası  götürülür. 

Asanlıqla yoxlanılır ki,   MMT r
s ,,  üçlüyü vektor laylanmasıdır. Bu laylanmaya 

M  diferensiallanan çoxobrazlısı üzərində  sr,  tipli tenzorların laylanması deyilir.  

Xüsusi hala baxaq. Tutaq ki, 1,0  sr . Bu halda M  diferensiallanan 

çoxobrazlısı üzərində )1,0(  tipli tenzorların (kotoxunan vektorların)  MT *  

laylanmasını alırıq. Bu laylanma fəzasını kotoxunan laylanma fəzası adlandırırlar. 

 MT *
 kotoxunan laylanma fəzaının nöqtəsi Mp  nöqtəsində )1,0(  tipli tenzor 

(kotoxunan vektor) olduğundan,  MT *
 kotoxunan laylanmasında lokal koordinatlar 

aşağıdakı kimi təyin olunurlar: 

     ,,, i
iiiI xxxx                                   (1.3.5) 

burada  
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i
ixnnininI  ,2,1,,1,2,1 . 

Qeyd edək ki, nii ,1,   həqiqi ədədləri Mp  nöqtəsində  pT 0
1  

kotoxunan vektorunun koordinatlarıdır, yəni 
i

idx  . (1.3.5) koordinatları 

aşağıdakı qayda ilə çevrilirlər:  

 

















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,,,, 21
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i
i

nii

x

x
x

xxxxx





                                      (1.3.6) 

və ya  

 ,III xxx


                                                   (1.3.7) 

burada .2,,2,1 nI   

(1.3.6) və ya (1.3.7) çevirməsinin Yakobi matrisinin  strukturu aşadakı kimidir:  
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x

x

x

x

x

x

x

x


                                (1.3.8) 

burada 
i

i
i
i

x

x
A





  işarə olunmuşdur. (1.3.8)-dən göründüyü kimi  

    0detdetdet 


















i
i

i
iI

I

AA
x

x
. 

Bu isə onu göstərir ki,  nMT 2)(*
ölçülü diferensiallanan çoxobrazlıdır.  

 

 

 

 

 

 

 

 



55 
 

II FƏSIL 

 

TOXUNAN LAYLANMA  FƏZALARIDA NATURAL 

 (TƏBİİ) METRİKALAR 

 

2.1. Sasaki metrikası 

 

 

Laylanma fəzalarında xarici diferensial-həndəsi strukturların qurulması 

(məsələn, tenzor meydanlarının və afin rabitələrinin tam və horizontal liftləri) 

laylanma fəzaları nəzəriyyəsinin əsas məsələlərindən biridir (bax məs. [100]-[104]). 

[96] məqaləsində toxunan laylanmada bazada verilən Riman metrikasının tam lifti ilə 

üst-üstə düşməyən xarici Riman metrikası təyin olunmuşdur. Bu metrikanın 

qurulması bir çox riyaziyyatçıların diqqətini özünə cəlb etmişdir. (məsələn, bax  

Kovalski [61], Musso və Tricerri [71]). Kotoxunan laylanması halında analoji Riman 

metrikası [96] məqaləsində qurulmuşdur (həmçinin, bax [75], [89]). Sasaki və 

Satonun xarici Riman metrikaları toxunan və kotoxunan laylanmaların izometrik 

uyğunluğunu müəyyən etməyə imkan vermişdir (bax [96]). Bu uyğunluq Hamilton 

mexanikasında mühüm əhəmiyyət kəsb edir. Bu yarım fəsildə Riman çoxobrazlısı 

üzərində toxunan laylanmada Sasaki metrikası haqqında ətraflı məlumat nəzərə 

çatdırılacaqdır.  

Tutaq ki,  gMn ,  Riman çoxobrazlısıdır və  no MX 1  nM
 
üzərində lokal 

koordinatlarla yeganə qaydada  

i

i

x
XX




  

şəklində təsvir olunan diferensiallanan (
C sinifindən olan) vektor meydanıdır. 

X  vektor meydanının  nMT
 
toxunan laylanmasına XV

 şaquli lifti və XH
 

horizontal lifli aşağıdakı kimi təyin edilən vektor meydanlarıdır (bax [10], [102]): 
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,
i

i

i

iV

x
X

v
XX









  

,
i

kji
jki

iH

x
vX

x
XX









  

Burada nivi ,1, 
 
toxunan laylanmanın lay koordinatlarıdır, i

jk
 
isə  gMn ,

 
üzərində 

  Levi-Çivita rabitəsinin əmsallarıdır (Kristoffel simvollarıdır).  

Tərif 2.1.1. [57]. Tutaq ki,  gMn ,
 
Riman çoxobrazlısıdır. Onda  nMT

 

toxunan laylanması üzərində Sasaki metrikası bütün   no MCYX 1,  

 
vektor 

meydanları üçün  

4)     ,,,ˆ , YXgYXg p
HH

up   

5)    ,0,ˆ , YXg HV
up  

6)     YXgYXg p
VV

up ,,ˆ ,   

qaydası ilə verilən ĝ
 
təbii (natural) metrikasıdır. 

ĝ
 
Sasaki metrikasına nəzərən toxunan laylanmanın Levi-Çivita rabitəsini təyin 

edək. 

Təklif 2.1.1. [57]. Tutaq ki, ̂  ĝ
 

Sasaki metrikasına malik   gMT n ˆ,
 

toxunan laylanmasının Levi-Çivita rabitəsidir. Onda bütün   no MCYX 1,  

 
üçün,  

5)  
 

     ,,
2

1ˆ
,,

uYXRYY p

V

upX

H

up

H

XH   

6)  
 

     ,,
2

1ˆ
,,

XYuRYY p

H

upX
V

up

V

XH   

7)  
 

  ,,
2

1ˆ
,

YXuRY p

H

up

H

XV   

8)  
 

.0ˆ
,


up

V

X
YV  

Toxunan laylanmada Sasaki metrikasının Levi-Çivita rabitəsinin əyrilik 

tenzorunu hesablamaq üçün aşağıdakı nəticəni qeyd edək: 
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Nəticə 2.1.2. [57]. Tutaq ki,  gMn ,  Riman çoxobrazlısıdır və ̂  isə Sasaki 

metrikasına malik   gMT n ˆ,
 
toxunan laylanması üzərində Levi-Çivita rabitəsidir. 

Fərz edək ki,    nn MTMTF :
 
layları invariant saxlayan və onların hər birində 

xətti olan diferensiallanan inikasdır. Onda hər bir  no MX 1
 

və 

   no MTC 1  üçün  

     ,ˆ XFF VV

VX
   

        .)(,
2

1ˆ  FXuRXFF
HHH

VX
  

Təklif 2.1.3. [57]. (həmçinin, bax [61]). Tutaq ki,  gM ,
 

Riman 

çoxobrazlısıdır və R̂  isə Sasaki metrikasına malik   gMT n ˆ,
 
toxunan laylanmasının 

Riman əyrilik tenzorudur. Onda  np MTZYX ,,
 
üçün aşağıdakılar doğrudur: 

7)     ,0,ˆ
,  ZYXR VVV
up  

8)                 ,,,
4

1
,,

4

1
,,ˆ

, p

HHVV
up ZXuRYuRZYuRXuRZYXRZYXR   

9)            ,,,
4

1
,

2

1
,ˆ

,

p

HVVH
up XZuRYuRXZYRZYXR 








  

10)              ,,
2

1
,

2

1
,,

4

1
,ˆ

, pX

H

p

VHVH
up ZYuRYZXRuXZYuRRZYXR 










 

11)            ,,,
4

1
,,

4

1
,,ˆ

,

p

VVHH
up uYXZuRRuXYZuRRZYXRZYXR 








  

12)             







 XuYZRuRZYXRuYXRzYXR H

pZ

VHHH
up ,,

4

1
,,

2

1
,ˆ

,
 

      .,,
2

1
,,

4

1

p

ZuYXRuRYuZXRuR 



  
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2.2. Çiger-Gromol metrikası 

 

  nMT  toxunan laylanması üzərində Çiger-Gromol metrikası da on illər 

ərzində riyaziyyatçıların böyük marağına səbəb olmuşdur. Bu metrika 1972-ci ildə 

J.Çiger və D.Gromol tərəfindən [46] məqaləsində daxil edilmiş, lakin onun aşkar 

ifadəsi ilk dəfə E.Musso və E.Tricerri tərəfindən 1988-ci ildə [71] məqaləsində 

verilmişdir. 

 Tərif 2.2.1. [58]. Tutaq ki, ),( gMn  Riman çoxobrazlısıdır. Onda g~  Çiger-

Gromol metrikası  nMT  toxunan laylanması üzərində elə natural (təbii) metrikadır 

ki, bütün   nMCYX 1
0,  

 vektor meydanları üçün 

1)     ,,,~
),( YXgYXg p

HH
up   

2)   ,0,~
),( YXg VH

up  

3)         uYguXgYXg
r

YXg ppp
VV

up ,,,
1

1
,~

2),( 


   

şərtlərini ödəyir, burada ),( uugur  . 

 Bundan sonra sadəlik xatirinə 21 r  işarə edəcəyik. 

 Təklif 2.2.1. Tutaq ki, 
~

 g~
 Çiger-Gromol metrikasına malik  nMT  

toxunan laylanmasının Levi-Çivita rabitəsidir. Əgər   nMCYX 1
0,  

 olarsa, onda 

bütün    nMTup ,  üçün  

1)       ,,
2

1~
uYXRYY

V

X
HH

HX
  

2)       ,,
2

1~
YXYuRY x

VVV

HX



 

3)     ,,
2

1~
YXuRY

HH
VX 

  

4)        XUYgYUXgY VVVVV

X
V ,~,~1~


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         ,,~,~1
,~1

UUYgUXgUYXg VVVV







  

burada   no MCU 1 
  up,

 
nöqtəsində  nn vvu 21 ,,  olmaqla  

 


 

 













n

i upin

in
v

vu
1 ,

 

şəklində təyin edilən kanonik şaquli vektor meydanıdır. 

 Levi-Çivita rabitəsinin təyin olunduğunu nəzərə alaraq  nMT  toxunan 

laylanmasının Riman tenzorunu hesablaya bilərik. Lakin əvvəlcə aşağıdakı nəticəni 

qeyd edək: 

 Nəticə 2.2.2. Tutaq ki,  gMn ,  Riman çoxobrazlısıdır və 
~

 g~  Çiger–Gromol 

metrikasının təyin olunduğu   gMT n
~,  toxunan laylanması üzərində Levi-Çivita 

rabitəsidir. Tutaq ki,    nn MTMTF :  layları invariant saxlayan və onların hər 

birinə nəzərən xətti olan diferensiallanan inikasdır. Onda hər bir   nMCX 1
0 

 və 

hər bir  nMT  üçün  

            XUFgFUXgXFF
VVVVVV

X
V ,)(~)(,~1

)(
~




  

            UUFgUXgUXgUXFg VVVVV ,)(~,~,~,)(~1    

və 

         )(,
2

1
)(

~



 FXURXFF

HHH

X
V  . 

 Təklif 2.2.3. [97]. Tutaq ki, R
~

 g~
 Çiger–Gromol metrikasına malik  nMT  

toxunan laylanmasının Riman əyrilik tenzorudur. Əgər npMTZYX ,,  olarsa, onda 

1)          XuZYRuRZYXRZYXR
HhHHH ,,

4

1
,,

~


 

            ,,
2

1
,,2,, uYXRZuYXRuRYuZXRuR Z

V
  

2)             XZuRYZuRZYXRZYXR YX

HVVHH ,,
2

1
,,

~


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            uYXRuZguXZuRYRuYZuRXR
VVV

,,~4,,,,
4

1


 

    ,,,~1
UZuYXRg VV




  

3)               uZYuRXRYZXRZYuRZYXR VV

X
HHVH ,,

4

1
,

2

1
,

2

1
,

~


 

         ,,,~

2

1
,,2 UYuZXRguZXRuYg VVV




  

4)            XZuRuYgXZYRZYXR
H

H
VVH ,,

2

1
,

2

1
,

~
2

 

         ,,,
4

1
,,

2
XZuRYuRXYuRuZg

H
H


  

5)               ZXuRYuRZYuRXuRZYXRZYXR
HHHVV ,,,,

4

1
,

1
,

~
2

 

          ZYuRuXgZXuRuYg
HH

,,,,
1

2



, 

6)           


 UuXgZYgUuYgZXgZYXR VVVVVVV ,,~,,~2
,

~
2


 

    


 YZXgXZYg
VVVVVV ,~,~1

2

2




 

        .,,,,
2

2
XuZguYgYuZguXg VV








 

  

 

2.3. Adaptə olunmuş (seçilmiş) reperdə Çiger – Gromol metrikası 

 

 

Bu bənddə Riman çoxobrazlısı üzərində toxunan laylanmada adaptə olunmuş 

reperdə Çiger – Gromol metrikasının bəzi xassələrini öyrənəcəyik. Tutaq ki, nM  g  

metrikasına malik Riman çoxobrazlısıdır.  n
p
q M

 
ilə nM  üzərində bütün  qp, tipli 
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tenzor meydanları çoxluğunu işarə edirik. Nəzərdə tuturuq ki, tenzor meydanları və 

rabitələr diferensiallanan olub C  sinifindəndirlər. 

Tutaq ki,  nMT  nM
 

Riman çoxobrazlısının toxunan laylanmasıdır və

  nn MMT :
 
təbii proyeksiyadır. Fərz edək ki, nM

  
 ixU ,

 
şəklində koordinat 

ətrafları sistemi ilə örtülmüşdür, burada   nixi ,,2,1, 
  

U  ətrafında təyin edilmiş 

lokal koordinat sistemidir. 

   nMU 1
 
açıq çoxluğunda biz  ii yx ,

  
lokal koordinatlarını daxil edirik. 

Bu koordinatları  U1  çoxluğunda  ixU ,  vasitəsilə doğrulmuş koordinatlar 

adlandırırıq.   proyeksiyası koordinatlarla 

  )(, iii xyx   

şəklində təsvir olunur. Biz  iiI xxx ,  və ii yx 
 
 işarələmələrini qəbul edirik, belə 

ki, ,, JI  indekslərini 1-dən n2 ə qədər, ,, ji
 
 indeksləri isə  )1(n dən n2 ə 

qədər dəyişirlər.  

Tutaq ki,  no MX 1
 
və X  meydanının lokal ifadəsi 

i
iXX   

şəklindədir, burada 
ix

i



 . Onda X  vektor meydanının XV

 şaquli və XH

horizontal liftləri 















iii
iV

x
XX ,

                                          

(2.3.1) 

və 

i
kji

jki
iH XXXX 

                                                 
 (2.3.2) 

şəklində təyin olunmuşlar (bax [106]), burada i
jk

 
  Levi-Çivita rabitəsinin 

əmsallarıdır. 

Fərz edək ki, nM  üzərində   1,  qMS n
p
q  tenzor meydanı verilmişdir. Onda

 U1  çoxluğunda  ii xx ,   doğrulmuş koordinatlarına nəzərən 
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  q

p

p

q

ii
jj

jj

ili

l dxdxSxS  



2

1

1

2
  

qaydası ilə   n
p
q MTS 1  tenzor meydanını təyin edə bilərik (bax [106, s. 12]). 

S
 

tenzor meydanı hər bir  U1  çoxluğunda təyin olunduğundan,  nMT  

üzərində qlobal tenzor meydanıdır. Asanlıqla görmək olur ki, istənilən  nM1
1  

üçün 
  
 ii xx ,  doğrulmuş koordinatlarına nəzərən   










j
i

ix 


0

 

komponentlərinə 

malikdir və     n
V Mff 0

0,0  ,  yəni 
 

 nMT
 
üzərində şaquli vektor 

meydanıdır.  

Tutaq ki, nMU 
 
ətrafında i

iXX   vektor meydanı və ji
ijX dxXgg   

kovektor meydanı verilmişdir. Onda    nMTU 1  çoxluğunda  ii xx ,  

doğrulmuş koordinatlarına nəzərən i
ij

j
X Xgxg   qaydası ilə  nX Mg 0

0  

funksiyasını təyin edə bilərik. Əgər r  ilə    ii xyy 
 
vektorunun normasını işarə 

etsək, yəni ji
ij xxgr 2

 
olduğunu qəbul etsək, onda  nMT  toxunan laylanması 

üzərində gCG
Çiger-Gromol metrikasını bütün  nMYX 1

0, 
 
vektor meydanları 

üçün aşağıdakı kimi də təyin edə bilərik: 

    ,,, YXgYXg VHHCG                                           (2.3.3) 

  ,0, YXg VHCG
                                                     (2.3.4) 

         ,,
1

1
,

2 YX
VVVCG ggYXg

r
YXg  


                         (2.3.5) 

burada 

      .,, YXgYXgV   

Aşkardır ki, gCG

 
Çiger-Gromol metrikası təbii (natural) metrikalar sinfinə 

daxildir (Qeyd edək ki, toxunan laylanma üzərində təbii metrika dedikdə biz (2.3.3 ) 

və (2.3.4 ) şərtləri ilə təyin edilən metrikanı nəzərdə tuturuq [57]). 
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Hər bir nMU   lokal xəritəsində nj
x

X
jj ,,1,)( 




  qəbul edək. Onda 

(2.3.1) və (2.3.2)-dən biz müəyyən edirik ki, həmin vektor meydanlarının  
hh  ,

 

təbii reperinə nəzərən uyğun olaraq, 

  ,)( h

sh
sh

h
jj

H xX
j

                                            (2.3.6) 

h

h
jj

V X )(                                                              (2.3.7) 

lokal ifadələri vardır, burada h
j Kroneker deltasıdır. Ümumilikdə sayları  n2  olan 

bu vektor meydanları xətti asılı deyildirlər və uyğun olaraq,   rabitəsinin horizontal 

paylanmasını və  nMT  laylanmasının şaquli paylanmasını əmələ gətirirlər. Biz 

 )()( , j
V

j
H XX

 
çoxluğun    nMTU 1  çoxluğunda   afin rabitəsinə adaptə 

olunmuş reper və ya seçilmiş reper adlandıracağıq. ,)()( j
H

j Xe 
 )()( j

V
j Xe 

 
qəbul 

etməklə adaptə olunmuş reperi    )()( , jj eee   şəklində işarə edirik. ,,

indeksləri  n2,,1  diapazonunda dəyişirlər və adaptə olunmuş reperə nəzərən 

indeksləri göstərirlər. (2.3.1), (2.3.2), (2.3.6) və (2.3.7) – ni istifadə edərək, alarıq: 

,)( j
j

sh
sj

h
jj

sh
sj

j

h
j

j
H eX

x
X

xX

X
X 









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
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j
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j
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j
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


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


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
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
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














 

yəni XH
 və XV

 liftlərinin e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən, uyğun olaraq, 

  ,
0 






























j

jH
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HH X

X

X
XX   

  












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














jjV

jV

VV

XX

X
XX

0
  

komponentləri vardır. 

(2.3.3) – (2.3.5) –dən görmək olur ki, gCG

 
Çiger-Gromol metrikasının  e

 
 

adaptə olunmuş reperinə nəzərən 
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   















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





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CG
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xxggg
r

g

gg
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21

1
0

0
~

  

komponentləri vardır. 

 

 

2.4. Adaptə olunmuş (seçilmiş) reperdə Çiger-Gromol metrikasının Levi-

Çivita rabitəsi 

 

 

Hər şeydən əvvəl onu qeyd edək ki, toxunan laylanma fəzasında Çiger-Gromol 

metrikasının Levi-Çivita rabitəsinin əyrilik tenzoru ilə bağlı məsələyə [83] – da 

baxılmışdır. Bu məqalədə aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur. 

Teorem 2.4.1. Tutaq ki,  gMn ,
 
Riman çoxobrazlısıdır və onun  nMT

 
toxunan 

laylanma fəzasında gCG

 
Çiger-Gromol metrikası təyin olunmuşdur.  

Onda uyğun CG
 Levi-Çivita rabitəsi  nMYX 1

0, 
 
üçün aşağıdakı şərtləri 

ödəyir: 
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(2.4.1) 

Burada R  və ,  uyğun olaraq,    rabitəsinin əyrilik tenzorunun və  nMT
 

üzərində 

 ,
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j
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j
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i
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komponentlərinə malik kanonik şaquli vektor meydanının işarələridir. 

 nMT
 
toxunan laylanma fəzasının  e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən, 





ee CG
e

CG   

ayrılışını yazaq, burada 

CG

 
gCG

 
Çiger-Gromol metrikası üçün qurulmuş 

Kristoffel simvollarının işarəsidir. (2.4.1) bərabərliklərini nəzərə almaqla göstərmək 

olur ki, 

CG

 
Kristoffel simvollarının adaptə olunmuş reperə nəzərən müxtəlif 

indekslər üçün ayrı-ayrı qiymətləri aşağıdakı kimidir: 
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                                 (2.4.2) 

burada s
tikjs

hth
ikj

i
jij RggRxgx  

,
  
işarə olunmuşdur. 

 

 

2.5. Toxunan laylanma fəzalarıda Çiger-Gromol metrikalarının geodezik 

əyriləri 

 

 

Tutaq ki,    nMTC 1,0:
~

   
 nMT  toxunan laylanma fəzası üzərində əyridir 

və fərz edək ki, C
~

 əyrisi    nMTU 1  ətrafında doğrulmuş  hh xx ,

koordinatlarına nəzərən lokal olaraq yəni )()(),( tytxxtxx hhhhh    şəklində 

ifadə olunmuşdur, burada t  parametrdir. Bu halda nM  üzərində CC
~
  əyrisini C

~

əyrisinin proyeksiyası adlandırır və c~  kimi işarə edirlər. Qeyd edək ki, c~  əyrisi 
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lokal olaraq )(txx hh   şəklində ifadə olunur. Tutaq ki, )(tX h

 
C  əyrisi boyunca 

vektor meydanıdır. Onda biz   nMT   toxunan laylanma fəzası üzərində 











)(

),(

tXx

txx

hh

hh

                                                      

(2.5.1) 

qaydası üzrə C
~

 əyrisini təyin edə bilərik. 

(2.5.1) əyrisi bütün nöqtələrdə 

0 i
j

h
ji

hh

X
dt

dx

dt

dX

dt

X
 

münasibətini ödədikdə C
~

 əyrisi C  əyrisinin horizontal lifti adlanır və CH
 kimi işarə 

olunur [106, s. 172]. 

Əgər 
hX  C

  
əyrisinə toxunan vektor meydanıdırsa, yəni 

nh
dt

dx
X

h
h ,1,   

olarsa, onda (2.5.1) bərabərlikləri ilə təyin olunan C
~

 əyrisinə C  əyrisinin natural və 

ya təbii lifti deyilir və 
*C  kimi işarə olunur. 

CG
 rabitəsinin geodezik əyriləri  hh xx ,  doğrulmuş koordinatlarına nəzərən 

0
2

2

2

2


dt

dx

dt

dx

dt

xd

dt

x BC
A

CB
CG

AA
                                 (2.5.2) 

diferensial tənlikləri ilə verilirlər, burada t   nMT
 
üzərindəki əyrinin qövsünün 

uzunluğudur. 

(2.5.2) tənliklərinin  e  adaptə olunmuş reperdə araşdırılması daha 

əlverişlidir. 

(2.3.6) və (2.3.7)-dən müəyyən edirik ki, reperlərin  

H
HAe    

çevrilməsinin matrisinin  

 






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


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x
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şəklində elementləri vardır. 

A  matrisinin tərsi 

 








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






h
i

sh
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h
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A
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 0~~
 

şəklində verilir. 

A
~

 tərs matrisini istifadə edərək, 

,
~ A

A dxA   

və ya h  üçün 

,
~ hih

i
Ah

A
h dxdxdxA    

h üçün 

hish
si

hih
i

ish
si

Ah
A

h ydxydydxdxxdxA  
~

 

olduğunu qeyd edək və  nMT
 
üzərində )(txx AA   əyrisi boyunca 

,
dt

dx

dt

dx
A

dt

hA
h
A

h


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dt

y

dt

dx
A

dt

hA
h
A

h 
  

olduğunu qəbul edək. 

Əgər aşağıda adaptə olunmuş reperə nəzərən (2.5.2) tənliklərinə ekvivalent 

tənlikləri, daha doğrusu, 

0
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tənliklərini yazıb, (2.4.2) bərabərliklərini nəzərə alsaq, onda müəyyən edərik ki, 
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          (2.5.3) 

burada ii xy  .  Beləliklə, aşağıdakı teorem doğrudur. 
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Teorem 2.5.1. Tutaq ki, c~   nMT
 
toxunan laylanma fəzası üzərində əyridir və  

   nMTU 1
 
ətrafında  hh xx ,  doğrulmuş koordinatlarına nəzərən lokal olaraq 

)(),( tyxtxx hhhh 
 
şəklində ifadə olunmuşdur. Onda c~  əyrisi o halda gCG

 

metrikasının geodezik əyrisidir ki, (2.5.3) tənliklərini ödənmiş olsun. 

Əgər (2.5.3) tənliklərini ödəyən c~  əyrisi constxh   şəklində verilən lay 

üzərində yerləşirsə, onda 0
dt

dxh
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dt

y h
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münasibətlərinin 

köməyi ilə (2.5.3) tənlikləri 
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       (2.5.4) 

 

tənliyinə gətirilirlər. 

Beləliklə, aşağıdakı yekun nəticəni almış olduq. 

Teorem 2.5.2. Əgər geodezik əyri gCG

 
metrikasına malik  nMT

 
toxunan 

laylanma fəzasının layı üzərində yerləşirsə, onda bu geodezik əyri (2.5.4) tənliyini 

ödəyir. 

Tutaq ki, 
HCC   nM

 
üzərində   rabitəsinin geodezik əyrisidir. Onda 

0
2

2


dt

xh
. Bu şərti və 0

dt

X

dt

y hj 

 
 şərtini nəzərə alsaq, aşağıdakı nəticəyə 

gələrik. 

Teorem 2.5.3. nM
 
üzərindəki geodezik xəttin horizontal lifti həm də gCG

metrikasına malik  nMT
 
toxunan laylanma fəzası üzərində geodezik əyridir. 

İndi isə fərz edək ki, 
*CC   nM

 
üzərində   rabitəsinin geodezik əyrisidir, 

yəni 
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Digər tərəfdən, əyrinin horizontal liftinin tərifindən müəyyən edirik ki, 
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(2.5.5) 

Onda (2.5.3) və (2.5.5) tənliklərində asanlıqla görə bilərik ki, nM
 
üzərində

)(txx hh   tənlikləri ilə təyin olunan əyrinin natural (təbii) lifti gCG

 
Çiger-Gromol 

metrikasına malik  nMT
 
toxunan laylanma fəzasında geodezik əyridir. Beləliklə, 

aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 2.5.4. nM  üzərində hər bir geodezik əyrinin 
*C  natural (təbii) lifti 

gCG

 
Çiger-Gromol metrikasına malik  nMT  toxunan laylanma fəzası üzərində 

geodezik əyridir. 

 

 

2.6. Toxunan laylanma fəzasında Riman metrikasının deformasiya 

olunmuş tam lifti 

 

 

 Standart bazisi     0,,1, 2
21  ee  və struktur sabitləri ;


C  

,

 eCee   2,1,,   olan 2 ölçülü  R  dual cəbrinə baxaq, burada 

nilpotentdir, 0,1 2
22

2
11

1
22

1
21

1
12

2
21

2
12

1
11  CCCCCCCC   2,1  tipli 

)()()(:  RRRC   tenzorunun koordinatlarıdır. 

 Tutaq ki, 
exz   )(R – da dəyişəndir, burada  2,1x  həqiqi 

dəyişənlərdir. Həqiqi qiymətli   2,1,,)( 21   xxfxf  C funksiyalarını 

istifadə edərək )(RZ   dəyişəninin 
 exfF )(  dual funksiyasını daxil edək. 

Tutaq ki, 
edxdZ   və ,

edfdF   uyğun olaraq Z in və  ZF in 

diferensiallarıdır. Əgər  dZZFdF   bərabərliyini ödəyən yeni  ZF   dual 

funksiyası vardırsa, onda deyirik ki,  ZFF   funksiyası dual-holomorf 
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funksiyasıdır.  ZF  funksiyası  ZF  funksiyasının törəməsi adlanır. Yaxşı məlumdur 

ki,   ZFF   dual funksiyasının holomorf olması üçün zəruri və kafi şərt aşağıdakı 

Scheffers şərtinin ödənilməsidir [5], [90] : 

,22 DCDC                                                   (2.6.1) 

burada, 



















x

f
D

  

 xf    funksiyalarının Jacobi matrisidir,   ,
01

00
22 








 

CC    

və    isə 2C  matrisinin uyğun olaraq, sətir və sütun indeksləridir. (2.6.1) şərti 

aşağıdakı tənliklərə gətirilir: 

.,0
1

1

2

2

2

1

x

f

x

f

x

f














 

 Buradan alınır ki, dual-holomorf  ZFF   dual-holomorf funksiyasının 

aşağıdakı aşkar şəkli vardır: 

        ,1121 xgxfxxfZF    

burada    ,111 xfxf    
1

1

dx

df
xf   və  1xgg   isə ixtiyari həqiqi C  

funksiyasıdır. 

 Analoji mühakimələrə əsasən, biz görmüş oluruq ki, dual-holomorf 

çoxdəyişənli  ,,,1 nZZFF   nixxZ inii ,,1,    funksiyası 

      ,,,,,, 111 n
s

snnn xxgfxxxfZZFF              (2.6.2) 

aşkar şəklinə malikdir, burada  ,,,1 nxxgg   ixtiyari çoxdəyişənli 
C  

funksiyasıdır, .
ss

dx

df
f    

 Tutaq ki, nM  n– ölçülü diferensiallanan çoxobrazlıdır,  nMT  isə onun 

toxunan laylanma fəzasıdır. Məlumdur ki,    nMTU 1  oblastında doğrulmuş 

lokal koordinatlar 

 






















nnix
x

x
x

nixxx

i

i

i
i

iii

2,,1,

,,,1,





                                        (2.6.3) 



71 
 

qaydası üzrə çevrilirlər. 

 (2.6.3) çevrilməsinin Jacobi matrisi aşağıdakı 

n

x

x

xx

x
x

x

x

x

x
S

i

i

si

i
s

i

i

2,,1,

0

2

































































 

matrisidir. 

Buradan alınır ki, 02   və SS     xassələrinə malik olan (1,1) tipli  

  
























0

00

Ii
j

i
j

i
j

i
j




 
  (  i

jI 
 
n tərtibli vahid matrisdir)      (2.6.4) 

xassələrinə malik olan  1,1  tipli tenzor meydanı vardır, yəni   tenzor meydanını 

dəyişməyən (invariant saxlayan)     :S  çevrilməsi mümkün dual 

çevrilmədir. Beləliklə, nM  çoxobrazlısının  nMT  toxunan laylanma fəzasında 

inteqrallanan olan   0 i
jk  təbii   dual strukturu yaranmış olur. Deməli, 

   nMTU 1  oblastındakı  ii xx ,  doğrulmuş koordinatlarının hər biri ilə biz 

,iii xxX   02   lokal dual koordinatlarını əlaqələndiririk. (2.6.3) 

çevrilməsindən istifadə etsək, görmüş olarıq ki, 
iii xxX   lokal dual koordinatları  

    .ii
s

siii xxxxxX


                                       (2.6.5) 

qaydası ilə çevrilirlər. 

 (2.6.5) tənliyi göstərir ki, 
iX

 kəmiyyətləri 

iii xxX   dəyişənlərinin dual-

holomorf funksiyalarıdır. (   0,,1 nxxg   şərti daxilində bax (2.6.2)). 

 Beləliklə, inteqrallanan təbii  -strukturla birgə götürülmüş  nMT  toxunan 

laylanma fəzası dual-holomorf  )(RXn  çoxobrazlısının həqiqi modelidir 

(realizasiyasıdır) (   nRXn )(dim  ). Bu realizasiya zamanı  )(RXn  üzərindəki 

dual tenzor meydanları ilə  nMT  üzərindəki  -struktura nəzərən təmiz tenzor 
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meydanları arasında biyektiv uyğunluq yaranmış olur (bax [5]).  nMT  üzərindəki 

 q,1  tipli t   və ya  q,0  tipli    C tenzor meydanı  

       qqqq XXXtXXXtXXXtXXXt  ,,,,,,,,,,,, 21212121    

və ya  

     qqq XXXXXXXX  ,,,,,,,, 12121    

şərtləri ödənildikdə  -struktura nəzərən təmiz tenzor meydanı adlanır. Xüsusi halda, 

vektor və kovektor meydanları təmiz hesab olunurlar. 

 Əhəmiyyətlidir ki, təmiz C tenzor meydanına  )(RXn  üzərində uyğun 

olan dual tenzor meydanının dual-holomorf olması məcburi deyildir. Bu tenzor 

meydanı  )(RXn  üzərində onda və yalnız onda dual-holomorfdur ki,  -strukturu 

ilə əlaqələndirilmiş və təmiz  q,1  tipli t  tenzor meydanına, yaxud  q,0  tipli   

tenzor meydanına tətbiq edilmiş   operator aşağıdakı şərtləri ödəmiş olsun (bax 

[85], [98], [105]): 

         0,,,,,,,,
1

21,,,1 21
 



q

qXXXXtqy XYLXXtYLXXYtФ
q






   

və ya  

           qqqY XXXYXXXYXXYФ ,,,,,,,,, 21211    

   ,0,,,,,
1

21 


q

qY XXLXX


   

burada YL    Y
 
vektor meydanı boyunca Li törəməsidir.  

 Liftlərlə bağlı anlayış diferensial həndəsənin mühüm anlayışlarından biridir. 

Müxtəlif laylanan fəzalarda liftlərin tədqiqinə dair ədəbiyyatların geniş siyahısı vardır 

(məsələn, bax [41], [42], [43], [51], [78], [79], [106]). Dual-holomorf  )(RXn  

çoxobrazlısı üzərindəki dual-holomorf obyektlərə toxunan laylanma fəzası üzərindəki 

diferensial-həndəsi obyektlərin öyrənilməsi toxunan laylanma fəzasında liftlərin yeni 

sinfini (deformasiya olunmuş tam liftlər) təyin etməyə imkan verir. 

Əvvəlcə toxunan laylanma fəzasında funksiyaların deformasiya olunmuş tam 

liftlərini tədqiq edək. (2.6.2) –dən dərhal alınır ki, 
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 ,gffF VCV    

burada g  nM
 

üzərində hər hansı funksiyadır,   ggff VV  ,  gf ,

funksiyalarının şaquli liftləridir və fxf s
snC  

  f  funksiyasının nM dən onun 

 nMT  toxunan laylanma fəzasına, tam liftidir (bax [106]). Biz gf VC    cəmini f

funksiyasının  nMT  toxunan laylanma fəzasına deformasiya olunmuş tam lifti 

adlandırır və gff VCDef    işarə edirik. İndi tutaq ki, dual-holomorf  )(RXn  

çoxobrazlısının həqiqi realizasiyası olan  nMT , nM  çoxobrazlısının toxunan 

laylanma fəzasıdır. Onda  )(RXn  üzərindəki uyğun dual-holomorf )2,0(
 

tipli 

tenzor meydanının həqiqi realizasiyası hgg VCDef    şəklində deformasiya 

olunmuş tam liftdir, burada gC
 və hV

  jkgg   və  jkhh   tenzor meydanlarının 

nM dən  nMT -ə, uyğun olaraq, tam və şaquli liftləridir. Beləliklə, aşağıdakı 

teorem doğrudur:  

 Teorem 2.6.1.  Fərz edək ki, g nM
 
üzərində Riemann metrikasıdır, h isə 

)2,0(
 

tipli hər hansı simmetrik tenzor meydanıdır. Aşkardır ki, bu halda  

hgg VCDef 
 

tenzoru  nMT  toxunan laylanma fəzası üzərində Riemann 

metrikasıdır.  

Bu növ liftlər həmçinin I+II metrikası ([90]-də hg 
 
olduqda), sinektik lift 

([5], [106]-də) adları altında da öyrənilmişdir. 

 

 

2.7. Simplektik həndəsədə liftlərlə bağlı məsələlər 

 

Tutaq ki, 
M  n ölçülü çoxobrazlıdır, ))(()(

*
MTMT PP  isə MP  

nöqtəsində toxunan (kotoxunan) vektor fəzadır. Onda  

,)()()()(
** 

MP MP
PP MTMTMTMT

 









  
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tərifə görə, M çoxobrazlısı üzərində toxunan (kotoxunan) laylanmadır.

))(()(
*

MTMT PP dən olan istənilən P
~

 nöqtəsi üçün PP 
~

 uyğunluğu 

 MMTMMT  )(:)(: *  təbii tenzor laylanması proyeksiyasını təyin edir, 

yəni   PP 
~

  olur.  Fərz edək ki, M  bazası  ixU ,  koordinat ətrafları sistemi ilə 

örtülmüşdür, burada nixi ,...,1,   U  ətrafında lokal koordinatlardır. Açıq 

    )()( *11 MTUMTU     çoxluğu 
nRU   düz hasilinə ona ğörə təbii 

difeomorfdur ki,     MTPMTP PP

*~~
  nöqtəsi MP  nöqtəsi ilə 

 nn RpRv   vektorundan ( kovektorundan) ibarət     pPvP ,,
 
cütü şəklində 

təsvir olunur, belə ki, )(MTP də ( )(
*

MTP də) P
~

 nöqtəsində  ii dx  reperinə 

(koreperinə) nəzərən onların koordinatları  i
i pv  şəklində verilmişdir.  PP

~


 

nöqtəsinin U ətrafındakı koordinatlarını  ix  ilə işarə edib,  

        UPpxUPvx i
iii 11 ~
,

~
,     

uyğunluğunu müəyyən etsək,         MTUMTU *11     açıq çoxluğunda 

         nnipxxxvxxx i
iiiiiii 2,...,1,,~,,,   lokal koordinat sistemini daxil etmiş 

olarıq.          nJxxxnJxxx JiiJii 2,...,1,~~,2,...,1,,   koordinat sistemini 

        MTUMTU *11     çoxluğunda doğrulmuş koordinat sistemi 

adlandırırıq. 

Əgər mn 2  ölçülü M  çoxobrazlısı üzərində cırlaşmayan və qapalı    2-

forması verilmişdirsə (yəni 0d  olarsa), onda, M  simplektik çoxobrazlı adlanır. 

İstənilən M çoxobrazlısı üçün,  MT *
 kotoxunan laylanması i

i dpdxdp ~
 

simplektik 2-formasına nəzərən n2 ölçülü çoxobrazlıdır, burada 
i

idxpp 
 

 MT *
 

üzərində Liouville formasıdır (bazis 1-formasıdır). 
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Riman həndəsəsində kanonik izomorfizm Riman çoxobrazlısının toxunan və 

kotoxunan laylanmaları arasında onların metrikalarının köməyi ilə qurulan 

izomorfizmdir. Simplektik çoxobrazlılar arasında da analoji izomorfizmlər vardır. 

Tutaq ki,  ,M  simplektik çoxobrazlıdır. Onda    MT *b MT:   və 

   MT: *# MT  kanonik izomorfizmləri  

       ikik
ik

i
kkkKiiiiIb vpxxxxxvxxxx   ,~,~,,:  

və 

       k
k pvxxxxxpxxxx ikiki

k
iiiI

k
kkK   ,,,~,~:#

 

 

 şəklində verilmişlər, burada  ,i
jkj

ik   i
j  Kroneker simvoludur. 

b  və 
#

inikaslarının Yakobi matrisiləri, uyğun olaraq 
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    (2.7.2) 

strukturuna malikdirlər. 

Baza çoxobrazlısında toxunan və kotoxunan laylanmalara tenzor 

meydanlarının davamları (liftləri) nəzəriyyəsi Yano və İşihara [106] (həmçinin, bax 

məsələn, [41], [42], [45], [51]) tərəfindən inkişaf etdirilmişdir. Bu yarımfəsildə əsas 

məqsədimiz simplektik kanonik izomorfizmlərin köməyi ilə liftlərin çevrilməsini 

öyrənməkdən ibarətdir. 
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Tutaq ki, f    ,M  simplektik çoxobrazlısı üzərində hər hansı funksiyadır. 

Əgər TXC
 X  vektor meydanının M  çoxobrazlısından  MT

 
toxunan laylanmasına  

  fvfXffX s
sCCC

T
C  ,  

şəklində təyin olunan tam liftidirsə, onda TXC
    iiii vxxx ,,   koordinatlarına 

nəzərən  


















i
s

s

i
C

Xv

X
X T        (2.7.3) 

komponentlərinə malikdir (bax [106, s. 15]). 

(2.7.1) və (2.7.3)-dən istifadə etməklə, alarıq:  

   

 

,

0~
*









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





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
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
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


















































i
kiksX

s

k

i
kis

si
ski

i
kisksi

is

k

i
s

s
kiksi

si

k

i
s

s

i

kiksi
s

k
iI

T
CK

I
Cb

XpLv

X

XvXXXv

X

XvvX

X

Xv

X

v
XAX T












  (2.7.4) 

burada XL
  
Li diferensallanmasının işarəsidir. 

Digər tərəfdən, X  vektor meydanının M çoxobrazlısından  MT *
 kotoxunan 

laylanmasına *T
XC

 tam lifti  

   ZLZX X
C

T
 *  

şəklində təyin olunur, burada Z  və  ZLX     MT *
 laylanmasında  

    ,,,
i

iX
i

i ZXpZLZpZ    
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lokal ifadələrinə malik funksiyalardır və *T
XC  tam liftinin    i

iii pxxx ,, 

koordinatlarına nəzərən 


















i
ki

k
C

Xp

X
X

T*  

 komponentləri vardır (bax [106, s. 236]).  

(2.7.4)-dən alırıq:  

  









ksX
sT

C
T

Cb

Lv
XX




0
**  

 

yəni, əgər 0ksXL 
 
olarsa, onda   .** T

C
T

Cb XX   X  o halda  ,M
 
üzərində 

simplektik vektor meydanı adlanır ki, simplektik formanı saxlamış olsun, yəni

0XL  münasibəti ödənilsin. Beləliklə, aşagıdıkı teorem doğrudur. 

Teorem 2.7.1. Tutaq ki,  ,M
 simplektik çoxobrazlıdır, TXC

və *T
XC vektor 

meydanının uyğun olaraq,  MT  toxunan laylanmasına və  MT *

 kotoxunan 

laylanmasına tam liftləridir. Əgər X  simplektik vektor meydanıdırsa, onda TXC

 
və 

*T
XC

 
 b əlaqəlidirlər, yəni   .** T

C
T

Cb XX   

İstənilən  HX  Hamilton vektor meydanı  dHi
HX 

 
simplektik vektor 

meydanı olduğundan  .02  HdddidL
HXHH iXX  

 
Teorem 2.7.1-dən 

birbaşa aşağıdakı nəticə alınır. 

Nəticə 2.7.1. Əgər HX
 

Hamilton vektor meydanıdırsa, onda  
TH

C
X

 
və  

  *TH

C
X

  
b əlaqəlidirlər. 
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İndi isə fərz edək ki,  ,M
  mn 2  

ölçülü simplektik çoxobrazlıdır. Qeyd 

etdiyimiz kimi,  MT *

 
kotoxunan laylanmasında  

i
i dxdpdp ~  

qapalı 2-forması vardır, burada ,i
idxpp   yəni  MT *

 m4 ölçülü simplektik 

çoxobrazlıdır. Əgər LX
KL dxdx   ~

2

1~
 
 işarə etsək, onda alarıq: 

  .
0

0~~

















k
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l
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KL





 

 nin  MT
 
toxunan laylanmasında T

C  tam lifti 2-formadır və    iiii vxxx ,, 

koordinatlarına nəzərən  













 


0ij

ijijs
s

T
C v






    
(2.7.5) 

komponentlərinə malikdir (bax [106, s. 38]). 

İndi isə    MTMT *# :
 
kanonik izomorfizminə baxaq.  

   

,,,

,0
3

1

i
jsjjiij

skllskklsskl

isjiij

d









   
(2.7.6) 

münasibətlərini istifadə edərək (2.7.2) və (2.7.5)-dən görürük ki,
 

#  inikası 

nəticəsində C
nin geriyə çəkimi  MT *

 
üzərində    C*#

 
2-forması vardır və  
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j
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l
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yaxud 

     















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0

0*#*#

k
l

l
k

KLT
C

T
C




  

komponentlərinə malikdir. 

Buradan alınır ki,   T
C

*#
 geriyə çəkimi  

i
i dxdpdp ~

 simpleketik forması ilə 

üst-üstə düşür. Beləliklə, aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 2.7.2. Tutaq ki,  ,M
 simplektik çoxobrazlıdır.  MT *

 kotoxunan 

laylanması üzərində 
i

i dxdpdp   təbii simplektik strukturu 
#  inikası vasitəsilə 

 MT
 toxunan laylanmasına  nin tam liftinin geriyə çəkimidir, yəni 

  dpT
C 

*#
. 

İki simplektik çoxobrazlının      ,,: NMf
 

difeomorfizmi o halda 

simplektomorfizm adlanır ki,  *f
 
olsun, burada *f   f  difeomorfizminin 

geriyə çəkimidir.   0 T

C

T
C dd   (bax [106, s. 25]) olduğundan, Teorem 2.7.2-

dən aşağıdakı təklif alınır. 



80 
 

Nəticə 2.7.2.      T
CMTdpMT  ,,: *# 

 kanonik izomorfizmi 

simplektomorfizmdir. 

Fərz edək ki,  ,M
 


 sanki kompleks strukturuna  I2  malik 

simplektik çoxobrazlıdır. Əgər 2-forması  

   YXYX  ,,   

təmizlik şərtini ödəyirsə, yəni  

     XYYX ,,     

olarsa, onda  ,,M  üçlüyü [12]-də qəbul edilən terminalogiya mənasında 

çoxobrazlı adlanır (həmçinin bax [5, s. 31]). 

 

     XYYXYX ,,,     

2-formasını   ilə assosiasiya olunmuş əkiz 2-forma adlandırırıq. 

Tutaq ki, C  
kompleks cəbrdir və   rvvvv ,...,1, 21

**
21     Cr  holomorf 

(analitik) kompleks çoxobrazlısı üzərində  2,0  tipli kompleks tenzor meydanlarıdır. 

Onda * un həqiqi modeli M  üzərində elə   rjjjj 2,...,1, 2121
   tenzor 

meydanıdır ki, istənilən 21, XX  vektor meydanları üçün  

   .,, 2121 XXXX    

Belə tenzor meydanı  yə nəzərən təmiz tenzor meydanı adlanır. Təmiz tenzor 

meydanları bir çox alimlər tərəfindən tədqiq olunmuşlar (bax [52, 78, 19,  88]). 

  təmiz tenzor meydanına tətbiq olunan Ф operatoru (bax [85, 98]) 

          

     XLYYXL

YYXYYXYYXФ

YY 



21
,,

,,,,

12

212121




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şəklində təyin olunur və  

    m
kjim

m
kimjijkijm

m
kkij

Ф      (2.7.7) 

lokal ifadəsinə malikdir, burada Ф   3,0  tipli tenzor meydanıdır, XL X  vektor 

meydanı boyunca Li törəməsi və  

  .mj
m
iij    

Tutaq ki, M  üzərində inteqrallanan   sanki kompleks strukturu verilmişdir.
 

 Cr  

üzərində verilmiş  2,0  tipli kompleks 
*  tenzor meydanının C  holomorf tenzor 

meydanı olması üçün zəruri və kafi şərt 0Ф  
olmasıdır (bax [90, s. 57]). İndi isə 

fərz edək ki, M  inteqrallanmayan sanki kompleks   strukturuna malik 

çoxobrazlıdır. Bu halda 0Ф  şərti ödənildikdə   sanki holomorf tenzor 

meydanıdır. Əgər  ,,M
 

 çoxobrazlısının simplektik   2-forması 0Ф  

sanki holomorfluq şərtini ödəyərsə, onda   sanki holomorf simplektik 2-forma 

adlanır. Belə 2-formaya malik olan  çoxobrazlıya sanki holomorf  çoxobrazlı 

deyəcəyik. 

Tutaq ki, j
i

i
j dx   MU   ətrafında  1,1  tipli tenzor meydanıdır.   

nin toxunan laylanmaya TM
C  tam lifti     TM

CC
TM

C XX    bərabərliyi ilə tam 

təyin olunur. Analoji şəkildə  nin kotoxunan laylanmaya 
MT

C
*  tam lifti  

       XMT

CC

MT

C LXX  **  

bərabərliyi ilə tam təyin olunur, burada   XL    MT *

  
üzərində  

    i

s

iX

n

i
sX LpL 




1
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komponentlərinə malik şaquli vektor meydanıdır.  nin toxunan və kotoxunan 

laylanmalara tam liftləri    jjjj vxxx ,,   və    jjjj pxxx ,, 
 

doğrulmuş 

koordinatlarında (bax [106] )  

  

















i
j

i
js

s

i
jI

JTM
C

TM
C

v 




0
 

və  

     














 j

i
s
ji

s
ij

i
jI

JMT

C

MT

C
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0
**  

komponentlərinə malikdirlər. 

(2.7.1), (2.7.2), (2.7.6) və jm
m
kmk

m
j    bərabərliklərindən istifadə etsək, 

   MTMT *# :
 
kononik ifomorfizmi vasitəsilə TM

C nin çevrilməsi üçün yaza 

bilərik: 
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Beləliklə  əgər 0Ф  
olarsa, onda TM

C nin   TM
C

*#
 çevrilməsi 

MT

C
*  ilə üst-

üstə düşər. Ona görə də aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 2.7.3. Tutaq ki,  ,,M  simplektik  çoxobrazlıdır və 

   MTMT *# :
 kotoxunan laylanma ilə toxunan laylanma arasındakı kononik 

ifomorfizmdir. Əgər simplektik  çoxobrazlısı sanki holomorfdursa  ,0Ф   

onda
MT

C
*  tam lifti TM

C yə çevrilir, yəni   .*

*#

MT

C
TM

C    

  nin inteqrallanan olduğu halda TM
C və

MT

C
*  tam liftləri, uygun olaraq, 

toxunan və kotoxunan laylanmalarında kompleks strukturlardır (bax [106, s. 37; s. 

256]), yəni  
MT

CMT *,*   və  TM
CTM ,  kompleks çoxobrazlılardır. AA 1~

 (bax 

(2.7.1), (2.7.2)) olduğu üçün, Teorem 2.7.3-dəki  

       
MT

CJ

LMT

I

KTM
CK

L
J
ITM

C AA **
~~*#    

şərti bu şəkildə yazıla bilər:  

    ,**
#

*
#

MT

C
TM

C     

burada    .*
# I

JA  Buradan aydın olur ki,    MTMT *# :
 
inikası holomorfdur 

Beləliklə, aşağıdakı nəticəni alırıq. 

Nəticə 2.7.3. Tutaq ki,  ,,M  holomorf simplektik  çoxobrazlısıdır. Əgər

  inteqrallanan sanki kompleks strukturdursa, onda 
#  (və ya 

b ) kononik 

ifomorfizmi holomorf inikasdır. 

Digər tərəfdən, (2.7.7)-dən müəyyən edirik ki, 
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d
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ikim
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ki

mijjmiijm

m

k

mj

m

ik

m

kjim

m

kimj

m

kimj

m

kmjiimjmjiijm

m

k

m

kjim

m

kimjijkijm

m

kkij

dd

d

d

Ф































 

 

simplektik  çoxobrazlısı  0d  halında isə  

     2121 ,,3,, YXYdYYXФ   

olur, burada    əkiz 2-formadır. Beləliklə, aşağıdakı teoremi isbat etmiş 

olduq. 

Teorem 2.7.4.  ,,M  simplektik   çoxobrazlısı yalnız və yalnız 

   2-forması qapalı olduqda holomorfdur. 

Teorem 2.7.3-dən və  Teorem 2.7.4-dən aşağıdakı nəticəni alınır. 

Nəticə 2.7.4.  Əgər     ,,M   çoxobrazlısı üzərində qapalı  əkiz 

2-formadırsa, onda 
MT

C
*     MTMT *# :

 kononik ifomorfizmi nəticəsində 

TM
C nin çevrilməsidir.  

Tutaq ki, ji
k

k
ij dxdxSS    ,M  simplektik çoxobrazlısı üzərində vektor 

qiymətli 2-formadır.  

      im
m
jl

m
il SSZYSXYZXS   ,,,,,   (2.7.8) 

bərabərliyi ödənildikdə deyirlər ki,   simplektik forması  S ə nəzərən təmizdir. 

   XYSYXS ,,   

olduğundan, buradan alınır ki,  
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           ,,,,,,,,, YZSXZYSXYZXSYXZS    

və ya 

.im
m
lj

m
li SS       (2.7.9) 

 Təmiz tenzor meydanlarına tətbiq olunan Yano –Ako operatoru (bax [85, 105]) 

  

     

       2121211

22121),(

2121

,,,,,

,,,

,,,

2

121

YYXXSYYXSL

YXYSLYYL

YYXXФ

X

XXXS

S

















   

şəklində təyin olunur  və 

   
  m

jishm
m
jihmsmsi

m
jhms

m
jhi

msj
m
hims

m
hijhsm

m
jijihsS

SSSS

SSSФ








 

lokal ifadəsinə malikdir. 

  
jihsSФ   obyektləri yalnız və yalnız   S ə nəzərən təmiz olduqda  4,0  tipli 

tenzor meydanının komponentləri olurlar.  

S in toxunan laylanmaya TM
C S  tam lifti (bax [106]) M üzərində istənilən 

YX , vektor meydanları üçün 

    TM

CCC
TM

C YXSYXS ,,   

qaydası ilə təyin olunur və doğrulmuş    jjjj vxxx ,, 
 
koordinatlarına nəzərən 

sıfırdan fərqli  

        h
jim

mh

jiTM
Ch

ji

h

ijTM
Ch

ijTM
Ch

jiTM
C SvSSSSS  ,  

 komponentləri vardır. 
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İndi isə    MTMT *# :  inikası ilə TM
C S in çevrilməsinə, yəni 

       M

KPTM
CP

I
K
J

H
M

H

JIMTTM
C SAAASS

~~
*

*#   

çevrilməsinə baxaq. (2.7.6), (2.7.8) və (2.7.9) bərabərliklərini istifadə etsək,alarıq: 

 

 

 

 

  

 

 

(2.7.10) 
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Digər tərəfdən, yaxşı məlumdur ki, kotoxunan laylanmaya  2,1  tipli çəp-simmetrik 

tenzor meydanının 
MT

CS * tam liftinin (bax [106, s. 245]) 

 

       

   

   .

,,
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,
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**

****
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m
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m
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m
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h
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j
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h

ijMT

Ci
jh

h
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C

h

ijMT

Ch
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ijMT
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ijMT
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h
ji

h

jiMT

C

SSSpS

SSSS

SSSS

SS









 

 komponentləri vardır. Buradan və (2.7.10)-dan alınır ki, əgər   0
jihsSФ   olarsa, 

onda   .*

*#

MT

C
TM

C SS   Beləliklə, aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 2.7.5. Tutaq ki,    ,M  simplektik çoxobrazlısı üzərində  2,1 tipli 

çəp-simmetrik S  tenzor meydanına nəzərən təmiz simplektik 2-formadır və tutaq ki,  

TM
CS  və 

MT

CS *  S  tenzor meydanının , uyğun olaraq, toxunan və kotoxunan 

laylanmalara tam liftləridir. Əgər   simplektik 2-forması 

   
0



m
jishm

m
jihmsmsi

m
jh

ms
m
jhimsj

m
hims

m
hijhsm

m
ji

SSS

SSSS




 

 Yano-Ako tənliyini ödəyirsə, onda 
MT

CS *  tam lifti    MTMT *# :
 kanonik 

izomorfizm nəticəsində TM
CS  tam liftinin çevrilməsidir.  
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III FƏSIL 

 

KOTOXUNAN LAYLANMA FƏZALARINDA METRİKALAR 

 

3.1. Kotoxunan laylanma fəzalarında Peterson mənada Riman 

genişlənməsi, adaptə olunmuş (seçilmiş) reperdə onun Levi-Çivita rabitəsinin 

ifadəsi 

 Tutaq ki, nM  C  sinfindən olan n ölçülü diferensiallanan çoxobrazlıdır, 

 nMT*  onun kotoxunan laylanma fəzası,   isə   nn MMT *
 şəklində təbii 

proyeksiyasıdır. nM dəki nixU i ,,1),,(   lokal koordinat sistemi  nMT*  

üzərində   ,,),(1
i

ii pxxU   ,,,1 ni   nnini 2,,1  lokal koordinat 

sistemini doğurur, burada i
i px   hər bir   UxMT nx ,*

 kotoxunan fəzasında p  

kotoxunan vektorlarının  idx  təbii koreperinə nəzərən koordinatlarıdır.  

  nMF     nMTF *  ilə   nn MTM *
 üzərində C  sinfindən olan həqiqi 

qiymətli funksiyalar halqalarını,  n
r
s M     n

r
s MT *  ilə isə  nMF    nMTF *

üzərində ),( sr  tipli C  sinfindən olan tenzor meydanlarının modullarını işarə edək.  

 Tutaq ki, i
i

i

i X
x

XX 



  və 

i
idx    nMU   oblastında, uyğun olaraq 

 nMX 0
1  vektor meydanının və  nM0

1  1-formasının lokal ifadələridir. 

Onda X  vektor meydanının   n
H MTX *1

0  horizontal lifti və   1-formasının 

  n
V MT *1

0  şaquli lifli 
















ii xx
,  təbii reperinə nəzərən, uyğun olaraq,  












i
i

jh
ijhi

iH

x
Xp

x
XX                                     (3.1.1) 

və 







i
ii

V

x
                                                       (3.1.2) 
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düsturları ilə təyin olunurlar (bax [103], [104]), burada h
ij  nM  üzərində simmetrik 

(buruqluqsuz) afin rabitəsinin əmsallarıdır.  

 )(1 U  oblastında təbii reperə nəzərən  

 












 


0

2

j
i

i
j

h
jih

JI
RR

p




                                   (3.1.3) 

komponentlərinə malik olan   n
R MT *0

2  tenzor meydanına baxaq, burada i
j  

Kroneker deltasıdır. nKJI 2,,1,,,   indeksləri 
















ii xx
,  təbii (natural) reperinə 

uyğundurlar. Araşdırılan (3.1.3) tenzor meydanı  nMT*  kotoxunan laylanma fəzası 

üzərində psevdo-Riman metrikası təyin edir və bu metrikanı xətti elementi  

i
i pdxds 22   

düsturu ilə verilir, burada  

.ih
jihii dxpdpp   

R
 metrikasına simmetrik   afin rabitəsinin Riman genişlənməsi deyilir (bax [80], 

[106]). Riman genişlənməsinin tətbiqləri ilə bağlı çoxsaylı nəticələr [49], [50]  

məqalələrində verilmişdir. 

  nMX 1
0  vektor meydanının  nMT*  kotoxunan laylanma fəzasına, 

  n
C MTX *1

0  tam lifti  












i
i

h
ihi

iC

x
Xp

x
XX                                   (3.1.4) 

şəklində təyin olunur ([103],[106]).  

 (3.1.3) və (3.1.4) münasibətlərinin köməyi ilə asanlıqla müəyyən edirik ki, 

   ,, XYYX YX
CCR                                (3.1.5) 

burada  

   h
i

ih
i

i
hYX XYYXpXY   

işarə olunmuşdur. 



90 
 

   n
R MT *0

2  tenzor meydanı XC
 və YC

  şəklində vektor meydanlarına 

təsiri ilə tamamilə təyin olunduğundan (bax təklif 4.2, [106, s. 237]) biz R  

metrikasının aşağdıakı alternativ təriflərini yaza bilərik.  

 R  tenzor meydanı (3.1.5) şərti ilə tamamilə təyin olunur. 

 Digər tərəfdən XH  və V  vektor meydanları   nMT *1
0  modulunu örtürlər. 

Deməli, R  tenzor meydanı həmçinin bu tenzor meydanının XH  və V  vektor 

meydanlarına təsiri ilə təyin olunur. (3.1.1)-(3.1.3) münasibətlərindən  nMYX 1
0,   

və  nM0
1,   üçün aşağıdakılar alınır:  

  ,0,   VVR                                                (3.1.6) 

        ,,  XXX VHVR                             (3.1.7) 

  .0,  YX HHR
                                             (3.1.8) 

 Beləliklə, yuxarıda şərh olunan mühakimələrin nəzərə alsaq, onda R  Riman 

genişlənməsi (3.1.6)-(3.1.8) şərtləri ilə tamamilə təyin edilir. (3.1.6)-(3.1.8) 

şərtlərinin adaptə olunmuş reperə gətirilməsi daha əlverişlidir. 

 Əvvəlcə  nMT*  kotoxunan laylanma fəzasında adaptə olunmuş reperə tərif 

verək. Tutaq ki,   nM  üzərində buruqluqsuz afin rabitədir. nMU   oblastında  

nidx
x

X ii

ii ,,1,, )(
)( 




   

meydanlarına baxaq. (3.1.1) və (3.1.2) münasibətlərindən alınır ki, )(i
HX  və )(iV  

liftlərinin, uyğun olaraq,  












i
n

a
hiaii

H

x
p

x
X )(                                       (3.1.9) 

və 

i

iV

x


)(                                                          (3.1.10) 

şəklində lokal ifadələri vardır. 
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     )()()(
)(

)(
~~,~,  eeeX ii

iV
i

H   

çoxluğu   afin rabitəsinə adaptə olunmuş reper adlanır. Aşağı n2,,1,,,   

indeksləri adaptə olunmuş reperə uyğundurlar. 

 (3.1.1), (3.1.2) və (3.1.9), (3.1.10) tənlikləri indi onu ifadə edirlər ki, XH  və 

V  liftlərinin adaptə olunmuş  )(
~
e  reperinə nəzərən, uyğun olaraq,  
















0
,~

)(

i
H

i
iH X

XeXX                                      (3.1.10) 

və 











i

V

i
ii

V e



0

,~
)(                                      (3.1.12) 

komponentləri vardır, burada  ,1
0 nMX    ,0

1 nM  iX  və i  isə, uyğun 

olaraq, X  vektor meydanının və   1-formasının lokal komponentləridir. Həmçinin, 

(3.1.6)-(3.1.8) şərtlərindən alınır ki,  

    ,0
~~,~, )()(

)()(  ji
R

ji
RjViVR ee  

    ,0
~~,~, )()()()(  ij

R
ji

R
j

H
i

HR eeYX  

      ,
~~~,~, )()()(

)( i
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i
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R
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R
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R
j

HivR

x
dxeeX  












  

      ,
~~~,~, )()(
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j
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j
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R
ji

R
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RjV
i
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x
dxeeX  












  

yəni R
 Riman genişlənməsinin  )(

~
e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən aşağıdakı  

 


































0,
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~

j
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i
j

ij
R

ij
R

ij
R

ji
R

RR




                        (3.1.13) 

komponentləri vardır. 

 (3.1.9) və (3.1.10)-dan istifadə etməklə )(1 U  ətrafında  

A
AAe  

~
  və  

B
B dxAw  ~

 



92 
 

düsturları ilə təyin olunan lokal e
~  vektor meydanlarına və ~  1-formalarına baxaq, 

burada 

  ,
0

































j
i

a
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i
j
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j

i
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i

j

i
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pAA
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


                                (3.1.14) 

  .
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


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i
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B
pAA

AA
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
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                           (3.1.15) 

Asanlıqla müəyyən etmək olar ki,  ~  çoxluğu adaptə olunmuş  e~  reperinə 

qarşılıqlı (dual) olan koreperdir, yəni  

.~~ 





   B
B AAe  

 Adaptə olunmuş  e~  reperi qeyri-holonom olduğundan biz aşağıdakı ayrılışı 

müəyyən edirik:  

  .~~,~



 eee   

Buradan  

  



 A

AA AAeAe ~~   

olması alınır.  

 (3.1.9), (3.1.10), (3.1.14) və (3.1.15)-ə əsasən 
  qeyri-holonomluq 

obyektinin komponentləri  

,j
li

i

lj

i

jl
  

a
ljia

i
lj Rp                                               (3.1.16) 

formasına malikdirlər və bütün digər komponentləri isə sıfra bərabərdirlər, h
ljkR  isə 

  rabitəsinin R  əyrilik tenzorunun lokal komponentlridir. 

 Fərz edək ki, C
 R

 Riman genişlənməsi ilə təyin olunan Levi-Çivita 

rabitəsidir. C  rabitəsini simmetrik   afin rabitəsinin  nMT*  kotoxunan laylanma 

fəzasına tam lifti adlandıraq. Aşağıdakı ayrılışa baxaq:  

.~~
~ 




ee C
e

C   
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  nMTYX *1
0,   üçün  

 YXXY Y
C

X
C ,  

tənliyi indi onu nəzərdə tutur ki,  

.






  CC

                                      (3.1.17) 

   0,  ZY
R

X
C

 tənliyi adaptə olunmuş  e~  reperinə nəzərən  

0~  






RCRCR
e                           (3.1.18) 

şəklini alır.  

(3.1.17) və (3.1.18) münasibətlərindən alınır ki,  

   ,
2

1~~~

2

1 









 

RRRRC eee  

burada 




 

RR
 və   .

0

0













 i

m

i
mR




 

(3.1.9), (3.1.10), (3.1.13) və (3.1.16)-dan istifadə etməklə alırıq: 

,0 i

jk

Ci

jk

Ci

jk

Ci
jk

Ci

jk

C
 

,, j
ki

i
jk

Ci
kj

i
kj

C                                          (3.1.19) 

 a
ikj

a
jik

a
kjia

i
kj

C RRRP 
2

1
. 

 Tutaq ki,   nMTX *1
0  və  

.~~~~~~
)()( i

i
i

i eXeXeXX  


 

Onda XC  kovariant törəməsinin  








 XXeX CC ~~~~

  

komponentləri vardır. 

 Əgər XX H  və VX   olarsa, onda (3.1.9)-(3.1.12) və (3.1.19) 

münasibətlərinə əsasən biz belə bir nəticəyə gəlirik ki, XHC  və VC  kovariant 

törəmələrinin adaptə olunmuş  e~  reperinə nəzərən, uyğun olaraq  
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və 
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








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0

00~

ik

vC


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                                              (3.1.21) 

komponentləri vardır. 

 (3.1.4), (3.1.9) və (3.1.10) münasibətlərini nəzərə alsaq, müəyyən etmiş olarıq 

ki, istənilən  nMX 1
0  üçün  

  
i

i
h

ihi
iC eXpeXX )()(

~~
                                  (3.1.22) 

Analoji qayda ilə (3.1.12) və (3.1.22)-ni istifadə etməklə isbat edirik ki,  
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XXRRRpXp
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X 
           (3.1.23) 

(3.1.21)  münasibətindən aşağıdakı teoremin doğruluğu alınır.  

 Teorem 3.1.1.   nM0
1  kovektor meydanının R  metrikasına malik 

 nMT*  kotoxunan laylanma fəzasına şaquli liflinin paralel olması üçün zəruri və 

kafi şərt verilmiş   kovektor meydanının   rabitəsinə nəzərən paralel olmasıdır.  

 Əgər nM  çoxobrazlısı g  psevdo-Riman metrikasına malikdirsə, onda  

   
    t

si
sa

tka
sa

tk

t

isj
j

a
sa

isjk
j

a

sa
iskj

j
a

sa
kjis

j
a

ja
kjia

XggpggRXpgRXp

gRXpgRXpXRp

][ 



     (3.1.24) 

bərabərliyinə əsasən (3.1.20) və (3.1.23) münasibətlərindən aşağıdakı teorem alınır:  

 Teorem 3.1.2. Əgər nM  psevdo-Riman g  metrikasına və bu metrikanın   

Levi-Çivita rabitəsinə,  nMT*  kotoxunan laylanma fəzası isə metrika olaraq R
 

Riman genişlənməsinə malikdirlərsə, onda  nMX 1
0  vektor meydanının 

  R
nMT ,*

 kotoxunan laylanma fəzasına horizontal və tam liftlərinin paralel 
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olmaları üçün zəruri və kafi şərt verilmiş X  vektor meydanının   Levi-Çivita 

rabitəsinə nəzərən paralel olmasıdır. 

 

 

  3.2. Kotoxunan laylanma fəzalarıda Levi-Çivita olmayan metrik 

rabitələr və onların əyrilik tenzorlarının xassələri 

 

 

 Bu fəslin 3.1 yarımfəslində biz  nMT*  kotoxunan laylanma fəzasında R  

Riman genişlənməsini daxil etdik və R  metrikasının C  Levi-Çivita rabitəsinə 

baxmış olduq. Bu,   0 RC
 bərabərliyini ödəyən yeganə buruqluqsuz afin 

rabitədir. Lakin   0
~

 R
 bərabərliyini ödəyən və trivial olmayan buruqluq 

tenzoruna malik başqa rabitədə vardır. Bu rabitəni R  metrikasının metrik rabitəsi 

adlandırırlar. 

 Buruqsuzluq   afin rabitəsinin  nMT*  kotoxunan laylanma fəzasına H  

horizontal lifti istənilən  nMYX 1
0,   və  nM0

1,   üçün belə təyin olunur 

([102]): 

,0 


VH
V     ,0 Y

HH
V   

   YY X
HH

H
H

X
VV

H
H

XX
 , .                (3.2.1) 

Aşağıdakı işarələməni daxil edək:  

,
)(

~
 e

HH   

burada  

   )()()(
~,~~

ii eee   

adaptə olunmuş reperdir. 
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 Onda )()(
~~~



 ee HC   bərabərliyinə əsasən biz müxtəlif indekslər üçün 




~H  əmsallarını yaza bilərik. Beləliklə, (3.2.1)-dən alınır ki,  

,
~
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k
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k
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~~~~~~
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H                       (3.2.2) 

 Tutaq ki, T  H
 horizontal liftinin buruqluq tenzorudur. Onda T   nMT *

kotoxunan laylanma fəzasında   ,0,  VVT    0, VHXT  və  

   YXRYXT HH ,,   düsturları ilə təyin olunan ( [106, s. 287]) çəp-simmetrik 

 2,1  tipli tenzor meydanıdır, burada R    afin rabitəsinin əyrilik tenzorudur və  

 
i

lkh
kli

i
h

x
YXRpYXR




,  

Beləliklə H  rabitəsinin hətta g  metrikasının   Levi-Çivita rabitəsi üçün də bu 

metrika lokal müstəvi olduğu halda qeyri-trivial buruqluq tenzoru vardır.  

(3.1.6)-(3.1.8) və (3.2.1) bərabərliklərinə əsasən, istənilən  nMZYX 1
0,,   

və  nM0
1,,   üçün müəyyən edirik:  
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    .0,  ZY HHR

X

H
H  

 İndi isə  fərz edək ki, RH
 H

 metrik rabitəsinin əyrilik tenzorudur. RH  

əyrilik tenzorunun adaptə olunmuş reperə nəzərən aşağıdakı komponentləri vardır:  
































~~~~~

~~~~~
)()(

HHHHH

HHH eeR

                         (3.2.3) 

komponentlri vardır. 

 (3.1.9), (3.1.10), (3.1.16), (3.2.2), (3.2.3) bərabərliklərini istifadə etməklə və 

bölünmüş 


 RR
HH


~  əyrilik tenzor meydanının (Riççi tenzor meydanı) 

komponentlərini hesablamaqla taparıq:  

,
~~~~

kj

i

ikj

i

kji
Hi

ikj
H

kj
H

kj
H RRRRRR  

  

,0
~

,0
~

,0
~


jk

H
jk

H

jk

H RRR                                  (3.2.4) 

burada kjR  nM də   rabitəsinin Riççi tenzor meydanıdır. 

 H  metrik rabitəsinə malik  nMT*  kotoxunan laylanma fəzasının skalyar 

əyriliyi üçün (3.2.4)-ə əsasən  

0
~~~

 
 RR HR

 

münasibətini alırıq, burada  

 















0

0~

j
k

k
jR




  

Beləliklə, biz aşağıdakı teoremin doğruluğunu isbat etmiş olduq. 

 Teorem 3.2.1.  H
 metrik rabitəsinə malik olan  nMT*  kotoxunan 

laylanma fəzasının R
 metrikasına nəzərən sıfır skalyar əyriliyi vardır. 

 

 

 3.3. Kotoxunan laylanma fəzalarıda Riman genişlənməsinə nəzərən vektor 

meydanlarının Killinqlik şərtləri və bu metrikanın Norden metrikası olması 

şərtləri   
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 g  psevdo-Riman metrikasına malik nM  çoxobrazlısı üzərində  nMX 1
0  

vektor meydanı o halda Killinq vektor meydanı (və ya infinitezimal izometriya) 

adlanır ki, 0gLX  münasibəti ödənilmiş olsun, burada XL  Li törəməsinin 

işarəsidir. 

 0gLX  şərtini istənilən  nMZY 1
0,   üçün  

       0,,,  YXgZXgZYgL ZYX                        (3.3.1) 

şəklində də yazmaq olar, burada   g  metrikasının Levi-Çivita rabitəsidir. 

 R
 Riman genişlənməsinin Li törəmisini hesablayaq.  )(

~
e  adaptə olunmuş 

reper olduğuna görə (3.3.1) münasibəti onu ifadə edir ki,  

      0~,~~~,~~
)()()()(  





 eeXeeX CRCR

 

və ya  

,0
~~

  XX CC
                                         (3.3.2) 

burada  X
~

  X
~

 vektor meydanının  

   
 XX R ~~~

  

düsturu ilə verilən assosiasiya olunmuş kovektor meydanıdır. 

 R  Riman genişlənməsinə malik  nMT*  kotoxunan laylanma fəzasına 

şaquli, horizontal və tam liflərin assosiasiya olunmuş kovektor meydanları (3.1.11), 

(3.1.12), (3.1.13) və (3.1.22) bərabərliklərinin nəzərə alınması ilə  )(
~
e  adaptə 

olunmuş reperinə nəzərən, uyğun olaraq, aşağıdakı kimi verilirlər:  

     ,0,~~
k

vRvX 
   

     ,,0
~~

k

HRH XXX  
  

     .,
~~ kh

kh

CRC XXpXX  
  

 (3.1.21) və (3.3.2) münasibətlərini nəzərə almaqla biz belə bir nəticəyə gəlirik 

ki, R
 Riman genişlənməsinin V

 yə nəzərən Li törəməsi  )(
~
e  adaptə olunmuş 

reperində aşağıdakı komponentlərə malikdir:  
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  











 


00

0~~ jkkjVCVCR

VL


                 (3.3.3) 

İstənilən  nMX 1
0  üçün j

iji Xg  işarə edək. Beləliklə, (3.3.3) münasibətindən 

aşağıdakı teoremin doğruluğu alınır:  

 Teorem 3.3.1. R  metrikasına malik kotoxunan laylanma fəzasında   vektor 

meydanının Killinq vektor meydanı olması üçün zəruri və kafi şərt assosiasiya 

olunmuş j
iji gX   vektor meydanının Killinq vektor meydanı olmasıdır. 

 Əlavə olaraq, (3.1.20), (3.1.23) və (3.3.2) münasibətlərini nəzərə almaqla 

müəyyən edirik ki, 
R

X
HL  və R

XcL  Li törəməsinin adaptə olunmuş  )(
~
e  

reperinə nəzərən, uyğun olaraq aşağıdakı komponentləri vardır:  

   
,

00 











 


k
j

j
k

sa

jsk

a

ksjaR

H

XXXRRp
L

X   

  


R
XcL  

   



















0

2

k
j

j
k

k
j

j
k

sa

jsk

a

ksja
h

kj
h

jkh

XX

XXXRRpXXp
. 

 Bu bərabərliklərdən və (3.1.24) bərabərliyindən aşağıdakı teoremin doğruluğu 

alınır:  

 Teorem 3.3.2. nM  çoxobrazlısından vektor meydanlarının R  metrikasına 

malik  nMT*  kotoxunan laylanma fəzasına horizontal və tam liftləri o halda Killinq 

vektor meydanlarıdır ki, verilən  nMX 1
0  vektor meydanı nM də g  

metrikasının   Levi-Çivita rabitəsinə nəzərən paralel vektor meydanı olsun . 

 İndi isə fərz edək ki,  ,2nM    kompleks strukturuna malik sanki kompleks 

çoxobrazlıdır. Bildiyimiz kimi (bax I fəsil, 1.2 yarımfəsli),  nMg 2
0
2  metrikası o 

halda Norden metrikasıdır ki, istənilən  nMYX 2
1
0,   üçün  

   YXgYXg  ,,   
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münasibəti ödənilmiş olsun. Bu növ metrikalar həmçinin təmiz, anti-Hermit və B-

metrikalar adları altında tədqiq olunmuşlar (məsələn, bax [55], [84], [86], [88], [99],). 

 ,2nM  g  Norden metrikasına malik sanki kompleks çoxobrazlı olduqda deyirlər 

ki,  gM n ,,2   sanki Norden çoxobrazlısıdır. Əgər   inteqrallanandırsa, onda 

 gM n ,,2   Norden çoxobrazlısı adlanır. Məlumdur ki,   strukturunun 

inteqrallanması  nMN 2
1
2  Nijenhuis tenzorunun sıfra bərabər olmasına 

ekvivalentdir. Əgər   inteqrallanandırsa, onda   kompleks strukturdur və bundan 

başqa, nM2  keçid funksiyaları holomorf inikaslar olan c  holomorf )(cXn  

çoxobrazlısıdır.  

 Fərz edək ki, 
*

t  )(cXn  üzərində kompleks tenzor meydanıdır. Bu növ tenzor 

meydanının həqiqi modeli onun vektor və kovektor arqumentlərinin   afinor 

strukturunun təsirinə məruz qalmalarından asılı olmayaraq nM2  üzərində eyni tərtibli 

tenzor meydanıdır. Belə tenzor meydanları çoxsaylı müəlliflər tərəfindən tədqiq 

olunmuşlar (məs. bax [5], [10], [81], [82], [99]). 

 Xüsusi halda ),0( q  tipli   tenzor meydanına tətbiq olunan təmizlik anlayışı 

onu ifadə edir ki, istənilən  nq MXX 2
1
01 ,,   üçün aşağıdakı şərtlər ödənilməlidir:  

     nnq XXXXXXXXX  ,,,,,,,,, 212121   . 

  tenzor meydanına təsiri  

           qqq YYYXYYYXYYXФ ,,,,,,,,, 212111    

     XLYYYYXL
qYqY  ,,,,,, 2121

   

düsturu ilə ifadə olunan (bax [55]) 

   nqnq MMФ 2
0

12
0:   

operatorunu təyin edək, burada YL  Y  boyunca Li diferensiallanmasının işarəsidir. 

 Əgər   nM2  üzərində kompleks strukturdursa və Ф  tenzor meydanı sıfra 

bərabərdirsə, onda )(cXn  üzərində 
*
  holomorf kompleks tenzor meydanı adlanır 
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(bax [10], [105]). Beləliklə, )(cXn  üzərində holomorf 
*
  tenzor meydanı nM2  

üzərində elə təmiz   tenzor meydanı şəklində realizə olunur ki, ixtiyari 

 nq MYYX 2
1
01 ,,,   üçün  

   0,,,, 21 qYYYXФ   

şərti ödənilmiş olsun. Ona görə də nM2  üzərində qeyd olunan   tenzor meydanına 

da holomorf tenzor meydanı deyilir. Əgər nM2  üzərində   sanki kompleks 

strukturdursa, onda 0Ф  bərabərliyini ödəyən   tenzor meydanı sanki holomorf 

tenzor meydanı adlanır. 

 Norden çoxobrazlısında istənilən  nMZYX 2
1
0,,   üçün  

   0,, ZYXgФ  

şərti ödənildikdə deyirlər ki, g  Norden metrikası holomorfdur.  

 Əgər  gM n ,,2   g  Norden metrikasına malik Norden çoxobrazlısıdırsa, onda 

deyirik ki,  gM n ,,2   holomorf Norden çoxobrazlısıdır.  

 Bəzi cəhətlərinə görə holomorf Norden çoxobrazlıları Keler çoxobrazlılarına 

bənzərdirlər. Aşağıda ifadə edəcəyimiz teorem 3.3.3 belə bir məlum nəticənin 

analoqudur. Sanki Hermit çoxobrazlısı onda və yalnız onda Keler çoxobrazlısıdır ki, 

sanki kompleks struktur Levi-Çivita rabitəsinə nəzərən paraleldir. 

 Teorem 3.3.3. [59] (parakompleks halı üçün, bax [86]) g  Norden metrikasına 

malik sanki kompleks çoxobrazlısı üçün 0gФ  şərti 0   olmasına 

ekvivalentdir, burada   g  metrikasının Levi-Çivita rabitəsidir. 

 Keler-Norden çoxobrazlısı sanki kompleks   strukturu və 0   şərtini 

ödəyən g  psevdo-Riman metrikası ilə təchiz edilmiş nM2  çoxobrazlısı ilə 

formalaşan  gM n ,,2   üçlüyü şəklində təyin oluna bilər, burada   g   metrikasının 

Levi-Çivita rabitəsidir və nəzərdə tutulur ki, g  Norden metrikasıdır. Beləliklə Keler-

Norden çoxobrazlıları ilə holomorf metrikaya malik Norden çoxobrazlıları arasında 

qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq (biyeksiya) vardır. Qeyd edək ki, bu çoxobrazlılarda 
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Riman əyrilik tenzoru təmiz və holomorfdur, bundan başqa skalyar əyrilik lokal 

holomorf funksiyadır (bax, [59], [86])  

 Qeyd 3.3.1. Məlumdur ki, sanki kompleks   strukturunun inteqrallanması elə 

buruqluqsuz afin rabitənin varlığına ekvivalentdir ki, həmin rabitəyə nəzərən 0   

tənliyi doğrudur.  

 g  metrikasının   Levi-Çivita rabitəsi buruqluqsuz afin rabitə olduğuna görə 

alarıq: Əgər 0gФ  olarsa, onda   inteqrallanandır. Beləliklə, 0gФ  və 0N

şərtlərini ödəyən sanki Norden çoxobrazlısı, yəni sanki holomorf Norden çoxobrazlısı 

yoxdur. 

 Qeyd 3.3.2. Keler-Norden g  metrikasının Levi-Çivita rabitəsi gG   ikiqat 

metrikasının Levi-Çivita rabitəsi ilə üst-üstə düşür (Keler-Norden çoxobrazlılarında 

Levi-Çivita rabitəsi üçün metrikanın qeyri-yeganəliyi).  

   n
H MT 2

*1
1  horizontal lifti istəniln  nMX 2

1
0  və  nM 2

0
1  üçün 

 , VVH    

 ,XX HHH                                              (3.3.4) 

şəklində təyin olunur [106, s. 281]. (3.1.9), (3.1.10) və (3.3.4) münasibətlərindən 

alınır ki, H
 horizontal liflinin  )(

~
e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən  

 















j
i

i
jH




 


0

0~                                         (3.3.5) 

komponentləri vardır, burada i
j     afinorunun lokal komponentlridir. 

 Yaxşı məlumdur ki, əgər   buruqluqsuz   afin rabitəsinə malik nM2  

çoxobrazlısında sanki kompleks strukturdursa, onda H   nMT 2
*

 kotoxunan 

laylaşan fəzasında sanki kompleks strukturdur [106, s.283].  

 (3.1.6), (3.1.7), (3.1.8) və (3.3.4) bərabərliklərindəki istifadə edərək asanlıqla 

göstərə bilərik ki, istənilən XX H
~

 və ya V  və  YY H
~

 və ya V  üçün 

   YXYX HRHR ~
,

~~
,

~
   
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bərabərliyi doğrudur, yəni   HR
nMT ,,   sanki Norden çoxobrazlısıdır. 

 FH  sanki kompleks strukturunun R  Riman genişlənməsinin C  Levi-

Çivita rabitəsinə nəzərən kovariant törəməsinə baxaq (3.1.19) və (3.3.5)-ə əsasən 

 )(
~
e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən, alarıq ki,  

,~ k
ji

k
j

H

i
C      ,~ j

ki
k
j

H

i
C     

    m
k

a

mij

a

jmi

a

ijm
m
j

a

kim

a

mki

a

imka
k
j

H

i
C RRRRRRp  

2

1~
  (3.3.6) 

və bütün digər komponentlər bərabərdirlər.  

 Əgər   strukturunu kovariant sabit saxlayan  0  buruqluqsuz   afin 

rabitəsi  nMYX 2
1
0,   üçün  

 YY XX
   

şərtini ödəyirsə,   holomorf rabitə adlanır [55, s. 185].    afin rabitəsi əyrilik tenzor 

meydanının təmizliyi  s
m

m
ijk

m
k

s
ijm

m
j

s
imk

m
i

s
mjk RRRR    onun 

holomorfluğu üçün zəruri və kafi şərtdir [5], [10]. Beləliklə, (3.3.6) 

bərabərliklərindən aşağıdakı teoremin doğruluğu alınır:  

 Teorem 3.3.4.  nMT 2
*  kotoxunan laylanma fəzası o halda R  metrikasına 

və H
 sanki kompleks strukturuna nəzərən Keler-Norden çoxobrazlısıdır ki, 

buruqluqsuz   rabitəsi   strukturuna nəzərən holomorf rabitə olsun.  

 Digər tərəfdən, yaxşı məlumdur ki, Keler-Norden çoxobrazlısında Norden 

metrikası təmizdir [59]. Deməli, əgər nM2  çoxobrazlısı g  Keler-Norden metrikasına 

və g  metrikasının   Levi-Çivita rabitəsinə,  nMT 2
*  kotoxunan laylanma fəzası isə 

metrika olaraq R
 Riman genişlənməsinə malikdirsə, onda aşağıdakı teorem 

doğrudur:  

 Teorem 3.3.5. nM2  psevdo-Riman çoxobrazlısının  nMT 2
*  kotoxunan 

laylaşan fəzası, o halda R
 və H

a nəzərən Keler-Norden çoxobrazlısıdır ki, 

 gM n ,,2   Keler-Norden çoxobrazlısı olsun. 
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 3.4. Kotoxunan laylanma fəza üzərində yeni metrika, onun Levi-Çivita 

rabitəsi 

 Qeyd etdiyimiz kimi   n
R MT *0

2  Riman genişlənməsi  nMT*  

kotoxunan laylanma fəzasında psevdo-Riman metrikası təyin edir. R  Riman 

genişlənməsinin xətti elementi  

i
i pdxds 22   

düsturu ilə verilir, burada ih
jihii dxpdpp   (daha ətraflı məlumat üçün, bax [80], 

[106])  

  nx MTx *1 )(   kotoxunan fəzası üzərində skalyar hasil hər bir nMx  üçün  

  ij
jigg   ,1

 

düsturu ilə təyin olunur, burada  nM0
1,   . 

 R  Riman genişlənməsindən və 


n

ji
ij

ji ppg

1,

  kvadratik diferensial 

formasından istifadə edərək  nMT*  kotoxunan laylanma fəzası üzərində yeni  





n

ji
ij

ji
i

j ppgpdxG

1,

2
~

                                  (3.4.1) 

metrikasını təyin edək.  

 (3.1.14) və (3.4.1)-dən müəyyən edirik ki, G
~

 metrikasının  nMT*  kotoxunan 

laylanma fəzasındakı  )(
~
e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən  































jij
i

i
j

ijij

ijji

gGG

GG
G



0

~~

~~
~

                               (3.4.2) 

komponentləri və 
















ii xx
,  təbii (natural) reperinə nəzərən isə  
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



































jim
ihm

jhj
i

m
jhm

hii
j

m
jim

a
ih

m
jsam

hs

ijij

ijji

gpg

pgpppg

GG

GG
G



2

~~

~~
~

     (3.4.3) 

komponentləri vardır, burada jig  g  metrikasının kontravariant komponentləridir. 

 (3.1.1), (3.1.2) və (3.4.3)-dən ixtiyari  nMYX 1
0,   və  nMw 0

1,   üçün 

aşağıdakı şərtlər alınır:  

  ,0,
~

YXG HH
 

        XXXG
VVH ,

~
,                            (3.4.4) 

        ,,,
~ 11   ggG VVV

. 

 (3.4.4) şərtləri G
~

 metrikasının tərifidir. Doğrudan da,  nMT*  toxunan 

laylanma fəzası üzərində  (0,2) tipli tenzor meydanı XH  və V  şəklində vektor 

meydanlarına təsiri ilə tamamilə təyin olunur (bax [106, s. 280]).  

 (3.1.1) və (3.1.4)-ə görə  nMX 1
0  vektor meydanının XC

 tam lifti  

  XpXX HC                                            (3.4.5) 

münasibəti ilə təyin olunur, burada  

    .ik
ik dxXpXp   

(3.4.4) və (3.4.5) bərabərliklərini nəzərə alsaq, yaza bilərik:  

                ,,,
~ 1 YpXpgXYpYXpYXG VVCC  

     (3.4.6) 

burada  

       m
lm

t
kt

kl YpXpgYpXpg  ,1
. 

   nMTG *0
2

~
  tenzor meydanı vektor meydanlarının tam lifli ilə tamailə 

təyin olunduğuna görə (bax [106, s. 237]), deyə bilərik ki, (3.4.6) tənliyi G
~

 

metrikasının alternativ xarakterizasiyasıdır. 

 (3.4.6)-dan həmçinin aşadakı teorem alınır:  
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 Teorem 3.4.1. Əgər nMYX ,,  üzərində paralel vektor meydanlarıdırsa, onda 

 nMT*  kotoxunan laylanma fəzası üzərində YX ,  vektor meydanlarının tam liftləri 

G
~

 metrikasına nəzərən ortoqonaldırlar. 

 Li mötərizəsi əməli nM  hamar çoxobrazlısının  nMT*  kotoxunan laylanma 

fəzası üzərində horizontal və şaquli vektor meydanları üçün aşağıdakı şərtləri ödəyir:  

)i            ,,,,,, YXpRYXYXRYXYX VHHHH    

)ii   ,0,  VV  

)iii    ,,,  X
VVHX   

burada  ,, 1
0 nMYX     nM0

1,   və R    rabitəsinin əyrilik tenzorunun 

işarəsidir (daha geniş məlumat üçün bax [106, s. 238 və s. 277]. 

 Teorem 3.4.2. Tutaq ki,  gMn ,  n ölçülü diferensiallanan çoxobrazlıdır və 


~

   GMT n
~

,*
 kotoxunan laylanma fəzasının Levi-Çivita rəbitəsidir. 

~
 Levi-Çivita 

rabitəsi ixtiyari  ,, 1
0 nMYX    nM0

1,   üçün aşağıdakı şərtləri ödəyir:  

)i         ,~,
~

,
2

1~ 1 pXRYYXpRgYY
VH

X
HH

HX
    

)ii        ,~,~~

2

1~ 1 pRXg
V

X
H

X
VV

HX
     

)iii    ,~,~~

2

1~
pRYY

V
H

V



  

)iv  ,0
~

 


V
V  

burada hər bir  ,, 1
0 nMYX    nM0

1,   üçün  nMg 1
0

1~     ,  

 ,
~ 0

1 nMXgX       ,~,
~ 0

1 nMpXRY   R  isə   rabitəsinin əyrilik tenzorunu 

işarə edir.  

 İsbatı. Məlumdur ki, 
~

 Levi-Çivita rabitəsi üçün Koszul düsturu istənilən 

 nMWVU 1
0,,    və  VHkji ,,,   üçün aşağıdakı şəkildədir:  

           VUGWUWGVWVGUWVg jikikjkjikj

Ui
,

~
,

~
,

~
,

~~2  
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        .,,
~

,,
~

,,
~

WVWGUWVGWVUG jikikjkji   

i) Kozsul düsturunu və (3.4.7) şərtlərini nəzərə alsaq, yaza bilərik: 

        XGYYGXYG HVHVHHVH

HX
,

~
,

~
,

~~
2   

         XYGYXGYXG HVHVHHHHV ,,
~

,,
~

,
~

  

           YXpRgYYXG
V

X

VHHV ,,2,,
~ 1   

      ,,,
~

,
~

2 1  VH
X

HV YXpRgGYG   

burada 

       
ji

ijV
YXpRgYXpRg ,,,1   

       VHi

i YXpRgGYXpRg ,,
~

, 11     

və 

   kji
ijka

at
a

kjia

ijka
HH

H XZYRgpXZYRpZYG
X

22,
~~

2
 

 kj
s

s

ktj
tkjis

ktjis
tkji

ktij
at

a XZYRpXZYRgpXZYRgp
~~2~22  

      .,~,
~~

2~,
~

2 ZpXRYGZpXRY HVV   

Onda biz alırıq 

       .~,
~

,
2

1~ 1 pXRYYXpRgYY vH

X
HH

H X
  

 

)ii              XZGZGXZG HHVHVHHV
HX

,
~

,
~

,,
~~

2   

         XZGZXGXGZ HHVHVHVHH ,,
~

,,
~

,
~

  

           XZpRgZXZG V
X

VVHH ,,2,,
~ 1   

      ,,~,~~~
,

~
2 ZpRXGZG VH

X
V    

        .,
~

2,2,
~

2 11  V
X

H
X

VVV
H gGgG

X
    

ona görə də  

      .~,~~

2

11 pRXg
V

X
H

X

VV
HX

     

)(i  və )(ii -dəki hesablamalara analoji hesablamaların köməyi ilə )(iii  və )(iv   

şərtlərin doğruluğu asanlıqla göstərilir. 
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 G
~

 metrikasına malik olan  nMT*  kotoxunan laylaşan fəzasının  )(
~
e  adaptə 

olunmuş reperinə nəzərən 


~
 Kristoffel simvollarının komponentlərini 

)()()(
~ ~~~~





eee   ayrılışının köməyi ilə hesablasaq, aşağıdakı nəticəni almış 

olarıq:  

 Nəticə 3.4.1. Tutaq ki,  gMn ,  n ölçülü çoxobrazlıdır və 
~

   GMT n
~

,*

kotoxunan laylanma fəzasının Levi-Çivita rabitəsidir. Onda 


~
 Kristoffel 

simvollarının  )(
~
e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən komponentləri  

,
2

1~ tka
ijta

k
ij

k
ij gRp  

,
~ a

kjia
k
ij Rp  

,
2

1~ tia
kjta

k
ji

gRp  

,
2

1~ ita
kita

j
ik

k
ji

gRp                                       (3.4.8) 

,
~ tkj

it
k
ji

g  

0
~~~

 k
ji

k
ji

k
ji  

şəklində tapılırlar. 

 (3.1.9), (3.1.10), (3.1.11), (3.1.12) və (3.4.8)-dən tapırıq ki, ,
~
V  ,

~
XH və 

XC
~

 kovariant törəmələri, uyğun olaraq aşağıdakı şəkildədirlər: 

,
0

2

1

0
~























t
t

ikaik

t
imt

km

k
aRp

g

V





                       (3.4.9) 

,

2

1

0
2

1
























tka

tia
ta

itka

tis
kta

i
k

H

k

XRpXRp

XRpX

X 
                 (3.4.10) 
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,

2

1

0
2

1

~
























tka

tia
k

i

h
th

mit
km

kia
kta

i
k

C

k

XRpX

XpgXRpX

X




 

 (3.4.11) 

burada m
t

ta
ikma

ta
itka

m
ikh XRppXRpXp 

2

1
  işarə olunmuşdur. 

 Əgər nM  çoxobrazlısında psevdo-Riman g  metrikası vardırsa, onda  

 t
ksti

as
a

t
tiks

as
a

t
itks

as
a

ta
itka XRgpXRgpXRgpXRp  

f
skif

as
a

tf
kstif

as
a XggpXRggp ][2                        (3.4.12) 

olur. 

 (3.4.9), (3.4.10), (3.4.11) və (3.4.12)-dən aşağıdakı teoremlərin doğruluğu 

alınır. 

 Teorem 3.4.3.  nM0
1  kovektor meydanının G

~
 metrikasına malik 

 nMT*   kotoxunan laylanma fəzasına şaquli lifti heç bir halda paralel deyildir.  

 Teorem 3.4.4.  nMX 1
0  vektor meydanının G

~
 metrikasına malik  nMT*  

kotoxunan laylanma fəzasına tam və horizontal liftləri onda və yalnız onda paralel 

olurlar ki, nM  üzərində X   ya nəzərən paralel olsun. 

 G
~

 metrikasının əyrilik xassələrini öyrənək. 
~

 rabitəsinin R
~

 əyrilik tenzorunu  

  )()()()()()(
~~~~~~~~~~,~~



 eeeeeeR   

düsturu ilə hesablayırıq, burada )(
~~

 e  və R
~

 əyrilik tenzorunun adaptə 

olunmuş  )(
~
e  reperinə nəzərən  


























 

~~~~~~~~~~
eeR  

komponentləri vardır. 

(3.1.16) və (3.4.8) bərabərliklərinə əsasən alarıq:  

  

ta

kj

lm

it

ta

ij

lm

ktma

l

kij

l

kij RRRRppRR
4

1~
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   ,
2

1 t
km

a

tji
t
im

a

tjk
ml

a

a

kjti

a

ijtk
lt

a RRgpRRgp   

,
2

1

2

1~ flka

tj
t
ifa

lk

ij

l

ijk
gRpRR    

  
j

kf

laf
i

j
if

laf
ka

flt
kf

j
it

flt
if

j
kt

lj

ik

l

jki RRpggRR
2

1~
 

 ,
2

1 t
km

ja

ti
t
im

ja

tk
ml

a RRgp    

    j
km

a

lti
j

im

a

ltk
mt

a

a

lkti
tja

k
mj

a

j

ikl

l

jki RRgpRgRgpRR lim
2

1~
 

 ,
4

1 ja

tk

tm

li

ja

ti

tm

ikma RRRRpp                             (3.4.13) 

    

a

tjk

tm

li

a

tji

tm

lkma

m

ljki

m

ljikm

l

kij RRRRppRRpR
2

1~
 

  ;
2

1

2

1 tm

lj

a

kitma

a

lti

tm

kj

a

ltk

tm

ijma RRppRRRRpp    

 ,
4

1

2

1~ ka

tj

tm

li

ta

ij

km

ltma

a

ljti
tk

a

k

lji

l

ijk
RRRRppRgpRR    

,
~ ik

lj

l

jik
RR   

,
2

1

2

1~ j
if

kaf
la

jk

li

l

jik
RpRR    

.0
~~~~~


l

jik

l

jik

l

jik

l

jik

l

jik
RRRRR  

Onda aşağıdakı teorem doğrudur:  

 Teorem 3.4.5. Tutaq ki,  gMn ,  n çöxölçülü diferensiallanan çoxobrazlıdır 

və  nMT*  onun G
~

 metrikasına malik kotoxunan laylanma fəzasıdır. Onda 

  GMT n
~

,*  onda və yalnız onda müstəvi çoxobrazlısıdır ki, nM  müstəvi 

çoxobrazlısı olsun.  

 İsbatı. Əvvəlcə fərz edək ki, 0R . Onda (3.4.13) tərkiblərinə əsasən bu o 

deməkdir ki, 0
~
R  . Tərsinə, fərz edirik ki,      n

iii MTxpx *0,,   nöqtəsində 

0
~
R . Onda biz alırıq ki, 0R  üçün  
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  
flt

kf
j

it
flt

if
j

kt

lj

ikx

l

jki ggRR i )0,(

~
 

  .0
2

1
)0,( 




  ix

j
kf

laf
i

i
ij

laf
ka RRp  

 

 

 

 

3.5. Kotoxunan laylanma fəzası üzərində yeni metrikaya nəzərən metrik 

rabitə və geodezik əyrilər  

 

  nMT*
 kotoxunan laylanma fəzası üzərində G

~
 metrikasının 

~
 Levi-Çivita 

rabitə teorem 3.4.2-də verilmişdir. Bu rabitə 0
~~
G  şərtini ödəyən yeganə 

buruqluqsuz rabitədir. Lakin biz 0
~~
G  şərtini ödəyən və qeyri-trivial buruqluq 

tenzoruna malik olan digər rabitəni də tapacağıq. Həmin rabitəyə G
~

 metrikasının 

metrik rabitəsi deyilir. 

 Qeyd etdiyimiz kimi. hər hansı   rabitənin  nMT*
 kotoxunan laylanma 

fəzasında H  horizontal lifti (3.2.1) bərabərlikləri ilə təyin olunur və H  

horizontal liftinin  )(
~
e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən (3.2.2) əmsalları vardır. 

 Digər tərəfdən, əgər T  H
 horizontal liftinin buruqluq tenzoru olarsa, onda T

 nMT*
 kotoxunan laylanma fəzası üzərində  

  ,0,  VVT    ,0, VH XT     YXRYXT HH ,,   

şəklində təyin olunan çəp-simmetrik (1.2) tipli tenzor meydanıdır, [106 s. 287] 

burada  nMYX 1
0,  ,  nM0

1,  ,  R    rabitəsinin əyrilik tenzorudur və  

  ., 





i
i

lkh

klih
x

YXRpYXR  

 Beləliklə, əgər g  lokal müstəvi metrikasıdırsa, onda H
 rabitəsinin hətta g  

metrikası ilə təyin olunan g  Levi-Çivita rabitəsi üçün də qeyri-trivial buruqluq 

tenzoru vardır. 
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 (3.2.1) və (3.2.2)-dən istifadə edərək, istənilən   nMZYX 1
0,,   və 

 nM0
1,,   üçün yaza bilərik:  

       


VV

V
HVV

V
HVV

V
H GGG ,

~
,

~
,

~
 

        ,0,,,
~ 11   


ggG VVV

V
HV

V
HV

 

 

        VV

H
HVV

H
HVV

H
H

XXX
GGG ,
~

,
~

,
~

 

          V
X

VV

H
HV

H
HV GgG

XX
,

~
,,

~ 1
 

              X
V

X
VVH

X
VV gggXG ,,,,

~ 111
 

             ,0,,,, 1111    gggXg X

V

X
V

X
VV

 

 

       ZGZGZG HVHHVHHVH
VVV ,

~
,

~
,

~


  

      ,0)()(,,
~

 zzZG VVV

V
HH

V
HV 

  

 

       ZGZGZG HV

X

HHVHHVH
HVV ,

~
,

~
,

~


  

      ,0)()(,
~

 ZZZG X
V

X
VH

H
HV

X
  

 

   ,0,
~

 


VH
V

H YG  

   ,0,
~

 VH
H

H YG
X

 

   ,0,
~

 ZYG HH
V

H


 

   ,0,
~

 ZYG HH
H

H

X  

yəni g  rabitəsinin H
 horizontal lifti G

~
 metrikasına nəzərən metrik rabitədir. 

Beləliklə, aşağıdakı teoremi isbat etmiş olduq: 

 Teorem 3.5.1. Tutaq ki,    gMn,  çoxobrazlısı üzərində Levi-Çivita 

rabitəsidir. Onda H
 horizontal lifti G

~
 metrikasının metrik rabitəsidir.  
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 Tutaq ki, RH
 H  horizontal liftinin əyrilik tenzor meydanıdır. Onda RH  

tenzor meydanının  )(
~
e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən komponentləri  

















 










HHHHH eR
][][

~2

 

düsturu ilə verilmişdirlər. 

 (3.1.9). (3.1.10), (3.1.16), (3.2.2) bərabərliklərini istifadə etsək və 


 RR HH   Riççi tenzor meydanının komponentlərini hesablasaq alarıq:  

,kj
i

ikj
i

kji
Hi

ikj
H

kj
H

kj
H RRRRRR  

                     (3.5.1) 

,0 jk
H

jk
H

jk
H RRR  

burada kjR  nM  üzərində g  rabitəsinin Riççi tenzor meydanıdır [106]. 

 G
~

 metrikasına nəzərən H  horizontal liftinin rH  skalyar əyriliyi üçün 

(3.5.1) bərabərliklərini və  

   
































0
~~

~~
~~ 1

j
i

i
j

ji

ijij

ijji g

GG

GG
GG






 

olduğunu nəzərə alaraq yaza bilərik:  

 jk

Hjk
jk

Hjk
kj

HkjHH RGRGRGRGr
~~~~




 

,
~~

rRGgRGRG kj
kj

kj

Hkj

jk

Hjk   

burada r  g  rabitəsinin skalyar əyriliyidir. beləliklə, aşağıdakı teoremin doğruluğu 

isbat olundu.  

 Teorem 3.5.2. H
 metrik rabitəsinə malik olan   GMT n

~
,*

 kotoxunan 

laylanma fəzasının metrik rabitəyə nəzərən rH  skalyar əyriliyi onda sıfra bərabər 

olur ki, nM  üzərində  g nin r  skalyar əyriliyi sıfır olsun. 
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 İndi isə   GMT n
~

,*
 kotoxunan laylanma fəzasının geodezik əyrilərini 

araşdıraq. Tutaq ki, )(: txxC hh   nM  üzərində əyridir və )(th  C  boyunca 

kovektor meydanıdır, C
~

 isə  nMT*  üzərində lokal ifadəsi  

)(),( tpxtxx hh

def
hhh                                   (3.5.2) 

şəklindədir. 

 Əgər C  əyrisi bütün nöqtələrdə  

0 i

j
i
jh

hh

dt

dx

dt

d

dt




 

münasibətini ödəyirsə, onda deyirlər ki, C
~

 nM dəki C  əyrisinin horizontal liftidir. 

Beləliklə, verilmiş  

0

0

tthh




 

başlanğıc şərti daxilində (3.5.2) lokal ifadəsinə malik olan yeganə horizontal lifti 

vardır. 

 Tutaq ki, t   nMT*
 kotoxunan laylaşan fəzasında ),(),( iiAtxx AA   

əyrisinin qövs uzunluğudur. Geodezik əyrinin doğrulmuş    iiii pxxx ,,   

koordinatlarına nəzərən tənlikləri  

0
~

2

2

2

2


dt

dx

dt

dx

dt

xd

dt

x BC
A

CB

AA
                                 (3.5.3) 

şəklindədirlər, burada 
A
CB

~
 

~
 rabitəsinin (3.4.8) düsturları ilə təyin edilən 

əmsallarıdır. 

 İndi isə (3.5.3) tənliklərini 
 )(
~
e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən yazaq. 

(3.1.15)-i nəzərə alsaq yaza bilərik:  

,
~ A

AdxA   

yəni h  olduqda  

hih
i

A
A

hh dxdxdxA  
~
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və h
~

  olduqda  

h
jh

j
ja

hja
A

A
hh pdxdxpdxA  

~
. 

Həmçinin biz qəbul edirik ki,  nMT*  kotoxunan laylanma fəzasında )(txx AA   

əyrisi boyunca  

,
~

dt

dx

dt

dx
A

dt

hA
h
A

h




 

.
~

dt

p

dt

dx
A

dt

h
A

h
A

h 
  

 Ona görə də biz alırıq ki,  )(
~
e  adaptə olunmuş reperinə nəzərən  

0
~
















dtdtdtdt

d 



 

 

münasibəti doğrudur və (3.4.8) bərabərliklərinə əsasən müəyyən edirik ki,  

)a       
,0

2

1

2

2


dt

p

dt

dx
g

dt

dx

dt

dx
gRp

dt

x j
i

thj
it

ji
thm

ijtm

h 

                              (3.5.4) 

)b       .0
2

2


dt

p

dt

dx
gRp

dt

dx

dt

dx
Rp

dt

p
j

i
tjs

hitm

ji
m

hjim

h 
            

0)( m
tijR

 olduğu üçün alırıq ki,  

.0
dt

dx

dt

dx
R

ji
m

ijt  

Ona görə də  

)a
      

,0
2

2


dt

p

dt

dx
g

dt

x j
i

thj
it

h 

                                                                       (3.5.5) 

)b
      

.0
2

2


dt

p

dt

dx
gRp

dt

dx

dt

dx
Rp

dt

p j
i

tjs
hitm

ji
m

hjim

h 

 

Beləliklə, aşağıdakı teoremi isbat etmiş olduq. 

 Teorem 3.5.3. Tutaq ki, C
~

  nMT*
 kotoxunan laylanma fəzasında 

   iiii pxxx ,,   doğrulmuş koordinatlarına nəzərən lokal olaraq ),(txx hh   
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)(tp hh   şəklində ifadə olunmuşdur. Onda C
~

 əyrisi (3.5.5) tənliklərini ödədikdə 

G
~

 metrikasının geodezik əyrisidir.  

 Əgər (3.5.5) tənliklərini ödəyən əyri constxh   qaydası ilə verilən lay 

üzərində yerləşirsə, onda (5.3.5, b)  

0
2

2


dt

ph

 

şəklinə gətirilir, ona görə də ,, hhh
hh btapcx   burada hhh cba ,,  sabitlərdir. 

beləliklə, aşağıdakı teorem doğrudur. 

 Teorem 3.5.4. Əgər G
~

 metrikasına nəzərən ),(txx hh   )(tpp hh   geodezik 

əyrisi  nMT*  kotoxunan laylanma fəzasının layı üzərində yerləşirsə, onda bu 

geodezik əyri  

,hh cx   

hhh btap   

xətti tənlikləri ilə verilmişdir, burada hhh cba ,,  sabitlərdir. 

 İndi isə fərz edək ki, )(:
~

txxC hh   )(tpx hh

def
h  əyrisi nM -də g  

rabitəsinin )(: txxC hh   georezik əyrisinin 













 0

2

2

dt

xh

 horizontal liftidir. Onda 

(3.5.5) tənliklərinə əsasən alırıq. 

 Teorem 3.5.5.  gMn ,  çoxobrazlısı üzərindəki geodezik əyrinin horizontal 

liftinin  nMT*  kotoxunan laylanma fəzası üzərində 
~

 rabitəsinə nəzərən geodezik 

əyri olması məcburi deyildir.      
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 3.6. )2,0(  tipli tenzor laylanmasında Sasaki metrikasının  Levi-

Çivita rabitəsi  

 

 Tutaq ki, M  C  sinfindən olan  n  ölçülü differensiallanan çoxobrazlıdır. 

Onda     
Mp

MTMT


 ,0
2

2
0  tərifə görə, M  çoxobrazlısı üzərində )2,0(  tipli tenzor 

laylanmasıdır, burada   bütün MP  nöqtələri üçün  PT 0
2  tenzor fəzalarının 

dizyunktiv birləşməsini işarə edir.  MT 0
2   C  sinifindən olan   )( 2nn  ölçülü 

differensiallanan çoxobrazlıdır. M  dəki   njxU j ,,1,;   lokal koordinat 

sistemini    2

2

1 ,,1,,,2,1,,;
1

nnnjnjtxxU ii
jj  

 
doğurur, burada 


21ii

j tx  hər bir    PT 0
2  , Up  tenzor fəzasının )2,0(  tipli t  tenzorunun 

natural(təbii) reperə nəzərən koordinatlarıdır,   MMT 0
2:  isə laylanmanın təbii 

proyeksiyasıdır. 

  Mr
s  ilə M üzərində bütün ),( sr  tipli differensiallanan tenzor meydanları 

çoxluğunu işarə edək. Tutaq ki,  M2
0 , onda  i  ilə  MT 0

2  üzərində funksiya 

kimi baxılan bükülməni işarə edəcəyik. Əgər      MxU j   koordinat ətrafında  

21

21
jj

jj

xx 









  
ayrılışına malikdirsə, onda  )(ti  nin )(1 U    

çoxluğunda   jj xx ,  koordinatlarına nəzərən 
21

21
jj

jj
ti  

 
lokal təsviri vardır. 

 Fərz edək ki,  MA 0
2 . Onda elə yeganə   MTAV 0

2
1
0  vektor meydanı 

vardır ki, (bax [71]),  

    ,)( AAiA VV                                      (3.6.1) 

burada   )(Av      MA 0
0 funksiyasının   MT 0

2  laylanmasına şaquli liftidir. 

[71].  
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 Aşağıdakı işarələməni daxil edək:  

i
iV

i
iVV AAA  , 

burada        ,
ii

x




  
,

21ii
ii

tx 









  
21ii

ViV AA  . 

Onda (3.6.1)-dən alırıq:  

.,0
21ii

iViV AAA   

 Beləliklə AV
 şaquli liftinin   MT 0

2  laylanmasında  ii xx ,  təbii 

koordinatlarına nəzərən  































21

0

ii
iV

iV

V

AA

A
A                                               (3.6.2) 

koordinatları vardır  [66].  

 Fərz edək ki, XL   MX 1
0  vektor meydanı boyunca Li törəməsidir. X

vektor meydanının  MT 0
2  laylanmasına  XC

 tam lifti ixtiyari    M2
0  üçün    

    X
C LiiX                                                 (3.6.3) 

şəklində təyin olunur.  (bax  [66]). Tutaq ki, 

.i
iC

i
iCC XXX   

 Onda (3.6.3) bərabərliyindən alınır ki, XC
 tam liftinin  MT 0

2  laylaşmasında 

 ii xx ,  koordinatlarına nəzərən   

































m
imi

m
imi

i

iC

iC

C

XtXt

X

X

X
X

2112

                        (3.6.4) 

komponentləri vardır.  
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 Fərz edək ki,   M üzərində simmetrik xətti rabitədir. X  vektor meydanının

 MT 0
2  laylanmasına   MTXH 0

2
1
0  horizontal lifti  

     ., 2
0 MTiiX X

H    

şəklində təyin olunur. (bax [66]). 

XH
 horizontal liftinin   MT 0

2  laylanmasında  ii xx ,  koordinatlarına nəzərən 

 































mi
m
simi

m
si

s

i

iH

iH

H

ttX

X

X

X
X

1221

                            (3.6.5) 

komponentləri vardır, burada k
ij  

  xətti rabitəsinin  lokal komponentləridir. 

 MU  koordinat ətrafında   

 ,1
0)( MX j

j
iii  

 

 

   MTAA kk
k

i

k

iii
ii 0

2
)()(

21

2

2

1

121
   

qəbul edək, burada k
i  Kroneker simvoludur. 

 (3.6.4) və (3.6.5) bərabərliklərindən istifadə edərək asanlıqla müəyyən olunur 

ki,
 )(i

HX və )(iV A  vektor meydanlarının  MT 0
2    laylanmasında  ii xx ,  lokal 

koordinatlarına nəzərən, uyğun olaraq   


















mh
m
ihhm

m
ih

h
i

i
H

tt
X

1221

)(


                                       (3.6.6) 

və 
















2

2

1

1

0
)(

i

h

i

h

iV A


                                                  (3.6.7) 
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komponentləri vardır.  )(
)( , iV

i
H AX

 
çoxluğunu   rabitəsinə adaptə olunmuş reper 

adlandırırıq. 

 
)(

)( , iV
ii

H
i ADXD 

 
işarə etməklə adaptə olmuş reperi    iiI DDD ,

şəklində yazaq, burada  2,,2,1 nnI   .  (3.6.1)-(3.6.7) bərabərliklərindən alınır ki,  

XH
 və AV

 vektor meydanlarının adaptə olunmuş  ID  reperinə nəzərən  
















0
,

i
H

i
iHH X

XDXX                                        (3.6.8) 

və 
















21

21

0
,

ii

V
iii

V

A
ADAA                                              (3.6.9) 

komponentləri vardır, burada  
iX  və 

21iiA  uyğun olaraq,  MX 1
0  vektor 

meydanının və  MA 0
2   tenzor meydanının kompenentləridir. 

Fərz edək ki, M  metrik tenzor meydanı g  olan n ölçülü Riman 

çoxobrazlısıdır. g  meydanının kovariant və kontravariant komponentlərini uyğun 

olaraq, ijg  və 
jkg  ilə işarə edək. Hər bir  Mx  nöqtəsi üçün )()( 0

2
1 xTx     

tenzor fəzasında   

 
2121

2211, jjii
jiji

BAggBAG                                           (3.6.10) 

bərabərliyi ilə  G  skalyar hasilini təyin edək.  G  hasilini g  skalyar hasilinin 

genişlənməsi adlandıraq, burada  MBA 0
2,  .  

 MT 0
2  laylanmasında Sasaki metrikası ixtiyari  MYX 1

0,   və 

 MBA 0
2,   üçün  

    ,,, BAGBAg VVVs   
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           ,0, YAg HVs
                                               (3.6.11) 

    YXgYXg VHHs ,,   

bərabərlikləri ilə təyin olunur.  (3.6.10) və (3.6.11) bərabərliklərindən istifadə edərək 

asanlıqla göstərilir ki, gs  metrikasının  ID  adəptə olunmuş reperinə nəzərən   

 






























22110

0

jiji

ij

ji
s

ji

ji
s

ij
s

IJ
s

gg

g

gg

gg
g                         (3.6.12) 

komponentləri vardır. Beləliklə,  MT 0
2  laylanması üzərində gs  metrikasını 

aşağıdakı ayrılşla təyin etmək mümkündür:  

 ji
ji

sji
ij

ss xxgdxdxgg   

,
2121

2211
jjii

jijiji
ij ttggdxdxg                               (3.6.13) 

burada 

  k
mi

m
kimi

m
kiiiii

i dxttdttx
12212121

  . 

 

Asanlıqla yoxlanılır ki,  jj xdx ,    ii DD ,  adaptə olunmuş reperinə nəzərən 

qoşma reperdir. 

 Məlumdur ki, Riman metrikasının kontravariant komponentləri aşağıdakı 

bərabərliklə təyin olunurlar  

K
I

JKs

IJ
s gg  .                                                   (3.6.14) 

  (3.6.12) и (3.6.14) bərabərlikləriundən istifadə edərək asanlıqla müəyyən edilir 

ki, 
 JKsg   tərs matrisi   

 















2211
0

0

kjkj

jk

JKs

gg

g
g                                       (3.6.15) 
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şəklində struktura malikdir. 

Aşağıdakı çevrilməyə baxaq 

.J

J

KK AD                                                      (3.6.16) 

J

KA   matrisi (3.6.16) çevrilməsinin matrisi olub  

 

















2

2

1

11221

0
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k

jmk
m
jkkm

m
jk

j
kJ

K
tt

A



                            (3.6.17) 

strukturuna malikdir. (3.6.17) matrisinin  J
IA

~
 tərs matrisinin isə   

 

















2

2
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11221

0~
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j
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jimi
m

ji

i
j

J
I

tt
A




.                           (3.6.18) 

strukturu vardır.  

  KD  adaptə olunmuş reperinin qeyri-holonomluğuna dair faktı nəzərə alaraq   

  ,, K

K

IJJI DDD   

işarə edək, buradan da alarıq ki, 

  .K
L

L

IJ

L

JI

K

IJ AADAD   

(3.6.8), (3.6.9), (3.6.17) və (3.6.18) bərabərliklərindən istifadə edərək asanlıqla 

müəyyən olunur ki, 
K

IJ  qeyri-holonomluq obyektinin   

,1

1

2

2

2

2

1

1

j

l

j

ik

j

k

j

ik

k

ij

k

ji    

,
2112

s
ijksk

s
ijksk

k
ij RtRt                                          (3.6.19) 

şəklində sıfırdan fərqli komponentləri vardır, burada  l
ijkR   g  metrikasının    

Levi- Çivita rabitəsinin əyilik tenzorunun komponentləridir. 
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Tutaq ki, s
  MT 0

2   laylaşması üzərində g  metrikası ilə təyin olunan Levi-

Çivita rabitəsidir.
 K

K
IJ

s
JD

s DD
I


 
qəbul edək.  

    MTYXYXXY Y
s

X
s 0

2
1
0,,,   

münasibətindən alırıq: 

.
K

IJ
K
JI

sK
IJ

s                                             (3.6.20) 

   0,  ZYg
s

X
s

 

münasibəti  KD  adəptə olunmuş reperinə nəzərən 

0 IK
sK

LJ
s

KJ
sK

LI
s

IY

s

L gggD                        (3.6.21) 

formasında yazılır. (3.6.19) və (3.6.20) bərabərliklərindən istifadə etməklə alırıq:  

   ,
2

1

2

1 K
JI

K
IJ

K

IJIJ

s

LIL

s

JLJ

s

I
KLsK

IJ
s gDgDgDg        (3.6.22) 

burada   .
P

LIPJ

sKLsK
IJ gg   

 (3.6.6), (3.6.7), (3.6.12). (3.6.15), (3.6.19), (3.6.21) bərabərliklərini nəzərə alaraq,  

(3.6.22) –dən  ID  adaptə olunmuş reperinə nəzərən yaza bilərik:  

,0,  k
ji

sk
ji

sk
ji

sk
ij

k
ij

s

 

 ,
2

1
1221 mk

m
ijkmk

m
ijk

k
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s tRtR   
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2

2

2

1
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k

j
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j

k

j

ik
k
ji

s   ,                                          (3.6.23) 

 ,
2

1
2112 sik

jbs
bisik

jsa
aik

ji
s RtgRtg    

 ,
2

1
2112 sjk

ibs
bjsjk

isa
ajk

ji
s RtgRtg    
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burada  
sjmkljsk

i RggR lim . 

 Beləliklə, aşağıdakı teorem doğrudur.   

 Teorem 3.6.1. Tutaq ki,  gM ,  Riman çoxobrazlısıdır və s  gs

 Sasaki 

metrikasına malik  MT 0
2  laylaşmasının Levi-Çivita rabitəsidir. Onda müxtəlif 

indekslər üçün 
K
IJ

s  komponentlərinin qiymətləri (3.6.23) düsturları ilə 

hesablanırlar. 

 Bildiyimiz kimi,  g  Riman metrikasının   Levi-Çivita rabitəsi bütün

 MZYX 1
0,,   vektor meydanları üçün aşağıdakı Koszul düsturu ilə verilir:  

   

        .,,,,,,

),(),(,,2

YXZgXZYgZYXg

YXZgXZYgZYXgZYg X




                   (3.6.24) 

  (3.6.6), (3.6.7), (3.6.8), (3.6.9), (3.6.23) və (3.6.24) düsturlarından istifadə 

edərək aşağıdakı nəticəyə gəlirik.  

 Teorem 3.6.2. Tutaq ki,  gM ,  Riman çoxobrazlısıdır və s  gs

 Sasaki 

metrikasına malik  MT 0
2  laylanmasının Levi-Çivita rabitəsidir. Onda s

 Levi-

Çivita rabitəsi bütün  MZYX 1
0,,  , və  MBA 0

2,   üçün aşağıdakı 

münasibətləri ödəyir.  

)i        ,,
2

1
YXRYY X

HH

X

s
H    
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1 11 AYRgtAYRtgY
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H

A

s
V     

)iii         ,~
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~
,

2

1 11 BXRgtBXRtgBB X
VV

X

s
H     

)iv   ,0 B
V

A

s
V  

burada      ,
~ 2

0
2121 MAAggA

ii
lm

mili
  
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        .
~

,,
~

, 3
0

12
1 MAYRgMTAYR    

 Qeyd edək ki, Teorem 3.6.2 –nin analoqu afinor laylanması  hallarlnda [87]  

məqaləsində isbat olmuşdur. 
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Nəticə 

 

1. Çiger-Gromol metrikalarının geodezik əyrilərinin toxunan laylanma 

fəzalarında interpretasiyaları verilmişdir;   

2.  Toxunan laylanma fəzasında simplektik metrikanın tam liftinin kanonik 

simplektik inikasda kotoxunan laylanma fəzasının təbii simplektik metrikasına 

çevrildiyi göstərilmişdir; 

3.  Kanonik simplektik inikasda vektor, affinor və (1,2) tipli tenzor meydanlarının 

tam liftlərinin obrazlarının yenidən tam liftlər olması üçün zəruri və kafi şərtlər 

tapılmışdır; 

4. Kotoxunan laylanmalardakı Peterson mənasında genişlənmiş Riman 

metrikalarına görə vektor meydanlarının Killinq vektoru olması şərtləri 

verilmiş, onların Norden metrikası olma şərtləri tapılmışdır. 
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